A hidkapcsolas eredé ellenallasa és Aramerdsségei

Az ot ellenallasbol készitett szokvanyos hidkapcsolas eredd ellenallasat tobb-
nyire csak a konkrét szamértékek ismerete mellett szoktuk meghatarozni. Ha
azonban vessziik a faradsagot és levezetjiik altalanos jelekkel (paraméterekkel),
akkor - megfelel6 atalakitasok utan - egy viszonylag egyszertii képlethez jutunk.
Az alabbiakban ezt a szamolast végezziik el.!

1. dbra

A kapcsolas, a szokasos jelolésekkel, az 1. dbrdn lathato. A huroktérvényt és
a csomoponti torvényt alkalmazva frunk fel egyenleteket. A két hurok koriilja-
rasi iranyat a gorbe nyilak jelzik. Végcélunk az 6t ellenallasbol allo egyenaramu
aramkori kapcesolas abran jelzett A és B pontok kozotti Rap eredd ellenédllasanak
meghatarozasa altalanos képlettel.

A bal oldali hurokban

(1) IRy + IsRs + I3R3 = 0,
a jobb oldali hurokban

(2) —IsRs + Ix Ry + 14 Ry = 0.
A C csomodpontban

(3) L —L—I;=0,

a D csomoépontban

(4) Is+ I, — I3 =0,

és végiil a B csomopontban

(5) Iy —1—-1,=0.

Az A pontban befolyo6 és a B pontban kifoly6é aram I erésségét mint paramétert
kezeljiik, igy a fenti 6t egymastol fliggetlen egyenlet elegendd az 6t ismeretlen
adramerGsség meghatarozasahoz.
Egy lehetséges lépéssorozat a kovetkezs: A (3) és (5) csomoponti egyenletek
Osszeadaséaval kapjuk, hogy
Il = I + I4 + I5.

A D csomoponti egyenletbdl Is = I+ Is. . Ezeket az els6 hurokegyenletbe beirva
LR+ 14R + IsRy + I4R3 + IsR3 =0

adodik. A méasodik hurokegyenletet a B csomoéponti Osszefiiggés alapjan Io =
I + I, helyettesitéssel atirva ezt kapjuk:

—IsRs + IRy + I4Ry + 14 Ry = 0.

Igy most mar csak két ismeretleniink van, két fiiggetlen egyenlettel. Kiemelések
utan ez a két egyenlet:

(R1 + R3)14 + (R1 + Rs + R5)I5 =—Ril,
(Rg + R4)I4 — Rs1s = —Ro1.

LA paraméteres képletnek megvan az az elénye, hogy csak egyszer kell kiszamitanunk, a
tovabbiakban méar csak alkalmazzuk. Ugyanigy jarunk el pl. a masodfoku egyenlet megoldokép-
letével is; azt is elegendd egyszer levezetni, utdna pedig mar akarhanyszor alkalmazhatjuk.



Az egyenletrenszer megoldésa:

R R;5 +R2(R1 + R3 +R5) I
(R1+ R3)Rs + (R2 + R4)(R1 + Rs + R5)

IL=-

RQ(Rl + Rg) - R (RQ + R4)
(Ry + R3)Rs + (Ra + R4)(R1 + R + Rs) ~
Megjegyzés. Itt most érdemes kitérni arra a kérdésre, hogy milyen feltételek mellett

lesz I értéke zérus. A legutobbi képlet szamlalojabol kovetkezik, hogy ez akkor all fenn,
ha

Is =

Ry Ry

Ri  Rs’
Ez az eset a régi id6kben hasznalt Wheatstone-hid nevi ellenallasmérs kapcsolas megfe-
lelGje. E kapcsoldsban Rs helyén egy érzékeny aramerdsségmérs miiszer van, R; helyére
illesztjiik a megmérendd ellenéllast, Ro helyén ismert értékid etalon ellenallas helyez-
kedik el, és R3, R4 egyetlen drdtszal azon két részének ellenalldsa, amelyek a mtiszer
csusztathatdé D pontbeli csatlakozasatol az A, illetve B pontig tartanak. A mtszer D
pontbeli csatlakozasat ide-oda cstuisztatva, megkeressiik azt a helyét, amely mellett a
miiszeren atfoly6 Is erdsségd dram zérus értékd. Ekkor fennéll a fenti ardnypar, amibdé
R: = (R3/R4)R> . Minthogy R3 és R4 ugyanazon huzal két darabja, ezért ellenallasuk
pontosan hosszusigukkal ardanyos, tehat ellenallasaik hanyadosa is megegyezik hosszu-
sagaik hanyadosaval. E hossziisdgokat pedig egyszertien mérhetjiik. Igy az ismeretlen
ellenallas értékét konnyen megkapjuk az etalon értékének ismeretében:

Természetesen a fenti képletiink azt is kifejezi, hogy Is értéke akkor is zérus, ha
az Rs jeld athidalo ellenallas értéke ,végtelen nagy”. A képletben Rs a nevezs mindkét
tagjaban szerepel, a szdmldléban pedig nem, igy, ha Rs végtelen nagy értékhez tart,
akkor a tort értéke nulldhoz tart. Ez gyakorlatban annak felel meg, hogy C' és D pontokat
nem koti Ossze semmilyen vezets sem. Azt is mondhatnéank, hogy ilyenkor Rs a két pont
kozotti levegd vagy egyéb szigetelGanyag végteleniil nagynak tekinthetd ellenéllasa.

Visszatérve a szamitasokhoz, Iy és I5 ismeretében megkapjuk I35 értékét: .

RQ(Rl + Rg) — Rl(RQ + R4) — R1R5 — RQ(Rl + R3 + R5)

1.
(R1+ R3)Rs + (R2 + R4)(R1 + Rs + Rx)

Ii=I+1I5 =

a B csomopontra felirt Kirchhoff-Gsszefiiggésbol

R5(Ry + R3) + (R2 + R4)(R1 + Rs + Rs) — RiRs — Ro(R1+ Rs + R5) I
(R1 + R3)Rs + (R2 + R4)(R1 + R3 + R5) ’

Iy =141 =

és végiil a C' csomopontnal érvényes Gsszefiiggésbol

(RQ + R5)(R1 + Rg) + (RQ + R4)(R3 + R5) — R1Rs — RQ(Rl + R3 + R5) 7

I = Ih+1I5 = ,
! e (Rl + R3)R5 + (Rg + R4)(R1 + Rz + R5)

Mindezek ismeretében meghatarozhatjuk a hidkapcsolasunk A — B pontjai
kozott érvényes ellenallasat, mert Rap = Uap/I, de Uap-t megkapjuk, ha az A
pontbol a B pontba vezets valamelyik tton Osszegezziik a fesziiltségeséseket. A
legegyszertibb Ut az R és Ro ellenéllasokon keresztiil vezet, tehét

(6) Uap = I1 R + 1 Rs.

Igy a keresett ellenallasérték:

Ri(R2+ Rs5)(R1 + R3) + Ri(R2+ Ra)(R3 + Rs) — R%R5 — R1R3(Ry + Rs + Rs) "

R =
AB (R1+ R3)Rs + (R2 + R4)(R1 + Rs + Rs)

+R2R5(R1 + Rg) + RQ(RQ + R4)(R1 + R3 + R5) — R1R2R5 — R%(Rl + R3 + R5)
(R1+ R3)Rs + (R2 + Ry4)(R1 + Rs + Rs) '

Ezt tulajdonképpen végeredményiinknek tekinthetnénk, de érdemes elvégezni
a szorzasokat és Osszevonasokat mind a szamlalokban, mind a nevezSkben és
egyetlen tortben foglani 6ssze az eredményt:

Rup =



RiR2R3+R1R2oRy+R1R3Ri+R1R3Rs+ R1RiRs+ RoR3Ry+RoR3Rs+ R2RaRs

R =
AB RiR2 + RiR4s+ R1Rs + RoR3 + RaRs + R3R4 + R3Rs + R4Rs

Képletiink, monoton egyszertisége miatt, arra is alkalmas, hogy programozhato zseb-
kalkulatorunkba egyszert programlépésekkel beirjuk; de még a fejben valé megjegyzése
sem nagyon kényelmetlen. Ez utobbit segitheti, ha a (*) képlet szamlalojanak is és
a nevezGjének is egy-egy grafot feleltetiink meg. A graf cstcspontjait szdmozzuk meg
az ellenallasok indexeinek megfelelg szamokkal. A nevez&ben szerepld szorzatok index-
parjainak megfelels cstcspontokat kossiik Ossze egy-egy folytonos vonallal, egy masik
grafon pedig szaggatott vonallal azokat a cstcspontokat kossiik Ossze, amelynek meg-
felels indext ellenallasok nem szerepelnek a szdmldlé haromtényezss szorzataiban (2.
abra).
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2. dbra

A rajz jol mutatja a hidkapcsolas azon szimmetriajat, hogy Rap nem valtozik meg, ha
az elrendezést akar a ,fliggbleges”, akar a ,vizszintes” szimmetriatengelyére tikrozziik,
vagyis végrehajtjuk az

(7) Ri <> R2 és R3 <> Ry,
vagy az

(8) R1 < R3 és Ra < Ry
felcseréléseket.

Rap levezetett képletének ellendrzésére (ami egy ilyen hosszi szdmolds utan min-
denképpen célszerti) szamos lehetGség kindlkozik. Nézziik meg, mekkora az eredé ellen-
allas, ha a hidat képezS Rs ellenéllas értéke zérus, ami egyszertien azt jelenti, hogy a C
és D pontokat egyesitettiik (révidre zartuk). Ekkor Ry és Rs parhuzamos kapsolasban
van, hasonloan az Ry és R4 ellenéllés is, és a két ellenallaspar sorba van kapcsolva. A
kénnyen megkaphat6 eredd tehat

_ R1R3 R2R4
" Ri+Rs Ro+Ra

Ha a (*) végképletiinkbe is Rs = 0 értéket helyettesitiink, ugyanezt az eredményt
kapjuk.

Masodik ellenérzésként tekintsiik azt az esetet, ha nincsen a kapcsoldsban hidat
képezd Rs jeld ellenallas, tehat nem is kapcsoltuk 6ssze a C' és D pontokat. Ilyenkor
R1 és Ra kozvetleniil sorosan vannak kapcsolva, hasonléan R3 és R4 is, majd a beldliik
alkotott két ellenallas van parhuzamosan kapcsolva A és B pontok kozé. Ebben az
esetben is kénnyen kiszamithat6 ereddjiik:

Rap = (R1+ R2)(R3s + Ra) _ RiR3s + RiR4+ R2Rs + R2R4
(R1+ R2) + (Rs + R4) Ri+ R2+ R3 + Ry
Ha végképletiinkkel ezt az esetet is ellendrizni kivanjuk, akkor a hidnyzé hidat végtelen
nagy ellenallasnak kell gondolnunk, azaz keresniink kell, hogy mely értékhez tart Rap
, ha benne Rs tart a végtelenhez. Ha a (*) képletiinkben mind a szamlalét, mind a
nevezGt osztjuk Rs-tel, majd vessziik a tort hatarértékét, akkor ezt kapjuk:
lim = RiR3 + R1Rs + RoR3 + Ro Ry
Rg—00 Ri+ R2+ R3+ Ra ’
tehat a képletiink ebben az esetben is megéllta helyét.

Ha a hidkapcsolas Rap eredd ellenallasanak meghatirozasa utan az egyes eleme-
iben folyd aram erdsségét akarjuk meghatarozni abban az esetben, amikor az A — B
pontokban csatlakoztatunk hozzi egy Uy tiresjarasi fesziiltségii és Ro belsS ellenallastu
aramforrast (3. dbra), akkor a kovetkezSket kell tenniink.

Ras




Uo

3. dbra

Meg kell hataroznunk az Uap fesziiltséget. Minthogy Rap-t mar kiszamitottuk a (*)
képletiinkkel, irhatjuk, hogy

Uap = Uy — IRy,  ahol I= @,
RaB
amibdl
Rap
9 Uap = ——— Up.
©) A2 = Ro+ Rap °

A kapcsolas ellenallasain folyd aramokra (amelyeket az 1. abran jelolt, feltételezett
iranyokban tekintjiik pozitivnak) fennallnak az (1)-(5) egyenldségek, tovabba (6) és (9),
valamint Uap = IRap, ahol Rap a (*) képlettel megadott kifejezés. Ennek az egyen-
letrendszernek a megoldasa pl. az Rz és az Rs ellenéallasokon atfoly6 dram erGsségére:

(RsRap — RiR4)Uy
[(R1 + R2)Rs5 + (R2 + R4)R1](Ro + Rag)’

(10) I =

[(R2 + Ra)Rap — (R1 4+ Ra)R4)Uo

(11) Is= [(R1 + R2)Rs + (R2 + Ra)R1](Ro + Rap)

Ezekbdl a tobbi dramerdsség is kiszamolhato, hiszen I1 = Io+15, I3 = [1 —1, [h = I3—1I5.

Megjegyzés. Az I, I3 és Iy dramerGsségeket a (10) képlet alapjan is kiszamithatjuk,
ha alkalmazzuk a (7) vagy (8), esetleg mindketts atnevezés lehetGségét. Ezzel a transz-
formacioval elérhetjiik, hogy az R1, R3 és R4 ellenallasok bdrmelyike a kapcsolas jobb
fels6 (eredetileg Ra-vel jelzett) ellenallasanak helyére keriiljon, és ezutan mar alkalmaz-
hatjuk a (10) képletet. Vigyazat: a (10) transzforméacioé soran Is kivételével valamennyi
aram elGjele megvaltozik.

Az I5 dramerGsségre, vagyis a hidat képez§ Rjs ellenallason folyo dram erds-
ségére vonatkozodlag ismét felvethetjiik a mar el6zéleg emlitett, kiegyensilyozott
Wheatstone-hid esetét, amelynél fennall, hogy R;/Rs = Rs/R4. Ekkor, termé-
szetesen

(R1 + R2)(R3 + Ry)
12 Rap = :
(12) AB T R ¥ Ry+ Rs + Ry

vagyis Rs-nek nincsen szerepe a hidkapcsolés eredgjében, nullanak vagy akar
végtelen nagynak tekinthetd.

Ellendrizziik, hogy a (11) képletiink ez esetben valoban zérus aramerdsségér-
téket ad-e. A valaszt a képlet szamlélojaban a szogletes zarojelben 1évs kifejezés,
annak varhato elttinése adja meg. Ebbe beirva Rap (12)-beli értéket, ezt kapjuk:

(RQ + R4)(R1 + RQ)(Rg + R4)
Ri+ Ry + R3+ Ry

(R2+ R4)Rap — (R1 + R2)Ry = —(R1 + R2)Ry.

Elvégezve a k6z0s nevezdre hozést, a szorzésokat, 6sszevonésokat, az Gj tort szam-
lalojara kapjuk:

RiRoR3+ RiRoRy+ RoRj — RIRy — R1RaRy — RoR} = Ri(RoRs — R1Ry) = 0.

Az utolso 1épésnél figyelembe vettiik, hogy Ry1/Rs = R3/R4. Latjuk, hogy (11)
szamléaloja zérus, tehat valoban igaz, hogy Is = 0.
Légradi Imre



