Osszetett rezgések

II. rész

A cikk els6 részében (amely a KoMal malt havi szaméban jelent meg) konkrét példakon keresztiil (az egysze-
riibbektdl a nehezebbek felé haladva) azt vizsgaltuk, hogyan irhato le a tobb testbdl 4llo, dsszetett rezgésekre képes
rendszerek mozgasa. A cikk végén egészen altalanos eljarast is adtunk a hasonl6 problémak megoldasahoz. Az el6z6 cikk
targyalasmodjat folytatva a mar megismert receptet fogjuk alkalmazni a csatolt ingdk esetére, majd egy fizikatorténeti
példan keresztiil mutatunk ra az Osszetett rezgések fontossagira a szilardtestfizikiban.

Csatolt ingak

Ha két fonalingat valamilyen mechanikai médon Gsszecsatolunk, majd a rendszert kis kitérésid lengésbe hozzuk,
Osszetett rezgés alakul ki. A csatolds az ingatestek kozé iktatott rugoval vagy az ingak fonalaira zsinérokkal V-alakban
kapaszkodé nehezékkel valdsithaté meg. Ha az ingékat &sszekdts rugd gyenge vagy a nehezék sokkal kisebb tmegi az
ingatestek tomegénél, akkor gyenge csatoldsrol beszélink. Ilyen esetekben a rendszer mozgésaban egy gyonyord fizikai
jelenség mutatkozik meg: a lebegés.
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6. dbra

4. példa. Két ¢ hosszisdgi fondlon egy-egy m tomegid, kicsiny golyd fiigg. A golydkat nagyon gyenge, D direkcids
erejd huzd-nyomd rugo kapcsolja Gssze gy, hogy eqyensulyi helyzetben a rugd nyijtatlan, a fonalak pedig fiiggdlegesek
(1. abra). A bal oldali golydt vy sebességgel vizszintesen meglokjik, melynek kovetkeztében a rendszer kis kitérésd,
dsszetett rezgomozgdsba kezd. Irjuk le a golydk mozgdsdt!

7. dbra

Megoldas. Jeloljiik az egyes testek kitérését xq (t)-vel és zo(t)-vel a 2. dbra szerinti modon! Mivel az ingédk mozga-
sdnak amplitidoja kicsi, az ingatestek emelkedése-siillyedése sokkal kisebb a vizszintes iranyd elmozdulédsuknal, ezért
alkalmazhatjuk a matematikai inga leirdsanal megszokott kozelitéseket; az ingatestek fiiggsleges iranya gyorsulasét
elhanyagoljuk, a fonalakban ébredd erd nagysdgdt az allando mg értékkel kozelitjiik, a fonalerd vizszintes komponensét

pedig a kis kitérésekre érvényes m97z sszefiigges alapjan szamitjuk (i = 1,2). Igy a testek mozgéasegyenletei:

. m
mi, = —79$1 + D(xg — x1),
mg

—7562 - D(l‘g — 1'1).

mfg

Osszunk le az ingatestek m tomegével!



g

a 1 gl’lJr(xle),
jg = 7212 — E(IQ — 1‘1).

A szokasos recept szerint keressiik a normalkoordinatédkat y(t) = z1(f) + aza(t) alakban (ahol a id6tdl fiiggetlen
allando)! Ehhez (1) masodik egyenletét szorozzuk meg a-val és adjuk Gssze az elsével:

D D
fL"l +Olf.£.2 = 7%1’1 + E(IQ — xl) + « <gf£2 — E(ILQ — Ll)) .

L
Rendezés utan alakitsuk at a jobb oldalt ugy, hogy a harmonikus rezgés ij = —w?y egyenletére hasonlito alakot kapjunk!
L D g 2(l—a)—af
htaiy=——10—-a)+= | |o1+B——F19 .
N (m( ) g)(l Dig—1)—4 *
g
w? y

Latszik, hogy ha a normélkoordinédtakat keressiik, az « egyiitthaté értékét ugy kell megvalasztanunk, hogy teljesiiljon
az

egyenlGség. Ez egy masodfoka egyenlet a-ra, melynek két gyoke (figgetlenil az m, D, ¢ paraméterektdl) oy o = £1.
Tehat a norméalkoordinatak és a nekik megfelels w sajatfrekvenciak a kovetkezdk:

yl(t) = xl(t) +£L‘2(t), w1 = \/g,

2D
y2(t):$1(t)—$2(t), Wy = %J’_H

(2)

A normalkoordinatéik egy-egy megfelels wy, illetve wo korfrekvencidji rezgési egyenletet elégitenek ki, melyek megoldésa

(3) y1,2(t) = Ay 2sin(wi ot + ¢1.2)

alaku, itt az A; o amplitudokat és a @12 kezddfazisokat most is a kezdeti feltételekbdl hatarozhatjuk meg. A (2)
egyenletekbdl a normélkoordinatakkal kifejezhetjiik az egyes testek kitérését is:

1
n z1(t) = ?(yl (t) + y2(t)),
wa(t) = 5 (41 (t) —92(1))-
A konkrét példank megoldasdhoz méar csak a kezdeti feltételekhez kell illeszteniink a normalkoordindtékra vo-
natkozo éltalanos (3) megoldast. Kezdetben mindkét norméalkoordinata zérus, hiszen x1(0) = z2(0) = 0, ezért a
normélkoordinaték kezddfazisa nulla: p; = o = 0. A sebességeket tekintve i (0) = vy, £2(0) = 0, igy

71(0) = 92(0) = vo = Ayw1 = Agwo,

U
azaz az amplitudok értéke A; o = 9 A normalkoordinatak idsfliggése tehat:
w1,2

(% .
y1(t) w—o sin(wit),
(5) 06

x1(t) = o sin(w1t) + 0 sin(wst),
6) 2(,«)1 2&)2
( xo(t) = Yo sin(w1t) — Yo sin(wat)
2 2&4)1 ! 2LU2 2

Hatra van még a kérdés: mi a fizikai jelentése az egyes norméalkoordinataknak? A (2) kifejezésére pillantva ezt is
kénnyen megvalaszolhatjuk:



e Ha y1(t) = 0 és yo(t) # 0, akkor a rendszer olyan normalmoédusban rezeg, melyben a két ingatest kitérése minden
idépillanatban egyenls nagy és ellentétes irdnyu.

e Ha yo(t) = 0 és y1(t) # 0, akkor olyan normalmodus jon létre, melyben a két ingatest kitérése minden idépilla-
natban egyenlé nagy és egyez@ iranyu, ilyenkor tehédt a rugd meg sem fesziil.

A csatolt inga kétféle normalmodusat a 3. dbra szemlélteti. Tetszoleges kezdeti feltétel esetén tehat a rendszer mozgasa
e két sajatrezgés megfelel§ arany ,keverékeként” (szuperpozicigjaként) irhato le.

8. dbra

Lebegés

Ha a két fonalinga kozotti csatolas gyenge (azaz ha D < mg/l), akkor a (2) kifejezésekbdl adodo korfrekvenciak
csak kicsit kiilonboznek egymastdl. Vezessiik be a két korfrekvencia szamtani kézepére és kiilonbségére az

_ wtws
w=——",
2
Aw=wyg —w KW
kifejezéseket! A gyenge csatolas kozelitésében alakitsuk at egy kicsit a (6) kifejezéseket! A kis golyok kitérése:

Vo

w1a(t) = 2”—0 sin(wyt) + ;—Osin(wgt) =2 [(1 + 2A°J> sin(wit) + (1 - ?“) sin(wﬂ)} :

w1 Wo 2w w1 Wo

ahol a fels6 el§jel az 1-es, az alsé pedig a 2-es golyoéra vonatkozik. Elhanyagolva a masodrendien kicsiny Aw/wi 2
alakua tagokat:

w1a(t) = ;% [sin(wit) = sin(wat)] .

0+ 0
sin @ + sin ¢ = 2sin <2SD> cos <:;SD>

+
212(t) = L sin (wl = t> (W;Fwt) ,
w

tehat a két golyocska kitérés-ids fiiggvénye (ahogy azt a 4. dbra mutatja):

Hasznaljuk fel a

trigonometriai azonossagot! Ezzel:

A
z1(t) = %0 cos (;}t) sin (@t) ,

xo(t) = —Ujo sin <A2wt) cos (wt) ,

W



9. dbra. A golyocskak kitérése az idg fiiggvényében gyenge csatolas esetén.
Jol latszik az w korfrekvenciaji gyors rezgésre rarakodo Aw korfrekvenciajiu lebegés.
Az id6t a lebegési idStartam (To = 27/ Aw) egységében meértiik

Azt kaptuk tehat, hogy a testek mozgasa egy w korfrekvencidji, gyorsan valtozo szinuszos (koszinuszos) idofiige-
vény és egy ehhez képest lasst, Aw/2 kirfrekvenciaji koszinuszos (szinuszos) véltozéas szorzata. A lasst valtozést az
amplitidéba foglalva azt mondhatjuk, hogy a testek w korfrekvencidval olyan rezgést végeznek, melynek amplitudoja
periodikusan ingadozik a zérus és a maximalis (vo/w) amplitudo kozott. Amikor az egyik test amplittidoja maximalis,
a masiké akkor zérus és forditva: a rezgési energia periodikusan cserélddik a két ingatest kozott. Ennek a jelenség-
nek a neve lebegés, a lebegési id6tartam (azaz két egymést kdvets zérus amplitadéju allapot idskiilonbsége) pedig
Ty = 27/ Aw, igy Aw-t lebegési (kér)frekvencidnak hivjak.



A kristalyok molhéje

Az eddigiekben néhany szabadsagi foku rendszerek Osszetett rezgéseivel foglalkoztunk. Az eddig megszerzett is-
meretek némi matematikai nehézség lekiizdése aran kamatoztathatok sok szabadsagi foki, bonyolult rendszereknél
is, példaul egy kristalyracsban elhelyezkedd, rezgé-nyiizsgs atomok sokasdganal. Utébbi jelent&sége kiilondsen nagy a
szilardtestfizikaban, amely a XX. szdzadi kialakuldsa ota méra a fizika egyik legjelent&sebb teriiletévé valt és olyan
eszkozok kifejlesztését tette lehetévé, mint a tranzisztor, mikrochip, merevlemez, LCD-kijelz6k, LEDek, magneses
lebegtetésti vasit, sth.

Ezt a fejezetet betekintésnek szanjuk a modern szildrdtestfizika egy teriiletére, ezért a fiatalabb Olvasok sok 1j
fizikai és matematikai ismerettel talalkozhatnak. A nehezebb részek ne szegjék az Olvaso kedvét, ezek nyugodtan
atugorhatok, a figyelmet inkdbb a végeredményekre és a levont kévetkeztetésekre szeretnénk iranyitani.

A mult szazad els6 éveiben, a kvantummechanika hajnalan egyre ndvekedett a fizikusokban az igény arra, hogy a
makroszkopikus testek viselkedését mélyebben, egészen az ket alkoté részecskék szintjén lehessen értelmezni. 1900-ban
Mazx Planck kvantumhipotézise, amellyel a h6mérsékleti sugarzassal kapcsolatos kisérleti eredmények elGszér magya-
razhatova valtak, olyan lavinat inditott el, amely a fizika minden teriiletén forradalmat hozott. Planck elmélete szerint
apro, hf nagysagn energiaadagokban, ahol h ~ 6,626 - 1073 Js az altala bevezetett ,hataskvantum” (mai, gyakrabban
hasznalt nevén: Planck-allando).!
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10. dbra. A bal oldalon az Einstein-modell 2 dimenziés (2D) sematikus abrazolasa lathato. Az abra jobb oldalan a kristaly
csatolt rezgéseit is megengedd (2D) rugd-modellt vazlatos rajza szerepel

Albert Einstein probalkozott elGszor a Planck-hipotézis kristalyos anyagok hétani viselkedésének magyarazatara
valo alkalmazasaval. A kristdlyos anyagokban a racsatomok szabalyos, hosszutavi rendben helyezkednek el. Einstein
szamolasaban azt a feltételezést tette, hogy a kristaly atomjai az egyensulyi helyzetiik koriil egymastol fiiggetleniil, azo-
nos fg frekvenciaval rezegnek, mintha mindegyik atom egy-egy azonos erdsségti rugéval lenne az egyensulyi helyzethez
kétve (1asd az 10. dbra bal oldali részét)?.

Klasszikusan egy rugén rezgs test energidja (ami a rugéban tarolt rugalmas energia és a test mozgéasi energidjanak
Osszege) akarmekkora lehet, annak nagysaga csupan (adott erGsségi rugd esetén) a rezgés amplitadojatol fiigg. Az
egyensulyi helyzetiik koriil rezgd racsatomok viszont mar nem tekinthet6k klasszikus tomegpontnak, rajuk a kvan-
tumfizika torvényei érvényesek. A kvantumhipotézist Finstein a racsatomok rezgésére a kovetkezSképp értelmezte:
egyetlen atom (mondjuk z-irdnyu rezgéséhez tartozo) e rezgési energidja a klasszikus testekkel ellentétben nem lehet
akarmekkora érték, csak egy bizonyos 9 = hfg ,energiakvantum” egész szami t&bbszorose?:

€n = nEgg, aholn =0,1,2,3,...

1Szemléletesen, ha a testek energisjara egy kancsé vizként gondolunk, akkor nem dnthetiink ki a kancsobol tetsz6leges mennyiségii vizet
(nem csokkenthetjiik az energiat akarmekkora értékkel), csak egy merdSkanallal, diszkrét adagokban merhetjiik ki a vizet. Ez a merdkanal
azonban olyan kicsi, hogy a XIX. szézad végéig (a hémérsékleti sugarzas kisérleti vizsgélataig) egyik fizikai jelenségnél sem volt észrevehets
a hatésa.

2 A sematikus abra a magyarazd ereje mellett hidnyos is, hiszen az atomok nem csak egy egyenes mentén, hanem a tér harom dimenzi-
6janak megfelel6en harom, egyméasra merdleges iranyban képesek rezegni.

1
3Valojaban az részecskék zérusponti Jkvantumnyiizsgése” miatt az en = (n+ E)th kifejezés a helyesebb, ez viszont az elmélet l1ényegét

nem valtoztatja meg.



A racsatom tetszsleges n-hez tartozd energiaval rendelkezhet, de ,szeret” minél kisebb energiaju allapotban lenni.
Bizonyos valdszintiséggel azonban a nagyobb energiaju rezgési dllapotok is kialakulhatnak. A kiilonb6z8 energiaju alla-
potok megvaldsulasi esélyét a gazelméletbsl ismert Boltzmann-eloszlas szabja meg, mely szerint az n-edik, €,, energiaju
allapot p, valésziniisége aranyos az e~ #F faktorral*, ahol k a Boltzmann-allandé, T pedig a rendszer hémérséklete.

A Boltzmann-eloszlassal sokszor taldlkozhatunk a termodinamika kiilonb6z6 teriiletein. A légkor legegyszertibb modelljében példaul,

amelyben a levegé hémérsékletét magassagtol fiiggetlen, allando értéknek tekintjiik, a levegs p stirtiségének h magassagtol valo fiiggését
a o(h) = g(O)efWQh, an. barometrikus magassdgformula irja le (itt m egyetlen gazrészecske tomege, g a nehézségi gyorsulds, T pedig a
hémeérseklet). Ha tehat a légkort vizszintesen vékony (mondjuk 10 méter vastag) légrétegekre osztjuk, akkor alulrol szamitva az n-edik

rétegben talalhato gazrészecskék szama aranyos az e~ kT '™ szorzotényezével, ahol h, az n-edik légréteg foldfelszintél mért magassaga.

€
Mivel egyetlen gazrészecske gravitacios helyzeti energidja e, = mgh, az ardnyossagi tényez6 éppen az el6bb emlitett e~ ®T Boltzmann-
faktor, a részecskék szidmanak (a giz siiriiségének) magassag szerinti eloszlasa pedig Boltzmann-eloszlas. Mivel a levegé hémérséklete a
magassaggal erésen valtozik, a barometrikus magassagformula nem irja le jol a légkdr siirtiség- és nyomasviszonyait.

Egy racsatom energidjanak varhato értékét a lehetséges rezgési energidk Boltzmann-faktorral silyozott atlagéaval
szamolhatjuk:

Ras _En
- > ene it

(€) =D pnen = "T——
n=0

o0

A nevezdben szerepls Z = Z e~ FF Osszeget szokas allapotOsszegnek hivni. Az dllapotosszeg esetiinkben a mértani
n=0

sor Osszegképletével kiszamolhato:

> ne 1
" n=0 1—e st

Egy iigyes szamoléastechnikai triikkel az energia varhat6 értéke konnyen meghatarozhat6. Az Gsszetett fliggvények
derivalasara vonatkozo lancszabaly segitségével belathato, hogy

d(5r)

=

(7) felhasznalasaval:

<€> d 1 ( 1 ) €0
= — n = = = .
d(75) 1—e 7°r ert —1
Mivel az atomok a tér harom mergleges iranyaba fliggetleniil rezeghetnek, egyetlen atomnak a tér minden irdnyéba
megengedett rezgésének varhaté energidja az el6bb kiszamolt érték haromszorosa. Ha vesziink egy mélnyi racsatomot,
akkor azok egylittes energidjanak varhaté értéke T' hGmérsékleten
€0

E=3Ns(e) =3Ngp———
err — 1

ahol N4 ~ 6 -10% az Avogadro-szam. A molhG éppen az 1 molnyi racsatom energidjanak a hémérséklet szerinti
derivaltja:
o dE €0 2 7 €0 )2 6%

exr
®) O (1) = 57 = 3Nak () m:w(w ©F 12’

itt felhasznaltuk, hogy Nak = R = 8,314 J/(mol- K) az egyetemes gazallando6. Ez volt Einstein eredménye 1907-ben.

Vizsgaljuk meg, mennyi a molhé értéke magas hémérsékleten (kKT > £o)! Ekkor eo/kT kicsiny, igy alkalmazhatjuk az exponencialis
fliggvényre a kis z-ekre érvényes e® ~ 1 + = kozelitést:
€0 \2 1
Cu(T) = 3R (—) —————— =3R,
KT/ (14 2% —1)2
ez éppen az 1819 ota ismert, kisérletileg felfedezett Dulong-Petit szabaly!
Alacsony hémérsékleten eq/kT nagy értéket vesz fel, ezért ekkor (8) nevez§jében az 1-et elhanyagolhatjuk az exponencialis tag mellett:

ot =an ()" S —an(f)" i,

vagyis az abszolut zérus fok felé kdzeledve a molh§ exponencidlisan tiinik el.

Az aranyossagi tényezGt tgy kell megvalasztanunk, hogy a valoszintiségek Gsszege 1-et adjon.



Az einsteini szdmolas minden addiginal mélyebb magyarazatot adott a kristdlyokon végzett mélhSmérésekre, és a
(8) formula az els6 mérésekkel meglehetdsen jo egyezést mutatott (11. dbra). Einstein modellje az elegans egyszertiség
ellenére nagyon hatékonyan értelmezhet6vé valt a molhs elttinése kis hGmérsékleten és a Dulong-Petit szabaly teljesiilése
szobahémeérsékleten. Ez az eredmény a kvantumhipotézis alkalmazasanak egyik elsg sikeres példaja volt.
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11. dbra. A molhs hémérsékletfiiggése az Einstein-modellben, gyémant mintan végzett mérési eredményekre illesztve.
A hémérsékletet O = hfr/k egységekben mértiik. (A. Einstein cikke alapjan, Annalen der Physik 22, 1907)

A késébbi, pontosabb mérések eredményei azonban az einsteini elmélettsl egyértelmd eltéréseket mutattak (lasd
a 12. dbrdt). Kitlint, hogy alacsony hémérsékleten a modell a mért molhénél joval kisebb értéket josolt (a kisérleti
adatok tanusiga szerint a molhG az abszolit zérus fok felé kizeledve nem exponencidlisan, hanem hatvanyfiiggvény
szerint csokkent.)

Mi lehetett az oka az eltérésnek? Ezzel a kérdéssel vissza is kanyarodtunk cikkiink {6 téméajahoz, az Osszetett
rezgésekhez. Talan mar az Olvasé is sejti, hogy az a feltételezés, miszerint a racsatomok egymaéstol fiiggetleniil, azonos
frekvenciaval rezegnek, a valosagban nem allja meg a helyét. A kristalyracs sokkal jobb modellje az, melyben az atomok
ugy rezegnek, mintha egymaéssal rugokkal lennének Gsszekotve. A legegyszeriibb kézelitésben csak az els§szomszédokat
kapcsoljak 6ssze azonos erésségt rugok (1asd a 10. abra jobb oldali felén véazolt 2D-s rugés elrendezést). Igy a kristalyracs
Osszetett, egylittes (kollektiv) rezgéseket is végez, melyek a (kiilonb6z6 sajatirekvenciaja) normalrezgésekbdl keverhetsk
ki (A harom térbeli koordinata miatt az N szamu atomot tartalmazo kristaly normalmodusainak szama N helyett 3N).
Egyszerten fogalmazva: alacsony hémérsékleten, amikor az Einstein-modellben szerepls, egymastol fiiggetleniil rezgs
racsatomok fg frekvenciija rezgései mér szinte teljesen ,befagynak”; a valdsiagban a racsatomok a kristaly alacsonyabb
frekvenciaju kollektiv rezgéseinek formajaban még boldogan ,nyiizsognek”.

6 — ‘ —

-

N
N\
\i

N

Cp [cal mol™* K‘JJ

100 150 200 250
hémeérséklet [K]
12. dbra.Az eziist molhGjének mért értékei a hdmeérséklet fiiggvényében. A szaggatott vonal az Einstein-modell alapjan
szamolt, a folytonos vonal pedig az Debye-modellnek megfelels elméleti gorbe

Ha tehat a kristilyos anyagok molhGjének alacsony hémeérsékleti viselkedését szeretnénk megérteni, figyelembe
kell venniink a récsatomok Osszetett rezgéseit is. Ezt a szamolést elGszor Peter Debye holland fizikus végezte el
1912-ben, és eredményei az Einstein-modellel szemben nagyon pontosan adtak vissza az alacsony hémérsékleten mért
molhséertékeket (példaul a T abszolut hémérseklet novelésével exponencidlisan novekvd molhé helyett hatvanyszerd,
T3-6s fiigges adodott az abszolut zérus fok kozelében).

Ezzel a fizikatorténeti érdekességgel talan sikeriilt ravildgitani az Osszetett rezgések jelentGségére a fizika min-
den teriiletén. Ezzel a kétrészes cikkiink végére érkeztiink. Befejezésiil egy régi KoMaL-feladatot ajanlunk az Olvaso
figyelmébe, aminek megoldasaval elmélyithetSk az eddig megszerzett ismeretek:

P. 3303. Egy m tomegd, [ hosszusagi homogén rad az 18. dbrdn lathaté médon van felfiiggesztve egy [ hosszi
fonalra. A rad fels§ végét egy kicsiny FAt er6lokés éri. Irjuk le a rud legals6 P pontjanak mozgasat! (Balogh Péter
feladata)



13. dbra

ILDIKO, NEKED BIZTOSAN MEGVAN A 3303-K.EPS, 1999/12-BOL. AZ KELLENE IDE. Az adatbazisban
megtaldltam, de nem tudom kiszedni.

Vigh Maté
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Solyom Jend: A modern szilardtestfizika alapjai 1.



