A Fermat-elv egy alkalmazasa
A vékony lencsék altaldnositott leképezési torvénye

A geometriai optikét a fény hulldm természetével lényegében a Fermat-elv koti ssze. Ez a legegyszer(ibb (de pon-
tatlan) megfogalmazdsban azt mondja ki, hogy a ,fénysugér” két pont kozott azon az uton halad, amely megtételéhez
a legrovidebb ido sziikséges. Ha egy Ut befutashoz sziikséges idonek a kozeli palyak idejéhez képest lokalis széls6értéke
(minimuma vagy maximuma) van, a palya kis megvaltoztatdsa lényegében (a mddositds mértékében els§ rendben)
nem valtoztatja meg a sziikséges id6t. Az ilyen pélydkat staciondriusnak mondjuk, de a stacionaritds nem csak lokélis
széls6érték esetében all fenn, hanem maésképp is megvalosulhat. A Fermat-elv pontosan megfogalmazva azt 4llitja,
hogy egy fényut akkor lehetséges, ha stacionérius.

A Huygens-Fresnel-elv szerint minden olyan pont, ahové a hullam elért, elemi hulldimok kiindulépontjanak tekint-
heto, tehat azt gondolhatjuk, hogy a fény egy pontbdl egy masikba minden lehetséges tton eljut, de a stacionarius
palyat kitiinteti, hogy rajta és a hozzd kozeli utakon érkezé hullimok pozitivan interferdlnak (hisz a kozel azonos
id6é miatt kozel azonos fézisban érkeznek), mig a mas utakat befutdék kioltjak egymast. (Err6l bévebben olvashatunk
lapunk 2018/9 szdmdban: Solt Gyorgy, Varidcids elvek a klasszikus és kvantumfizikdban.)

A Fermat-elvbdl a geometriai optika minden torvénye (visszaverddés, torés) levezethetd, de szdmos feladat esetében
kozvetleniil is alkalmazhato ez az érdekes megfogalmazasi elv. Erre lathattunk példat a P. 4646. és a P. 4733.
feladatokban, de ilyen a lencsék képalkotasa is.

A P. 5478. feladathoz kapcsoléddan tekintsiink egy R; és Rs sugart gémbsiivegekkel hatarolt, n térésmutatdja, d
vastagsagi vékony gylijtélencsét, amelynek a két oldaldn n; < n ill. ny < n térésmutatdja kozeg van, és nézzitk meg,
milyen feltétellel keletkezhet kép a tengelyen 1év6 T pontrdl a K pontban.

@
@ @

hy
A h
T 1 T2 K
t k
d

\

Az dbrdn berajzoltunk egy lehetséges sugdrmenetet. Ennek a megtételéhez (a fény sebességét c-vel jelolve)
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id6 kell. Idedlis képalkotaskor a targypontbdl egy véges térszoghben induld Osszes sugar tjra egyesil. Mivel ezek a
sugarak folytonosan egymasba deformalhatok, csak tigy lehet mindegyik stacionarius, ha mindegyikhez ugyanakkora
idé tartozik. Az optikai tengely mentén (ez szimmetria okokbdl biztos staciondrius fényit)
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Fontos, hogy az elképzelhetd fényutakkal szemben a megvaldsulé sugarak stacionariusok. Esetiinkben ez azt is jelenti,
hogy a fenti kifejezésnek az Osszetartozé (az egyenletet kielégité) hy és ho értékeknél lokalis szélsGértéke van.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy a lencse vékony, tehat a vastagsidga joval kisebb a tobbi paraméternél:

d << Ry, Ro,t, k.

A szokédsos médon azt is feltessziik, hogy csak az optikai tengely kozelében haladé sugarak vesznek részt a leképezésben,
azaz
hi < (t+ x1), illetve he < (k + x2).



Nagyon szemléletes, hogy ilyenkor a sugar lencsében haladé szakasza is kozel parhuzamos az optikai tengellyel, igy
|h1 — hg‘ < (d — (33‘1 + 332)),

de ezt utdlag, a megoldds ismeretében ellendrizni is lehet. (Az dbra a részletek lattatdsa céljabol a fenti feltételek
szempontjabol torzit.) Ezek alapjan egyrészt a szogek értékét azonosithatjuk a tangensiik vagy a szinuszuk értékével,
masrészt alkalmazhatjuk a /1 + & = (1 4 £/2) kozelitést, ami az

egyenletre vezet. Ez, az
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osszefiiggésekkel tovabb egyszeriisithet6. Konnyl beldtnunk, hogy a nevezékben x; a t, x5 pedig a k mellett elhanya-
golhaté. Nem trivialis, de a x1 + zo-t is elhagyhatjuk a d mellett. Ez ugyanis akkor tehet6 meg, ha
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de ezek a feltételek az elézdek alapjan teljesiilnek, ha hq és ho legfeljebb néhdnyszor nagyobbak, mint d (igy mond-
hatjuk, hy és hy azonos nagysdgrendbe esik d-vel). Mindent egybevetve az
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egyenletre jutunk. A bal oldalon egy a hj-ben és ho-ben tisztan masodrendii kifejezés, egy tgynevezett kvadratikus
alak all. Az ilyen kifejezések szamunkra érdekes tulajdonsigait a Figgelékben foglaljuk 6ssze. Az ott elmondottak
alapjan az egyenletiink megoldasa szempontjabdl a
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kifejezés értéke a meghatdrozé. Ez a t és k értékétol fiiggéen akarmilyen elGjelii lehet. Ha D pozitiv, egyedil a
h1 = hg = 0 trividlis megoldds 1étezik (és ez a kvadratikus alak szélséértékének felel meg), azaz egyediil az optikai
tengelyen lehetséges staciondrius palya a T és K pontok kozott. Ha D negativ, az egyenletnek vannak nem trividlis
megoldasai, de ezek nem jelentenek stacionarius palyat, mert a hy és ho megvaltoztatasaval a kvadratikus alak értéke
azonos mértékben (linedrisan) valtozik. Egyediil a trividlis megolddshoz tartozé palya staciondrius, amennyiben a
hy és ho kis eltérése a nullatél nem valtoztatja meg a fény utjahoz sziikséges idét, igy ilyenkor is csak az optikai
tengelyen mehet a fény a T és K pontok kozott. Végiil a D = 0 esetben az egyenletnek van egy olyan nem trividlis
megoldashalmaza, amely a kvadratikus alak széls6értékének felel meg, ez a staciondrius palydk egy egész csaladjat
adja meg. Annak feltétele tehat, hogy a K pont valéban a T képe legyen az, hogy D = 0, ami dtrendezve
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moédositja, ami viszont az eddigi feltevéseink szerint k mellett elhanyagolhat6. Igy az egyenlet jobb oldalat nullinak
vehetjiik, és elottiink all a két kozeg hatardan elhelyezett vékony gytijtolencse leképezési torvénye:
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(A Figgelékben megadtuk a kvadratikus alak nem trividlis megolddsainak a helyét. Ennek alapjan az 6sszetartozd hy és
ho értékek kiillonbsége megadhato, és ellendrizhetd, hogy a fénysugarak lencsében futd szakaszanak szogére alkalmazott
kozelitések (a hasznélt feltételek mellett) megengedettek . Ezt az olvaséra bizzuk.)

Megjegyzések.

1) A lencse vékony volta megkonnyiti a feladatot, de nem elengedhetetlen feltétele a képalkotdsnak. Vastag lencsék
esetében a leképezési torvény korrekciot kap.

2) A sugdrmenetekre vonatkozé feltevés, nevezetesen hogy kozel futnak az optikai tengelyhez, megkeriilhetetlen.
Sziikségessége jelzi, hogy a leképezés nem tokéletes, a T-bél kiinduld sugarak nem egy pontban, hanem csak egy kicsi



térrészben futnak 6ssze. Ez anndl kisebb, tehdt a kép annal élesebb, minél sziikebb szogtartomanyban induléd sugarak
vesznek részt a képalkotéasban.

3) A levezetés természetszeriien valodi kép keletkezését feltételezte, de a leképezési torvény egy osszetettebb gon-
dolatmenettel virtualis kép esetében is értelmezhetd a Fermat-elv alapjan.

4) Megfontoldsaink (a sugdrmenetekre vonatkozé feltétel megtartdsa mellett) alkalmazhatdk akkor is, amikor sem
a targy, sem a kép nincs az optikai tengelyen, hanem attél forditott allisban T illetve IC tavolsadgra vannak. Ilyenkor
az egyenletekben megjelend 1j tagok eltiinésének (kitranszformdlhatésdgdanak) a feltétele adja a nagyitdst:
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Ennek levezetését itt nem részletezziik.

Visszatérve a P. 5478. feladathoz, a fenti leképezési torvény specidlis esetei valaszt adnak a kérdésekre. Ha ¢ vagy
k végtelen, a masik (k vagy t) tévolsig a megfelels oldali fokusztavolsdgot adja. Ennek megfeleléen (értelemszerti
jelolésekkel)
hi_m
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fiiggetleniil attol, hogy a lencse hogyan (melyik oldaldval melyik kozeg felé) &ll.

Fiiggelék

1. Az alabbiakban a
Q(x,y) = Az® + By® — 2Cxy

kvadratikus alak néhany tulajdonsdgat foglaljuk Gssze. Alapvetd célunk a

Qz,y) =0
egyenlet lehetséges megolddsainak vizsgdlata. Ez a feladat, feltételezve hogy y # 0, a ¢ = z/y jeloléssel a
Q@Z’ Y) Q1) = AT —2C¢ + B =0
Y

egyenlet diszkusszidjara redukalédik. Ennek gyokei

C+vVC?—-AB

G2 = A

a) Ha AB — C? > 0, nincs valés gyok. ez azt jelenti, hogy a z = Q(x,y) feliilet az (x,y, z) térnek vagy a z > 0,
vagy a z < 0 felében helyezkedik el, a z = 0 sikot pedig az origéban érinti. A Q(x,y)-nak itt lokdlis széls6értéke van.
A z = Q(z,y) feliilet egy olyan idom, aminek minden a z tengelyt magaba foglalé sikkal valé metszete azonos irdnyba
nyil6é parabola.

b) Ha AB — C? < 0, két valés gyok van, tehdt az y = /() o egyenesek mentén a z = Q(x,y) felillet metszi a z = 0
sikot, és az (x,y) sik {gy kialakult négy szegmensében Q(x,y) értéke felvdltva pozitiv és negativ. A feliiletnek az origd-
ban nyeregpontja van, és a z tengelyt magaba foglalé sikokkal valé metszetei folfelé vagy lefelé nyilé parabolak (attdl
fiiggben, hogy a metsz6 sik melyik szegmensbe esik). Megjegyzendd, hogy a nyeregpontban ezeknek a metszeteknek
széls6értéke van, de a felilletnek maganak nincs. Ennek ellenére a nyeregpontra is igaz, hogy az = és y valtozdk kis
eltérése a nullatdl elsd rendben nem véltoztatja meg a Q(z,y) értékét.

¢) AB — C? = 0 esetén egy gyok van csak:

ahol a négyzetgyok el6tti eléjelet ugy kell megvélasztani, hogy megegyezzen a C/A eléjelével. Ilyenkor a z = Q(x,y)
fellilet egy parabola keresztmetszet{i ,valyd” (vagy annak a tiikorképe), ami az y = x/{y egyenes mentén érinti az
(z,y) sikot.

II. A cikkben kozvetlentiil nem hasznaljuk, de az érdekl6dé olvasénak fontos lehet, hogyan kezelhetd, ha a kvadratikus
alak mellett z-ben és y-ban linearis tagok is szerepelnek, mint pl. a

az + by + Az® + By? — 2Cxy



kifejezésben. Ilyenkor bizonyos esetek kivételével 1j valtozdk bevezetésével a linearis tagok kitranszformalhatok. Le-

gyen
T =E&+x0 és Yy =1+ Yo

Ezt behelyettesitve vildgos, hogy ha
Azxg — Cyg = a/2,
—Czo + Byo = b/2,

akkor az eredményként adodé kifejezés
AE? 4+ Bn? — 2C¢n + konstans

alaki lesz. Az egyenletek megoldédsa

_aB+bC _aC+bA
0T 9(AB - ?) Y= 9B -2y

ha (AB — CQ) %0, de ha (AB — CQ) = 0, nem mindig van megoldas. Ilyenkor a masodik egyenlet hasonlé az els6hoz:

C
—Czo+ Byg = 2 (Axo — Cyo) = b/2
Nyilvan, a kett6 ellentmond egymaésnak, kivéve ha

b = 72@.

Ekkor azonban a két egyenlet, 1évén ugyanaz, nem hatarozza meg xo-t és yo-t kiilon-kiilon, csak a kett6 viszonyat:
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Ez egy egyenes, amely parhuzamos azzal, amelyben a z = Q(z, y) feliilet a z = 0 sikot érinti, és minden pontja alkalmas
arra, hogy a fent leirt médon a linedris tagokat kikiiszoboljiik.
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