A kupingarél

Egy ¢ hosszusagu konny( (elhanyagolhaté tomegli), vékony (de merev) péalca egyik végére egy m tomegt, kicsiny
testet erdsitiink. A péalca masik végét vizszintes tengellyel latjuk el. Ilymédon egy matematikai inganak tekinthet&
rendszert kapunk, amelynek a palca fliggbleges allasandl van stabil egyensulyi helyzete, innen kicsit kimozditva
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lengésidejli harmonikus rezgémozgéast végezhet.
Vajon mi torténik, ha a pélca fels§ végénél 1éve vizszintes tengelyt — egy fiiggéleges rid és egy kengyel segitségével
— adott w szogsebességgel egyenletesen forgatjuk (1. dbra)? Az inga — w nagysagatdl fliggd mértékben — valamekkora
szogben kitéril, és (dllandosult allapotban) a pédlca egy kip paldstja mentén mozog. Emiatt ezt az elrendezést
kupingdnak is szoktak nevezni.
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szOgsebességtol! Az ingatestre két er6 hat: az mg nehézségi er6, és a pélca éltal kifejtett, a palcaval megegyezo iranyu
K er6.

Megjegyzés. Egy péalca (rud) altaldban nem csak pélca irdnyu erdt képes kifejteni. (Példdul egy vizszintes helyzetii
mérleghinta ki tudja egyensilyozni a végén 1l6 gyerekre haté nehézségi erét.) Esetiinkben a pédlca végeinél haté erének azért
kell a pélca irdnydba mutatnia, mert a palca témege elhanyagolhatd, tehat a pélca fondlként ,viselkedik”.

Az erdk fiiggbleges komponensei kiegyenlitik egymast, a K erd vizszintes 0sszetevije biztositja a centripetalis er6t.

Ez egyenletekben kifejezve:

(1) K cosa = mg,

(2) Ksina = F. = mw?r.

A korpélya sugardt a pélca hosszdval és az a szoggel kifejezve r = £sina. Ezt frjuk be a (2) egyenletbe, igy az
egyenletrendszer a kévetkez6 alakot 6lti:
K cosa = mg,
K sin o = mw?#sin o

Az egyenletrendszernek az egyik nyilvanvald (trividlis) megolddsa: a = 0, a mésik megoldés:
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Az els6é megoldds azt jelenti, hogy ha forgatni kezdjiik az inga tengelyét, akkor az mindig lehetséges, hogy az inga
mindvégig fliggbleges helyzetben 16g. A maésik megoldds csak akkor lehetséges, ha cosa = 72 < 1. Ez akkor
w

nem teljestil, ha az w szogsebesség viszonylag alacsony. Ha a forgds szgsebessége w < %, az inga mindenképpen



fiiggblegesen fog 16gni. (A szogsebesség kiiszobértéke éppen a forgatds nélkiili matematikai inga lengésidejéhez tartozd
27 /T ,sz0gsebesség”.)
Ha az inga szogsebessége a kiiszobérték f61é novekszik, az inga forgasa az

_ g
Q. = arccos —

fw?

sz0g mellett lesz stabil, az o = 0-nak megfelel6 megoldas pedig — mint latni fogjuk — instabilld valik.

A stabilitas vizsgalata

A pélcaval egyutt forgd koordindta-rendszerbél nézve az inga nehezéke mozdulatlan, egyensilyi dllapotban van.
Azt, hogy az egyensily stabil vagy instabil, a potencidlis energiat megadé fiiggvény vizsgalataval donthetjik el. A
stabil egyensuly a minimalis helyzeti energidji helyzetben valosul meg, az instabil helyzetre pedig az energia lokélis
maximuma jellemz6.

Az ingatest megemelkedése miatt a nehézségi er6bdl szdrmazé helyzeti energidja (ha ennek a O-szintjét az inga
fiiggbleges helyzetéhez valasztjuk):

E1 =mgl(1l — cosa).

Az inga forgdsabdl is szarmazik egyfajta ,helyzeti” energia. Ennek feltérképezéséhez vizsgaljuk meg, mennyi
munkat kell végezniink, ha a mar forgasban 1év6 ingat a fiiggdleges helyzetbdl lassan az « szoggel jellemzett helyzetbe
hozzuk.

fcos a

Ah={(1- cosa)

Ahhoz, hogy a tengelytél r téavolsdgban (a forgd rendszerbdl nézve) egyenstilyban tartsuk az ingatestet, dllandéd

F(r) = mw?r
er6vel kell a tengely felé hiznunk. Ez az er6 az r tdvolsaggal egyenesen aranyos, irdnya pedig ellentétes az elmozdulés
irdnyaval. Az altalunk végzett munka az atlagos erd és az elmozdulds szorzata:
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mw*r + 0

= —lmw?? = Ll
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W = —Filagos " 7 = — sin? a.
(A negativ el6jel arra utal, hogy az F er6 ellentétes irdnyt az r elmozduldssal.)

Ahhoz, hogy visszahtzzuk az ingatestet a tengelyhez, —|—%mw2€2 sin® & munkat kell végezniink. (Ha &vatosan
elengedjiik az ingatestet, ugyanekkora munkét nyerhetiink vissza, amig r tdvolsigra jut az ingatest a tengelytdl.)
Elmondhatjuk tehat, hogy az ingatestnek a tengelytdl r tavolsadgban a forgas kdvetkeztében

Ey, = —§mw2€2 sin® a
helyzeti energidja van.
Az ingatest fligg6leges és vizszintes helyzetébdl fakadd potencidlis energidjanak Gsszege:

1
E(a) = E1 4+ Ey =W = mgl(1 — cos o) — imw2€2 sin? o,
amit a sin® @ = 1 — cos® o azonossag felhasznaliséval gy is felirhatunk:
242 0og2

1
E(a) = §mw cos“ a — mgl cosa + mgl — §mw2£2,



Ez a kifejezés © = cos a-ra masodfoki: E(z) = ax® + bx 4 = alaki, és fontos szem elétt tartanunk, hogy a fiiggvény
csak a (0; 1] intervallumon van értelmezve, hiszen egy —90° < o < 90° sz6g koszinusza ebbe a tartomanyba eshet. A
figgvény képe egy pozitiv irdnyba eltolt parabola ive. Ezért a masodfoku fliggvény minimuma vagy az
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értéknél, vagy pedig, ha ez az érték kiesik az értelmezési tartomanybdl, akkor az értelmezési tartomény hataranal

(z =1) van.
Ha zy < 1, vagyis az értelmezési tartoményon belill van (3a. dbra), 1étezik olyan aq sz0g, amelyre 2o = cos ag =
éi?' itt tehat stabil egyensilyt (S) taldlunk. z = 1-nél (« = 0 -ndl), ami pedig energiamaximum, instabil (I)
w
egyensily van. Ha xg > 1, akkor a masodfoku kifejezést abrazold parabola csicsa az értelmezési tartomanyon kiviilre

esik (8b. dbra), ezért E(x) minimuma x = 1-hez keriil, tehat ez valik stabil egyenstllya .
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3. dabra

A fent leirtak jol latszanak, ha az energiat kozvetleniil az « szog fliggvényében abrazoljuk.
E(a)
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4. dbra
Abrazoljuk az inga egyenstlyi helyzeteit jellemzd a szdget az w szdgsebesség fiiggvényében! Egy koszinusz értékhez

két szog tartozik, melyek egymads ellentettjei (5. dbra):
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Lathato, hogy egy darabig csak a fligglleges helyzet stabil, majd egy wgy értéknél ez a helyzet instabilla valik,
és megjelenik két masik stabil egyensilyi helyzet. A stabil allapot hirtelen kétszerez0dését, két dgra szakaddsét
bifurkdcionak nevezik.

Megjegyzések. 1. Erdekesség, hogy a bifurkécié kezd8pontjaban, vagyis az wo értéknél a fiiggvény grafjanak meredeksége
végtelen, vagyis az érinté ,fiiggdleges”.

2. A stabilitas vizsgdlatdt dinamikailag is el lehet végezni, ami a jelen esetben sokkal egyszeriibb, mint az energetikai
vizsgalat, de ennek a cikknek az egyik célja az volt, hogy bemutassa az energetikai megfontolas lehet&ségét.

3. A cikkben leirtakhoz hasonlé probléméval foglalkozik a 2020/2021. tanévi fizika OKTV I. kategéridjanak 1. feladata is.

Baranyai Klara
Veresegyhaz



