Merev testek mozgasegyenletei

A KoMal fizika pontversenyében kittizott feladatok kozil jelentos szamu foglalkozik a merev testek mozgdsaval. Tekintettel
arra, hogy a jelenlegi tananyagban erfsen visszaszorult a mechanikdnak ezen érdekes és fontos része, az aldbbiakban rovi-
den ésszefoglaljuk a merev testek mozgasdra vonatkozé legfontosabb ismereteket. Irasunkkal elsdsorban azoknak a didkoknak
szeretnénk segiteni, akik az iskoldban nem (vagy nem elég részletesen) tanulnak a merev testek forgdmozgdsar6l. Azoknak,
akik alaposabban szeretnének elmélyedni ebben a témakorben, a Fizika cimil kézikonyvet ajanljuk (Akadémiai Kiadd, 2009.,
foszerkesztd Holics Lészld).

Merev testnek az olyan (idealizalt) testet nevezziik, amelynek alakja (tetszoleges két pontja kozotti tdvolsdg) a
mozgés sordan nem (vagy csak elhanyagolhatéan kis mértékben) valtozik meg. J6l ismert, hogy egy tomegpont térbeli
mozgasanak leirasara 3 koordindta elegendo. A merev testek pillanatnyi helyzete ennél bonyolultabban, 6 adattal
irhaté le. Ez a 6 adat lehet példaul a tomegkozéppont 3 koordindtija és a test térbeli iranyultsdgat jellemzo 3
szogkoordinata. Egyszeribb a helyzet a merev testek sikmozgasandl, ahol a tomegkozéppontot 2 adattal, a test
elforduldsat pedig egyetlen szoggel tudjuk jellemezni.® A tovdbbiakban csak ezzel az esettel fogunk foglalkozni, mert
a merev testekre vonatkozo kitlizott feladatok dontd tobbsége is csak ilyen mozgasok leirasat igényli.

Ha a merev test tomegkozéppontjanak pillanatnyi helyét az r(t) vektor adja meg, akkor a tomegkozéppont pilla-
natnyi sebessége

&) o(t) = =5,

ahol At egy nagyon kicsi idotartam. (Precizebben fogalmazva: a sebességvektor a helyvektor id6 szerinti derivaltja.)
A tomegkozéppont pillanatnyi gyorsulasa:

)
2) alt) = =5,
Newton mozgastorvénye szerint
3) ma(t) = F(t),

ahol m a merev test Ossztomege, F'(t) pedig a a testre haté kilso erck ereddje. (Nagyon lényeges, hogy a test
belsejében hato, a test egyik darabkajinak a masik részre kifejtett (és dltaldban ismeretlen) erdoket nem kell belefrnunk
a mozgasegyenletbe. Ez az egyenlet nagyon hasonl6 a témegpontok mozgésegyenletéhez.

A merev test térbeli helyzetét (sikmozgés esetén) minden pillanatban egyetlen ¢(t) szoggel jellemezhetjiik. (Ez a
sz0g egy kerékpar kerekének mozgasanal lehet pl. a kerék tengelyét a szelepsapkaval 6sszekotd egyenesnek a fiiggole-
gessel bezért szoge.) A radidnban mért szog valtozasi sebességét (az Gn. szogsebességet) az

) wit) = 220

Osszefiiggés adja meg, a szogsebesség valtozasi sebességét (a szoggyorsuldst) pedig igy szdmithatjuk ki:

Aw(t)

(') B(t) = At

A Newton-féle mozgasegyenletekbol levezethetd, hogy a merev test szoggyorsuldsa a testre haté kiilso erck eredo
forgatonyomatékdaval aranyos:

(3" Op(t) = M(t),
ahol © a merev testre jellemzo alland6 (az Gn. tehetetlenségi nyomaték), M(t) pedig a kilso eroktol szarmazoé (a

tomegkozéppontra vonatkoztatott) eredd forgatényomaték.

Megjegyzés. A merev test tehetetlenségi nyomatéka a test tomege mellett fligg még a test alakjatdl és a forgdstengely
irdnyatol. A tehetetlenségi nyomaték véges sok tomegpont esetén igy szamithaté ki:

0= Zm,df,

ahol m; a test egyes tomegpontok tomege, d; pedig a tomegkozépponttdl mért tavolsaguk.
Altaldnos esetben a tehetetlenségi nyomaték méréssel hatdrozhaté meg, hasonléan a test egyéb adataihoz (tomege, térfogata
stb.) Szabdlyos alaki, homogén tomegeloszldsti merev testek tehetetlenségi nyomatéka téablizatokban megtaldlhaté adat. Egy

1Sikmozgést végez a merev test, ha pontjai egy adott koordinata-rendszerben egy adott sikkal parhuzamosan mozognak.



1

¢ hosszusédgu radndl pl. © = 1—12m£2, R sugart korongra (vagy hengerre) §mR2, vékony abroncsra mR?, gombre pedig %mRQ.

A kittzott feladatokban dltaldban ilyen merev testek fordulnak elo.

Szembeotlo az (1), (2) és (3) egyenletek, valamint az (1°), (2’) és (3’) egyenletek alaki hasonlésdga. Ha a

tomegkdzéppont helye elfordulas szoge,

tomegkozéppont sebessége szOgsebesség,

tomegkozéppont gyorsuldsa

=
=
& szoggyorsulés,
-

merev test 6ssztOomege tehetetlenségi nyomaték,

eredo (kiilso) erd < eredo (kiilso) forgatényomaték

megfeleltetést nézziik, a két egyenletrendszer teljes analégiat mutat.

Megjegyzés. A hasonlésigot kicsit sérti, hogy mig a tomegkozéppont jellemzdi (sikbeli) vektorok, addig a szogelfordulds, a
szogsebesség, a szoggyorsulds és a forgatéonyomaték skaldr mennyiségek. Ez azonban csak a stkmozgdsnél van igy, az dltalanosabb
(térbeli) forgémozgdsnal a ,szogekre vonatkoz6” fizikai mennyiségek is vektorokkal adhatok meg.)

A merev testek sikmozgasanak legegyszeriibb esete a rogzitett tengely koriili forgémozgas. Ilyenkor a test helyzete
egyetlen szogadattal adhaté meg, és a tomegkozéppont mozgdsegyenletével kiilon nem kell foglalkoznunk. (Ha a
tomegkozéppont a forgastengelyre esik, akkor mindvégig nyugalomban marad, ha pedig a forgastengelyen kiviil van,
akkor a gyorsuldsa kifejezheto a test szogsebességével és szoggyorsuldsdval.)

Rogzitett tengely koriili forgast célszerti a forgastengelyhez képest leirni, és ez a tengely esetleg nem halad at
a tomegkozépponton. Ekkor sziikségiink lehet a tomegkozépponttél d tavolsdgban 16vo tengelyre vonatkoztatott ©’
tehetetlenségi nyomatékra. Ezt a Steiner-tétel segitségével szamithatjuk ki:

0’ = Orxp + md?,

ahol O1kp a tomegkozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték, m pedig a test Gssztomege.

A fentebb leirtakat egy konkrét feladaton, a jojé példdjan keresztiil mutatjuk be. Az 1. dbran l4that6é (homogén
anyageloszlast, r sugari) henger a ratekert vékony, hajlékony, nyijthatatlan fondl mentén egyre gyorsabban siillyed
lefelé, mikozben a forgasa is egyre gyorsabbd valik. (A fonal kezdetben fiiggoleges és a test nyugalomban van. A test
tengelyének ,elbillenését” két fonal alkalmazasaval akadalyozhatjuk meg, de az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban
egyetlen fondlrél fogunk beszélni.)

1. dbra

Kérdések. Mekkora (és milyen irdnyd) gyorsuldssal fog mozogni a henger témegkozéppontja? Mekkora a henger
szoggyorsulasa? Mekkora erd fesziti a fanalat?

Megoldds. Vegyiik fel — a szokasos jeloléseket alkalmazva — az ismert és keresett mennyiségeket a 2. dbrdn lathato
modon.



Az O tomegkozéppont mozgdsegyenlete:
(4) mg — K = ma.

A gyorsulds irdnyat a fliggoleges irdnyd nehézségi ero és az ugyancsak fliggoleges iranyu fonalerd eredoje hatarozza
meg. Eszerint a tomegkozéppont gyorsuldsa mindvégig fliggoleges, és a fondl sem ,,tériil el” a fliiggdleges iranytol.
A tomegkozéppont koriili forgas egyenlete:

(5) Kr=0p= %mrQ@

és végil a szoggyorsulds és a linedris gyorsulds kozotti (kinematikai) kapcsolat:
(6) a—rp=0.

Az utolsé egyenlet azt fejezi ki, hogy a P pont (ami az a gyorsuldssal lefelé mozgd O tomegkozépponthoz képest r3
nagysagu, felfelé irdnyuld érintoleges gyorsuldssal rendelkezik) eredd gyorsuldsa nulla, hiszen az ugyancsak gyorsulds-
mentes fonallal érintkezik.

A (4)-(6) egyenletrendszer megolddsa:

2 1 2g
= — K = — A = —.
a 39, 3mg és B 3

Megjegyzés. Ugyanezt az eredményt latszolag egyszeriibben is megkaphatjuk, ha a P pontra irjuk fel a forgémozgas alap-
egyenletét. Mivel (a Steiner-tétel szerint) ©p = Orxp + mR* = %mR27 a szoggyorsulds pedig nem fiigg a vonatkoztatasi pont

megvalasztasatol, a mozgasegyenlet:

o 3 2 Q . _ 2
mgR = 2mR T vagyis a=3g.

A tomegkozéppont mozgasegyenlete adja meg a fonalat feszito erot:

ma =mg — K, azaz K= %mg.

Vajon jogosan alkalmazhatjuk a forgémozgas alapegyenletét — valtozatlan formaban — a merev test tetszoleges pontjara? A
valasz: mem! Javasoljuk az Olvasénak, hogy irja fel a mozgasegyenleteket az OP egyenes tetszoleges pontjara, és oldja is meg
azokat. Latni fogja, hogy altaldban hibds eredményt kap, két eset, az O és a P pont kivételével. Vajon mi tiinteti ki ezt a két
pontot a tobbivel szemben? Az O pont a tomegkozéppont, arra — a cikkben leirtak szerint — érvényes a mozgasegyenlet. De a
P pontnak miért van kitiintetett szerepe?

Altaldnosan elterjedt nézet szerint azért kapunk helyes eredményt, mert a P pontjanak pillanatnyi sebessége nulla, tehét ez
a merev test pillanatnyi forgasi kézéppontja (in. momentén centruma). Ez azonban egy hibds nézet! (A pillanatnyi sebesség
nulla vagy nem nulla volta fligg attél, hogy melyik koordinata-rendszerben irjuk le a mozgéast. A fizika torvényei azonban
mindegyik inerciarendszerben ugyanolyan alakban érvényesek, tehat a momentan centrumra valé hivatkozas nem lehet a helyes
magyarazat.) A helyes védlasz kicsit bonyolultabb: a forgémozgas egyenlete csak olyan pontra érvényes, amelynek gyorsuldsa
dtmegy a tomegkozépponton. Ilyen pont maga a tomegkdzéppont, illetve statikdban (amikor a test minden szempontbdl
nyugalomban van) a merev test tetszéleges pontja. Altalanos esetben azonban évatosan kell eljarnunk, a naivan felirt egyenletek
hibés eredményre vezethetnek. A jojénal a P pont pillanatnyi (centripetalis) gyorsuldsa vizszintes irdnyd, tehat 4tmegy a henger
tomegkozéppontjan, ez magyardzza, hogy miért kapunk helyes eredményt.
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