Bir6 Balint
Kozépponti szogek, keriileti szogek, lat6szogkoriv

1. Bevezetés
Ebben az irasban 6sszefoglaljuk a kozépponti és keriileti szogekkel, a szakasz 1atoszogével, a latoszog-
korivvel mint mértani hellyel, a mértani hely pontjainak megszerkesztésével kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat és tételeket. Az irds alapjat Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba ciml egyetemi
tankonyve adja. A leirt tételek bizonyitdsa megtaldlhaté a konyvben, de tobb internetes oldal is

tartalmazza azokat.

2. Kozépponti és keriileti és szogek

A korben kozépponti szégnek mondunk egy szogtartomanyt, ha a szog cstucsa a kor kozéppontja.
Minden kozépponti szog a kornek egy ivét tartalmazza, és minden korivhez tartozik pontosan egy

kozépponti szog.
A kor két kozos végpontu hurja, vagy egy hur és a hur egyik végpontjaba rajzolt érintéje altal
alkotott konvex szoget kertleti szognek nevezziik.

Az 1. abran a kétféle keriileti szoget abrazoljuk.
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1. dbra

Mindkét korben az A és B pontok a korvonalat két {vre bontjak. A két koriv (az A és B pontok
kivételével) teljes korré egésziti ki egymadst. A két ivhez tartozik egy-egy kozépponti szog, ezek az
els6 és a masodik korben is az e-nal illetve p-vel jelolt szogek.

Az els6 korben az AC és BC hurok altal alkotott AC B< = v sz0g keriileti sz6g, errél azt mondjuk,
hogy a szogtartoményban levé, azaz a C pontot nem tartalmazd AB kdériven nyugszik. Az elsé kor
DA és DB hurjainak BD A< = ¢ szoge is keriileti sz0g, ez a D pontot nem tartalmazd, szaggatott

vonallal rajzolt AB koériven nyugszik.



A masik fajta kertileti szoget, az in. érintdszdari kertileti szoget az 1. abra masodik kore szemlélteti.
Itt a kertileti szog egyik szara a AB hiur egyenese, a mésik szara a B pontban a korhoz hiuzott érint6
egyenese. Itt is az AB {ven nyugvé keriileti szogekrdl beszélhetiink, az egyik az ABE<{ = 7 szdg,
amely a vastagon rajzolt ivhez, a méasik az FBA< = ¢ sz0g, amely a szaggatottan rajzolt ivhez
tartozik. Az ilyen tipusu keriileti szogeket

érintészaru kerileti szogeknek

nevezzik.

Az 4bra alapjan nyilvdnvald, hogy a két korivhez tartozé kozépponti szogekre
(1) £+ @ = 360°.

Az dbra mésodik kérében megjeldlt érintészara keriileti szogekre pedig

(2) v+ 8 =180°

teljestl.
Konnyen beldthaté, hogy az (1) Osszefiiggés barmely két olyan korivhez tartozé kézépponti szogre
igaz, amelyek teljes korré egészitik ki egymast.
A kovetkezé pontban latni fogjuk, hogy a (2) Osszefiiggés is bérmely, egy kérben megrajzolt AB
ivhez, és az 6t teljes korré kiegészit6 ivhez tartozé keriileti szogekre is érvényes, nem csak érintészari
kertileti szogekre.

3. A keriileti szogek és kozépponti szogek Osszefliggése, a keriileti szogek tétele

A kor egy adott fvéhez tartozo keriileti sz6g kétszerese az ugyanazon tven nyugvo kézépponti szoggel
egyenld.

Ez az 1. abra jeloléseivel mindkét korben azt jelenti, hogy
(3) 2y=¢; 20=¢.

A (3) egyenléségeket legkdnnyebben az érintészari kertileti szogekre, és a nekik megfelel§ kézépponti
szogekre igazolhatjuk.!

A tételbdl kovetkezik, hogy a hirnégyszogekben a szemkozti szogek 6sszege 180°. A tétel kovetkezménye
az is, hogy a (2) egyenléség nem csak érintdszaru keriileti szogekre igaz, hiszen (1) minden megfelel§
e; ¢ kozépponti szogpdrra igaz, és {gy (3) miatt

2 + 26 = 360°

is teljesiil, amelybdl (1) azonnal kévetkezik.

Az azonos iven nyugvé keriileti és kozépponti szogek fenti dsszefliggésébél adddik a keriileti szogek
tétele:

eqy kor azomos twén nyugud kerileti szégek egyenld nagysdguak.

LAki a bizonyitasra is kivancsi, megtaldlja Hajés Gyorgy: Bevezetés a geometridba c. kényvében itt: ...



2. dbra

A 2. dbra a vastagon megjelslt AB fven nyugvé, kiilonbézé helyzettt szarakkal rendelkezé keriileti
szogeket mutat, de a kertileti szogek tétele a szaggatott iven nyugvo keriileti szogekre is fennéll.

Péld4ul, ha az AB fivhez tartozé kozépponti szog nagysaga 72°, akkor az ezen az iven nyugvd
minden keriileti sz0g 36°-o0s, vagy ha a kozépponti szog 135°-o0s, akkor az ennek megfelel6 keriileti
szogek mindegyike 67, 5°-0s.

Megjegyzendo, hogy a keriileti szogek tétele nem csak egy kor egy kivalasztott ivére igaz, hanem
ugyanabban a korben barmely két egybevagd, tehat egyenl6 hossziasagu ivre is.

. Szakasz latoszoge

Ha a P pont az AB szakasznak nem végpontja, akkor a konvex AP B< szbgrol azt mondjuk, hogy
az AB szakasz a P pontbdl ekkora szogben latszik. Ezt az AB szakasz P pontbdl mért ldtdszogének
nevezzilk. A szakaszt meghosszabbitd két félegyenes bels6 pontjaibdl a szakasz 1atészoge 0°-os, a
szakasz bels6 pontjaibdl pedig 180°-os (8. dbra).
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3. dbra



Eszerint AP,B< =6, AP,B<t = AP,B< = 0° és AP3sB< = 180°.

. A 1at6szogkoriv, mint mértani hely

A stk azon pontjainak mértani helye, amelyekbdl az AB szakasz megadott, 0° és 180° kozotti
szogben latszik, a szakasz végpontjait Osszekotd, a szakasz egyenesére szimmetrikus két koriv. A
mértani helyhez a korivek belsé pontjai tartoznak, a szakasz végpontjai nem (4. dbra).

4. dbra

Az dbran APy B< = 0 hegyesszog, AP, B< = ¢ derékszog, ekkor AB kozos atmérdje a koriveknek,
végill AP;B< = ¢ tompaszdg.

Bizonyithat6, hogy a korivek altal hatarolt zart siktartomany belsé pontjaibdl az AB szakasz a
6, ¢, illetve ¢ szogeknél nagyobb szogben, a siktartomanyon kiviili pontokbdl pedig ezeknél kisebb
szogben latszik.



6. A latoszogkoriv szerkesztése

Az el6z6 pontban megismert 1atdszogkoriveket meg is szerkeszthetjiik. Ha példaul azt keressiik,
hogy a sikon hol vannak azok a pontok, amelyekbél az AB szakasz 45°-os szogben latszik, akkor az
5. dbra alapjan jarhatunk el.

5. dbra

El6szor megszerkesztjiik az AB szakaszt 45°-ban metsz6 BE egyenest. Erre a B pontban merélegest
allitunk, majd megszerkesztjiik az AB szakasz felezOmerolegesét. A két egyenes annak a kornek az
O koézéppontjdban metszi egymast, amelynek egyik hurja éppen AB. Az O kézépponti, OA = OB
sugaru kornek az abrén jelzett C' pontjabdl az AB szakasz 45°-os szogben latszik, hiszen BE a kor
érintGje, és igy ABE< = 45° érintOszara kertileti szog.

Ebb6l pedig a keriileti szogek tétele alapjan kovetkezik, hogy az dbra vastag vonallal rajzolt AB
fvének minden pontjabdl (az A és B pontok kivételével) az AB szakasz 45°-os szogben latszik. A
korivnek az AB egyenesére vald tiikkrozésével a mértani hely minden pontjat eléallitottuk.



