A sikbeli ortocentrikus pontnégyes

Ha tekintiink egy (az egyszerliség
kedvéért: hegyesszogli) ABC haromszoget,
megrajzoljuk magassagvonalait,
metszéspontjukként megkapjuk az M
magassagpontot, akkor észrevehetjiik, hogy

az ABMA-nek C, a BCMA-nek A és a

CAMA-nek B lesz a magassagpontja.
(Raadasul a magassagtalppontok (T, U, V)

mind a négy haromszog esetén ugyanazok. A
Oldalak és magassagvonalak szerepet cserélnek.) Igy megéllapithatjuk, hogy az A, B, C és M
pontok egyenranguak: koziilik barmelyik harom alkotta hdromszdgnek a kimaradé negyedik a
magassagpontja. Ezért ezt a négy pontot sikbeli ortocentrikus pontnégyesnek nevezzik.
(Kiindulhatunk tompaszdgii haromszogbdl is, ugyanerre jutunk. Derékszogli haromszog esetén
azonban a derékszogli csucs egyuttal a haromszog magassdgpontja is — hagyoményos betlizés
szerint C=M —, igy egyrészt nem keletkezik négy pont, masrészt a masik harom haromszog
elfajuld, nem létezik. Igy ezt az esetet kizarjuk a tovabbi targyalasbol.)

Sok érdekes tulajdonsag és tétel allapithatdé meg, mondhatd ki ezen pontnégyes kapcsan, most

ezekbdl szemezgetiink néhanyat.

1. A magassagpont oldalakra valo tengelyes tiikkorképei a haromszog koriilirt korén vannak.
A bizonyitast a C oldal esetére irjuk fel, de 'V"b &
analog modon torténik a masik ketté. A CUMT
négyszog hurnégyszog, mert két szemkozti szoge

(CUM és MTC) derékszog. Ezért UMT Y = 180°—y.
Ekkor a vele csucsszog AMB g is ekkora. Ha M-et

tikrozzik a ¢ oldalra (vagy a V talppontra, ami
ugyanazt eredményezi), akkor a szogtartds miatt a

kapott AMcB<g is 180°—y lesz, igy a CAM:B

négyszog két szemkdzti szoge kiegészitd, vagyis ez

is hurnégyszog. Tehat M¢ egy koron van az A, B, C

pontokkal, vagyis az ABCA koriilirt korén van.



2. Forditva: ha az ABCA koriilirt korét tengelyesen tiikrozziik az oldalakra, a kapott tiikkorkép korok
atmennek a  haromszog M
magassagpontjan.

Ez az el6z6 szakaszbol azonnal
kovetkezik: a korulirt koron 1évo Ma,
Mb, Mc pontokat a korrel egyiitt
(vissza)tikrozve az oldalakra, e

pontok képe az M pont, és az

1lleszkedéstartas miatt a kor

tiikorképei is &tmennek ezen.

Ennek az Aallitasnak inkdbb az a

kovetkezménye igazan érdekes, hogy

3. az ortocentrikus pontnégyes négy kiillonb6z6 haromszogének koriilirt kore mind azonos sugaru.
Mivel a ,,masik harom” haromszog koriilirt kore (az el6z6 szakasz szerint) tengelyes tiikrozéssel

keletkezik az ABCA koriilirt korébdl, a tavolsagtartas miatt e sugarak egyenlok. (Persze a harom

tompaszogl haromszog korilirt korei kozvetleniil is atvihetok egymasba, sajat megfeleld oldalaikra

— a hegyesszOogli haromsz0g magassagvonalaira — valo tengelyes tiikkrozéssel.)

4. A magassagpont oldalfelezd pontokra vald kdzéppontos tiikkdrképei is a haromszog koriilirt korén
vannak.

A Dbizonyitast megint a ¢ oldal
felezépontjara (F) irjuk fel, de analog
modon torténik a masik két eset. Az 1.
szakaszbeli bizonyitast onnan folytatjuk,
hogy ha M-et tiikkrozziik az F pontra, akkor
a szogtartds miatt a kapott AMcBJ is

180°—y lesz, igy a CAMcB négyszog két

szemkozti szoge kiegészitd, vagyis ez is

hirnégyszog. Tehat Mc egy korén van az
A, B, C pontokkal, vagyis az ABCA

koriilirt kdrén van. N



5. Ha a haromszog koriilirhatdo korét a magassagpontjabol 0,5 aranyban lekicsinyitjiik, akkor a
kapott kor illeszkedni fog a haArom magassagtalppontra, a harom oldalfelezd pontra, és a csucsok
és magassagpont kozti szakaszok felezopontjaira.

Az 1. szakasz szerint az Ma, My, Mc
pontok (az M talppontokra vald
tilkorképei) a koriilirt korén vannak.
Ezért ezek M centrumu, 0,5 ardnyl
hasonlésag soran épp a talppontokba (T,
U, V) mennek at. Ugyanigy a 4. szakasz
szerint Ma, Mg, Mc pontok (az M
oldalfelez6 pontokra vald tiikorképei) is

a korilirt koron vannak. Ezért ezek M

centrumu, 0,5 ardnyd hasonlésag soran
épp az oldalfelez6 pontokba (D, E, F)
mennek at. Végil az A, B, C cstcsok

természetesen a korilirt koron vannak —

C (o]

ezek M centrumu, 0,5 arany hasonldsag soran épp a cstcsok és a magassagpont kozti szakaszok
felezépontjaiba (La, Le, Lc) mennek at. Ekkor a koriilirt kor, amely ezt a kilenc felsorolt eredeti
pontot tartalmazta, a kicsinyités soran olyan korbe megy at, amely e pontok képeire illeszkedik.
Ezt a kort (mivel kilenc nevezetes pontot tartalmaz) nevezziik a haromszog kilenc pont kérének.
A szarmaztatasa miatt sugara fele a koriilithatd korének, kozéppontja (K) pedig az MO szakasz
felezépontja (ahol O a koriilirt kor kézéppontja). (A kicsinyités animacioban is megtekinthetd itt.)
A kilenc pont korérél 6nmagéaban igen sok érdekesség tudhatd, ezekbdl csak néhanyrol ejtiink itt

szOt. Példaul:

6. az ortocentrikus pontnégyes négy kiilonb6z6 haromszdgének kilenc pont kdre azonos, ugyanaz a
kor.
Ez kovetkezik abbdl, hogy egy kort harom pontja mar meghataroz, és e négy haromszogben
(mint a bevezetdben lattuk) a magassagtalppontok azonosak. Az ,,oldalfelezd pont” és a ,,cstcs €s
magassagpont kozti felezOpont” funkcidé a masik hat pont kozott cserélddik, ha a négy kiillonb6zo

haromszoget tekintjiik.

A kilenc pont korét szokas Feuerbach-kornek is nevezni, az alabbi (Karl Feuerbach XIX. szazadi

német matematikus altal bebizonyitott) tétel miatt:


https://www.komal.hu/cikkek/matematika-ami-a-tankonyvekbol-kimaradt/Siposs/Sbocpn_9pk.gif

7. A haromszog kilenc pont kore érinti a hdromszdg beirhatd korét és harom hozzairhat6 korét.

A tétel bizonyitasa meghaladja ezen cikk kereteit, igy ezzel itt nem foglalkozunk. A tétel azon
kovetkezményét emeljiik ki, hogy mivel az ortocentrikus pontnégyes mind a négy haromszogének
azonos a kilenc pont kore (6. szakasz), az allitds mind a négy haromszogre teljesiil. Viszont e
haromszogek beirt korei és hozzairt korei mind kiilonb6zdk, igy ez a kozds kilenc pont kore 16 (1)

nevezetes kort érint egyazon adbraban!

Ez igy természetesen elég attekinthetetlen, nézziik meg a négy haromszog koreit kiilon-kiilon.

Az ABCA:




Az ABMA:

A BCMA:




A CAMA:
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