Haromszogbeli érdekességek

Ismert, hogy egy (altalanos, hegyesszogii,
szokasosan megbetlizott) haromszog oldalai,
szogei és a koriilirt kor sugara kozott fennall:
(1a,b,c) a=2R-sin ¢,
b=2R-sin 5, ¢c=2R-sin y.

(Az abran az a oldallal kapcsolatos
bizonyitas lathatd: megrajzolva pl. a BB’

atmérot, Thalész tétele miatt a BB’C

haromszog derékszogli lesz, amelynek B’- A

nél 1évo szdge a keriileti szogek tétele miatt

szintén «, és ebben a haromszégben a

szoggel szemkozti a befogd és a 2R atfogd

hanyadosa Sin @, amib6l atrendezéssel

kovetkezik a felirt alak. A masik eset hasonlé médon bizonyithatd.)

Van-e vajon geometriai tartalmuk, megadnak-e vajon valamilyen nevezetes szakaszhosszakat az
analog modon felirt 2R-cos @, 2R-cos B, 2R-cos y kifejezések?

Rajzoljuk meg a haromszog
magassagvonalait! Ezek
talppontjai T, U, V, amely
pontok az a oldalt u+v, a b
oldalt w+x, a c¢ oldalt y+z
darabokra vagjak. A
magassagvonalak AT = m,,
BU = m, CV=m
metszéspontjuk M, a A

magassagpontja. Az M pont

koriil a magassagvonalak altal

1étrehozott hat Sz0g
mindegyike az eredeti haromszog valamely szogével egyenld, az abra szerint. (Pl. a CVA A és a

CUM A hasonlok, mert C-nél 1év6 szogiik kozos és van még egy derékszogiik, emiatt harmadik



szogiik is egyenld, tehat CMUJ = ¢, és a vele csticsszog VMBJ is ekkora. A tobbi eset hasonloan

belathato.)

Jel6lje a csucsoktol a magassagpontig tartd szakaszokat i = AM, j = BM, k = CM. Az AVMA-bé6l

sin g = _—y, ugyanakkor a jol ismert ,,két oldal és a kozrezart sz0g szinuszanak szorzata per 2”
|

teriiletképletbdl sin g = 2;% Ezek egyenl8ségébdl i = —Y | a teriilet helyébe a jol ismert
ABC
ahC yifejezest irva i = 2R Zop Y ami az AVCA-bol
4R 2-abc b
(2a) i =2R-cos a.
Hasonléan a BTMA-bl sin 7 = & = 2VABC oppspj= 204 - 8DUAR ool i 2 BTAA-
bél
(2b) ] =2R-cos p.
Végiil a CUMA-b6] sin o = . = Z1ABC cppi) k= DW - DOWAR _op W omi a CUBA-
bél
(2¢) k =2R-cos y.

Tehat a kérdésben feltett kifejezések a csiicsok és a magassagpont tavolsagat adjak meg.

Felmertil a kérdés, hogy mi a helyzet ugyanezen tavolsagokkal tompaszdgli haromszdgben? A
mély analdgia kedvéért tekintsiik az iménti hegyesszogii ABCA A, B és M pontjai altal alkotott
tompaszogli haromszoget. Ennek (mint az A sikbeli ortocentrikus pontnégyes c. cikkben
olvashat6) a magassagpontja az ,,eredeti” C pont (persze az uj abran az 11j funkcioknak megfeleld a
betlizés), a magassag-
talppontjai ugyanazon T,
U, V pontok, mint az
,,eredeti” haromszoge,
koriilirt korének sugara is
ugyanakkora (szintén R).
Az ugyanazon betijeli
(funkcidju) pontok
meghatarozta  szakaszok

jelolése ugyanaz, mint a




hegyesszogli esetben (pl. CU = w), bar a szakaszok elhelyezkedése itt tobbségében mas, mint ott.
Erre a haromszogre is igazak az (1a,b,c) dsszefliggések — igaz, itt mas szogeket és (a és b esetén)
mas szakaszokat jeloliink ugyanazon betiikkel, mint az imént. Ezért (megkiilonboztetésiil) lassuk el

h (mint hegyesszogii) és t (mint tompaszogii) indexszel a két esetbeli jeleket az Gsszefiiggésekben.

gy

(1’a,b,c) anh = 2R-sin an, bnh =2R'sin fh, Ch = 2R"sin ,
ugyanakkor

(3a,b,c) ar=2R'sin &¢, bt =2R-sin &, ¢t =2R"sin #,

vagyis e tekintetben teljes az analégia.
Vegyiik észre, hogy a két esetbeli ¢ oldal azonos, ezért (1°c) és (3c) egyenldségébol
sin jh = sin #. Ez azonban magatdl értet6do, hiszen a két szog egymas kiegészit6 szoge, amint az a

két abra 6sszehasonlitasabol kitinik:

4) %= ontfh = 180°— .
frjuk fel Gjra, ezhttal mér indexelve:
(2’a,b,c) ih =2R-C0S an, jnh =2R-c0S fh, kn=2R-COS j.

Vizsgaljuk meg most a tompaszogli esetben a csics-magassagpont tavolsagokat! (Itt is i, j, k-val
jeldlve, bar
(5a,b,c) it="Dbn, Jt=an, ¢&s csak ki=Kkn.)
Az AUB ¢és a AVM A-ek hasonlok, mert A-nal 1évo szogiik kozos és van még egy derékszogiik,
emiatt harmadik szogiik is egyenld, tehat AMV ¢ = f. Hasonloan kapjuk, hogy BMV 4 = a. (Ismét a
két abra 0sszehasonlitasabol adodik a (4) egyenldség ,,forditottja”:
(6) = atf,

amit persze maganak (4)-nek az atrendezésébdl €és a haromszog szogosszegébdl is megkaphatunk.)

Ekkor a hegyesszogili esethez hasonléoan az AVMA-bGIl sin f = _l, ugyanakkor a teriiletképletbdl
|

sin 8 = 2= Bzek egyenldségebol i = % beirva T helyébe 22C-et: j= 2V4R _op Y amia
acC

2-abc b
AVCA-bo6l (mar indexekkel):

(72) it = 2R-cos a.
Hasonléan a BVMA-bSl sin @ = 2 = 21, ebbol j = 22 = PZAR _op 2 omi a BVCA-bol
J bc 2T 2-abc a
(7b) jt = 2R-cos f.
Végiil a MUCA-b3I sin B = 2 = 21 epbol k= 2W = BWAR _ o W mi a CUAA-bSI
k 2T 2-abc b

(7¢c) ki = 2R-cos (180°—py).



Tehat a (2’a,b,c) és a (7a,b,c) Osszefiiggések is (szinte) teljes analégiat mutatnak; az eltérés a
(6¢)-ben annyi, hogy » helyett 180°—x koszinusza szerepel — ami egyrészt azért magatol értet6do,
sziikségszerli, mert % tompaszog, igy koszinusza negativ, mig persze ki nem lehet az; masrészt az

(5¢€), a (2°c) és a (4) egyenlGségekbdl ez kovetkezik.

Erdemes szemiigyre venni néhany tovabbi megfelelést a két eset, két abra szogei és szakaszai
kozott. A (4)-ben mar lattuk a két esetbeli y szogek kozti kapcsolatot (kiegészité szogek). Az abrak

Osszehasonlitasabol adodik, hogy a két esetbeli « €s S szogek ,.keresztben” véve potszogek, vagyis

(8a,b) ontfr=90° és artfh=90°,
amit dualitasnak is tekinthetiink. Ugyanigy dualis az (5a,b) egyenléségekkel, hogy
(9a,b) ih=Dbt és jh=ar

A két abraban viszont azonos az U, az X, az Y, a z (és mint lattuk, a k) szakasz. Erdekes a v és W
szakaszok szerepe: ezek mindkét abraban a CUMT (két szemkozti derékszoge miatt nem mellesleg:
har-)négyszog oldalai (betlizés szerint mindkétszer CT és CU, de konkrét elhelyezkedés szerint
mas, szomszédos szakaszok); mig e négyszog masik két oldala (MT és MU) a hegyesszogii abraban

Ma—i és Mp—j, a tompaszogiiben (rendre) j—-mp és i-ma. (Ujabb dualités.)

Ahogy a  fenti  utolsd
bekezdésben lattuk, a haromszog
egy csucsa ¢€s a magassagpontja
két magassag-talpponttal
harnégyszoget alkot (két
szemkozti  derékszoge  miatt).
Hegyesszogli  haromszégben ez
mindhdrom csics esetén teljesiil:
AVMU, BTMV, CUMT.
Fogalmazhatunk ugy is, hogy az
i =AM, j = BM, k=CM

szakaszokra irt Thalész-korokon
rajta  vannak a  megfeleld
magassag-talppontok. E Thalész-

korok kozéppontjai ezen



N | =

, vagyis (2) szerint R-cos «,

]
2

N | =

szakaszok felez6pontjai (rendre La, Lg, Lc), sugaraik pedig

R-cos S, R-cos .
Mivel barmely
két kor hasonlo
egymashoz (s,
alkalmas
centrummal
kozéppontos
hasonlosaggal
atvihetd egymasba,
Id. a Korok
hasonlosaga C.
cikket), ezen
Thalész-korok

megkaphatdk a

haromszog korilirt
korének o

kicsinyitéseiként. A hasonlosagi arany (A1) a sugarak nagysaga miatt rendre +Cos «, £C0S S és
+C0S 7, a hasonlosagi centrumok pedig az OLa, OLg, OLc egyeneseken, az L pontoktol (O-t6l

ellenkezd iranyban, ill. afelé) E()i _Cosp_ cosy

A; — By —
1F¥cosa 1Fcosp 1Fcosy

OLc tavolsagban 1évé pontok.

(Ahol O az eredeti haromszog kortlirt korének kdzéppontja, a pozitiv arany hasonldsag centrumai
a megfelel6 csucsokkal indexelt C+ pontok, a negativaké a C_ pontok. Magat a kicsinyitést
animacioban meg lehet nézni a hegyes-pozitiv.gif, illetve a hegyes-negativ.gif fajlban. Az elébbiben
a koriilirt kor atmegy a harom Thalész-korbe a megfeleld centruml pozitiv arany(l hasonlosaggal,

mig az utobbiban pedig értelemszeriien a negativ aranyuval.



A tompaszogli haromszog esete itt is némileg eltér: a tompa y szog miatt cos y helyett (a (7¢)-hez
hasonldéan) minden képletben cos (180°—y)-t (vagy —cos j~t vagy |cos y-et) kell irni. Az animaci6 a
tompal.qgif, illetve a tompa2.gif fajlban kovetheté nyomon. (Itt két hasonldsagi centrum, C+a és Cig
annyira messze esik az 4bra lényegi részétdl, hogy az induladskor képernydn kiviil van.
Kicsinyitéssel [egérgorgével] a latotérbe hozhatok lettek volna, de ekkor meg a kordk

transzforméciojabol nem latszodna 1ényegében semmi.)
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