WoPhO —10. feladat

Lagrange-pontok stabilitasa

A Folddel egyiitt a Nap koriil forgd vonatkoztatasi rendszerben 6t egyensulyi helyzet
létezik (ahol a testekre haté eredd er6 zérus). Ezt az 6t pontot Lagrange-pontnak nevezziik
Joseph Lagrange utan, aki el6szor tanulmanyozta a haromtest-probléma ezen esetét. A
rendszer teljesen preciz elemzése rendkivil bonyolult és kaotikus. Ebben a feladatban a
két test tomege (M és M,) sokkal nagyobb a harmadik testénél (m). Az My és M, kozti
tavolsag legyen R.

1. A rendszer alapegyenletei

(a)
(b)

(c)

[rjuk fel az m-re hat6 eredd graviticiés eré F, vektorat.

Feltéve, hogy M; > M, > m, hatarozzuk meg az M;—Ms, rendszer €2 szogse-
bességét.

A rendszerrel egyiitt forgd vonatkoztatasi rendszerben m-re haté tehetetlen-
ségi erck lépnek fel. Irjuk fel az m-re haté eredé er6 Fgo vektorat ebben a
vonatkoztatasi rendszerben.

Tekintsiink egy olyan koordinatarendszert, amelyben a harom test az xy-sikban
van, az §) szogsebesség pedig +z iranyd. Az origét helyezzilkk az = tenge-
lyen elhelyezkedd M;—M, rendszer témegkozéppontjaba. Irjuk m helyzetét r =
x(t)i+ y(t)j alakba. A forgd vonatkoztatasi rendszerben irjuk fel az m-re hat
eredo eroket, ha annak sebessége zérus. Hasznéljuk az a = Mlj‘fMg és f = Mﬁh}
paramétereket.

2. A Lagrange-pontok meghatarozasa

Ot olyan pont van a vonatkoztatasi rendszerben, amelyekben az m-re haté eredd
er$ zérus. Ezek koztl harom (Ly, Lo, L3) az M; M, egyenesen (az x-tengelyen), mig
ketto az xy-sikon szimmetrikus helyzetben van az z-tengely alatt és folott, azaz

Ys =

(a)

(b)

—Ys.

El6szor Ly, Lo és L3 meghatdrozasat végezzik el. Legyen x = (v — ) R, ahol v
jelenti m és M; tavolsagat R egységben. Irjunk fel egy olyan egyenletet, amit
ezeknek a pontoknak ki kell elégitenie. Az egyenletet v-vel és a-val fejezziik ki.

Az egyenlet harom esetre bomlik (ezek adjdk az egyes Lagrange-pontokat):
v<a,a<rv<b, ésb< v Hatdrozzuk meg a és b értékét.



A tovdbbiakban feltessziik, hogy « kicsi (a Nap-Fold rendszerben ez 3,0 - 107°).
a-val csak a legkisebb nem-nulla rendben szamolunk, a magasabb rendii tagokat el-
hanyagoljuk. A kovetkezd kérdések segitenek az x-tengelyen fekvo Lagrange-pontok
meghatarozasaban.

(c) Az els6 esetben (v < a) legyen v = —1 + 1, ahol 0; egy a-tdl fiiggd kicsiny
pozitiv szam. v ezen értéke az L; Lagrange-pont helyzetét © = —R(1 + (;)
alakban adja meg. Hatarozzuk meg (i-et « fiiggvényében.

(d) A maésodik esetben (a < v < b) legyen v = 1 — 09, ahol dy egy a-tdl fiiggd
kicsiny pozitiv szam. v ezen értéke az Ly Lagrange-pont helyzetét z = R(1—(5)
alakban adja meg. Hatarozzuk meg (>-t o fiiggvényében.

(e) A harmadik esetben (b < v) legyen v = 1 + d3, ahol 03 egy a-tdl fiiggd kicsiny
pozitiv szdm. v ezen értéke az L3 Lagrange-pont helyzetét x = R(1 + (3)
alakban adja meg. Hatarozzuk meg (s3-at o fiiggvényében.

A negyedik és 6t6dik Lagrange-pont helyzetének meghatarozasa Osszetettebb madd-
szert igényel. Elészor bontsuk fel az m-re haté erét az r vektorral parhuzamos és
meroleges komponensre.

(f) Adjuk meg az r vektorral parhuzamos € és a ra merdleges €, egységvektort
az ry-sikban.

(g) Hatarozzuk meg az m-re hat6 eredé erd r-rel parhuzamos FKQ és a ra meroleges

F+ komponensét.

(h) Adjuk meg az r-re meréleges irany1 egyensuly feltételét. Ennek felhasznalasaval
adjuk meg az r,,1 és rpo kozotti kapcsolatot.

(i) Adjuk meg az r-rel parhuzamos irdnyt egyenstly feltételét. Ennek felhaszna-
lasaval adjuk meg az 7,1 és R kozotti kapcesolatot.

(j) Hatérozzuk meg a negyedik és az 6todik Lagrange-pont helyzetét, rendre (x4, y4)-
et és (3175, y5>—0t

3. A Lagrange-pontok stabilitasa

Az egyes Lagrange-pontok stabilitdsanak ellenérzésére megzavarjuk m-et egyensulyi
helyzetében. Mivel ebben a rendszerben az erék m (x,y) helyétdl és (v,,v,) sebes-
ségétol fiiggnek, a stabilizald ercket a helyzet és a sebesség kiilonbozo valtozasaira
kell kiszamitani. Fejezziik ki az er6t az alabbi mdédon:

OF, oF, OF.

aFm T
Fy(xo + 02, yo + 0y, Vg0 + 00s, Uy 0 + 0vy) = pe o + dy oy + 7 0V, + 9 dvy;
x y
oF, oF, oF, OF,
F, (o + 62, yo + 0y, vz 0 + 00z, vy 0 + Ov,) = (%y Sz + 8yy Sy + avy&;x + Tvyévy'
T y

Ez az er6 figyelembe veszi az m tOomeg sebességének jarulékat. Az Osszes parcialis
derivaltat az egyenstlyi helyzetben (zo, yo, Uy, vy0) szamitjuk ki.

- 1 0F, 10F, 10F, 10F, /1, 1« .
(a) ?}Sljuk 81;16g e e m o m o, Altaldnos alakjat. Mutassuk meg, hogy
T — Y

oy ox *

(b) Szamitsuk ki L2 e L0 LB of 4g LOFy ¢
m vy > m Ovy y
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A fenti nyolc egyiitthaténak a rugodalland6 analdgidajara a zavarokat csillapitania
kell. Ezek utan ellendrizziik az 6t Lagrange-pont stabilitasat. a-val csak a legkisebb
nem-nulla rendben szamoljunk, hanyagoljuk el a magasabb rendii tagokat.

(c¢) Az els6 Lagrange-pont

L0 — 102, és hatdrozzuk meg c;-et.

ii. Mutassuk meg, hogy < an = 8;;“’ =0.

L%
m Oy

iv. dx = AeM és oy = BeM (A, B # 0) helyettesitésével hatdrozzuk meg \-t,
kizarolag « és () fiiggvényében.

i. Mutassuk meg, hogy --

iii. Mutassuk meg, hog = cpaf)?, és hatdrozzuk meg co-t.

v. A-nak négy lehetséges értéke van. Adjuk meg azt a feltételt, amit ezeknek
a megoldasoknak teljesiteniiik kell, hogy L; stabil legyen, és dontsiik el,
hogy L, stabil-e.

vi. A Nap-Féld rendszerre o = 3,0 - 1076, és Q = 27 /év. Ha ez a pont stabil,
adjuk meg a koriilotte végezhetd rezgés periddusidejét (nap mértékegység-
ben), ha nem stabil, akkor az 1/\ idéallandét (szintén napokban).

(d) A maésodik Lagrange-pont

LoF _ .02, és hatdrozzuk meg cs-at.
m Ox

ii. Mutassuk meg, hogy % 6Fw = aal:"‘ = 0.

i. Mutassuk meg, hogy

iii. Mutassuk meg, hogy E(‘TFy = 4,02, és hatdrozzuk meg cy-ct.

iv. dx = AeM és oy = BeM (A, B # 0) helyettesitésével hatdrozzuk meg \-t,
kizarolag a és €1 fiiggvényében.

v. A-nak négy lehetséges értéke van. Adjuk meg azt a feltételt, amit ezeknek
a megoldasoknak teljesiteniiik kell, hogy Ls stabil legyen, és dontsiik el,
hogy L4 stabil-e.

vi. Ha ez a pont a Nap-Fold rendszerben stabil, adjuk meg a kortilotte végez-
heté rezgés peribdusidejét (nap mértékegységben), ha nem stabil, akkor az
1/ id6allandét (szintén napokban).

A harmadik Lagrange-pont hasonlé a masodikhoz, tehat nem kell kiilon foglalkoz-
nunk vele.

(e) A negyedik Lagrange-pont

1 8FI

i. Mutassuk meg, hogy -- = ¢5§2%, és hatarozzuk meg c5-6t.

. 1 8F _ 19F, _ 2
ii. Mutassuk meg, hogy -- e = mooe = (c¢ + cra)Q?, és hatdrozzuk meg
cg-ot és cr-et.
10F, _

iii. Mutassuk meg, hog = 302, és hatdrozzuk meg cg-at.

m Oy

iv. dx = AeM és 6y = BeM (A, B # 0) helyettesitésével hatarozzuk meg \-t,
kizarolag a és () fiiggvényében.

v. Legyen ¢ = M;/M,. Hatarozzuk meg ( azon értéktartomdnyat, amire a
negyedik Lagrange-pont stabil.

Az 6t6dik Lagrange-pont azonosan viselkedik, mint a negyedik, igy nem kell kiilon
foglalkoznunk vele.

Translated by Attila Szabd, szabo.attila94@gmail.com.



