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Egy grafelméleti feladattal van dolgunk. A megoldas sor&zakasos médon a hazalkaticsoknakagy pon-
toknakfogjuk nevezni; a csicsokat 0sszekdezetékekeéleknek a két villamcsapas altal okozott elektromos
jelenséget, melyet a két végpontja és az egyes hazakra|tésed jellemeziitvonalnakhivjuk. Fontos észrevétel,
hogy a bemefiranyitatlan graf, amelyben barmely két cstcsot ponteggrit kot 6ssze, fagraf.

A graf abrazolasa

Az elsb megoldand6 probléma a graf abrazolasa. A cslcsok szameansmpmszédsagi matrixos abrazolas kizart.
A szomszeédsagi listdk ésszeri alternativat jelenthetlteelizok is csak akkor, ha lancolt listaként implementaljuk
Oket.

A villamok Gtvonalainak abrazolasat ugy oldjuk meg, hogyiamnalakat kiilén sorszamozva taroljuk, majd a graf
minden csucsan egy lancolt listdba gy(ijtjik azokat azxeket, amelyekhez tartoz6 Gtvonalak az adott ponton
végdHdnek.
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1. abra. A példa bemenet grafja

A naiv algoritmus

Az egyik — elég egyszer(i — alternativa a kbvetketvassuk be egy villamcsapas adatait, majd az egyik végpo

tél a masikig futtassunk egy mélységi keresést, ami megbeta a két pont koz6tti Gtvonalat; ennek mentén min-
den csucsnal noveljik meg az 6sszegylijtdtt energia medget a villAmcsapés soran szerzettel. Sapd&Q)
futasiddvel esélytelen.

Egy jobb megoldas

Egy Ujabb megoldasi 6tlet a kbvetkea beolvasott villamok Gtvonalait ne dolgozzuk fel azdnhanem taroljuk

el 6ket. Minden lIépésben toroljik a graf egy levelét addiggaadrafnak van csicsa, de minden torléstédajtsuk
végre a kovetkeg#t: Minden olyan Gtvonalra, amelyet a torléndsicsnal feljegyeztiink (mert az egy végpontja),
adjuk hozz4 a csucs 0ssztoltéséhez az Gtvonal toltésés &s htvonal két végpontja nem azonos, akkor azt a
végpontjat, ami a torlerfidcsics, médositsuk a csucs egyetlen szomszédjara ésjégyfer, hogy az a most
maodositott Utvonal egy végpontja; egyébkeént allitsuk aprial téltését nullara. (Az utolsd, egyébként-eset nem
sziikséges, ha a lancolt listdk helyett halmazt haszngltmkek a megoldasnak adelye az edzbvel szemben,
hogy a grafbejaras nem vizsgal meg feleslegesen csucsakasik végpont keresése kdzben, délethég a
komplexitdsaD(NQ) marad.
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Az algoritmus lassUsaga ésorban abbol adodott mindkét megoldasban, hogy az egyakdradsszegyiilt tolté-
seket minden egyes hazra Ujbdl és Gjbdl kiszamoltuk, nemmiddtsik fel, hogy elegeridavaltozasoknalrissiteni
az adatokat. Harmadik megoldasunkat ennek fényében #ikezeg.

Egy még jobb algoritmus

Az elb6z6 két algoritmus ® hibaja, hogy a grafban nem tudtuményokatkijeldini, egy csomépontban (kémél
nagyobb fokszamu cslicsban) vagy minden iranyban prokalkbzagy észrevettiik, hogy meg is allhatunk a
feldolgozassal, hiszen a fagrafok tulajdonsagaibdl Kéasien mindig van legalabb egy leveliik, ahol a feldolgozas
irAnya egyértelm(. J6 esély van arra, hogy ha a grafbarisileeiranyokat megadni, akkor a megoldas is gyorsabba
valhatna.

2. abra. A példa bemenet 0 gyoker( fe§tja

Vélasszunk ki 6nkényesen egy cslcsot a grafban, le@yarfa gyokere. (Tetéiteges csucsot valaszthatunk.)
Inditsunk el egy mélységi keresést ébha csucsbdl kiindulva, ami a szokdsos médon sorra veszicadesit,
ezaltal egy irdnyitott mélységi fesifat épitve.

Osztalyozzuk az Utvonalakat a végpontjainak ebben a &&iean elfoglalt helye alapjan:

1. A kétcslcs azonos.
2. Az egyik csucs a masik leszarmazottja a fégaktan.

3. A két cslcs a fesdfa két kiilonbdd agan van. Ekkor van legalabb egy kopssik.

Ennek alapjan beszélhetlink@&lsnasodik és harmadik tipusu Gtvonalakrol.

Az els) eset legfeljebb kellemetlenség lehet, mert egy fel@tktinnyen tesztelhét Az utolso ketbvel kell inkabb
foglalkoznunk.
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3. dbra. A példa bemenet nem elagaz6 1-6 Utvonala

Tegyik fel, hogy a faban p ésq cslicsok kozott 2. tipusu Utvonal van, mégpedig Ugy, hmgnakése f ~ q).
Inditsunk egy mélységi bejarast a fa gyokeiidds szinezziilk a csicsokat a szokasos modon fehérre, iz
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feketére. Az Utvonal feldolgozasa csghol p-be és nem forditva térténhet, merelsd meglatogatasakor (amikor
p szurke lesz) még nem tudjuk, hogy a fadban melyik Gtvonaldht&keabb haladni ahhoz, hogy-ba jussunk.
(Egyéaltalan ekkor még az sem biztos, hagleszarmazottja.) Amikog-hoz ériink és sziirkére szinezziik, akkor
még mindig nem célszer(i az Utvonallal foglalkozni, nedtan annak gyermekeit fogjuk bejarni, amipa~ q
villam nem érint.

Amikor azonbarg-t feketére szinezzik, az algoritmus npéfelé visszalép. Ap ~~ q Gtvonal ismert, ezt a mély-
ségi bejarashoz hasznalt verem tartalmazza. A visszali@bgamatban a cslicsok mindaddig megkapjgk-a q
Utvonal toltését, amig az algoritmpsn tdl nem lép. Ezérp-ig visszalépve a kdzbetsiicsok mind megkap-
jak a gyermekeik6l, mint gydkerekidl induld részfakbdl szarmazo toltést. (Itt konkrétan egyonalat vettiink
figyelembe, de természetesen egy adott csicson keredatikttialadhat: ilyenkor azok szuperpoziciéjaval kell
szamolni, az egyes mennyiségek egymastol fliggetlenil lkativan 6sszegezHt.) Azt, hogyp 6ései is megkap-
jak a toltést tgy akadalyozhatjuk meg, hqgyziibjének az utvonal toltésével megeg§emgysagl negativ toltést
adunk. Ha ehhez hozzaadjuk a gyermékétp-t6l — tovabbadott toltést, azok dsszege O lesz, vagyagibjén
nem jelenik meg @ ~ q Utvonal miatt tobblettdltés; mivel a bejaras ezt az dsdziégeeti vissza a csucs felé,
ezért ott sem lesz probléma.
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4. dbra. A példa bemenet elagaz6 3-5 Gtvonala

Nehezebb boldogulni a harmadik tipusu Utvonalakkal, \e@ggiikor a két végpont nincs egymassal leszarmazotti
viszonyban. Ha ésq egy ilyen Utvonal végpontjaiként a graf valamely csucddipalétezik olyanu cslcs, hogy

u-~~ pésu~ g. Vegylik észre, hogy sem semg nem lehet a fa gydkere, mert abbél minden csicsba vezet Gt, mi
pedig feltettiik, hogy a két végpont egymasbdl kdlcsondsametetienu ezért mindenképpen létezik, legalabb
egy, de lehet, hogy tébb csucs is megfelel a definici6jane§yenv a graf azon csicsa, amelyre~ p ésv~ q
létezik, de ugyanez mar egyik gyermekeére sem teljesdilehetséges-k kozil a gyokérdl legtavolabbi, amit @

ésq csucsok legkdzelebbi kbz@sének (lowest common ancestor, LCA) nevezink@&(p, q) val jeldlunk.

A szigoru matematikai bizonyitdsokat niellve azt allitjuk, hogy & ~ q at felirhaté ap ~» LCA(p,q) és a
LCA(p,q) ~ g utak ebben a sorrendben vett konkatenaciojaként, vaghiszathogyp-bdl g-ba jussunk, at kell
haladnunk a legkisebb kdz@siikon. (Szemléletesen: ahhoz hogy a fa egyik 4gabol a b#giksunk at kell
menni azon a ponton, ahol az agak talalkoznak.)

Ezt felhasznélva az Gtvonalak két olyan Utra bonthatokyetelek egyetlen kézds pontjuk van, ez pedig a legko-
zelebbi k6zo$sik. Ezek viszont olyan utak, melyekre teljesul, hogy agkegégpontjuk a masik leszarmazottja
(konkrétan az eredeti végpontok a kdZssleszarmazottai), tehat méasodik tipusa Utvonalakkérglketk. Egy
valamire kell vigyaznunk: a legkdzelebbi koZislesz az a pont, ahol a két 6sszegzés ,0sszeér”, ezértitt@zal
toltésének kétszeresét kapjuk, vagyis ezt az értéket egleskell beble vonni.

Alegkdzelebbik6z68s keresésének feladata sem trivialis, mert ha a fa fotgdtosicsokbdl a gyokér felé mutaté
éleit a naiv modszerrel végigkovetjik, egy ilyen miveéN) idejli lesz. Mivel ezt minden Utvonalra meg kell
tenntink, ezért a teljes komplexitas itt@gN Q)-nak adddik, ami semmivel sem jobb a#z megoldasnal.
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Egy majdnem optimalis megoldas

Az LCA keresését az RMQ-ra (range minimum query) visszawvezet csiics LCA-ja eg®(N) idejl ebfeldol-
gozés utaro(1) idében megtaldlhatd. Ez azonban az agyuval verébre tipilaie Enne, mert az futadice adott
korldtok nem annyira szorosak, hogy ehhez az — egyébkéneggsazer(i — algoritmushoz kelljen folyamodnunk.
Tarjan megoldasa a mélységi bejarast és a diszjunkthadmbiket hasznalja az LCA meghatarozasara. Ennek
egy modositott valtozatat hasznaljuk a feladat megoldagareredeti eljaras megtalalhato@jzalgoritmusok c.
kényvben.

A Tarjan-féle LCA algoritmust a kovetkéképpen modositjuk/egészitjik ki:

PROCESSTREE(i)

1 i.color< GRAY

2 i.ancestor—i

3 foreachj in i.neighbours
4 if j.color=GRAY

5 continue

6 j-parent« i

7 i.charge<— i.charget+ PROCESSTREE())
8 j.ancestor— i

9 i.color«+ BLACK

10 r <« i.charge

11 foreachpin i.paths

12 j ¢ OTHER-ENDPOINT(p,i)

13 if j.color=BLACK

14 k < FIND-ANCESTOR(j)

15 if k=i

16 ifi=]j

17 i.charge< i.charge+ p.charge
18 continue

19 r < r — p.charge

20 else

21 r < r+ p.charge

22 i.charge« i.charge+ p.charge

23 k.charge«+ k.charge— p.charge

24 if k.parent# NULL

25 k.parentcharge« k.parentcharge— p.charge
26 else

27 r < r+ p.charge

28 i.charge« i.charge+ p.charge

29 returnr

Az els) és egyetlen ,manudlis” figgvényhivast a mélységi fésziggyokerére kell végrehajtanunk, amit ebben a
feladatban tet€degesen valaszthatunk.

Ertelmezzik az algoritmust! Amint a mélységi bejaras edécstcsot, sziirkére szinezi és sajat magat felelteti
meg a legkozelebbsének. Az el foreach ciklus végignézi a cslics 6sszes szomszédjat, és ha az nafr bej
(ezen a ponton csak a sbié lehet bejart), akkor tovabblép a kovetéeszomszédra; egyébként beallitia sajat

1T. Cormen, C. Leiserson, R. Rivest, C. Stdijalgoritmusok Scholar kiad, Budapest, 2003, 454. oldal



S. 66.
Adrian Patrik, 12. évf.
Baross Gabor Kézépiskola, Szakiskola és Kollégium, Debrec

magat a gyermeke sdjeként a feszéifaban és tovabblép a mélységi keresésbenrRAFESSTREE visszaté-
rési értéke a paraméteréul kapott csucsbol indulé részégezetlen Gtvonalainak téltésésszege, amit hozza kell
adnunk a sziflienek toltéséhez (ha nem, arr6l a masddileach gondoskodik). Pontosabban megfogalmazva
PROCESSTREE(p) azon Utvonalak toltéseinek dsszegét adja, amelyeknelopamtegy végpontja szerepepa
gyOker( feszii-részfaban vagy egyik végpontjpk

Mikor a rekurzi6 visszalépett, a gyermekbndul6 részfaval végzett az algoritmus (minden olyanpaig-part,
amelynek a legkdzelebbi kdzbsei a részfaban voltak, feldolgozott), a fennmaradé, neégfieldolgozott Gtvona-
laknak legalabb a sziih (i) at kell haladniuk, tehéjt 6sének-t allitjuk be. Ez a I1épés felel meg a diszjunkthalmaz-
erdd egyesités miiveletének, hiszen beolvasztjuklegkisebb kdz68€sl csucsok kézé a részfa minden cslcsét,
amit eddig a gyermelq, reprezentalt.

A csucsot ezen a ponton feldolgozottnak tekintjik, és sZaiétére allitjuk, hiszen tébbé mar nem jévink ide
vissza. A visszatérési értéknek, a $zfdlé tovabbitott toltésnek&z0Or a cslcs sajat toltését allitjuk be, majd ezt
sziikség szerint a tovabbiakban médositjuk.

A masodikforeachciklus feladata, hogy feldolgozza az 6sszes olyan Utvoreaiaelynek az éppen vizsgalt csucs
valamely végpontja; az éppen feldolgozott Gtvongidien taroljuk, aj valtozéba az utvonal masik végpontja
kerul. Itt t6bb esettel kell szamolnunk.

1. A masik végpont szine fekete, vagyis ez a masodikkénbligbaott végpont. Ekkor megkeresskik, a
masik végponbs-reprezentansat aNb-ANCESTORfliggvénnyel. Ennek értéld@tfliggben Ujabb eseteket
kapunk:

(a) Hak =i, az megint kétféleképpen lehet. Vagy gy, hggys-reprezentansa az algoritmus 2. sordban
kerult beallitasra, és ekkgr= i, vagy ugy, hogy ez a 8. sorban tortént meg; ekkomnek valamely
gyermeke. Az dlbbi esetben (efstipusu utvonal) toltését megnoveljik az Gtvonal toltésével, és
készen vagyunk, nézhetjik a kdvet&grvonalat. Utdbbi esetben pedig, hgyermekea-nek, akkor ez
egy masodik tipusu Utvonal éa fel végpontja. Ez azt jelenti, hogy az éblaz Gtvonalbdl szarmazo
toltést nem szabad felfelé tovdbbadni (mert ott mér nenatadt), da-n még érvényesiteni kell.

(b) Egyébkénk mar fel van dolgozva, denek nem gyermeke. SAije sem lehet, mert egy csics min-
den gyermekét hamarabb dolgozzuk fel, mint 5nmagat, ¢Zéralamelyésének leszarmazottja ks
a legkozelebbi k6zoésiik. Ezt indirekten bizonyithatjuk.azon gyermekének részfajat, ajvi tar-
talmazza, mak ala rendeltiik (gytkerés-reprezentansanak beallitottuk), vagyisk-nak azon gyer-
meke, amij-t tartalmazzai-t nem, kiilénben mar mindkét csucs feldolgozott lenne mégHezhogy
a hozzacsatolas megtortént volna. (A mélységi bejatisballolgozza fel egy csucs leszarmazottait.)
Ez ellentmondéas, mertt még csak most dolgozzuk fel.
Az Gjonnan taldlt Gtvonal toltését még nem ,0rokoéltik megyi& gyermekdl sem, tehat ezt mind
az aktudlis cslcs 0ssztoltéséhez, mind a befejezetlerdasakdltéséhez hozza kell adni. Ugyanezt az
Utvonal masik végénélis megtettilk, eértal ezt a toltést kétszer szamoljuk, igy egyszer csokkénte
kell k 6ssztoltését az utvonal toltésével, mijsziibjéét még egyszer, hogy az 6sszegében mind a két
agrol szarmazo toltést semlegesitse. Ez aldl egyetleiekiétezik:k a teljes fesziifa gyokere és nincs
szubje. Ekkor ugyanik feketévé valasaval a rekurzio véget ér.

2. Minden egyéb esetben az Gtvonal masik végpontjat még dgoziuk fel, tehat az el$ végpont. Ekkor
csak elinditjuk a faban felfelé a téltést és ennek likvidatéa masodik cslcs feldolgozasanak idejére (a
fentiekben leirtakra) hagyjuk.

A FIND-ANCESTOROskeres fliggvény megegyezik a diszjunkthalmaz- @k altaldnosan hasznalt reprezentans-
kere$ algoritmussal.
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Elemzés

Elemezziik egy kicsit az algoritmusiorrasigényeit, midtt ratérnénk az implementacio részleteire. A memoria-
foglalas teljesen statikus, mert igy gyorsabb. Az adatokiasas®(N) + O(Q) id6t vesz igénybe a szomszédsagi-
és (tlistak épitésével egyltt. Maga a rekurziblasucs mindegyikét egyszer jarja be, azokon 6ssz206@nlépést

hajt végre, melyek 6sszes@{QlogN)? id&t vehetnek igénybe (amortizalt komplexitas), ami mindexomhnyal
belefér a 3 méasodpercedkbrlatba. A diszjunkthalmaz-ebére jellemd O(Na(N))-es futésidnél (ahola az
inverz Ackermann-fiiggvény, ami minden gyakorlati eseties) azért kaptunk itt rosszabb eredményt, mert a két
halmaz unigjanal (8. sor) egyértelmien kijeloljik, hogglyik fa gytkerét valasztjuk a halmaz reprezentansanak,
ezaltal a rang szerinti unio kiesik, csak az Gttdémoritésashamint gyorsito tényér

Az LCA meghatarozasa optimalis esetben €yiN) ideji ebfeldolgozas uta®(1) id6ben végezhét vagyis a
feladat megoldhat®(N) + O(Q) idében is. (Ennyi ié minden, a feladatot megoldé algoritmusnak kell.) Ehhez
képest az altalunk adott algoritmus ugyan lassabb, de ,figam sokkal”.

A megoldas memdriaigénye @(N) 4+ O(Q), hiszen a cslcsokat és az Gtvonalakat nyilvantart6 tdmigikteN
€sQ, valamint minden élet (szamwk— 1) és utvonalat két végpontjukon tartunk szamon egy latistdban. (A
tényleges megvalositdsban azonban ézetks statikus foglalas miatt a memariaigény elég naggede fligg a
bemenettl.) Ha maga a fes#ita egy lancolt listava torzul, akkor a mélységi keresésirdkmélysége elérheti a
csucsok szamét, vagyis a fentieken f&iN) veremmemoriara is sziikség van.

A megvalositas

A program az adatok beolvasasaval kiediét. Az élek mindegyikéhez a szomszédsagi listak két el&dszitjik el,
majd ezeket hozzacsatoljuk a végpontok szomszédsagibgtgMivel a sorrend nem szamit, ezérieidemként.)

A listaépitésnél nem hasznaljuk a 0 indexd listaelemet} emaek a pozicidjat a C sajatossagai miatt hasznosabb,
ha a lista végének jelzésére hasznaljuk. Hasonl6an jadumki#amok Gtvonalainak beolvasasakor. Itt csak arra
kell Ggyelni, hogy ha a két végpont megegyezik, akkor azéttiesicshoz csak egyetlen bejegyzés késziiljon.

Ezutan nekilatunk a gréaf feldolgozasanak. A feszitgydkerének a 0 index( csucsot valasztjuk. A programkod
Iényegében megegyezik a fent leirt pszeudokddos algasgaiucsupan néhany technikai megoldasban tér el. llyen
példaul, hogy a fiiggvény nem kdzvetlenil a csucsokat, haamak indexeit tarolja a valtozékban, vagy hogy a
foreachciklusokat a megfelél listaiteraciokra cseréltiik.

Az egyes programelemeket leiré adatszerkezetek (listaelics, Utvonal) sajaypedef-es struktira tipust kap-
tak. A maximdlis darabszamokat egylef ine-0s konstans értékli makroval knnyen modosithatovaktetti
tdmboket globalisan definialtuk a globalis elédeig, a O-inicializacio és az egyszeriibb helyfoglalastmia

Forditas

Mivel a rekurzid legrosszabb esethidmmélységig is lemehet, ezért kénnyen lehet, hogy a programaa alapér-
telmezett veremmemoriabol. Lényeges, hogy a forditdsmabamalis veremmeéretndégalabb32 MB-ot adjunk
meg!

A program forditaséat a Visual C++ forditévata s66.c /F 0x2000000 paranccsal végezhetjik.

A forraskod UTF-8 kédolasu.

*http://www.eecs.wsu.edu/ “ananth/CptS$223/Lectures/UnionFind . pdf
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