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1. Az algoritmus formalis leirasa

1.1. Az aztékok formalis nyelve
Tekintsiik a 3 = {<, >} dbécét, és felette az L C ¥* formalis nyelvet, melyre
1. ha a € L, akkor a azonos szamui < és > jelet tartalmaz;

2. ha a € L és b C a prefixe, akkor b legaldbb annyi < jelet tartalmaz, mint >
jelet,

3. az e ures sz6 nem eleme L-nek.

A megalkotott L nyelv az Ometeotl szabalyai dltal megengedett jelsorozatokbdl all.
Az egyszeriiség kedvéért nevezziik L elemeit jo szavaknak.

1. lemma. Az j6 szavak mind pdros sok jelbdl dllnak.

Bizonyitas. Az allitas a lkiegyensﬁlyozottségi feltéte]l kovetkezménye: ha egy sz6 k
darab < jelet tartalmaz, akkor k darab > jelet kell tartalmazzon, tehat 6sszesen 2k
darab jelbél all. O

2. lemma. Bdrmely jé szonak < prefize.

Bizonyitds. A bizonyitast indirekt végezziik.

Tegyiik fel, hogy egy a j6 szénak > prefixe. Ekkor a-nak van olyan prefixe, mely
tobb > jelet tartalmaz, mint < jelet. Ez ellentmondas, mert sériilne Ometeotl
b o]

Tehat egyetlen j6 szénak sem lehet > prefixe. Mivel e nem jo szb és 3 csak két
jelbdl all, minden jé szénak < prefixe. O

Az egyszertiség kedvéért azt, hogy a feladat R végtelen listdjaban a j6 sztring vagy
megelézi b jo sztringet, vagy a = b, jeldljik a <gr b formaban.

1.2. Dinamikus programozas alkalmazasa

k

Vezessiik be a o = go--- o jelolést (6” = e). Jelentse L;; azon 2j hosszisigt jo
E/_/ .

k darab
szavak halmazdt, melyeknek (<) prefixe. Legyen n;; = |L;;|. Vegyiik észre, hogy
Lo,; a pontosan 2j hosszisagu j6 szavak halmaza. Az [I|. lemma miatt

o0
U Loj =L
j=1
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A <pg rendezés definiciéja szerint igazak az

VGEL07j;b€L07J;j§JZ a<pb, (1)
Va € L[’j; be Li,j\LLj; 1< I a<p b (2)

allitasok.

3. lemma. Az n;; a kévetkezd, rekurziv alakban adhato meg:

nyj ha i =0, 3a

7]
B 1 ha i=j=1, (3b)
A WY ha i >, (3¢)
Nit1,5 T Ni—1,5-1 eqyébként. (3d)

Bizonyitds. A E lemma miatt a (@) eset trivialis.

Ha i = j = 1, csak egy j6 sz6t taldlhatunk, ez a <>. Tehdt (@) teljesiil.

Ometeotl miatt egy 27 hosszlisdga jo széban pontosan j dara < jel van,
t6bb semmiképp sem lehet; ezzel (@)—t is belattuk.

Mér csak 0 < ¢ < j maradt, azaz a (@) eset. Vegyiik észre, hogy i > 0 esetén
L; ; elemei kétfélék lehetnek: vagy (<)'<, vagy (<)*> prefixitkk. Azon j6 szavak,
melyeknek (<)'< = (<)"*! prefixe, pontosan az L1 ; halmaz elemei. Tehét

nij = |Li|
= |[Lit1,5] + |Lij \ Lit1,4]
=niy1,5 + |Lij \ Liv1j],
azaz elegendd
ni—1,j-1 = |Lij \ Lij1]

bizonyitasa. Ezt egy L;—1 ;-1 <— L;; \ Lit1,; bijekcié6 megkonstrudlasaval latjuk
be. Ugyanis ha egy (<)">X alakt sz6 (X € ¥*) eleme L;; \ L1 j-nek, akkor
az (<) 1X s26 2(j — 1) hossztsagi és L;_1 ;1 eleme; Ometeot] mindkét szabalya
érvényes marad. Analdg, ellenkezd iranyu allitds is belathatd. Koévetkezésképp a két
halmaz elemeinek szama azonos. O

A E lemma szerint, dinamikus programozas felhasznaldsaval kénnytiszerrel ki-
szamithatjuk n;; értékeit. A SEGEDTOMB-KISZAMOL eljards épp ezt teszi, egy
maz + 1 X maz + 1 méretlt N tomb segitségével. Az eljards végén az NJi,j] = n; ;
lesz minden 0 < ¢ < maz, 0 < j < ¢ indexre.

SEGEDTOMB-KISZAMOL(N, maz)

1 N[0,0] =0

2 for: =1 to max

3 Nliyi] = 1

4 for j =1 to mazx

5 N[0,j] = N[1, ]

6 for k = j+ 1 to mazx

7 N[k —j,kl]=Nlk—j+ 1,k]+ N[k—j—1,k—1]
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A SEGEDTOMB-KISZAMOL a dinamikus programozédsban megszokott ,,tablazat ki-
toltést” nem soronként, hanem atlésan végzi el:

e Elészor az m sor és a E—E sorok ciklusa kitolti a f6atl6 elemeit, (@) és (@)
figyelembe _vételével.
e Ezutén a . sorok ciklusa a tablazat bal als6 sarka felé haladva kitolti a
tObbi atlot.
o A (@) esetet az m és a sorok kezelik.
Erre a haladésra azért van sziikség, mert (@) szerint egy elem a folotte balra illetve

a téle jobbra 1év6 elemtdl is fiigg.
A futasid6 az egymésba agyazott a @»ﬁ és a E—B sorbeli ciklusok miatt O(max?).

1.3. A kédolas lépései

Mivel a kédolés egyéb 1épései 1ényegében trivialisak, elegendd azzal foglalkozni, ho-

gyan alakithaté egy tetszlleges v szam valamely x j6 széva; azaz hogy talalhatjuk

meg az z j6 sz6t, hogy pontosan v darab olyan 2’ j6 sz6 legyen, melyre 2/ <g z. Igy

a feladatban szerepld valasztas az R listabol mindig a v — 1. szam valasztasat fogja

jelenteni; az R lista ugyanis 0-t6l indexelt, mig a <> sz6 v = 1-hez fog tartozni.
Elészor meghatérozzuk = hosszét. Az (E) miatt |z| = 2j, ha

Jj—1 J
Zn(),k <v< Zn07k. (4)
k=0 k=0

Ezt a miiveletet végzi a KODOLAS-SZOHOSSZ eljards, mely a u véltozoban megadja,
hogy x a 2j hossztsagi jo szavak kozott hanyadik helyen all az R listaban.

KODOLAS-SZOHOSSZ(N, v, 1)

j=0

sum = 0

while sum + NJ0, j] < v
sum = sum+ N0, j]
j=7+1

U= v—sum

return j

N OO W N

Azt, hogy a 2j hosszusagu jo szavak koziil melyik a u., egy rekurzid segitségével
allapitjuk meg. Az alapotlet a kovetkezd: legyen x = (<)*>X. Ekkor a (PE) egyen-
16tlenség és a B. lemma bizonyitdsaban vazolt bijekcié miatt

= nip1j+ 1, (5)

ahol 4/ azt mutatja, hogy a 2’ = (<)*~'X sz6 hanyadik helyen 4ll a 2j —2 hosszisagut
szavak kozott. Természetesen elvarjuk, hogy

0< ,u’ <ng15-1- (6)
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A j =1 esetet némiképp specidlisan kell kezeljiik, ott (B) nem alkalmazhatd, mivel
az X az ires szd lenne, amely nem jo sz0. Szerencsére j = 1 esetén csak p = 1
lehetséges, melyre ¢ = 1, vagyis a keresett sz6 a <>.

4. lemma. A j, p vdltozok, valamint az (B) és (B) egyenletek egyértelmien megha-
tdrozzdk i értékét.

Bizonyitas. Alkalmazzunk indirekt bizonyitast! Tegyiik fel, hogy i = i1 és i = iq
kielégitik az (E) és (B) egyenleteket.

Az altaldnossidg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik azt is, hogy io = i1 + 1. (Ha
i1 < i, felcseréljiik 6ket; ha pedig ia —i1 > 1, akkor barmely 41 < i < ig is megfelel
a feltételeknek.) Igy azt kapjuk, hogy

0<p—ni415 <nj—1;5-1, (7)
0 < 1= Mig1j = H—Niyt25 < Nig—1,j-1 = Niy j—1, (8)
azaz
Miy41, — Mg 2, < B — Nigy2j < Ny j-1- 9)
Ha iy < j, (Bd) miatt
Ny 41,5 < Mig42,5 + Ny j—1 = Niy 41,5, (10)

ami ellentmondés.

Hatra van még az i; = j eset, de akkor i > j, azaz (<)?2> nem lehet z prefixe.
Vagyis ismét ellentmondésra jutottunk.

A fentiek szerint legfeljebb egy i (és hozza tartoz6 p') elégitheti ki a feltételeket.
Mivel z = (<)'>X és 2’ = (<)"71X j6 szavak, ezért i és p/ is jol definidlt, vagyis
pontosan egy ilyen 7 létezik. O

A megfelels i és p’ megkeresését végzi a KODOLAS-PREFIXHOSSZ eljaras.

KODOLAS-PREFIXHOSSZ(N, j, i, 1)

1 ifj=1

2 return 1

3 1=

4 while N[i,j] < p

5) i=1i—1

6 ifi=j

7 w=pn—0

8 else y/ = pu— N[i+1,j]
9 return:

Ennek a két eljarasnak a segitségével konnyedén eléallithatjuk az x jo szd v-hoz.
El8szor meghatérozzuk v-hoz j1) és p) értékét KODOLAS-SZOHOSSZ segitségével
(a felsd index az elsd iterdciot jeloli). Majd KODOLAS-PREFIXHOSSZ megadja © =
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J BT p z

3 4 1 1 <7777
2 1 2 1 <><07
1 1 1 <>LL>>

1. tdblazat. A KODOLAS-PREFIXHOSSZ eljaras hivdsai a v = 7 esetben.

(1) egy prefixét kdzvetett médon iV és ,u’(l) valtozokkal. Az x sz6 egészét tgy
kaphatjuk meg, hogy meghatarozzuk ' = z()-t; igy kovetkezik az tjabb iterdci6
7@ = 30 1 és 1@ = /@ bemenetekkel. Pontosabban: dsszefiizve az (<)i(l)> és
az z(?) [i(l) ) j(Q)] sztringeket kapjuk meg z(M-et. A rekurziét az indexek novelésével
folytathatjuk a k. iteraciéig, amig j**1) = 0 nem lesz.

Ezt a médszert koveti a KODOLAS eljaras.

KODOLAS(N, v)

1§ = KO6poLAs-Szonossz(N, v, u))
2 i =1
3 k=1
4 while j® >0
5 i?) = K6poLAS-PREFIXHOSSZ(N, jF), uF) 1 (+1)
6 for £ = 1to i) 41 — (k=1
7 print ,<”
8 print ,>"
9 G+ = k) 1
10 k=k+1

A ciklus a B—E sorokban mindig kiirja x méar megismert prefixét, a E sor pedig az
els6 iteracio specidlis kezelését keriili el.

Példdnak vegyiikk a v = 7 esetet. El6szor a KODOLAS-SzOHOSSZ futtatdsaval
kapjuk, hogy j() =3 és u(M) = 4. Az m tablazat mutatja a KODOLAS-PREFIXHOSSZ
hivasok eredményeit.

1.4. A dekodolas lépései

A dekédoléds a kddolds 1épéseinek forditott sorrendii elvégzésével torténik. Ponto-
sabban: a KODOLAS-PREFIXHOSSZ eljards H és §. sordban, valamint a KODOLAs-
SzOHOSSZ eljaras B soraban levont értékek kiszamitésa és dsszeadasa utan kaphatd
meg v értéke egy adott x-hez.

Ezt a miiveletet a DEKODOLAS eljards végzi.



2. Az implementacié

DEKODOLAS(N, )

1 v=1

2 k=1

3 0 = %

4 i =0

5 forp=1to |z]

6 if z[p| == ,<”

7 i(k) — ;(k)+1

8 elseif z[p] == ,,>"

9 if (k) < (k)
10 v=v+N[i®+1,;®)]
11 elsev =v+0

12 V:V—N[O,j(k)—l]
13 ity = (k) _ 1

14 GOy = k) g
15 k=k+1

16 return v

A valtozok felsd indexes jelolése csupan az érthetOség kedvéért torténik, az indexek
megfelelnek a KODOLAS eljards sordn megjelendknek. A v = 1 kezd8érték az E] sor-
ban azt biztositja, hogy magéit a dekddolt szot is beleszamitsuk v értékébe annak

definiciéja szerint (hiszen x <p x). A @ és @ sorok a KODOLAS-PREFIXHOSSZ,
mig a ﬁ sor a KODOLAS-SZOHOSSZ eljards altal levont értékeket adja hozzd v-hoz.

2. Az implementacio

Az algoritmusokat C++ nyelven implementaltam, a forditdshoz GCC (g++) fordi-
téprogramot hasznaltam.

A programkédom (main.cxx) a KODOLAS és DEKODOLAS eljardsokon kiviil ter-
mészetesen tartalmazza a bementet beolvasiasahoz, illetve a betiicsoportok, szamok
és L-beli szavak egyméasba alakitasahoz sziikséges eljarasokat is.

A program alapesetben a bemenetet a S65.be f4jlbdl olvassa, a kimenetet pedig a
S65.ki faljba irja. Ez a forditaskor bizonyos preprocesszor-szimbélum definidlasaval
irhat6 feltl, melyeket a E tablazat tartalmaz.

kapcsolo leiras alapérték
-DBE="'"fdjlnév"' Bemeneti fajl neve. S65.be
-DKI="'"fdjlnév""' Kimeneti fajl neve. $65.ki
-DSTDIO=1 Standard ki- és bemenet hasznélata kikapcsolt

a fajlok helyett.

2. tablazat. Kapcsolok az I/O miiveletek céljainak médositasahoz.
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