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Szakaszok ekvioptikus gorbéi

Bevezeto

Ekvioptikus, azaz egyenld latdszogi. Ha adott a sikon két gorbe, tgy azok
ekvioptikus gorbéjén (réviden ekvioptikusdn) azon pontok mértani helyét értjiik,
melyekbdl a két gérbe ugyanakkora szégben latszik. A 1atészog annak a legkisebb
szognek a nagysaga, amelynek szdgszarain kiviil nincs pontja a gérbének.

Talalkozhatunk még az izoptikus kifejezéssel, mely jelentése dllandé 1atészogi.
Adott egy sikgorbe és egy rogzitett a sz6g. Ekkor azon pontok mértani helye, me-
lyekbdl a gorbe a szégben latszik, a gorbe a-izoptikusa. Amennyiben o = 90°, gy
az a-izoptikust ortoptikusnak is nevezziik. Két gorbe azonos szogii izoptikusainak
metszéspontjai alkotjak tehat az ekvioptikus gorbét.

Az olvasé példdul meggondolhatja, hogy két nem metsz6 kor ekvioptikusa egy
harmadik kor, egy parabola ortoptikusa egyenes, mig az ellipszisek és hiperbolak or-
toptikusai korok. Az ellipszisek és hiperbolak a-izoptikusai dltalaban negyedrendii
gorbék.

Jelen cikkiinkben szakaszok ekvioptikusait fogjuk vizsgalni, azzal a kiegészi-
téssel, hogy a szogeket irdnyitottan nézziik, modulo 180°. Ez biztositja azt a ké-
nyelmet, hogy példdul egy szakasz a-izoptikusa a teljes korvonal legyen (ne pedig
két kiilon koriv, melyek egymds titkorképei a szakasz egyenesére).

Definicié. Adottak a sitkon az A, B, C, D pontok. Az AB és C'D szakaszok
ekvioptikus gorbéjének nevezziik és S(A, B, C, D)-vel jeloljiik azon pontok mértani
helyét, melyekbdl a két szakasz egyenld iranyitott szogben latszik:

S(A,B,C,D) = {P| APB< = CPD< (mod 180°)}.

Megjegyezziik, hogy pl. A-hoz ,nagyon kozeli” P pontokra az AP B< minden
lehetséges értéket felvesz, ezért P = A esetén a fenti egyenléséget igaznak tekintjiik.
Tehat az A, B, C, D pontok is elemei a fenti halmaznak.

A g6rbe néhany tulajdonsaga
1. allitas. Két szakasz ekvioptikusa mindig eqy legfeljebb harmadrendii gorbe.
Bizonyitas. Legyenek a pontok koordindtdi A(aq,as), B(b1,b2), Cler,c2),
D(dy,ds) és P(x,y), tovabbd legyen P merdleges vetiilete az y-tengelyre X (0,y)

(1. dbra). Ekkor az APB szbg tangense kifejezheté az AP és BP szakaszok my,
my, meredeksége, és a tangens addiciés képlete alapjan:
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tg APX < —tg BPX<«
tg APB< = -
8 A = T AP X <tg BPX <

y—az y—by

Mg —My  xT—a; T—0b

1+ mem —a fb:
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(y —az)(@—b1) — (y — b2)(z —a1)

(z —a)(z = b1) + (y — a2)(y — b2)

_ fl(xay)
f2($vy)

A szédmldléban az xy tag éppen kiesik, ezért fi
elso6foki, fo pedig masodfokd polinom. Ugyan-
ng7 tg CPD< = g1 (’I, y)/92 (’I), y)a ahol g1 elSGfOkﬁa
g2 masodfoki. Mivel tg APB< = tg CPD< éppen
ekvivalens azzal, hogy APB< = CPD< (mod 180°), a keresett girbe egyenlete
fi/fe = g1/g2, azaz 0 = figs — fag1, ami valéban (legfeljebb) harmadrend(i gorbe.

1. dbra

2. allitas. Amennyiben ABDC' deltoid, igy S(A,B,C,D) egy kor és egy
egyenes unidja.

1. bizonyitas (Koordindtageometria). Legyen a deltoid szimmetriatengelye
pl. BC, és vegyiik fel a koordinata-rendszert ugy, hogy BC legyen az z-tengely,
AD pedig az y-tengely. Ekkor a3 =0, by =0, co =0, d; =0, ag +ds =0, igy
a 0= f192 — fog1 egyenlet egy kis szamoléssal a kdvetkezd alakra hozhaté:

0=y- ((1:2 +y?) (b1 + 1) + 2(2a3 — 2bicr) — aj(by + cl)).

Az els6 tényezd az y = 0 egyenes, a méasodik tényezd pedig egy kor egyenlete, hiszen
x? és y? egyiitthatéi megegyeznek, és nincs xy tag.

Ebbél a megoldasbdl az deriilt ki, hogy az egyenes a deltoid szimmetriatenge-
lye, a kor pedig tiikros erre az egyenesre.

2. bizonyitds (Apolldniusz-kor).
Vegyiink egy tetszileges P pontot
az ekvioptikus gorbérél, és legyen T
az APD kor és a BC egyenes (egyik)
metszéspontja (2. dbra, az ekvioptikus /
szaggatott vonallal van jelolve). Ekkor \
szimmetria miatt T az AD iv felezo-
pontja, igy APT< =TPD<. Ezt hoz-
zédadva ahhoz, hogy BPA< = DPC<q,

azt kapjuk, hogy BPT<=TPC<q 2. dbra
(mod 180°).
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/5 259
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Az APDT kor tikkros BC-re, és T rajta van BPC< szogfelezbjén, ezért ez
a koér nem mds, mint a B, C' pontok T-n dtmend Apolléniusz-kére (amennyiben P
nincs rajta a BC egyenesen). Mivel D is rajta van ezen az Apolléniusz koron, ezért
tetsz6leges P pont esetén BP/PC = BD/DC, vagyis az APDT kor allandé. fgy P
mértani helye a B, C' pontok D-n atmend Apolléniusz-kore, tovabba a nyilvanvald
BC egyenes.

Ebbél a megoldasbdl az is kideriilt, hogy a mértani helyként kapott kér nem
csak egyszeriien tiikros az egyenesre, hanem egy konkrét Apolléniusz kor. Ezt
szintén érdemes megjegyezni.

3. bizonyitds (Forgatva nyiyj-
tds). Legyen M azon ¢ forgatva nytj-
tas kozéppontja, melyre p(AB) = CD
(3. dbra). Ismert, hogy ekkor M rajta
van az AB, BD, DC, CA egyenesek
kozill barmely harom altal meghataro-
zott haromszog koréirt korén. Legyen
P egy pont az M kozéppontd M D su-
/ gari k korén. Amennyiben a ¢ for-
A gatva nyujtas soran az ABP haromszog
’ képe CDP’', gy létezik olyan M ko-
) zépponti ¢’ forgatva nyujtas is, melyre

3. dbra ¢'(BD) = PP'.

Ekkor a ¢ forgatva nydjtas miatt M DCA ~ MBAA, a deltoid szimmetridja
miatt az M BAa és M BDa haromszogek egybevagdak és ellentétes kortiljarasuak,
a ¢ forgatva nytjtds miatt pedig M BDa ~ M PPy . Mivel olyan P pontot vettiink,
ami rajta van k-n, tehdt M D = M P, ezért az M DCn és M PP, haromszogek egy-
bevagdak és ellentétes koriiljarasiak. Ez pedig azt jelenti, hogy C D PP’ hiirtrapéz,
igy DPC< = DP'C< = BPA< (mod 180°), a ¢ forgatva nytjtast is hasznalva.
fgy a k kor minden P pontja rajta van S(A, B,C, D)-n, tovabba a BC' egyenes is
rajta van, és tudva, hogy a gorbe harmadrendii, ezért mas pontja nincs is.

A 2. allitdsra fogunk adni egy 4. bizonyitast is, ehhez azonban meg kell ismer-
niink a Cserebere-tételt (csak a cikkben nevezziik igy).

A Cserebere-tétel

Elérkeztiink cikkiink f6 attrakciéjahoz. A most kovetkezd tétel arrdl szdl, hogy
ekvioptikus gorbét valéjaban nem két szakaszhoz rendeliink, hanem négy egyenes-
hez.

3. allitas (Cserebere-tétel). Adottak a sikon az a, b, ¢, d egyenesek, melyek
kozil semelyik hdaromnak sincs kozos pontja. Kivdlasztunk kozilik kettdt, pl. a-t és
b-t, majd tekintjik azt a két szakaszt, amit a mdsik két egyenes, ¢ és d metsz ki
beldliik. Ekkor ezen két szakasz ekvioptikus gorbéje mem fiigg attol, hogy melyik két
egyenest vdlasztottuk ki. Tehdt példaul b és c felcserélheto:

S(ane,and,bNe,bnd)=Sanband,enNb,end).

260 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/5

KoMalL, 2015. méjus gf

— P



ﬁ} 2015.5.6 — 13:55 — 261. oldal — 5. lap KoéMalL, 2015. méjus gf

— P

A 4. dbra jobb oldali részén a lehetséges 1@ és @ vektorok vannak berajzolva.
A Cserebere-tétel szerint a hat dbra koziil barmelyik esetén S(A, B,C, D) a bal
oldali harmadrendi gorbe lesz.

4. dbra

A bizonyitashoz kettdsviszonyokat fogunk hasznélni. A projektiv geometridrdl
és kettésviszonyrdl bévebben az [1], [2], vagy [3] hivatkozdsokban lehet olvasni.

Bizonyitas. Legyen A=anNgc,
B=and, C=bnNe, D =bnd,
E=anb, F=cnd, U=APNb és
V=APnd (5. dbra). Megmutat-
juk, hogy ha APB< = CPD«<«, akkor
BPE< = FPC< (mod 180°), minden
mas egyenesfelcserélés ezzel egyenér-
tékl &llitashoz vezet. Az A pontbdl
d-r8l b-re vald vetités soran a kovetkezd
kettOsviszony megmarad:

(BVDF) = (EUDC).

TetszOleges kettOsviszony , visszafelé”
is lefrhat6, fgy (EUDC) = (CDUE).
A P koriilli sugarsorokkal megfogal-
mazva ugyanezt:

(PB,PA,PD, PF) = (PC,PD, PA, PE).

Az AP D« szogfelezGjére tiikrozve PA képe PD, és PB képe PC'. Egy kettésviszony
értéke és harom egyenese alapjan a negyedik egyenes egyértelmii, ezért az el6z6
kettosviszonyok csak akkor lehetnek egyenl6k, ha PE képe PF. Ekkor BPE< =
= FPC< (mod 180°), igy a Cserebere-tételt belattuk.
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2. allitas, 4. bizonyitas (Csere-
bere-tétel). Legyenek az ABDC del-
toid szemkozti oldalainak metszéspont-
jai E=ABNCD é F=ACNBD
(6. dbra). Ekkor a Cserebere-tétel
szerint S(A,B,C,D) = S(A,F,E,D).
Azonban az AFED hurtrapéz szérai-
nak ekvioptikusat konnyl megtalalni:
szimmetria miatt a BC' egyenes, a kerti-
leti szogek tétele miatt pedig az AFED
kor minden pontja rajta van az ekvi-
6. dbra optikus goérbén. Tehat deltoid esetén

az ekvioptikus valéban egy kor és egy
egyenes unioja.

A kori idedlis pontok

Komplez projektiv siknak nevezziik azon (z,y, z) # (0,0,0), z,y, z € C komplex
szémhérmasok halmazédt, melyben az (z,y, z) és (Ax, Ay, Az) pontokat azonosnak
tekintjiik minden A # 0, A € C esetén. A wvalds projektiv sikot gy lehet elképzelni,
hogy a 3-dimenziés euklideszi térben az origén dtmend {(Az, Ay, Az) | A € R} egye-
neseket elmetssziik a z = 1 sikkal. Amelyik egyenest tényleg elmetszi, ott kapunk
valédi (z,y) pontot, amelyik egyenes pedig parhuzamos vele, abban az esetben be-
széliink idedlis pontrél. A komplex projektiv sikon sincs ez mésképp: az (z,vy,0)
pontokat nevezziik idedlis pontoknak.

Mivel (z,y,z) = (Az, Ay, Az), a projektiv sikon minden alakzat egyenlete ho-
mogén x, y, z-re nézve. fgy egy kor egyenlete az 2% + % + axz + byz + 2> =0
alakot olti. Habar az euklideszi sikon nevetségesnek tiinik a kérdés, mégis megkér-
dezhetjiik: van-e a kornek idedlis pontja? A meglep6 vélasz erre az, hogy a komplex
sfkon igenis van. Ugyanis z = 0 helyettesitéssel x? + 3? = 0 adédik, melynek van
nemnulla megolddsa: az y = +ix. Ami még meglepébb, hogy az igy kapott

(1,4,0), (1,-1,0)

pontok minden lehetséges koron rajta vannak. Van tehat két olyan pont valahol
a komplex végtelenben, melyek minden korre illeszkednek. Ezért ezeket a pontokat
kori idedlis pontoknak nevezziik.

Ha adott két kor egyenlete: kq és ko, akkor tetszoleges A, 1 esetén Ak1 + pko
is egy kor egyenlete. A IC = {\k1 + pko | A, u € R} halmazt kérsornak nevezziik.
Korsorok segitségével adhatunk egy tijabb médot az ekvioptikus gorbe eloallitasara:
adott egy K korsor és egy ¢ forgatva nyujtéas, és a korsor minden k koréhez vessziik
a forgatva nyudjtas szerinti képével valé metszéspontjait, tehat a

{knpk)|keK}
halmazt. Ha K hiperbolikus, azaz fix A, B pontokon atmend koérsor, és ¢(AB) =
=CD, akkor {kNe(k) |k €K} =S(A,B,C,D), hiszen az AB szakasz o szdgli
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latékorének képe a C'D szakasz « szogii latékore lesz, igy metszéspontjuk rajta van
az ekvioptikus gorbén.

A kori idedlis pontok barmely két kor metszetén rajta vannak, ezért benne
vannak a {kN¢(k) | k € K} halmazban is, és mivel ez a kérsoros eléallitas ugyanazt
a ponthalmazt adja, mint az ekvioptikus gorbés el6allitas, a kori idedlis pontok
tetszOleges ekvioptikus gorbén rajta vannak. Ugyanerrdl persze meggy6zodhetiink
az 1. allitasbeli 0 = f1g2 — fog1 egyenletbe vald helyettesitéssel is.

Annak, hogy az ekvioptikus egy olyan specidlis harmadrendii gérbe, ami at-
megy a kori idedlis pontokon, egy kovetkezménye a

4. allitas. Amennyiben két szakasz ekvioptikusa tartalmaz egy valddi (azaz
nem komplex és nem idedlis) egyenest, akkor a girbe maradék része egy kor.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a harmadrendii gorbe
(Az + By + C)(Dz* + Exzy + Fy* + Gz + Hy + 1) =0

alakban felbomlik egy els6foku és egy masodfokd polinom szorzatara, ahol az
egyiitthatok mind valés szamok. Tudjuk, hogy ezen a gorbén rajta vannak a kori
idealis pontok, igy homogenizédlva, majd

(x,y, Z) = (17 i, 0)

helyettesitéssel:
(A+Bi)(D+ Ei— F)=0.

Az elsé tényez6 csak akkor lehet nulla, ha A = B = 0, azonban ez nem ad valédi
egyenest. fgy a masodik tényezének kell nulldnak lennie, ahonnan D = F és £ =0,
azaz a masodfokd tényezében z? és y? egyiitthatéi megegyeznek, tovabba nincs
zry tag. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a harmadrendi goérbe egy egyenes és egy
(valés vagy képzetes) kor unidja.

Tulajdonképpen azt hasznaltuk, hogy ha egy masodrendi gérbe atmegy a kori
idealis pontokon, akkor az a gorbe egy kor. Megjegyzend6 azonban a paralelog-
ramma esete: ha ﬁ = @, akkor S(A, B,C, D) felbomlik ugyan egy egyenes és egy
masodrendii gorbe unidjara, de mégsem tartalmaz kort. Ebben az esetben ugyanis
az egyenes az idedlis egyenes, tehat a kori idedlis pontokon az Ax + By +C =0
egyenletli alakzat megy at.

A kori idedlis pontok segitségével ijabb bizonyitdst adhatunk a 2. allitasra és
a Cserebere-tételre:

2. allitas, 5. bizonyitas (Kori idedlis pontok). A deltoid szimmetriatengelye
nyilvanvaléan része az ekvioptikus gorbének. A 4. &llitas alapjan pedig a mara-
dék egy kor, igy készen vagyunk. (Az is konnyen megdllapithatd, hogy melyik kor,
ugyanis a 6. abra jeloléseivel az A, D, E, F pontoknak rajta kell lenniiik az ekvi-
optikuson, tehdt a koron is.)
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Cserebere-tétel, 2. bizonyitas. Le-
gyen a négy egyenes 6 metszéspontja a szo-
kdsos médon A, B, C, D, E, és F
(7. dbra). Ekkor ez a 6 pont rajta van
barmelyik ekvioptikuson, pl. S(A, B,C, D)-
n és S(E,B,C,F)-en. A két kori idedlis
pont: I; és I is mindkettén rajta van. Mi-
quel tétele szerint tetszOleges négy egye-
nesre az ABF, ACE, CDF, BDE ko-
roknek van kozos pontja. Ha ez a ko-
z0s pont M, akkor AMB< = AFB< =
= CFD<=CMD< (mod 180°), igy M
rajta van S(A, B, C, D)-n, és ugyanigy rajta
van S(E, B, C, F)-en is.

Keressiik meg S(A4, B, C, D) valds ided-
lis pontjat: ehhez az 1. allitasbeli 0 = f1go —
7 dbra — g1 f2 egyenlet homogenizalt alakjat irjuk

fel, majd z = 0-t helyettesitiink:

0 = (bow + a1y — asx — b1y) (2° + y°) — (dox + c1y — cow — dyy) (2° + ),
O:x(b2+02—a2—d2)—y(b1 —+—cl—a1—d1).

Tehat S(A, B, C, D) idedlis pontja az I(by + ¢1 — a3 — dy,ba + o — as — do, 0) pont.
Az AD és BC szakaszok felezépontjai U(M agtdy 1) és V(m batey 1)

pont] 2 2 o 2 0 2 )
igy a koordindtdk I = 2(V — U) Osszefiiggése alapjan I, U, V egy egyenesre esik.
Ismert, hogy tetszileges négy egyenesre az AD, BC, EF szakaszok felezGpontjai
egy egyenesre esnek, {gy I rajta van S(F, B,C, F)-en is.

Tehat van 10 kiilénboz6 pontunk (kiilonbozéek, mert az 4llitds 4 Altaldnos
helyzetii egyenesr6l szolt): A, B, C, D, E, F', M, I, I, és I, melyek rajta vannak
S(A,B,C,D)-n és S(E,B,C, F)-en is. Marpedig két teljesen kiilonboz6 harmad-
rendd gorbének legfeljebb csak 9 metszéspontja lehet, ha 10 van, az azt jelenti,
hogy van kozos komponensiik. Tegyiik fel, hogy a két goérbe nem azonos, ekkor
mindkettd felbomlik egy egyenesre és egy masodfoku gorbére. Ha az egyenes résziik
kiilonbo6z6, akkor azoknak legfeljebb 1 metszéspontjuk lehet a 10-bél, azonban a ma-
radék 9 pontra nem illesztheté masodrendii gorbe, akarmelyik 9 pontrdl is legyen
sz6. Ha pedig a méasodrendl résziik kiillonbozd, akkor azoknak 4 metszéspontjuk
lehet a 10-bdl, de a maradék 6 pont nem eshet egy egyenesre. Tehat a két harmad-
renddi gorbe megegyezik, és ezzel beldttuk, hogy S(A, B,C,D) = S(E,B,C,F).

Komplex fiiggvénytan

Eddigi példainkon valahanyszor egy kor és egy egyenes volt az ekvioptikus
gorbe, az egyenes atment a kor kozéppontjan. Megmutatjuk, hogy ez sziikségszerti,
s6t, bizonyitast adunk egy sokkal altaldanosabb allitasra, melynek az a kovetkezmé-
nye, hogy ha az ekvioptikus gorbe ,egyszeresen 6natmetsz6”, akkor ebben a pontban
a gorbe két érintGje merdleges egymadsra.
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Ehhez az ekvioptikus problémat egy Gjabb szemszogbol kozelitjiik meg: dolgoz-
zunk a komplex szamsikon. Komplex fiiggvénytannal kapcsolatban ajanljuk az ol-
vasénak Sz8kefalvi Nagy Béla klasszikus miivét: [4].

Legyen f: C — C tetsz6leges komplex fliggvény, és legyen
R(f)={=] 2 €C, f(z) €R}

azon pontok halmaza, ahol f valés értéket vesz fel. Amennyiben az A, B, C, D
pontok a komplex szamsikon az a, b, ¢, d komplex szamoknak felelnek meg, gy
tekintsiik az

z—a

z—c (z=0b)(z—c¢)

z—d
fiiggvényt. Legyen a z szdmnak megfelel6 pont P, ekkor f(z) pontosan azon z ér-
tékekre lesz valds, melyekre

p T8 : _ccl = APB< — CPD<« (mod 180°).
— - —

Igy ebben az esetben az ekvioptikus gorbéhez jutottunk, R(f)=S(A,B,C,D).

0=arg f(2) = argi

A gorbe 2o pontjét n-szeres szinguldris pontnak hiviuk (n > 2), ha az f'(2),
"(z0), f"(20), ... derivaltak koziil az n-edik, f™(z) az elsé, amely nem nulla.
Ez egy gorbén altaldban ugy jelenik meg szemléletesen, hogy a zy pontban a goérbe
n-szer ,atmetszi sajat magat”. A legtobb egyenes dltaldban m kiilonb6z6 pontban
metsz egy m-edrendii gorbét, az n-szeres szinguldris ponton athaladé egyenesek
azonban csak (m —n + 1) pontban.

5. allitas. Ha egy [ (akdrhanyszor differencidlhatd) komplex fiigguény R(f)
gorbéjén van eqy n-szeres szinguldris pont, akkor az ottani n érintd kozil a szom-
szédosak mind ugyanakkora, % szoget zdrnak be.

Bizonyitas. frjuk fel f Taylor-sorat a zy pontban:

1 2 " 2
f(z) = f(20) + f'(20) - (z = 20) + ! (20) ~(z—zo)2+$~(z—zo)3+... )
Ha az elsé (n — 1) derivélt értéke zg-ban nulla, akkor a fiiggvény
£ (2)

e(z) = f(z0) + —a (z—20)"

kozelitése alapjan kapott R(e) halmaz a zp-beli érinték egyenletét adja meg. Mivel
f(20) valds, pontosan akkor kapunk e(z)-re is valés értéket, ha

0=arg (fn(,zo) (2 - Zo)n) = arg % +n-arg(z —z9) (mod 180°),
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valamely k egész szamra. Tehat valéban, a zg-beli érinték z pontjaira adédé lehetsé-
180°

n

ges (z — 2p) komplex szdmok szdgei koziil a szomszédosak kiilonbsége mindig

Ezzel megmutattuk, hogy ha egy ekvioptikus gorbe tartalmaz kétszeres szin-
gularis pontot, akkor a gérbe ebben a pontban merdlegesen metszi 6nmagat.

Feladatok

Végezetiil néhany gyakorlé feladat:

1. feladat. Adott egy egyenesen négy pont A, B, C', D sorrendben. Mi azon
pontok mértani helye, melyekbél az AB és C'D szakaszok ugyanakkora szdgben
latszanak?

2. feladat. Az ABCD paralelogramma sikjaban fekvé E pontra teljesiil, hogy
AEB< = DEC< (mod 180°).

a) Bizonyitsuk be, hogy BAE< = ECB< (mod 180°).

b) Hatdrozzuk meg az ilyen tulajdonsdgi F pontok halmazst.

3. feladat. Az ABC héromszog A, B, C csticsaibdl kiindulé belsé szogfelezdk
a szemkozti oldalakat az E, F', G pontokban metszik. EF és CG metszéspontja P,
EG és BF metszéspontja Q. Bizonyitsuk be, hogy BAQ< = PAC<.

4. feladat (IMO 2014/3. nyomdn). Adott egy ABCD deltoid, melynek AC
a szimmetriatengelye, és egy P pont ugy, hogy a B, D pontok az APC szog-
tartoményban vannak, és APD< = BPC<. Bizonyitsuk be, hogy a PAB és PCB
szogek bels6 szogfelez6i a PB egyenesen metszik egymast.

5. feladat (Szimmedidn-lemma). Az ABC héromszog koréirt korének B és
C-beli érint6i E-ben metszik egymést. A haromszog A oldaldhoz tartozo silyvo-
nalat tiikrozziik az A-bdl kiinduld belsd szoglelezére (ezt hivjuk szimmedidnnak).
Bizonyitsuk be, hogy F rajta van az igy kapott egyenesen.

6. feladat (KiMaL, A. 632.). Legyen ABCD konvex négyszog. Az ABC
haromszogben legyen I és J a beirt kor, illetve az A csticesal szemkozti hozza-
irt kor koézéppontja. Az ACD haromszogben legyen K, illetve L a beirt, illetve
az A csuccsal szemkozti hozzairt kor kozéppontja. Mutassuk meg, hogy az I'L és
JK egyenesek, valamint a BC'D< szogfelezdje egy ponton mennek &t.

Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Hraské Andréds tanar urnak dldozatos munka-
jaért, észrevételeiért, és mindennemi tamogatasaért. Koszoném matematikatand-
raimnak, Dobos Sandor, Kiss Gergely, Gyenes Zoltan, Suranyi Laszlo, Pdosa Lajos
tanar uraknak az elmnult évek soran nyujtott kiemelkedé munkéjukat. Koszonetet
mondok tovabbd minden maés ismerdsomnek, akik biztatasukkal segitették e cikk
létrejottét.
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Megoldasvazlatok a 2015/4. sz. emelt szintii gyakorlé
feladataihoz

I. rész

1. Bizonyitsuk be, hogy lg 2 irraciondlis. (11 pont)

Megoldas. Bizonyitasunk indirekt. Abbdl indulunk ki, hogy 1g 2 pozitiv valds szam.
Ha lg 2 racionélis szdm volna, akkor felirhaté lenne p/q alakban, ahol p és ¢ pozitiv egész
P

szamok. A logaritmus fogalma, alapjan ekkor 10¢ = 2, mindkét oldalt g-adik hatvanyra
emelve 107 = 29,

Mivel 10” oszthaté 5-tel, 27 viszont nem, ezért az egyenl6ség nem &llhat fenn.
lg2 tehdt nem lehet raciondlis, ami egy valés szdm esetében azt is jelenti, hogy irraci-
onalis.

2. a) Hdny kiilonbozd tvonalon juthatunk el K
a 8 X 8-as sakktdbldn a bal felsé sarokban lévd, az abran
K-val jelolt mezdrdl a jobb alsé sarokban lévd, V-vel je-
l6lt mezdre, ha bdrmely érintett mezdrdl csak az alatta
lévd, vagy a jobb oldaldn lévd mezdre léphetiink? T

b) Hdny olyan ttvonal van ezek kizott, amely a ki-
induld mezdtdl szamitott negyedik oszlop és negyedik sor
keresztezddésében 1évd, T-vel jelolt mezét nem érinti?

(12 pont)
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Megoldés. a) Az 1. dbra illusztraciéképpen egy
lehetséges utvonalat mutat.

Az utvonalat lefrhatjuk egy j (jobbra) és 1 (lefelé)
betlikbél all6 jelsorozattal is:

-

T LY.

Barmely utvonal, amely a szabdlyoknak megfelel,
— " Osszesen 14 1épésbdl all; ezek koziil 7 torténik jobbra és
7 lefelé. Annyi kiilénboz6 utvonal van, ahdny kiilonb6zé
V] jelsorozat, mivel a megfelelés kolcsonodsen egyértelmii.

A kiilénb6z6 utvonalak szdama az ismétléses per-
. ; !
1. dbra mutdcidk szerint: P77 = % = 3432.

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a Ci4;7 = (174 ) kombinécidkat vessziik alapul.

b) A kérdés megvélaszolasdhoz kiszamitjuk, hogy hény kiilonbozd titvonal halad 4t
a negyedik oszlop negyedik sordban 1évé mezén (T), és ezt a szdmot levonjuk az el6bb
kapott 3432-bél.

A kiindulé K mez6b6l 6sszesen 6 1épéssel jutunk a T mezére, és ez (g) = 20-féle-
képpen torténhet. Innen a V-vel jelolt végédllomésra (8) = T70-féleképpen juthatunk el.
Az elsd tutszakasz barmelyikéhez a mésodik barmelyike parosithatd, ezért 20 - 70 = 1400
utvonal érinti a T mezot. Ebbdl kdvetkezik, hogy 3432 — 1400 = 2032 viszont nem érinti.

3. a) Bizonyitsuk be, hogy ha az (an) végtelen szdmtani sorozat elemei természetes
szdmok €s ezek kozdtt van kobszdm, akkor a sorozatnak végtelen sok kdbszdm eleme van.

b) Ha példdul a sorozatban szerepel a 125, és a sorozat differencidja 3, akkor lehet-e
125-nél kisebb kébszdm a sorozatban? (10 + 4 pont)

Megoldés. a) Legyen a sorozat kobszam eleme ax = ¢ (¢ > 0 egész szém) és d
a sorozat differencidja. Ezek ismeretében kiszamithatjuk

A+ (302 + 3cd + d2)d

értékét. Nyilvanvald, hogy ez sorozatunk eleme, és ez is kobszam, mégpedig (c + d)g.
Konnyen l4thaté ugyanilyen alapon, hogy (¢ + 2d)3, (c—|—3d)3, ... szintén elemei
a sorozatnak.

b) 125-nél kisebb nem negativ kobszdmok a 0, 1, 8, 27 és 64. Mivel a sorozat differn-
cidja 3, ezek koziil csak azok johetnek szdéba, amelyeknek 125-t6l vald eltérése oszthatd
3-mal. Ebbdl a szempontbdl csak a 8 felel meg. Marmost ha teljesiil, hogy a sorozat kezd6
eleme a1 < 8, akkor van a sorozatnak 125-nél kisebb kobszam eleme, egyébként nincs.

4. Butorok hegyes sarkai sérilést okozhatnak. Kiilondsen kisgyermekekre jelentenek
veszélyt eqy asztal sarkai. Eppen ezért az 1 m x 1 m-es asztalunk lapjdt lekerekitettik
az asztallap sikjdra merdlegesen tartott fiirésszel olyan korivek mentén, amelyek kézép-
pontja egybeesik a négyzet alaki felilet kozéppontjdval. A négy oldalél mindegyikébdl 80 cm
hosszi egyenes szakasz maradt meg. Az egyenletes vastagsdgi asztallap témege eredetileg
7 kg volt. Mekkora lett a tomege az dtalakitds utdn? (14 pont)
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0,4 m
Megoldas. Osszuk az asztallapot [/
négy egybevagd részre a kozépvonalak
mentén. A négy negyed egyikét a 2. dbra
mutatja. r

Az 4dbrézolt feliilet két derékszogii ha-
romszogbol és egy r sugaru korcikkbdl all.
A haromszogek tertilete egytittvéve 0,2 m?.
A korcikk kdzépponti szoge 8 = 90° — 2a;, [é]
ahol tga = 0,8. Innen a szogek két tizedes-
jegy pontossiggal:

0,5 m
r 0,4 m

o =38,66° és B =12,68°. 0,5 m
2. abra
A korcikk teriilete

2 12,68°
360°

=7-041 m ~ 0,045 368 m>,
mivel 7* = (0,5 + 0,4>) m* = 0,41 m*.

Az asztallap témege ardnyos terilletének nagysigéval, amely eredetileg 1 m® volt
és 4-(0,2 40,0453 68) m? = 0,981 47 m? lett, a kérdéses tomeg ezért 7 kg - 0,981 47 =
= 6,870 kg.

II. rész

5. Egy dobdkockdval kétszer dobunk.
a) Hdny elemi esemény alkotja az eseményteret?
b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a dobott szdmok dsszege legaldbb 97

¢) Mekkora annak a feltételes valdszinidsége, hogy a dobott szdmok dsszege legaldbb 9,
ha az elséd dobott szdm legaldbb 57

d) Mekkora annak a feltételes valdsziniisége, hogy a dobott szdmok dsszege legaldbb 9,
ha az elsé dobott szdm legfeljebb 47 (24 4+ 5+ 5 pont)

Megoldas. a) Az eseményteret 36

elemi esemény alkotja, amelyet egy 6 x 6- 1;111;2]1;3|1;4] 1;5( 156
0s tabllazz‘xtta,l sz,emleltetun)k (3. L)zbz“a). Ez 9:1]2:2|2:3]2:4] 25| 2:6
a tovabbi kérdések megvilaszolasahoz is A
hasznos lesz. Bs 3;113;213:313:413;5(3;6 /
b) A Kklasszikus valészinliség szerint 4:114;24;3]4;4]4;5|4;6

_E 5 , i

=0 (a kedvezd e,set?k szama?s.ztvaale 5:1]5:2/5:3[5:4] 5:5 | 5:6
hetséges esetek szdmdval). Jelolje A azt B
az eseményt, hogy a dobott szdmok Gsszege 6;1]6;216:3/6;4|6;5|6;6

legaldbb 9. A kedvezd esetek szama k = 10
é P(A) = 33 = 0,277,

¢) Az A esemény feltételes valésziniisége a B eseményre mint feltételre vonatkozdan:

3. dbra

P(A|B) = PB) - B, jelolje azt az eseményt, hogy az elsé dobott szam legaldbb 5.
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P(B:1) = % Az AB; esemény az A és a By halmaz kozos része 7 elemi eseményt tartalmaz.
P(AB)) = 5z,
7
_ 3 _ 1 _ ;
P(A|B1) = % =13 = 0,583.

d) Jeldlje Bz azt az eseményt, hogy az elsd dobott szam legfeljebb 4. P(B2) = %
Az AB; eseményt 3 elemi esemény alkotja.

P(ABs) = > = L & palBy) =

1
= - =0,125.
36 12 8 0,125

wlw‘5|>—-

A P(A), P(A|B1) és P(A|B3) valésziniiségeket dsszehasonlitva megdllapithatd, hogy
a feltételként szerepld esemény a valdsziniiségeket jelent&sen befolyasolhatja kedvezd vagy
kedvezotlen irdnyban is.

Megjegyezziik, hogy a feltételes valdszinliség meghatdrozasandl a feltételiil szabott
esemény tulajdonképpen a biztos esemény szerepét veszi at. Példdul a d) pontban vizsgalt
esetben gy is szdmolhatunk, hogy B2 24 elemi eseménybdl all6 eseménytér, amelyen beliil

a kedvezo esetek szama 3, a valdszinliség pedig 2—:1 = %

6. Az f(z) = 2+ az® + 2z fliggvényrdl tudjuk, hogy inflexids érintdje pdrhuzamos
az ¢ +y = 0 egyenletii egyenessel. Hatdrozzuk meg az a egyiitthato értékét. Igazoljuk, hogy
a fliggvény inflexios pontja az x-tengelyen van. (16 pont)

Megoldés. Az f(x) fiiggvény elsd derivaltja: f'(z) = 322 + 2ax + 2. Ez barmely
helyen megadja az érint6 meredekségét.

A misodik derivalt: f”(x) = 6z +2a. f’(z) =0, ha o = —%. Itt a fiiggvénynek
inflexiés pontja van, mivel f”(x) zo-nél eldjelet valt (negativbél pozitivba).

Az inflexiés érinté meredeksége az x +y = 0 egyenletii egyenessel valé parhuzamossag
folytan —1. Tehat

M)

a a2

/
f(wo):3-§—2-?+2:—1,
innen a® = 9, vagyis a1 = 3, a2 = —3.
Ha a1 = 3, akkor xg1 = —1 és f(z01) = 0.
Ha pedig as = —3, akkor zg2 = 1 és f(wo2) szintén egyenld 0-val, tehdt az inflexiés

pont mindkét esetben az z-tengelyen van.

7. Bizonyitsuk be, hogy
Vsinzx + y/cosx < €/§,

ha()éxgg. (16 pont)

Megoldas. Mivel a bizonyitandé egyenlStlenség mindkét oldaldn pozitiv mennyisé-
gek allnak, ezek négyzetei kozott fenndllé reldcid az eredeti egyenlGtlenségre is igaz. Tehat
elég azt bizonyitani, hogy
(1)

sinz 4 cosz + 2Vsinz - cosx < V8 (O <z <
sinz + cosx = /(sinx + cosx)? = Vsin?z + cos? x + 2sinz cosz = V1 + sin 2z < V2

E
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és
(2) 2V/sin x cos & = v/2V/sin 2z < V2,

ezért a bal oldal 2v/2-nél, vagyis v/8-nal nem lehet nagyobb.

8. Szerkessziink derékszogi hdromsziget, ha adott a beirt és a korilirt korének sugara.
Mi a megoldhatdsdg feltétele? (Elegendd a szerkesztés menetét ledrni.) (16 pont)

Jelolje o a beirt, r pedig a koriilirt kor sugardt. (A derékszogii hdromszog oldalait
a szokdsos médon jeloljiik.) A Thalész-tétel értelmében ¢ = 2r. A beirt kér sugardra
fenndll: ¢ = a + b — 2. Ehhez azt kell 14tni (4. dbra), hogy a derékszog csticsandl kialakul
egy o oldald négyzet, tovabba azt, hogy kiils6 pontbdl egy kérhoz huzott érintészakaszok
egyenlok.

4. dbra 5. dbra

A felirt osszefiiggésekbdl 2(r + 9) = a + b.

A feladat ezek utdn gy is szélhatna, hogy szerkessziink derékszogii hdromszoget,
ha adott az atfogdja és a két befogd Osszege. Ehhez a 5. dbra ad segitséget.
Az ABC derékszogii hdromszog b befogdjanak meghosszabbitasara felmértiik az a befogét:
AD =a+b.

Mivel BC'D egyenld szard derékszogi
haromszog, a D-nél fekvs szoge 45°. Ezek
alapjan a szerkesztés menete a kovetkezo.
Egy 45°-0s szdg egyik szérdra a D cstcs-
bdl kiindulva felmérjitk az a + b hossziusagu
szakaszt: igy kapjuk az A pontot. A masik
szarbdl kimetssziik azt a B pontot, amely
az A ponttdl ¢ = 2r tavolsdgra van. Mivel
az ABD héromszog megszerkesztéséhez két
oldal és a kisebbikkel szemkozti szog all ren-
delkezésre (nem egybevigdsdgi alapeset), &l-
taldban két megfeleld csicspont, Bi és Bs
adédik (6. dbra.)

A megszerkeszteni kivant ABC' derékszogii haromszog C' cstcsét a By, illetve a Ba
pontbdl az AD szakaszra bocsatott merélegesek Cq, illetve Cy talppontja adja. Habar
két hiaromszoget kaptunk, a megoldas egyértelmii, mivel az AB1C1 és AB2Cy hiaromszo-
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gek egybeviagdak. Ezt az atfogdk és az a-val jelolt hegyesszogek egyenlSsége biztositja.
(Az a sz6g az AB2C> hdromszogben a Bs csicsnél fekszik.)

Abban az esetben, ha ¢v2 = a + b, akkor By és By egybeesik: az ABC haromszig
egyenld szaru.

Ha ¢v2 < a + b, akkor nincs megolds.
Maés széval a megoldhatésig feltétele: 2rv/2 > 2(r + p), vagyis o0 < r(\/§ — 1).

9. Egy harckocsizé alakulatndl szolgdld férfiak 40 f8s csoportjiban a testmagassdg ()
és a testtomeg (y;) adatait a kévetkezd tdblazat tartalmazza:

testmagassag x; [cm)] testtomeg y; [kg]
162 70, 77
163 61
164 58, 64, 68
165 73
166 62, 65, 70
167 65, 66, 75, 80
168 63, 69, 71, 79
169 64, 70, 75, 76
170 58, 61, 71, 75, 75, 88
171 67, 68, 75, 77
172 61, 65, 70, 84
173 58, 77
174 63, 80

a) Ha a kg-ban mért testtomeget a m-ben mért testmagassdg négyzetével elosztjuk,
akkor az ugynevezett testtomeg-indexet kapjuk. A katonaorvos egy bizonyos egész szammndal
nagyobb testtomeg-index esetén mindsit valakit tulsulyosnak. Mekkora ez az érték, ha
az orvos szerint a szébanforgd csoportban a tilsilyosok ardnya 10%7

b) Szamitsuk ki az T és y dtlagokat. Jeldlje u azoknak az (xs:,y:) értékpdroknak
a szamadt, amelyeknél a két adat az dtlaghoz képest ugyanabban az irdnyban tér el, v pedig
azoknak a szamat, ahol az eltérés ellentétes irdnyi. Szamitsuk ki az Z_J_rz hdnyadost. Mire
kovetkeztethetink ebbdl? (8 + 8 pont)

Megoldas. a) Azt a négy egyént kell megtaldlnunk, akiknek a testtomeg-indexe
a 40 fés alakulatban a legnagyobb. Ezek:

T; Yi Index
170 88 30,45
162 T 29,34
167 80 28,69
172 84 28,39

A kovetkez6 (168;79) mar csak 27,99.

Természetesen ehhez nem sziikséges mind a negyven adatot kiszdmitani, de azért
koriiltekintéen kell eljarni.
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Az orvos tehéat 28-nal nagyobb testtomeg-index esetén mindsit valakit tilsilyosnak.
b) Az &tlagok:

_ 6744

T = 0 - 168,6 cm,
2794

y=——=209,85 kg.

y 10 ) g

Az adatpédrokat négy kategdridba sorolva:

z; [em]; yi [ke] Gyakorisdg
7 <169y <70 | J MW 10
zi>169 5 >70 | M M| 13 e
x; < 169; y; = 70 Hﬂ' ||| 8
22169 5. <70 | M| o |[7 o
A keresett hényados: 42 = S =0,15. Ez azt jelzi, hogy a testmagassig és a test-

tomeg kozott milyen szoros a kapcsolat. Ertéke nyilvan +1 és —1 kozott mozoghat. Ha
x; és y; minden esetben ugyanabba az irdnyba térne el az atlagtdl, akkor +1, ha pedig
minden esetben ellentétes irdnyt lenne az eltérés, akkor —1 volna az értéke. Ezek nagyon
er6s Osszefiiggést jelentenének. Ha viszont a hanyados 0, akkor a két jellemz6 egyméastol
fiiggetlennek tekinthetd.

Esetiinkben a 0,15-0s érték azt mutatja, hogy a testmagassig és testtomeg kozott
meglepden gyenge a kapcsolat, bar igaz, hogy az atlagosndl magasabb egyének korében
az atlagosnal nagyobb tomegiiek felé billen a mérleg.

Lorant Laszlé
Budapest

Helyesbités

A 2015/2. sz. emelt szintii gyakorl$ feladatsor 4. feladatdban a bizony{tandé allitas
helyesen igy hangzik:

Bizonyitsuk be, hogy a beirt kér szdrakon lévd két érintési pontja és a szdrak kozos
végpontja hdrom egyenld részre osztja a hdromszdg keriiletét.

A megoldas utolsé mondata pedig helyesen:

Mivel AT = AU = x, az A, T és U pontok valéban harmadoljak a hdromszog kerii-
letét.

A hibéaért elnézést kériink.

(A szerk.)
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Matematika feladatok megoldasa

B. 4539. Az ABC hdromszog sulypontja S, koréirt kérének kozéppontja K.
A BCS, CAS és ABS hdromszigek koré irt korok kozéppontjai P, QQ és R. Bizo-
nyitsuk be, hogy a PQR hdromszdg sulypontja K.

(5 pont) Javasolta: Sdrosdi Zsombor (Veresegyhdz)

Megoldas. A PQR hédromszog oldalai az SA, SB, SC szakaszok felezé-
merdlegesei. Elegendé megmutatni, hogy az ABC haromszog oldalfelez6 merdéle-
gesei a PQ R hiromszog stulyvonalai, hiszen ekkor a harom egyenes kézos K pontja
a PQR haromszog silypontja lesz. Ezt szimmetria okok miatt elég egy felezéme-
rélegesre bizonyitani.

Ao

R

Jelolje az oldalak felez&pontjait az dbra szerint Ag, By és Cy, valamint PQ-
nak és AB felezémer6legesének metszéspontjat 7. Ha megmutatjuk, hogy T felezi
a PQ szakaszt, akkor bebizonyitottuk az allitdst. Vetitsiikk a PQ szakaszt merole-
gesen AB-re, P és @ képe legyen rendre F, illetve D. T képe nyilvan Cy, amivel
AB felezépontjat jeloltiikk. Amennyiben T felezépont, Cy felezi ED-t is, amibél
AD = EB. Megforditva: ha ez igaz, a feladat allitasa is igaz.
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A CS egyenes az AC'S és BC'S haromszogek koré irt korok kozos hirja, vagyis
hatvanyvonala. Emiatt Cy-nak a két korre vonatkozo hatvanya ugyanakkora, vagyis
a korok AB-vel vett masodik metszéspontjat G-vel és F-el jelolve:

CoF - CoA = CoG - CyB.

Mivel CyA = CyB # 0, leoszthatunk vele. Azt kapjuk, hogy Co F' = CyG. Mivel
Cy felezépont, ebbél kiévetkezik, hogy AF = BG. AF és BG rendre az ACS,
illetve BC'S korok hirjai, igy a D és E pontok felezik ket (mivel kézéppontbdl
hirra bocsatott merdlegesek talppontjai). Tehédt az AF = BG egyenléséget kett6vel
osztva kapjuk, hogy AD = EB. Ezzel pedig bebizonyitottuk az allitast.

Sdrosdi Zsombor (Budapest, Németh Lészlé Gimn., 11. évf.)

27 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 22 versenyzé: Badacsonyi Istvan Andrés,
Balogh Taméds, Bereczki Zoltan, Bingler Arnold, Bogar Blanka, Di Giovanni Mérk,
Dinev Georgi, Emri Tamdas, Fony6 Viktéria, Forrds Bence, Janzer Barnabds, Janzer
Olivér, Maga Balazs, Makk L&szl6, Petrényi Mark, Sandor Krisztidn, Sarosdi Zsombor,
Simké Irén, Somogyvari Kristéf, Szabé Timea, Tossenberger Tamads, Venczel Tiinde.
4 pontos 1, 3 pontos 1, 1 pontos 1, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4548. Adott az ABC egységnyi befogdji, eqyenld szdri derékszdégii hdrom-
szdg, valamint az AB oldalon az A1, a BC oldalon a By és a C A dtfogon a Cy pont.
Minimdlisan mekkora lehet az A1B1 tdvolsdg, ha az ABC és az A1B1Cy hdrom-
szogek hasonlok?

(4 pont) Kvant
Megoldas. Az Ay B1Cy haromszog derékszogi csicsa vagy valamelyik befogén
vagy az atfogén van.
1. eset: a derékszogli csics az atfogdn talalhaté. Ekkor az A; BB Ch négyszog

hirnégyszog, mivel szemkozti szogeinek osszege 180° (1. dbra).

A

A
C
Ay g A Cy
F
H
B B C B B, C
1. dbra 2. abra

Az azonos hirhoz tartozo keriileti szégek egyenlék, igy A1 BC1<t = A1 B1C1< =
= 45°, tehat az ABC<-et a BC szakasz felezi. Mivel az ABC héromszog egyenld

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/5 275



ﬁ} 2015.5.6 — 13:55 — 276. oldal — 20. lap KoéMalL, 2015. méjus gf

— P

szaru, ezért ez a szogfelezd egyben oldalfelezd is, és igy a C7 pont az AC' szakasz
felez6pontjaban taldlhaté (2. dbra).

Legyen a By pont a BC, az A; pont pedig az AB oldal felez6pontja. Ekkor
az A1B1C1 és az ABC haromszog kozotti hasonldsagi ardny 1:2. Mivel BC = 1,

ezért AC' = /2 és igy A\ B, = §

Tekintstink egy masik, C csucsu, egyenld szart derékszoglt haromszoget. Mivel
C1B; L BC, ezért ilyet csak ugy kapunk, ha egy C; kézéppontu, r > C1 By sugaru
korrel metssziik el az ABC haromszog befogéit. A kapott hdromszog befogdja igy
nagyobb lesz, mint C By, és igy nyilvan az atfogéja is nagyobb lesz, mint az Ay B1C1
héromszogé: FH > A1 B;.

Tehat ebben az esetben A;B; minimuma \/75

1I. eset: a derékszogl csics az egyik befogén talalhato.

Legyen A1 By = x és B1C = y. Ekkor A,C; = V2.

Jelolje a CB1Cy szoget a. Ekkor CCyBy<t = 180° — 45° — a = 135° — . Eb-
b8l AC1 A< = 180° — CC1B1<<«—B1Ci1A1< = a és fgy AACia = 135° — a. T?hét
a BiCC1A és a C1AALA a szogei egyenléek, ezért a két haromszog hasonlé. lgy

ACL _oV2 ksl AC, = V3 (3. dbra).
Yy X

2—2y

3. dbra

Mivel BC' = 1, ezért egyrészt BBy = 1 —y, méasrészt AC = v/2, és ebb8l CCy =
= V2 —yv/2. Tudjuk, hogy A4; = vV2CCy, amibél A4, = V2(V2—-yv2) =22y,
ésigy AAB=1—(2-2y)=2y—1.

Az A, BB; haromszogben felirhatjuk a Pitagorasz-tételt:

(2y—1)2+(1—y)2:3§2, vagyis 5y — 6y + 2 = 2.
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Lathaté, hogy z-nek pontosan akkor van minimuma, amikor az 5y% — 6y + 2
kifejezésnek (ha a kifejezés értéke ott pozitiv). Ennek a mdasodfoku fiiggvénynek

a minimumhelye y = f% = f% = %—ben van, ekkor
3y} 3 5 V2
A1B1=$=\/5~ (5) —6-54-2:% < g

Tehat az Ay By tavolsdg minimalisan ‘/?5 lehet.

Emri Tamds (Budapest, Varosmajori Gimn., 11. évf.)
megoldasa alapjan

44 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 24 versenyzd: Balogh Menyhért, Baran
Zsuzsanna, Bingler Arnold, Csépai Andrds, Emri Tamds, Fekete Panna, Gyulai-Nagy
Szuzina, Janzer Barnabas, Janzer Olivér, Katona Daniel, Khayouti Sara, Kovdcs Mérton,
Makk Lészl6, Mezosi Maté, Mécsy Miklés, Nagy Gergely, Nagy-Gyorgy Pél, Pap Tibor,
Sagmeister Adém, Sal Kristéf, Simko Irén, Somogyvari Kristof, Talyigas Gergely, Veto
Bélint. 3 pontos 7, 2 pontos 7, 1 pontos 5, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 4642. Adott a sikban ot pont gy, hogy kozilik semelyik hdrom nincs
egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy az dltaluk meghatdrozott hdromszogek kozil
legfeljebb hét hegyesszigi.

(4 pont)

Megoldas. Viélasszunk ki a pontok koziil négyet. Ezt (i) = 5-féleképpen te-
hetjiik meg. A kivdlasztott pontok (amiket jelsljon A, B, C és D) vagy egy konvex-,
vagy egy konkav négyszog csucsait adjak meg.

Béarmely négyszogben a belsd szogek osszege 360°. Ha a négyszog konvex,
akkor legnagyobb szoge legalabb % =90°. Ha ez pl. a B cstcsnél van (1. dbra),
akkor az 6t pont dltal meghatdrozott haromszogek koziil az ABC' biztosan nem
hegyesszogli. Ha a négyszog konkdv, akkor feltehetjiik, hogy a B-nél 1évo belsd
szoge nagyobb mint 180° (2. dbra). Ezt a szoget a BD 4tlé két részre osztja, ha
ezek koziil pl. az ABD< a nagyobb, akkor az ABD haromszog tompaszogii.

c
A
B D
B
C D
A
1. dbra 2. dbra
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Tehat barmely négy pontot is valasztjuk, az altaluk meghatarozott (g) =4
héromszog koziil legaldabb az egyik nem hegyesszogii. Az 6t kivalasztas koziil bar-
melyik ponthdrmas pontosan kettében szerepel egyiitt (az A, B, C' harmashoz
vagy D-t, vagy az 6todik, FE pontot vélaszthatjuk negyediknek), tehdt egy adott
nem hegyesszogii haromszoget legfeljebb két valasztasnal szamolunk. Vagyis az 6t
pont &ltal meghatdrozott nem hegyesszogii hdromszogek szdma legaldbb 5/2 = 2)5.
De mivel ez a szdm nyilvan egész, ebbdl az is kovetkezik, hogy legalabb 3.

Tehat az 6t pont altal meghatarozott 10 haromszog kozott legfeljebb 10—-3 =7
hegyesszogii van.

Varga-Umbrich Eszter (Pdpa, Pdpai Ref. Koll. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

172 dolgozat érkezett. 4 pontos 95, 3 pontos 24, 2 pontos 21, 1 pontos 16, 0 pon-
tos 16 dolgozat.

B. 4652. Egy hdromszig szdgei o, 8 és . Mekkordk annak a hdromszdgnek
a szogei, amelyet a korilirt korhoz a csucsokban hizott érintdk alkotnak?

(3 pont)

Megoldas. Jeloljiik a haromszog csucsait a szokasos médon A, B, C-vel. Ha
a haromszog derékszogli, pl. v = 90°, akkor AB a koriilirt kor atméréje, ezért a ko-
riilirt korhoz az A-ban és B-ben hiizott érinték parhuzamosak (1. dbra), tehdt eb-
ben az esetben az érinték nem alkotnak hdromszoget. A tovabbiakban feltessziik,
hogy az ABC haromszog nem derékszogi. Legyenek a koriilirt kérhoz a csicsok-
ban hizott érinték altal alkotott haromszog csicsai A’, B’ és C’, a koriilirt kor
kozéppontja pedig K. A keriileti és kozépponti szogek kozti Gsszefiiggés alapjan
a koriilirt kor A-t nem tartalmazé BC' ivéhez tartozé kozépponti szog 2«, a B-t
nem tartalmazé CA ivéhez tartozé kozépponti szog 283, a C-t nem tartalmazd
AB ivéhez tartozé kozépponti szog pedig 2v. A kor érintéje meréleges az érintési
pontba htzott sugarra, ezért KA | B'C', KB 1. C'A’ és KC 1 A’B’. A tovabbi-
akban megkiilonboztetjiik a hegyesszogi és a tompaszogi haromszog esetét.

1. dbra 2. dbra

Ha ABC hegyesszogii (2. dbra), akkor a koriilirt kore az A’ B'C” hdromszdgnek
beirt kére. A KAC'B, KBA'C és KCB'A négyszogek hurnégyszogek, mert két-
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két szemkozti szogiik derékszog. A keresett szogek
éppen ezen hurnégyszogek K-val szemkozti szogei.
Barmely hirnégyszogben a szemkozti szogek Osszege
180°, ezért ebben az esetben az A’B’C’ haromszig
szogei 180° — 2ar, 180° — 23 és 180° — 2.

Ha ABC tompaszogu, akkor feltehetjiik, hogy
a > 90° (3. dbra). Ekkor az ABC héromszog koriil-
frt kore az A'B’'C’ haromszognek a B'C’ oldaldhoz
hozzairt kére. Ebben az esetben a KAC'B, KAB'C
és KCA'B négyszogek hiurnégyszogek, mert két-két
szemkozti szogiik derékszog. A keresett szogek most
a KCA'B htirnégyszog K-val szemkozti szdge, va-
lamint a KAB'C és KAC'B hirnégyszogek K-val
szemkozti csticsnal 16vo kiilsé szogei. Barmely hir-
négyszogben a szemkozti csicsndl 1évé kiilsé szog
megegyezik az eredeti cstucsnal 1évo belsé szoggel,
ezért ebben az esetben az A’B’'C’ haromszog szogei 3. dbra
180° — (360° — 2a) = 2cv — 180°, 2 és 20.

Kosztoldnyi Kata (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn., 10. évf.)
dolgozatat felhasznalva

Megjegyzés. Nagyon sok megoldé (t6bb, mint 60%) elfelejtkezett a nem hegyesszogil
héromszogek vizsgalatdarol. Pedig illett volna gyantit fogniuk akkor, amikor leirtak, hogy
a keresett szog pl. 180° — 2o, ami ugye 90° < «, azaz tompaszogii hdromszog esetén
negativ.

269 dolgozat érkezett. 3 pontos 86, 2 pontos 152, 1 pontos 21, 0 pontos 9 dolgozat.
Nem versenyszerii 1 dolgozat.

B. 4656. Mutassuk meg, hogy barmely négyoldali konvex testszogletnek létezik
paralelogramma alaki sikmetszete.

(4 pont)

I. megoldas. Kozépiskoldban rendszeresen el6forduld feladat a kovetkezo:
konvex szogtartomany tetszéleges P belsé pontjan keresztiil hizhaté olyan egyenes,
amelynek szogszarak kozé esé szakaszat az adott P pont felezi. A megolddshoz
kozéppontosan tiikrozni kell az egyik szogszarat az adott P pontra. A konvexitas
miatt a tiikkrozott félegyenes metszi a masik szogszarat. Ez a pont lesz az egyik
szakaszvégpont. Ezt a pontot a P-vel 6sszekotve kapjuk a megfelel6 egyenest.

Az el6bbi eredmény felhasznaldsaval tekintsiik a négyoldali konvex térszoglet
két-két szemben 1évé félegyenese altal meghatarozott szogtartoméanyokat, tovabba
ezek metszetét, ami egy félegyenes. Ezt kovetGen vegyiink ennek a metszésvonalnak
a tartomanyba es6 félegyenesén egy tetszoleges K pontot, amely a paralelogramma
kozéppontja lesz. Most hasznaljuk fel az el6bb idézett feladat eredményét, hogy
konvex szogtartomanyban barmely ponthoz lehet tgy egy szakasz hiizni, hogy
a szakasz végpontjai a szarakon vannak, s a szakasz felezOpontja az adott pont.
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Ezt végezziik el a K ponttal és a két szogtartomannyal. fgy keletkezik négy olyan
pont, ami két metszd egyenesen helyezkedik el, tehat egy sikban van, és a négyszog
atléi felezik is egymast, tehat valéban egy paralelogrammét kapunk.

Nagy Kartal (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Tekintsiink egy tetsz6leges konvex testszogletet. Legyen a csu-
csa P. Induljanak P-bél az d, b c, d egységvektorok, melyek rendre a P-bdl indulé
élekre illeszkednek, koriiljarasuk egyik sorrendjében.

Legyen « tetszoleges pozitiv valdés szam. Ismert, hogy a tér barmely vektora
(egyértelmﬁen) eloallithaté hdarom nem komplandris vektor linearis kombinécidja-

ként. A b d és —¢ ¢ vektorok nem komplandrisak, igy léteznek olyan 3, v és ¢ valds
szamok, hogy ad = Bb+ 6d + ~v(—@&). Ekkor ¢ — 6d = Bb — ad. Az egyenlet két ol-
dalan 1év6 vektorok parhuzamosak egymassal, hiszen egyenléek, valamint kezd6 és
végpontjaik a négy ,élen” vannak (3, v és § pozitivak, hiszen a konvexitds miatt

ad végpontja a b, d és — vektorok altal kifeszitett térrészben van), igy a rdjuk
illeszked6 sik paralelogrammét metsz ki a testszogletbol.

Kdtay Tamds (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

64 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 48, 3 pontot 2 versenyzo. 2 pontos 2, 1 pontos 5,
0 pontos 6 tanulé dolgozata. Nem értékeltiink 1 dolgozatot.

B. 4657. Egy haromszdg beirhato korének a sugara r, a korilirt korének sugara
pedig R. Tegyiik fol, hogy R < 1“(\/5—&— 1). Kovetkezik-e a feltételbdl, hogy a hdrom-
$209 hegyesszdigi?

(5 pont) Javasolta: Kdspdri Tamds (Paks)

I. megoldas. Induljunk ki a feltételbdl és alakitsuk &t, majd ismét hasznédljuk
fel az eredeti feltételt. Igy kapjuk, hogy:

R<r(V2+1), R*<Rr(vV2+1),

R*—2Rr < Rr(vV2-1) <r(v2+1)-r(v2-1) =

Euler tétele szerint, ha d jeloli a haromszog beir-

haté kore és koriilirt kore kozéppontjanak a té-
A volsagat, akkor

d?> = R?> — 2R

Feltételiinkbél tehdt d* < r?, azaz d < r kovet-
kezik.

A két kor kozéppontjanak a tavolsdga ki-
sebb, mint a beirt kor sugara, ezért a korilirt
kor kozéppontja a beirt kor belsejében, s igy
a haromszog belsejében van. Viszont egy ha-
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romszog koriilirt korének kozéppontja pontosan akkor van a haromszog belsejében,
ha a hdromszog hegyesszogii. Tehat a R < 7"(\/§ + 1) feltételbdl kovetkezik, hogy

a haromszog hegyesszogi.
Telek Maté Laszld (Salgétarjan, Tancsics M. Kozg. és Ker. Szki., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha egy haromszogben teljesiil az eredeti
feltétel atalakitasaval kapott, azzal ekvivalens

+1=v2

£+1>

1
R V2+1
egyenlGtlenség, akkor a haromszog hegyesszogii.

Jelolje a haromszog szogeit «, S és . Tudjuk, hogy

r
E—i-l:cosa—i—cos,é’—i—cosv

(ennek bizonyitdsdt ldsd a megoldds utdni megjegyzésben). Ezért elég azt meg-
mutatnunk, hogy ha a haromszog nem hegyesszogi, akkor

cos o + cos 4 cosy < V2.

Feltehetjiik, hogy v a legnagyobb szog. Ekkor v > 90°, és ezért a+ 8 < 90°, tovabbé
cosy = — cos(a + ). Tehat azt kell beldtnunk, hogy

cosa + cos B — cos(a + ) < V2.

A koszinuszok Osszegére vonatkozd képletet alkalmazva, felhasznalva, hogy
0 < cos O{Tfﬁ < 1, végil pedig a kétszeres szog koszinuszanak képletét haszndlva
kapjuk, hogy

a—+p a—pf

cosa + cos 8 — cos(a + ) = 2cos 5 CO5 —cos(a+ 5)
é?cosoz—’_ﬁ—Zcos2 +5+1.
2 2
Bevezetve a § = O‘QL’B jelolést azt kell tehdt megmutatnunk, hogy ha 0° < § <

< 45° azaz 1 > cosd > \@/2, akkor

20088 —2cos2d+1< V2.

Ez rendezés és teljes négyzetté kiegészités utan ekvivalens a

2
1 2v/2-3
< 0—— | + ———
0 <COS 2> 4
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egyenl6tlenséggel. A cos d-ra vonatkozé feltétel miatt itt a jobb oldal akkor a leg-
kisebb, ha cosd = v/2 /2, s értéke ekkor 0. Vagyis az egyenl6tlenség mindig fennall,
ami bizonyitja allitasunkat.

Megjegyzés. Ha a haromszog oldalait a szokasos médon a, b és ¢, keriiletét 2s, teriiletét

pedig T jeloli, akkor az ismert r :% és R = Z—g? osszefiiggéseket és Héron képletét
felhaszndalva kapjuk, hogy
r 477 (—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)+ 2abc
1 —4+1= 1= .
(1) R + sabc + 2abc

A szogek koszinuszait a koszinusztételbél kifejezve majd kozos nevezore hozva pedig azt
kapjuk, hogy
V+c?—a? a?+2 -0 a4+ -

2 _ _
(2) cos « + cos B + cosy T + S0c + 5

—a® — b3 = A 4 ab® + ac® + ba® + be? + ca® + cb?
2abc ’

Ezutén egyszer(i szdmoldssal ellendrizhetd, hogy az (1) és (2) egyenl6ségek jobb oldaldn
4ll6 kifejezések megegyeznek, ami bizonyitja a feladat megoldasaban felhasznalt azonos-
sagot.

70 dolgozat érkezett. 5 pontos 42, 4 pontos 15, 3 pontos 3, 2 pontos 3, 1 pontos 1,
0 pontos 6 dolgozat.

B. 4665. Az m paraméter fiigguényében adjuk meg az
mX +4=|X*-10X + 21|

egyenlet megolddsainak szamdt.

(3 pont) Javasolta: Grallert Krisztina (Balassagyarmat)

I. megoldas. A feladatot grafikusan oldjuk meg. Derékszogii koordindtarend-
szerben abrazoljuk az Y =mX +4ésazy = |X2 — 10X + 21| fiiggvényeket. A két
gorbe kozos pontjainak a szama adja az eredeti egyenlet megoldasainak szamat.

Az Y =mX + 4 egy egyenes egyenlete. Jeloljiik ezt az egyenest e,,-mel. Ha
X =0, akkor Y =4, ezért e, mindig dtmegy a koordindtarendszer A = (0;4)
pontjan. Az egyenes meredeksége az m értékétél fiigg, s tekinthetjiik gy, hogy
ha m-et valtoztatjuk, akkor e,, az A koriil forog.

AzY = X? —10X + 21 fiiggvény képe egy olyan felfelé nyil6 P parabola, mely
a B =(3;0) és a C = (7;0) pontokban metszi az = tengelyt (mert az x? — 10z +
+ 21 =0 egyenlet gyokei 3 és 7). Ezért az Y = ’XQ - 10X + 21‘ figgvény G képét
gy kapjuk, hogy x < 3, valamint 7 < x esetén tekintjiikk P megfelel6 iveit, ha
pedig 3 < z < 7, akkor P-nek az z-tengelyre vonatkozé P’ tiikoérképét, ami éppen
azy = 7(X2 —10X + 21) egyenlet(i parabola megfeleld ive (1. dbra). Azt kell tehat
meghataroznunk, hogy az e,, egyenesnek hany koézos pontja van a két parabola
darabjaibdl osszerakott gorbével.
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m' <t <m <ty <m

1. dbra 2. dbra

Tudjuk, hogy egy kiilsé6 K pontbdl egy paraboldhoz két érinté hizhaté (ldsd
pl. Kiss Gy.: Amit j6 tudni a kipszeletekrdl 1. és I1., KéMaL 54 (2004), 450-459.
és 514-518. 0.; http://www.komal .hu/cikkek/2004-11/kupszeletekl.h.shtml).
Ha a koordinatarendszerben egy parabola tengelye fiiggéleges, akkor a K-n dtmend
egyenesek kozill a fiiggdlegesnek egy kozos pontja van a parabolaval, ha pedig
a K-bol a paraboldhoz huzott érinték meredeksége t1 < to, akkor a K-n dtmend
m meredekségii egyeneseknek t; < m <ty esetén nincs, m < t; és to < m esetén
pedig pontosan két kozos pontjuk van a paraboldval (2. dbra).

Hatédrozzuk meg az A-bdl P-hez hizhaté érinték meredekségét. Az e, egyenes
akkor érint6, ha az

mr+4=a>—10x+21, azaz 2> — (10+m)z+17=0

egyenletnek egy megolddsa van. Ez pon-
tosan akkor teljesiil, ha az egyenlet diszk-
rimindnsa 0, vagyis ha

(104 m)>—4-17=0, azaz

m?+20m +32 =0,

amibdl kapjuk, hogy mi 2 = —10 £ V68.
Ugyanigy kapjuk, hogy az A-bdl P’-hoz
hizhaté érintok meredeksége mgz =0
és myq = 20. A metszéspontok szamé-
nak meghatarozasdhoz még szikségiink
van az AB és AC egyenesek meredek-
ségére, ami a pontok koordinatdibdl
konnyen addédik, AB esetén mg =
=(0-4)/(3-0)=-4/3, AC esetén
pedig mg=(0—4)/(7T—0)=—-4/7
(3. dbra). 3. dbra
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Ezek utdn az mX +4 = ’X 2 _ 10X + 21| egyenlet megoldédsainak szamat le-
olvashatjuk a 3. abrarodl.

e Ha m < —10 — V68, akkor 2 megoldas van, mert e,, két-két pontban metszi
P-t is és P’-t is, de a négy metszéspont koziil csak kettd tartozik G-hez, mert
a P’-vel vett metszéspontok az x tengely alatt vannak.

e Ha m = —10 — V68, akkor 1 megoldas van, mert e,, érinti P-t és két pontban
metszi P’-t, de e két utébbi pont nem tartozik G-hez, mert az x tengely alatt
vannak.

e Ha —10— V68 <m < —4/3, akkor a megoldédsok szdma 0, mert e,, és P vala-
mennyi (nulla, egy, vagy kettd) metszéspontja, tovdbba e, és P’ két metszés-
pontja is az x tengely alatt van, ezért nem tartozik G-hez.

e Ha m = —4/3, akkor 1 megoldds van, mert e,, két-két pontban metszi P-t is
és P'-t is, de a négy metszéspont koziil kettd egybeesik B-vel, a masik kettd
pedig nem tartozik G-hez, mert az = tengely alatt van.

e Ha —4/3 < m < —4/7, akkor 2 megoldds van, mert e,, két-két pontban metszi
P-t is és P’-t is, de a metszéspontok koziil csak egy-egy tartozik G-hez, mert
a masik két pont az = tengely alatt van.

e Ha m = —4/7, akkor 3 megoldds van, mert e,, két-két G-hez tartozé pontban
metszi P-t is és Pt is, de a négy metszéspont koziil kettd egybeesik C-vel.

e Ha —4/7 < m < 0, akkor 4 megoldds van, mert e,, két-két pontban metszi P-t
is és P’-t is, és a metszéspontok mindegyike G-hez tartozik.

e Ha m =0, akkor 3 megoldas van, mert e,, két pontban metszi P-t és érinti
P’-t, és a kozos pontok mindegyike G-hez tartozik.

e Ha 0 < m, akkor 2 megoldds van, mert e, két G-hez tartozé pontban metszi
P-t, a P’-vel kdzds pontjai (nulla, egy vagy kettd, attdl fiiggben, hogy m < 20,
m = 20 vagy m > 20) pedig az x tengely alatt vannak, ezért nem tartoznak
G-hez.

Kovdcs Péter Tamds (Zalaegerszeg, Zrinyi M. Gimn., 11. évf.)
dolgozatat felhaszndlva

II. megoldas. Az abszoliutérték definiciéja szerint X 210X +21 >0 ese-
tén az mX +4 = X? — 10X + 21, mig X? — 10X 421 < 0 esetén az mX +4 =
= f(X 210X + 21) egyenletet kell megoldanunk.

1. eset. Ha X2 —10X +21 > 0, akkor X > 7 vagy X < 3. Vizsgéljuk meg, hogy
az X% — (m 4+ 10)X + 17 = 0 egyenlet megoldésai milyen m értékek esetén esnek
a megadott tartomanyokba. A megolddéképlet alapjan a gyokok

m+ 10+ vm?2 +20m + 32 m+ 10 — vVm?2 + 20m + 32
X1: 2 es X2= D) .

Tehat csak akkor vannak valés gyokok, ha m? 4 20m + 32 >0, azaz ha m <
< —10 — V68 vagy —10 + V68 < m teljesiil.
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Ha X; > 7, akkor ezt dtrendezve kapjuk, hogy vVm?2 + 20m + 32 > 4 — m. Ha

4 —m > 0, akkor a négyzetreemelés ekvivalens atalakitds. Rendezés utan m > —171

kovetkezik. Osszevonva a feltétellel: 4 > m > —%. Ha m > 4, akkor a diszkrimindns
nemnegativ, 4 —m < 0, tehat az egyenl6tlenség teljesiil. Vagyis Osszegezve: m > —%.

Ha X; < 3, akkor ezt dtrendezve kapjuk, hogy vm?2 + 20m + 32 < —4 — m, ami
csak akkor teljesiilhet, ha —4 > m. Tovabbé a m? + 20m + 32 > 0 egyenlStlenségnek
is fenn kell llnia, ezért m < —10 — v/68. Ekkor négyzetreemelés és rendezés utdn
kapjuk, hogy m < —4/3, tehat az X; < 3 egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil,

hamg—lo—\/@.

Ha X, > 7, akkor ezt dtrendezve kapjuk, hogy m —4 > v/m?2 4 20m + 32, ami-
bél négyzetreemelés és tjabb rendezés utdn m < —4/7 kovetkezik. Ha ez teljesiil,
akkor m — 4 < 0, ezért a négyzetreemelés nem volt ekvivalens atalakitas, az eredeti
egyenl6tlenség nem all fenn. Tehat X5 > 7 soha nem teljesiil. Ha X5 < 3, akkor
ezt &trendezve kapjuk, hogy m +4 < /m2 4 20m + 32. Ez m < —10 — V68 esetén
nyilvan teljesiil, ha pedig —10 + v/68 < m, akkor négyzetreemelés és rendezés utén
kapjuk, hogy m > —4/3. Ekkor a négyzetreemelés ekvivalens dtalakitds, az eredeti
egyenlétlenség is fenndll.

2. eset. Ha X? —10X 421 < 0, akkor a 3 < X < 7 egyenl6tlenségeknek kell tel-
jesiilni. Ebben az esetben az X2 + (m — 10) X +25 = 0 egyenletet kell megoldanunk,
aminek gyokei

X —-m 4+ 10+ +vm?2 —20m x —m 4+ 10 — vVm?2 — 20m
3 = es 4 = .
2 2

Csak akkor vannak valés gyokok, ha m? — 20m > 0, azaz ha m < 0 vagy 20 < m
teljestil.
Ha 3 < X3 < 7, akkor ezt atrendezve kapjuk, hogy

m—4<vm?2—-20m < m+4.

Ha m < 0, akkor a bal oldali egyenlétlenség nyilvan teljesiil, a jobb oldalibdl pe-
dig négyzetreemelés és tjabb rendezés utdn m > —4/7 kovetkezik. Ha ez teljesiil,
akkor m + 4 > 0, ezért a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas, az eredeti egyen-
16tlenség is fennall. Ha m > 20, akkor négyzetreemelés és rendezés utan a bal oldali
egyenlStlenségbdl m < —4/3 adddik, tehat ez az egyenlétlenség nem dllhat fenn.

Ha 3 < X4 < 7, akkor ezt atrendezve kapjuk, hogy

vVm?2 —20m<-—-m+4 és —m—4<vm?2-20m.

Ha m < 0, akkor az els6 egyenlGtlenségbdl négyzetreemelés és tjabb rendezés utan
m > —4/3 kovetkezik. Ha ez teljesiil, akkor m + 4 > 0, ezért a négyzetreemelés
ekvivalens atalakitas, az eredeti egyenlotlenség is fenndll, a mésodik egyenlGtlenség
pedig nyilvén teljesiil, ha —4/3 < m < 0. Ha m > 20, akkor az els§ egyenl6tlenség
jobb oldaldn negativ szam all, tehat ekkor nem teljesiilhet az egyenlétlenség.
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A kapott eredményeinket a kovetkez6 tabldzatban foglalhatjuk ossze:

m értéke megoldasok szama
m < —10 — V68 2
m = —10 — V68 1
~10 - V68 <m < —3 0
4m:—§ 4 '
—§<m<—7 2
mz—% 3
2 <m<0 4
m =20 3
0<m 2

Baglyas Mdrton (Bonyhad, Petéfi S. Ev. Gimn. és Koll., 11. évf.)

dolgozatat felhasznalva

144 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 22 versenyzé: Andé Angelika, Baglyas

Miérton, Balogh Menyhért, Borbényi Marton, Erdei Akos, Fehér Baldzs, Gal Boglérka,

Hegyi Zoltan, Horvdath Péter, Kasé Ferenc, Kerekes Anna, Kovacs Viktéria, Kovécs

Péter Tamas, Lakatos Adém, Nagy-Gyorgy Zoltdn, Palfi Maria, Polgar Marton, Széles

Katalin, Urban Miklés Vlagyimir, Vaghy Mihaly, Varga-Umbrich Eszter, Wiandt Péter.
2 pontos 22, 1 pontos 81, 0 pontos 13 dolgozat. Nem versenyszerii 6 dolgozat.

B. 4669. Koizismert, hogy a 777 feji sdrkanyoknak minden nyakdn 9 vagy 13
fej dl. Két sdrkdany egyforma, ha ugyanannyi 9 feji nyakuk van. Hdny kilonbozd
777 fejli sarkdny van?

(3 pont) Javasolta: Kdrolyi Gyula (Budajend)
I. megoldas. Jelolje x a 777 fejli sarkany 9 fejii nyakainak szamat, és y a 13 fejl

nyakainak szdmat. Ekkor 9x + 13y = 777, ahol z,y € N.

Nyilvan 13y < 777, amibsl y < [ 75 ] = 59. Tehat 0 < y < 59.

13y = 777 — 9z = 3(259 — 3z). Mivel 3| 3(259 — 3x), ezért 3|13y, vagyis
(13,3) = 1 miatt 3 | y.

259 nem oszthat6 3-mal, ezért 9 nem osztdja 3(259 — 3x)-nek, és igy 13y-nak
sem, ezért y-nak sem. Vagyis y csak 9%k + 3 vagy 9k + 6 alaku lehet.

1. eset: y =9k +3 <59, azaz 0 < k < 6.
9z 4+ 13(9k +3) =777, 9x+13-9k =738, x4+ 13k =82, = =82— 13k.

Ez minden 0 < k < 6 esetén pozitiv szam.

fgy a 9 fejil és 13 fejii nyakakra vonatkoz6 lehetséges (z;y) szdmpérok:
(82;3), (69;12), (56;21), (43;30), (30;39), (17;48) és (4;57).
2. eset: y =91+ 6 <59, azaz 0 <[ < 5.
92 +13(91+6) =777, 9x+ 13-9] = 699.
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A bal oldal oszthaté 9-cel, a jobb oldal viszont nem, ez ellentmondads, igy ez az eset
nem ad megoldast.

Tehat 6sszesen hét kiillonbozo 777 fejl sarkany létezik.

Katay Tamds (Debrecen, Fazekas M. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Legyen a 9-feji nyakak szdma a, a 13-fejii nyakak szama b.
Ekkor teljesiil a kovetkezd Osszefiiggés: 9a + 13b = 777, amibol

777 — 13b 3 4b
s L T N
@ 9 Ty

Az a és b értéke akkor megfelels, ha mindkét oldal egész szam és pozitiv; ebbdl

egyelére csak az el6bbi kovetelménnyel foglalkozunk. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
b is és 3_T4b = x is egész, azaz 4b+ 9x = 3, vagyis b = 3_49"” = 21+ 3TT” Ez akkor
és csak akkor egész, ha tetszbleges y egésszel 3 — x = 4y, vagyis x = 3 — 4y. Ez azt

jelenti, hogy

b=-2B3—4dy)+y=—6+9 és a=86—(—6+9y)+ (3—4y) = 95— 13y.

Sziikséges még, hogy a és b egyike se legyen negativ: a = 95 — 13y > 0, azaz y < 7,
valamint b= -6+ 9y > 0, vagyis y > 1. Igy y = 1,2,3,4,5,6,7 lehet, tehat 7 kii-
16nboz8 értékpar adddott (a;b)-re, ennyi kiilonbozé 777 fejli sarkdny van.

214 dolgozat érkezett. 3 pontos 115, 2 pontos 51, 1 pontos 46, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4677. Igazoljuk, hogy ha az ABC D tetraéder egyenld oldali (azaz szemkozti
élei egyenld hossziak), akkor a D-bdl indulé magassigvonal talppontja rajta van
az ABC' hdromszidg Euler-egyenesén.

(6 pont) Javasolta: Szabd Csaba (Budapest)

I. megoldés. A megoldds kulcsa az a tény, hogy egy egyenld oldali tetraéder
kortilirt gombjének K kozéppontja egybeesik a tetraéder S silypontjaval.

Tekintsiik az egyenlé oldald tetraéderiink AB;C' D1 Ay BCy D bennfoglalé pa-
ralelepipedonjét (1. dbra). Mivel a szemkozti paralelogrammalapok nem megfeleld

1. dbra
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atléi egyenldk, ezért minden lapja téglalap, vagyis igazabdl téglatestet adtunk meg.
Ekkor K éppen a téglatest koré irt gomb kozéppontja, hisz ez a gomb A, B, C,
D-t tartalmazza. Tovabbd S az AC oldal F felez6pontjat (AB;C D kozéppontjét)
és a BD oldal G felez8pontjét (A3 BCy D kozéppontjdt) osszekotd szakasz felezd-
pontja. Mindkettd definicié a téglatest kozéppontjat adja meg, ezért K = S.

Legyen Sy az ABC' haromszog silypontja. A tetraéder geometridgjabdl ismert,
hogy S a DSy sulyvonal Sp-hoz kozelebbi negyedelépontja. Legyen Kmeréleges
vetiilete az ABC sikra K, akkor az

AKoK, BK K, CKoK

haromszogek egybevigdak, hiszen derékszogli haromszogek, melyeknek dtfogdja (r)
és KoK befogbja megegyezik, emiatt

KoA = KoB = K,C,

vagyis K¢y az ABC héromszog koré irt kor kézéppontja (2. dbra).

2. dbra 3. dbra

Tekintsiik az Sy kozépponti 4-szeres nagyitast. Ezzel a transzformaciéval, mint
tudjuk, S képe D lesz, s ekozben Ky (az S = K pont vetiilete az ABC' sikon)
a D pont vetiiletébe, Dg-ba képzddik (3. dbra).

Ezzel megkaptuk, hogy a D pont merdleges vetiilete, vagyis a tetraéder D-bol
indulé magassaganak talppontja az ABC héaromszog SoKy Euler-vonalara illeszke-
dik.

Megjegyzés. A feladat kitlizése, igy a megoldds is feltételezi, hogy az ABC héirom-
szognek van Euler-vonala, azaz Sy # Ko. Ismert, hogy ez pontosan akkor all fenn, ha ABC
haromszdg nem szabdlyos. Vagyis a feladat allitdsa és a bizonyitas csakis nem szabalyos,
egyenld oldali tetraéderekre érvényes. (Szabdlyos tetraéderben D vetiilete ABC-re éppen

S(): Ko.)
Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn. és Alt. Isk., 10. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Jelsljiikk az ABC
haromszog magassagpontjat M-mel,
a koréirt korének kozéppontjat O-val,
és a D-bol indulé magassiag talp-
pontjat D’-vel (4. dbra). Tiikrozzik
C-t az AB szakasz ABC sikban
1évé felezé merdleges egyenesére, ami
athalad az O ponton, a tiikorképe le-
gyen C'. A tiikrozés miatt AC = BC'
és BC = AC'. A tetraéder egyenls
oldalu, ezért AC = BD és BC = AD.
Ekkor AC' = AD és BC' = BD, ezért
az ABDA =2 ABC'A, vagyis D és C'
rajta van az AB szakaszra és ABC sikra
merSleges C' DE sikon. Ebben a sikban fut a tetraéder DD’ magassiga, ezért D’
rajta van a C'E egyenesen, ami az ABC héromszog C M magassiganak O pontra
vett tiikérképe. Hasonléan beldthaté, hogy D’ pont rajta van az ABC haromszog
tobbi magassdgdnak O-ra valé tiikorképén is, ezért a D’ pont M tiikérképe O-ra.
M és O rajta van az Euler-egyenesen, ezért D' is.

Gdspdr Attila (Miskolc, Foldes F. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

4. dabra

34 dolgozat érkezett. 6 pontos 29, 5 pontos 2, 4 pontos 2, 2 pontos 1 dolgozat.

A C pontversenyben kititizott gyakorlatok
(1294-1300.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1294. Fejezziik ki a % tortet % +1 alakban, ahol m és n pozitiv egész

, n
szamok.

C. 1295. Az ABC D négyszog C és D csicsanal levd szog megegyezik, tovabba
az A és B cstcsndl levd belsé szogfelezok E metszéspontja a C'D oldalra esik.
Bizonyitsuk be, hogy F felezi a C'D oldalt.

Feladatok mindenkinek

C. 1296. Mekkorak annak a hegyesszogii egyenloszari haromszognek a szogei,
melynek stulypontjit az egyik magassag talppontjara tiikrozve a tiikorkép a harom-
sz0g alapjanak egyenesére esik?
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C. 1297. Egy cirkuszban a 6 attrakcié az oroszldn és az elefant mutatvénya.
Az allatok szeszélyessége miatt azonban nem mindig valdsithaté meg ez a két
produkcid. Az oroszlan az el6addsok % részében 1ép porondra, mig az elefant csak

% részében. Szerencsés cirkusz 1évén, az el6addsok 99%-dban legalabb az egyik allat
szerepel. Mekkora valészintiséggel lathatjuk mindkét allatot egy miisoron?

C. 1298. A mellékelt dbra egy parkot
szemléltet, ahol a szakaszok mutatjak az Gs-
vényeket. Hanyféleképpen juthatunk el a be-
Bejérat jarattol a kijaratig, ha minden dsvényen leg-
feljebb egyszer mehetiink végig, és az Osvé-
nyekrél nem térhetiink le?

Kijdrat

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1299. Oldjuk meg az z* + (1 —3b)z* + (3b* +2b—6)z —b> +b* —6b+9 =0
egyenletet, ha z — b > 0.

C. 1300. Egy konvex négyszog oldalainak hossza sorban v/a, vVa + 3, vVa + 2
és V2a + 5, mindkét atldja v2a + 5 hosszi. Hatarozzuk meg a négyszog legnagyobb
SzOgét.

Bekiildési hatarid6: 2015. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(4714-4722.)

B. 4714. Adott a sikon 2015 pont. Mutassuk meg, hogy ha koziiliik barmely
négy egy konvex négyszog négy csicsa, akkor a pontok egy konvex 2015-szog
csucsai.

(4 pont)

B. 4715. Adjuk meg az Osszes pozitiv egész szamokbdl 4ll6 (a,b) szdmpért,
amelyre a®) = po teljestil.
(5 pont)

B. 4716. Az ABCDE szabdlyos 6tszogh6l kivagtuk az AB és AFE élek éltal

meghatdrozott ABF E rombuszt. Hatarozzuk meg a megmaradé BCDEF konkéav
otszoglemez stulypontjat.

(3 pont) Javasolta: Dombi Péter (Pécs)
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B. 4717. Oldjuk meg az

1

1—xz| =22 —57—2vx — 55+
| | T — 54 — 2v/x — 55

egyenletet.
(4 pont) Javasolta: Biré Bdlint (Eger)

B. 4718. Az ABCDA'B'C'D’ kocka B'C’ élének felezépontja E, C' D’ élének
felez6pontja pedig F. Az AEF sik két részre osztja a kockat. Hatarozzuk meg a két
rész térfogatanak aranyéat.

(5 pont)

B. 4719. Bizonyitsuk be, hogy barmely a > b pozitiv egész szamokra teljesiil,

hogy !
2 2 <;>(Z:;)=<a+1><‘;).

(5 pont) Javasolta: Porupsdnszki Istvdn
(Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 12. évf.)

B. 4720. Legyenek a és n olyan pozitiv egészek, amelyekre a” — 1 | n. Bizo-

nyitsuk be, hogy az a + 1, a® + 2, ..., a" + n szémok mind kiilsnb6z6 maradékot
adnak n-nel osztva.
(6 pont)

B. 4721. A k kor érinti az ABC egyenld szart hdromszog AB és AC szérait,
a BC alapjat pedig K-ban és L-ben metszi. Az AK szakasz a k kort masodszor
az M pontban metszi. A K pont B-re, illetve C-re vonatkozé titkérképe rendre
P és Q. Igazoljuk, hogy k érinti a PM(@Q haromszog koré irt kort.

(6 pont)

B. 4722. Egy n-elemii halmaz minden permutaciéjat kiszineztiik a piros, fehér
és z0ld szinek valamelyikével. Jelolje Nppz azt, hogy hanyféleképpen lehet egymas
utan egy piros, majd egy fehér, végiil egy zold permutaciét végrehajtani dgy, hogy
végiill minden elem a helyére keriiljon vissza. Hasonldan, jelolje Nzpp azt, hogy
hényféleképpen lehet egymas utan egy zold, egy fehér, végiil egy piros permutaciét
végrehajtani ugy, hogy végiil minden elem a helyére keriiljon vissza. Mutassuk meg,
hogy Nprz = Nzpp.

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2015. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(644-646.)

A. 644. Legyen f(x,y) kétvéltozds, egész egyiitthatés polinom, ami sem x-,
sem y-irdnyban nem konstans. Mutassuk meg, hogy

o2 0D 2 4

Erdélyi Tamdas (College Station, Texas) dtletébél

A. 645. Létezik-e végtelen sok (nem feltétleniil konvex) 2015-sz6g a sikon gy,
hogy koziilitkk barmely haromnak van kézos belsé pontja, de semelyik négynek nincs
kozos belsé pontja?

A. 646. Pamacs és Cézar a kovetkezd jatékot jatssza. ElGszor Pamacs két
csontot elds a téglalap alaki kert sarkaiban. Osszesen 45 cm mélyre ashat, te-
hét a két csontot vagy kiilonb6z6 sarokba rejti, és a mélységeik Osszege legfeljebb
45 cm, vagy pedig egy helyre, és mindkét csontnak legfeljebb 45 cm mélyen kell
lennie. A foldet gondosan elsimitja, igy nem lehet rdnézésre megallapitani, hogy
mely sarkokba rejthette el a csontokat. Cézar ezek utan godroket ashat ki, melyek
mélységének Osszege Osszesen 1 m. Cézar célja az, hogy minél nagyobb eséllyel meg-
taldlja mindkét csontot, Pamacs célja pedig az, hogy minél nagyobb valdszin{iséggel
megtarthassa maganak legaldbb az egyiket.

(a) Mutassuk meg, hogy Pamacs iigyesen jatszva elérheti, hogy 1/2-nél na-
gyobb valdsziniiséggel rejtve maradjon legalabb az egyik csontja, fiiggetleniil Cézar
stratégiajatol.

(b) Ha mindkét kutya optimélisan jatszik, Pamacs mekkora eséllyel jar sikerrel?

Javasolta: Csdka Endre (Warwick)

*

Bekiildési hatarid6: 2015. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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Informatikabdl kittizott feladatok

I. 376. A keresztrejtvényfejtés széles korben elterjedt népszeri jaték. Sok
valtozatat fejlesztették ki. A hagyoményos valtozatban a szavak elvdlasztasdra
fekete mez6k szolgdlnak. A megfejtésekkel az iires mezok vizszintesen balrdl jobbra,
illetve fliggblegesen feliilrdl lefelé tolthetOk ki. A mezdk szamozdsa a bal felsd
sarokbdl indul, ahol a vizszintes vagy fiiggéleges megoldas szava kezdddik. Minden
olyan mez6 szamot kap, ahol vizszintesen vagy fliggblegesen megfejtés kezdodik.
A feladatban szereplé keresztrejtvények egybetiis szavakat nem tartalmaznak. Ha
egy mez0 vizszintes és fliggbleges szd elsé betlijét is tartalmazza, akkor csak egy
szamot kap.

Keresztrejtvény haldja és szamozasa:

abcdef gh i j

© 00 N O G & W N =
© 00 N O O B W N =

—
o
=
o

A feladatok megoldasanak teszteléséhez rendelkezésiinkre all egy, a honlapunk-
ol letolthetd halo. txt fajl, amelyben egy N x M (5 < N, M < 15) méretii kereszt-
rejtvény haldja van leirva. Az dllomény elsé sordban N és M értéke szerepel szé-
kozzel elvéalasztva, majd a kovetkezé N sor a mezdk dllapotat tartalmazza. A fekete

mezoket 7, az iireseket ,,.” karakter abrazolja.
Példa halo.txt fajl
4 5
S
I
I
A

Készitsiink programot 1376 néven, amely az aldbbi problémaéakat oldja meg:
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Minden képernyore irdst igénylo részfeladat megoldasa el6tt irjuk ki a feladat
sorszamat. Ha a felhasznédl6tol kériink be adatot, jelenitsiik meg a képerny6n, hogy
milyen értéket varunk (példdul a 4. feladat esetén: ,4. feladat - Adjunk meg egy
mez6t: 7). Az ékezetmentes kiirds is elfogadott.

1. Olvassuk be a halo.txt allomanyban talalt adatokat, és azok felhasznaldsaval
oldjuk meg a kovetkezd feladatokat.

2. frjuk ki a képernyore, hogy a keresztrejtvény haldjdban hény fekete és hany
iires mez6 van.

3. Hatarozzuk meg azt a sort, illetve azt az oszlopot, amelyben a legtobb fekete
mez6 van. Ha tobb ilyen van, akkor a legkisebb sorszamut irassuk ki a képer-
nyore.

4. Kérjiik be a felhaszndl6tdl a keresztrejtvény egy mezdjének koordindtéjét (pél-
d4ul: 10h) és irjuk ki, hogy be kell-e majd szdmozni.

5. frjuk ki a képernyére, hogy a keresztrejtvény héldjdban vizszintesen hany
2,3,...,10 betfis sz6 helyezheto el.

6. A szabalyoknak megfelelden szamozzuk be a keresztrejtvény mez6it és irjuk
az eredményt a szamozott.txt dllomanyba. A mezdk tartalmét 3 karakternyi
helyre irjuk ki.

7. Irassuk ki, hogy a keresztrejtvénybe irandé szavakhoz hany vizszintes és hany
fliggbleges meghatarozés tartozik.

Példa szamozott.txt f4jl
1 f 2
f 3 f
f £f 4 5
6 f

Bekiildend6é a program forrdskédja (i376.pas, i376.cpp, ...), valamint
a program rovid dokumentéaciéja (i376.txt, i376.pdf, ...), amely tartalmazza
a megoldas lefrasat, és megadja, hogy a forrasiallomany melyik fejleszté kornyezet-
ben fordithaté.

I. 377. Az oktatas.hu portdl évrol évre megjeleniti a tantéargyi OKTV donték
eredményét:
http://www.oktatas.hu/kozneveles/tanulmanyi_versenyek/
oktv_kereteben/dijazottak_eredmenyek

Az eredménylistdt PDF formdtumi dokumentumként adjdk meg tantdrgyanként.
A formatum moédot ad ugyan arra, hogy egyszerii széveges keresést végezziink, de
Osszetett keresést vagy statisztikai feldolgozast nem tdmogat.

A portdl {izemeltet6itél azt a feladatot kaptuk, hogy tervezziink adatbazist
az eredmények tarolasara és tervezziik meg azt a folyamatot, amely sordn az adatok
atvihetOk a fdjlokbol az adatbazisba. Teszt céllal az informatika targy alkalmazéi
kategoriaja utolsé 6t évének adatait kell a megtervezett adatbazisba betoltentink.
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A megoldéashoz csak a fenti cimen elérheté fajlokat hasznalhatjuk. A sziik-
séges konverzids 1épésekhez tetszoleges — lehetbleg ingyenes — programot igénybe
vehetiink.

Az iizemeltetSk kikototték, hogy az adatbazist a Microsoft Access alapértelme-
zett formatuméaban vagy MySQL dump fajlként kell leadni, mivel a hétkdznapokban
ezeket az eszkozoket hasznaljak.

Bekiildendd egy tomoritett allomdnyban (i377.zip) a megoldds lefrdsa
(1377 .pdf) és az adatbdzis (1377 .accdb, i377.sql). A leirds tartalmazza az adat-
bézis modelljét (a tabldk kapcsolatdt) kifejezd képet, a haszndlt adatbézis-kezeld
nevét és verzidjat, valamint a PDF fajlok feldolgozasanak reprodukélhatoé folyama-
tat, a kozben felvet6dé technikai vagy tartalmi jellegii problémékat és azok megol-
dasat is.

1. 378. Adott egy N x M pixelbdl 4116 fekete-fehér kép, amelyet tablazatos el-
rendezésben 0 és 1 szamokkal irunk le. Egy ilyen képet akkor tekintiink szépnek, ha
az élszomszédos mez6k koziil minél tobb azonos. Célunk az eredeti kép szebbé ala-
kitdsa bizonyos pixelek értékének megcserélésével. Egy képpont cseréje @ forintba
keriil. Az atalakitott kép szépségét tigy vessziik figyelembe, hogy minden élszom-
szédos, kiilonb6z6 szinii pixelpar tovabbi P forint ,koltséget” jelent. Keressiik meg
néhany adott képre azt az atalakitast, amely mellett a lehetd legkisebb a P + Q
koltség.

Programot nem kell bekiildeni, egyediil a harom, honlapunkrél letoltheto
(in.1, in.2, in.3) képre kell hdrom kimenetet adni (out.1, out.2, out.3). A be-
menet els6 soraban négy egész szam &all: N, M, P, Q — a tablazat sorainak, osz-
lopainak szama, illetve a két koltséget leiré paraméter. Ezutan N sor kévetkezik,
mindegyikben M karakter: a fénykép. A kimenet szintén egy N x M-es tédblazat
a bemenethez hasonlé formaban. A feladatra nem feltétleniil kell optimélis meg-
oldédst adni, mivel a feladat bekiild6i egymassal versenyeznek: az kap 10 pontot,
akinek a harom bemenetre Osszesen a legkisebb a P + @ koltség, a tobbiek ardanyo-
san kevesebbet. Példaul a kdvetkez6 kép esetén: 4 423

1101
1010
1100
1010

egy lehetséges (nem feltétleniil optimadlis) dtalakitds: 1111
1110
1100
1110
Itt 6 -2+ 3 -3 = 21 forint a koltség.
Bekiildendd a harom &dtalakitott fénykép egy toémoritett (1378.zip) dllomény-
ban.

A feladatok megolddsai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetSk fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2015. junius 10.
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S. 99. Egy M (1 < M < 100000, M egész szam) hosszu falon N (1 < N <
< 5000) repedés keletkezett. Az egyszeriiség kedvéért a repedéseket mint pontokat
képzeljiik el a falon, helyiiket a fal egyik végétdl valamilyen x (1 < x < M, egész)
koordinatak adjak meg. Célunk az, hogy lefessiik a fal minden repedését. Ugy fes-
tiink, hogy kinyitunk egy w feliratii doboz festéket, amely pontosan w hosszu falrész
festésére alkalmas, majd a tartalmaval lefestiink egy xg és x; koordinatdkkal ha-
tarolt falrészt (w = xq — 2o + 1). A kivédlasztott tartoményon beliil természetesen
lefestjiik az ép falrészeket is — akar tobbszor is. Addig nyitunk ki djabb festékesdo-
bozt és festiink, amig minden repedést el nem tiintettiink. A festéshez minden w
(1 < w < M) egész szdmra pontosan egy w felirati, és ismert b; arti doboz festék
all rendelkezésre. Egy hosszabb festés nem feltétleniil dragabb, mint egy révidebb,
sOt egy nagyobb doboz festék ara lehet egy kisebb doboz festék draval egyenld, vagy
annal kisebb is. Fessiik le a lehet6 legolcsébban az 6sszes repedést a falon.

A program olvassa be a standard input elsé sordbdl N-et és M-et, majd a ko-
vetkez6 N sorbdl az a; egészeket, azaz a repedések helyét. A kdvetkezé M sorban
rendre az egyes hosszokhoz tartozé festékes dobozok b; ara szerepel. frjuk a stan-
dard output elsé sordba a minimalis pénzt, amennyibdl a festés megoldhat6. Hely-
takarékossag miatt a bemenetben az N, illetve az M sorban 1évé szdmokat / jellel
elvalasztva egy sorba irtuk.

Példa bemenet: Példa kimenet:
6 12 9
1/2/11/8/ 4/ 12
2/3/4/4/8/9/ 15/ 16/ 17 / 18 / 19 / 19

Magyarazat: ha vesziink egy 4, egy 1 és egy 2 felirati vodrot, akkor azokkal
pont le tudjuk festeni az Gsszes repedést. Az ar: 4 +2+3 =09.

Pontozdas és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét to-
moren, de érthetden leiré dokumentacié 1 pontot ér. A programra akkor kaphato
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futasidokorlaton beliil.

Bekiildend6 egy tomoritett s99.zip alloményban a program forrdskddja
(s99.pas, s99.cpp, ... ) az .exe és mds, a fordité dltal generdlt dllomdnyok nélkiil,
valamint a program révid dokumentdciéja (s99.txt, s99.pdf, ...), amely a fenti-
eken til megadja, hogy a forras mely fejlesztéi kornyezetben fordithato.

*

A feladatok megolddsai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2015. junius 10.

*
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Egy kreativ fizikatanar emlékére

Dr. Szombathy Miklés
1940. 06. 09.—-2014. 07. 25.

Marciusi szamunkban emlékeztiink meg Bakonyi Gaborrdl, a KéMaL fizika
rovatdnak immar 6t éve elhunyt feladatkitiiz6jérél. Most egy mésik kollégara emlé-
keziink, aki ugyan csak tavaly halt meg, de az 6 haldlardl is csak nemrég értesiiltiink,
ezért még halala utan is gy kozoltiink tole feladatokat, mintha életben lenne. Szim-
bolikusan, szellemében persze kozottiink él ma is, s még egy ideig veliink is marad:
az altala kigondolt feladatok 6rzik meg mindnydjunk szaméra Szombathy Miklds
(1940—-2014) kreativ személyiségét. Eletének f6bb eseményeit, lelkes fizikatanari te-
vékenységét felesége jovoltabdl idézziik fel az aldbbiakban.

*

Szombathy Miklés Szikszdén sziiletett, pedagogus csalddban. Edesapja a jasz-
berényi tanitoképzé matematika-fizika szakos tanara volt, igy ¢ is itt jart iskolaba,
s a Lehel vezér Gimnaziumban érettségizett 1958-ban. Tehetsége és kedve is volt
a tandri palydhoz, ezért akarcsak annak idején édesapja, 6 is Szegedre jelentkezett
egyetemre. Négy sikeresen elvégzett év utdn megndsiilt, feleségével Egerbe koltoz-
tek. Az Egerhez kozelebb 1évé Debrecenben fejezte be egyetemi tanulmanyait, itt
szerezte meg matematika-fizika szakos kozépiskolai tandri oklevelét.

1963-t4l tanitott az egri Gardonyi Géza Gimnaziumban, ahol hamarosan a fizi-
kai munkakozosség vezetdje lett. Feltjitotta a fizikai eléadot, bovitette, fejlesztette
a fizikai szertarat. Az iskola sok didkja vett részt sikeresen a KoMal fizika pontver-
senyén és kisérleti palydzatain. A legsikeresebb Abrahdm Tibor volt, aki bekeriilt
a diakolimpiai csapatba, majd els6s fizikus koraban Vladar Karollyal holtverseny-
ben I. dijas lett az E6tvos-versenyen.

Az egri féiskola tanaraval, Patké Gyorggyel megyei fizika szakkort szerveztek
és iranyitottak éveken at. Az 1970-ben Egerben rendezett IUPAP kongresszuson,
melyre t6bb mint harom évtizedes elzartsdg utan eldszor engedték ki a Szovjetuni-
6bdl Pjotr Kapica fizikust, Szombathy Miklés a Matrai Tibor elndkletével miik6dé
kiallitasi bizottsag tagja volt.

Els6, még Szegeden kotott hézassidganak felbomldsa utdn djranésiilt és Nyir-
egyhéazan kezdett 1j életet, az ottani féiskolan lett a fizika tanszék oktatdja el6bb
adjunktusi, majd docensi beosztdsban. 1984-ben tett természettudomanyi doktori
szigorlatot. Egyetemi, féiskolai el6készit6 tanfolyamokat tartott fizikabol, és minden
évben vallalt érettségi elntkséget, hogy maradjon kapcsolata a kozoktatassal. Ezt
a kapcsolatot erdsitette az is, hogy masodik hazassagabol sziiletett két gyermeké-
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nek tanulményait kisérhette figyelemmel. Lanya a K6MalL sikeres feladatmegolddja
lett, késébb informatikusként végzett az egyetemen. Fiabdl villamosmérnok lett.

A 80-as évek végén csaladi okbdl visszatértek Egerbe, itt 1991-ben sikerrel pa-
lyazta meg az egyik belvarosi altalanos iskola igazgatdi allasat. Tizéves igazgatoi
miitkédése soran nagy figyelmet forditott az dltalanos iskolai természettudomanyos
oktatds fejlesztésére. Megyei versenyeket szervezett, emelt szintli természettudoma-
nyos osztalyokat inditott az iskoldban. Nyugdijas kordban visszatért a kozépiskolai
fizikdhoz: a megyei Matrai Tibor fizikaverseny feladatait dllitotta 6ssze: kiilon-kiilon
feladatsort minden évfolyam szdmara. Ezekbdl a feladatokbdl valogatott a KoMal
fizika szerkesztOsége 2007-t61 kezdve.

Szombathy Miklosnak mindkét hazassdgabdl két-két gyermeke sziiletett, uno-
kai koziil a legidésebb mér orvos, a legkisebb pedig még csak egy éves. Nagyon
szerette a természetet, a gyalogturazast, otthon pedig az olvasast és a komolyzene
hallgatast. 74 éves kordaban ragadta el a kegyetlen betegség, amely ellen méltosag-
gal és kitartassal kiizdott. Csaladja, baratai, kollégéi és tanitvanyai 6rzik emlékét
szeretettel.

R. Gy.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4653. Egy tokéletesen sima feliletd, rdogzi-
tett gomb legmagasabban levd pontjan egy kisméretd
(tomegpontnak tekinthetd) test van. Ha ezt a testet
az egyensilyi helyzetébdl egy kicsit kitéritjik, akkor
az eqy ideig surlodds nélkil csiuszik a gomb feliletén,
majd onnan levdlva leesik.

a) Mekkora s utat tesz meg a test a gombin
csuszva az elvdlas pillanatdig?

b) A gomb fiiggdleges datmérdjétdl szamitva mekkora L tdvolsdgban esik a test
a vizszintes alapra?

A gomb sugara R = 1,5 m.

(4 pont) Cornides Istvdn matematika—fizika verseny, Révkomédrom (Szlovékia)
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Megoldas. Amikor a test még csuszik
a gomb feliiletén, akkor a testre haté erék (a test
stulya, valamint a rogzitett gomb altal kifejtett
tartéerd) ereddjének sugdr irdnyd Osszetevije
biztositja a kormozgashoz sziikséges centripeté-
lis er6t. A test akkor valik el a feliilettdl, amikor
a gbmb mar éppen nem fejt ki erét a testre. Le-
gyen az elvéalas pillanatdban a test sebessége v,
a helyzetét pedig az dbrdn lathatd a szoggel jel-
lemezhetjiik.

A mozgésegyenlet:
02
m— = mgcos a,

R

tovabba az energiamegmaradas torvénye alapjan fennall:

1
vag =mgR(1 — cos ).

A fenti két egyenletbdl a szog és a sebesség kiszamithato:
2 o .,
cosa = 3 a = 48,2° = 0,84 radian,

tehat az elvalas pillanatdig megtett ut:

s = Ra=1,26 m,

/2
=1/= Rg.
v 5 1t

Bontsuk fel a test sebességét vizszintes v, és fliggbleges v, komponensekre!
(Az x tengelyt jobbra, az y tengelyt pedig lefelé iranyitjuk.) A feliilett6l vald elvalas

pillanataban
8 /10
Uy =VCOSQ = 2—7Rg7 vy = vsina = ERg.

A mozgéds tovabbi szakaszdban a test vizszintes irdnyd mozgasa egyenletes
mozgds, tehat ha a levegOben toltott ido ¢, a test vizszintes irdnyi elmozdulasa:
d = v,t.

A fiiggbleges iranyt mozgds egyenletesen gyorsulé mozgdas, melynek kezdése-
bessége vy, legnagyobb sebessége pedig (a mechanikai energiamegmaradas tétele

illetve:

szerint):
max 10 Rg
v, =1/ (vy)? + 29Ay = \/27Rg+2R(1+cosa)g:10 77
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Mivel a fiiggéleges irdnyd mozgas egyenletesen valtozé mozgas, a foldet érés ideje

igy is kiszamithaté:
pmax _ o Rg
t=-2L—— =4/=(10 — v10),
J \ 57 ( )

ahonnan a test vizszintes iranyu elmozduldsa az elvalas pillanatatol a foldet érésig:

d = vt = \2/—5(10— VI0)R = 0,716 R.

A Kkeresett L tavolsidg a fentebb kiszamitott d és a gombfeliileten tortént
elmozdulés vizszintes vetiiletének Gsszege:

L=d+ Rsina = %(4\/§+ VB)R = 1,46R = 2,19 m.

Megjegyzés. A feladatban szereplé s és L tavolsdgok sem a test tomegétsl, sem
a nehézségi gyorsulastél nem fiiggnek, igy akar a Holdon is érvényesek lennének.

Ivdn Baldzs (Fony6d, Métyas Kirdly Gimn. 10. évf.) és
Marosvdri Kristéf (Fonyéd, Keszthely, Vajda J. Gimn. 12. évf.)
dolgozata alapjan

106 dolgozat érkezett. Helyes 73 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 14, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibds 7, nem értékelhet6 1 dolgozat.

P. 4667. Szabdlyos tetraéder csucspontjaiban azonos eldjelii és egyardnt
Q nagysdgu ponttoltések helyezkednek el. Mekkora nagysdgu, ellentétes eldjeli; pont-
toltést kell elhelyezni a tetraéder kozepén, hogy a tioltésekre hato eredd elektroszta-
tikus erd zérus leqgyen? Mekkora a toltésrendszer kélcsonhatdsi energidja?

(5 pont) Kozli: Tornyos Tiwvadar Eérs, Budapest

Megoldas. Jeloljiik a szabalyos tetraéder kozéppontjaba helyezett ponttoltés
nagysdgdt Q'-vel. Ez a toltés (az elrendezés szimmetridja miatt) nyilvdn egyen-
silyban van. A tobbi t6ltés egyensilydnak vizsgdlatdhoz (ismét a szimmetridra
hivatkozva) elegendd az egyik kivédlasztott csicspontban elhelyezkedd toltésre hatd
elektrosztatikus erok eredéjét kiszamitanunk, és annak eltlinését megkovetelniink.

Ha a szabdlyos tetraéder oldalélének hosszdt a-val jeloljitk (1. dbra), akkor
az oldallapjainak magassaga

V3

a,

:T:
m R 5

az oldallap stilypontjanak és az egyik csticsanak tavolsaga pedig

-5 _ 2 V3
AP=-m= —a.
3 3
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Eszerint a tetraéder magassaga

— 2\ \F
= = 2 _ —_ = —
M =DP a (3m) 3a.

Az AO = OD feltételbél megkaphaté, hogy a tetraéder kézéppontja a magassig-
vonal negyedénél taldlhato, vagyis a tetraéder kézéppontjanak és az egyik csiicsanak

tavolsaga
— 3 3
bo=3M= \/; “

az 1. abran lathaté o szogre pedig fennall:

M \/5
cosa=— =4/ -.
a 3

1. dbra 2. abra

Az egyik csicspontban 16v6é @) nagysdgu toltésre barmelyik maésik cstcsnél
talalhaté toltés

2
F:kQ—Z
a

nagysagu taszitéerét fejt ki. A hdrom mésik cstics toltései dltal kifejtett erd ereddje
a szimmetria miatt a tetraéder kézéppontjaval ellentétes iranyba mutato és

2
F* 3Fcosa3kQ\/§
a2 V3

nagysagu (2. dbra). Ugyanilyen irdnyud és

/ QQ" _ 8k Q'
Sy

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/5 301



ﬁ} 2015.5.6 — 13:55 — 302. oldal — 46. lap KoéMalL, 2015. méjus gf

— P

nagysagu vonzéerdt fejt ki a tetraéder kozéppontjiban elhelyezkedd @ nagysagi,
Q-val ellentétes elGjelli toltés.

Az eregyenstily feltétele: F/ = F*, ami
27
"'=4/7=Q~092
Q 3 Q~092Q

A toltésrendszer teljes kolcsonhatdsi energidja a toltésparok megfelelé energi-

ainak Osszege:
2 /
W:6ka—%k£g):k§G@—4¢§Q>

4

esetén teljesiil.

ami @’ fentebb kiszdmitott értékének behelyettesitésével — érdekes médon — nulla-
nak adoédik:
W = kQ—z 6 — 4\/§ T 0
T a 3Vs2)

Megjegyzés. Belathato, hogy bdrmely toltésrendszer elektrosztatikus kolcsonhatési
energidja nulla, ha a rendszer elemei (elektrosztatikus eréhatdsok szempontjabdl) egyen-
sulyban vannak. Ilyen esetben ugyanis a rendszer méreteit — kis lépésben — ardnyosan meg-
novelhetjiik, méghozza gy, hogy ekdzben nem kell munkdt végezniink (hiszen a rendszer
minden elemére haté eredd erd nulla). Ezt a méretnovelést egészen addig folytathatjuk,
ameddig a toltések mar nagyon tévol (,,végtelen” messze) keriilnek egymadstdl, vagyis ami-
kor a kolesonhatési energidjuk nullava valik. Mivel mindezt munkavégzés nélkiil tehetjiik
meg, az energia az eredeti dllapotban is nulla kellett, hogy legyen.

Kortefdi Ddora (Hajduboszormény, Boceskai I. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

80 dolgozat érkezett. Helyes 33 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 19, hidnyos
(1-3 pont) 26, hibas 2 dolgozat.

P. 4672. Egy 1 dm® térfogati témér aluminiumgémbit vékony fondl két dssze
egy 0,5 g/cm? siiriiségti fenydfabdl késziilt gombbel. A gombok teljesen vizbe meriil-
nek és nyugalomban vannak.

a) Mekkora a fagomb térfogata?

b) Mekkora erd fesziti a goimboket dsszekitd fonalat?

(3 pont) Matrai Tibor fizikaverseny, Eger
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Megoldas. a) Mindkét testre a nehézségi erd (G),
a felhajtéer6 (F') és a fonalat feszit erd (K) hat (14sd — .
az dbrdt). Az egész rendszer egyensilydnak feltétele: —

Gea + Gal = Fpy + Far. — N

Az erdk kifejezhetSk a testek térfogatdval és a stiriisé- - —
gével, illetve a viz striségével: =

Via 0ta g + Val oAa19 = Via Oviz g + Va1 Oviz 9, — -

ahonnan a fagomb keresett térfogata: — <>
Al

OAl — Oviz 2,7-1,0 3 3 -
Vig = SAL - Oviz g 207 571 0 dm® = 3,4 dm®. N —
f Oviz — Ofa Al 170 - 075 o o - FAIT

b) A fonalat feszitd erét az egyik gémb (mondjuk T YGa
az aluminiumgomb) egyenstlydnak feltételébdl hatd-
rozhatjuk meg:

Gar = Fal + K,
ahonnan
K = Ga1— Far = (0a1 — 0viz) 9 Va1 = 17 N.
Sallai Krisztina (Mez6kovacshdza, Hunyadi J. Gimn., 10. évf.)
114 dolgozat érkezett. Helyes 78 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 25, hidnyos
(1 pont) 3, hibds 7, nem értékelhetd 1 dolgozat.
P. 4673. Mekkora a hang terjedési sebessége cseppfolyds levegdvel —141 °C-ra
lehditott hidrogéngdzban?
(4 pont) Nagy Béla (1881-1954) feladata

Megoldéas. A gazokban terjed6 hang sebességét a

_ [T
Cc = IQM

Osszefiiggésbil hatdrozhatjuk meg (ahol M a mdéltémeg, R a gézallands, T az ab-
szolit hémérséklet, k pedig a gdzra jellemz6 fajhéhanyados). A hidrogén megadott
és tablazatban megtaldlhaté adataival ez a sebesség T' = 132 K homérsékleten

831-132 m m
= 1420 02 M ggp I
¢ A 000z 5 T80

Ijgy is eljarhatunk, hogy felhasznaljuk a 0 C° = 237 K hémérséklethez tartozd,
tablazatokban fellelheté 1268 m/s-os hangsebesség adatot. Mivel a hangsebesség
(idedlis gdzokban) az abszolit hémérséklet négyzetgyokével ardnyos,

132
¢(132 K) = | 3 - (237 K) = 890 ?
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A kétféle szamitds kicsiny eltérése arra utal, hogy az alkalmazott képleteket
és a behelyettesitett adatokat nem szabad nagyon pontosnak tekinteni; az elmé-
leti szamitasoknak — csakigy, mint a mérési eredményeknek — van valamekkora
Hhibdja”.

Moricz Melinda (Bp., ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.) és
Toth Miklos (Keszthely, Vajda Janos Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

78 dolgozat érkezett. Helyes 48 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 15 dolgozat.

P. 4677. Az abran ldthatd, kénnyen
gordild kiskocsira szerelt a = 30°-o0s lejtd-
hoz érintélegesen R = 20 cm sugari koriv
R keresztmetszetd pdlya csatlakozik. A kis-

L. kocsi és a lejtd Ossztomege M = 0,5 kg.
/ A pdlya mindenhol surléddsmentesnek te-

fol kintheté. A 2R magas lejté tetejére egy
pontszeriinek tekintheté, m = 0,3 kg to-
megt testet helyeziink, majd lokésmente-
sen elengedjiik.

a) Mekkora lesz a kis test és a kiskocsi elmozduldsa, sebessége és gyorsuldsa
abban a pillanatban, amikor a kis test emelkedd mozgdsa sordn a legmagasabbra
keriil, ha a korlejtd kizépponti szoge o = 120°7

b) Mekkora lesz a kis test és a kiskocsi elmozduldsa és sebessége abban a pilla-
natban, amikor a kis test éppen elhagyja a korlejtdt, ha o = 90°7

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. a) ¢ = 120° esetén a korlejté végén a palya éppen fiiggéleges, te-
hat a kis test lerepiilése pillanataban a kiskocsi és a kis test ugyanakkora vizszintes
irdnyu sebességgel mozog. Ez a kdzos sebesség azonban a lendiiletmegmaradas tor-
vénye szerint nulla kell, hogy legyen, hiszen a rendszerre nem hat vizszintes iranyd
kiilso er6, igy a kezdetben nulla lendiilet vizszintes komponense nem valtozhat meg.

A surléddasmentes mozgas miatt a rendszer mechanikai energidja is valtozatlan
marad. A kis test a palyajdnak legmagasabb pontjaban éppen 4ll, és ekkor a kiskocsi
sem mozog, az emelkedési magassig tehdt (a lejté aljatdl szamitva) 2R = 40 cm.
A kis test gyorsuldsa a palya legmagasabb pontjaban nyilvan g = 9,81 m/s? (lefelé),
a kiskocsi gyorsuldsa pedig nulla.

A kis test vizszintes iranyu elmozduldsa a kocsihoz képest

R+R ' 1
01 = R+ Rsinq + T 10C08@ _ SIMAFCOSAF 1 p g6 om,
tg o Sin o

Ha az M tomegi kiskocsi a vizsgalt pillanatig x tavolsaggal mozdul balra, az m t6-
megl kis test vizszintes irdnyu elmozduldsa pedig /1 — = jobbra, akkor az egész
rendszer tomegkozéppontjanak vizszintes irdnyu elmozdulasa a talajhoz képest:

X =Mz —m(l; — x).
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Ez az elmozdulds azonban (a vizszintes irdnyu kiils6 er8k hidnya miatt) nulla,
ahonnan a kocsi, illetve a kis test vizszintes irdnyu elmozdulasa:

M
x:mTM€1:3575cm és El—x:m+M€1:59,1cm.

b) ¢ = 90° esetén a korlejté széle 60°-0s szdget zar be a vizszintessel, és a kis
test elmozdulasa a kocsihoz képest vizszintes iranyban a lejté elhagyasanak pilla-

nataig:
0y = sinacoso€ + cosa + 1R — 920 em.
sin a
Ezalatt a kiskocsi m
e MKQ = 34,5 cm

tavolsaggal mozdul el balra, a kis test vizszintes iranyu elmozdulasa pedig a lere-
piilésének pillanatdig
M
m+ M

ly = 57,5 cm.

Abban a pillanatban, amikor a kis test elhagyja a kiskocsin 1év§ lejtét, legyen
a kocsi sebessége (balra) V, a kis test (talajhoz viszonyitott) sebessége pedig
jobbra v, fliggblegesen felfelé pedig v,. A vizszintes iranyu lendiilet megmaradésa
miatt
MV —mv, =0 vagyis V:ﬁv .
xr ) M xr
A kis test a kocsthoz képest v, +V vizszintes és v, fiigg6leges sebességgel ren-
delkezik, és ezen sebességek aranyat meghatarozza a korlejté meredeksége a pélya
szélén:

vy +V v+ Vg (1+m>
)

=tga, ahonnan vy = =
Uy tg o tg o

Felirhatjuk még a mechanikai energia megmaradédsidnak torvényét az inditds és
a lejtordl vald lerepiilés pillanatara:

1 1
mg-2R =mgR(1 —sina) + §MV2 + im(vi + vi),
ahonnan V és v, kordbban kifejezett alakjat behelyettesitve végiil a keresett sebes-

ségekre

Ve =080 =, 0, =220 & V=048 2
S S S

adédik.
Olosz Baldzs (Pécs, Babits M. Gimn., 12. évf.)

42 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(1-3 pont) 20, hibas 1 dolgozat.
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P. 4695. Egy 5 dioptrids lencsétol 10 cm-re helyezkedik el

PN /) egy olyan vildgito, 1 cm hosszu izzoszdl, amely merdleges az op-
<\\ ' /,>. tikai tengelyre. A lencse mdasik oldaldn, ugyancsak az optikai
_‘_ tengelyre merdlegesen helyezink el egy, a lencse felé fordulo
b ) n . stktikrot, tole 20 cm-re. Hol, mekkora és milyen dlldsu képei
‘/ ‘\' keletkeznek az izzdszdlnak?
’ \
(4 pont) Szombathy Miklés (1940-2014) feladata

Megoldas. Az 5 dioptrids lencse fékusztdvolsdga 20 cm, igy a lencse egyik
fékuszpontja éppen a tiikor sikjaba esik. A nevezetes sugdrmenetek segitségével
megszerkeszthetjiik, hogy a lencsén dthaladé fénysugarak a T = 1 cm-es izzdszél-
rél a lencse targyoldali fékuszsikjdban (vagyis 20 cm-re a lencsétél) Ky =2 cm
nagysdgu, egyenes &llast, latszélagos képet alkotnak. (Az dbra nem méretardnyos,
a ,fliggbleges” méreteket a jobb dttekinthetdség kedvéért erésen megnyujtottuk.)
Ezt a képet akkor lathatjuk, ha a szemiinkbe csak azok a fénysugarak juthatnak,
amelyek a lencsén mindossze csak egyszer haladnak at és a siktiikrot sem érik el.
Ilyen helyzetet mutat pl. az dbran lathaté Sz;.

A

Szo

SZ1

A lencsén megtoro fénysugarak egy része eléri a siktiikrot és arrol visszaverddik.
Ezek a sugarak a tiikor tulsé oldalan, a tiikortol 40 cm tavolsagban Ko =2 cm
nagysagu, egyenes alldsu, latszolagos képet hoznak létre. Ezt a képet pl. az Szo
helyrdl lathatjuk.

Végill pedig azon fénysugarak, amelyek a tiikorrol visszaverédve masodszor is
athaladnak a lencsén, a lencsét6l 30 cm tévolsdgban |K3| = 1 cm nagysdgu, forditott
allast, valodi képet alkotnak, amely pl. az Szs helyrél ldthato.

Ugyanezeket az eredményeket az

+

~+ | =

1
f
leképezési torvény tobbszori alkalmazasaival is megkaphatjuk. Az elsé leképezés
eredménye a t; = 10 cm és az f = 20 cm adatoknak megfelelGen

t1 f 10 - 20

ky = - - 20
YT T 10-—20™ o

T =
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tavolsagban keletkezo latszélagos kép, amelynek mérete:

(A fenti képletekben ky < 0 a latszélagos képre, K1 > 0 pedig a kép egyenes allasara
utal.)

A lencse 4altal létrehozott (latszolagos) kép és a siktiikor tavolsaga
tQZd—k2:40CHI,

ahol d =10 cm a lencse és a tiikor tavolsagat jeloli. A tiikor az els6 leképezés ered-
ményébol ky = —to = —40 cm-nek megfelelé helyen, vagyis a tiikor tilsé oldalan

hoz létre
k
Ky=-—2K; =2cm
to

nagysagu, egyenes allasu, latszélagos képet. (A siktiikor képalkotdsdnak jellemzéi
a leképezési torvénybdl formédlisan az f — co hatdrdtmenettel kaphaték meg.)

Amennyiben a fénysugarak mésodszor is dthaladnak a lencsén, a kialakuld kép

helye:
t
ey = sf ’
ts—f
ahol t3 = d — ko = 60 cm, igy
60 - 20
ks = 60— 20 cm = 30 cm > 0,
és a kép mérete
k
K3_—t—3K2:—1 cm < 0
3

Az elGjelek azt mutatjék, hogy a harmadik kép valddi és forditott dllasu.
Tobb dolgozat alapjdn

37 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 16, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibds 1 dolgozat.

P. 4699. Fgy o = 30°-0s hajldsszigi lej-
tén két vékony lemez eqy sinpart alkot. A le-
mezek tdvolsdga d = 1,6 cm. A sinpdrra 2 cm
atmérdji golyot helyeziink, és ez csuszds nélkil
legordiil.

a) Mekkora a golyd kozéppontjanak a gyor-
suldsa?

b) 1 nagysdgi surldddsi egyiitthatd esetén milyen meredek lejténél csuszik meg
a golyo?

(5 pont) Vermes Miklds (1905-1990) feladata
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Megoldas. Vizsgaljuk meg a goly6 mozgasat kétféle nézetbol: a sinekkel par-
huzamos irdnybdl (1. dbra), illetve a lejtd esésvonaldra merdleges, vizszintes irdny-
bél (2. dbra). A golydra haté erdk: az mg nehézségi erd, a sineknél hatd, egyenként
N nagysagi nyoméerd és mindkét sinnél S nagysagu sirlédési erd, az abrakon je-
161t irdnyitdsokkal. (Az dbrdkon csak a tovédbbi szamitdsban szerepet jatszé erdket
jeloltiik.)

mg sin «

mgcos o

mgcos o
R
©
N h N
d
1. dbra 2. abra

A goly6 kézéppontjanak gyorsuldsat a-val, a szoggyorsulasat pedig S-val jelolve
a tiszta gordiilés feltétele:
a = hp,

ahol

2
h= R2—<d> =0,6 cm

a goly6 kozéppontjanak tavolsdga a sinek sikjatol.
frjuk fel a golyé mozgasegyenleteit! A lejtére meréleges irdnyban a golyd
tomegkozéppontja nem gyorsul, igy

mgcosa — 2N cos p = 0,

ahol cosp = h/R = 0,6.

A lejt6 esésvonalanak irdnyaban a goly6 mozgasegyenlete:
mgsina — 25 = ma.

A surlédési erdk forgatényomatékot fejtenek ki a © = %mR2 tehetetlenségi
nyomatéku golydra. A forgémozgds alapegyenlete szerint

25h = %mR2B.
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A fenti egyenletekbdl kifejezhetd a tomegkozéppont gyorsuldsa és a kényszer-
erék nagysidga. A feladatban szereplé o = 30°-nal

o= —0 g —0234g~232 =,
S

)

tovabbd (tetszdleges « sz6g esetén)

1
S="9gnal|1- 5 | =0,26mgsina
5\h
és mg cosq
N="Y9 = 0,83 mg cos a.
2 cosy

A goly6 nem csuszik meg, ha teljesiil az S < uN feltétel, vagyis ha (adott
surl6dési egyiitthaté mellett) fennéll, hogy

tga < 3,2 .

Ivdn Baldzs (Fonyéd, Métyas Kirdly Gimn., 10. évf.)

53 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 6, hidnyos
(1-3 pont) 27, hibds 4 dolgozat.

P. 4701. Fiiggdleges sikban mozgo, szigeteld anyagbol készilt karika Py és Ps
pontjihoz Q téltésd, kisméretd golydkat gy, hogy o = 60° (ldsd az dbrat). A karika
B indukcicju, homogén mdgneses mezdben van, amelynek erévonalai merdlegesek
a karika sikjara. A karikdt gy mozgatjuk, hogy az a szigeteld anyagbdl készilt
vizszintes feliileten tisztan gordil, és a kdzéppontjdnak sebessége vg.

a) Mekkora mdgneses erék hatnak az dbrdn X . < X i .
lathatd helyzetben az egyes toltott golydkra? B
b) A karika mely helyzeteiben nincs a mdg- :
neses erék ereddjének forgatonyomatéka a ka-
rika kozéppontjara vonatkoztatva? FEzen hely- .
zetek kozil melyikben gyakorol nagyobb erdt
a mdgneses mezd a karikdra? Mekkora ez .
az erd?
¢) Hatdrozzuk meg a mdgneses erdk hatds- 8
vonalainak metszéspontjdt!
(5 pont) Kézli: Kotek Ldszld, Pécs

I. megoldéas. a) A mégneses térben v sebességgel mozgd, Q toltésii golydra
hato eré a sebességvektorra is és a magneses indukciévektorra is merdleges, nagy-
siga F' = QBwv. (Kihasznéltuk, hogy B és v merdlegesek egymadsra, és az egyértel-
miiség kedvéért feltételezziik, hogy @ > 0.)
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A golydk sebessége az R sugaru ka-
X X X X X rika kézéppontjanak vy nagysagu vizszintes
sebességébdl és a tiszta gordiilés Rw = vy
nagysagu, érinté iranyd sebességébol te-
heté 6ssze (1. dbra). A P, pontban ez
v1 = 2vp nagysagu, a P, pontban pedig
va = V3 (egy szabdlyos hiromszog két-
szeres magassdganak megfelel§) nagysagu
sebességvektort eredményez, igy a kérdéses
erok:

Fl = QBUl = 2QBUQ,

FQ = QBUQ = \/gQB’U().

b) A karika barmely pontjanak sebességvektora két vektor (a haladé moz-
gas és a forgdmozgds keriileti sebességének) dsszegeként 4llithaté eld. A karikdhoz
rogzitett toltott testre haté magneses Lorentz-erét az egyes sebességkomponensek-
hez tartoz6 mégneses erdk vektori 6sszegeként is megkaphatjuk (szuperpozicié-elv).
Tekintsiik a karika azon helyzetét, amelyben a P, ponthoz tartozé sugar ¢ szoget
zar be a fiiggllegessel, a Pj-hez tartozé sugar ehhez képest o szoggel ,lemarad”
(2. dbra). Keressiik ¢ azon értékét (vagy értékeit), amely(ek)nél az eredd er6nek
nincs forgatonyomatéka a karika O kozéppontjara vonatkoztatva.

F
FONA Fy)
1
ko F2(c)
P
P,
a—p @
O
P

2. dbra 8. abra

Az érint6 irdnyu sebességvektorokhoz tartozé F 1(C) és FQ(C) er6k sugar iranyuak
(centralisak), az O pontra vonatkoztatott forgatényomatékuk nulla. A vizszintes
(transzldcids) sebességnek megfelelé Lorentz-erd fiiggleges irdnyu, és a nagysiga
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a karika minden pontjanal ugyanakkora:
F = F{Y = QBuy.

Az erék ereddjének akkor lesz nulla a forgatényomatéka, ha a megfelel6 er6karok
megegyeznek:
k1 = ks, vagyis sin(a — ¢) = sin p.

Ebbdl — trigonometrikus dtalakitdsok utdn — a tg(a/2) = tg ¢ egyenlet kovetkezik,
amelynek megoldasa:
@
2
Mindkét helyzetben a golydk a karika fiigglleges atmérGjére nézve szimmetriku-
san helyezkednek el. Sebességiik nagysiga a ,fels6” helyzetben nagyobb, ilyenkor
az ered6 er6 nagysaga (2 +V3 )QUOB, az ,alsd” szimmetrikus helyzetben pedig
csak (2 — \/g)QvoB.

¢) Tekintsiik a karika azon helyzetét, amelyben a P; pontba huzott sugér ¢ sz6-
get, a P5 ponthoz tartozé sugdr pedig ¢ + « szoget zar be a fiiggblegessel (3. dbra).
Megmutatjuk, hogy a ponttoltésekre haté méagneses er6k hatasvonalainak Ps met-
széspontja tetszdleges  sz0g esetén a karika és a talaj P érintkezési pontjaval esik
egybe. (Az dbréat szdndékosan kicsit eltorzitottuk, nehogy a bizonyitandé allitdst
a helyes dbrardl indoklas nélkiil olvassuk le.)

p=5=30° vagy  =180°+ 2 =210°

Hasznéljuk ki, hogy az egyes ponttoltésekre haté magneses erd két komponense
(a tiszta gordiilés miatt) ugyanakkora, ereddjiik tehét felezi a kozottik 16vé o,
illetve 2y = ¢ 4+ a nagysdgu szoget. Az O Py P, haromszog egyenld szaru, igy

180° — «

= —5—.

A P, P, P; haromszog belsé szogeinek osszegébél
180°—a ¢ 180°—a a4y _ o . o«
—g 54— 5 + 5 + 6 = 180°, vagyis 6_2

adddik. Ezek szerint (a P P; korivhez tartozé kozépponti és keriileti szogek tétele
alapjédn) a P3 pont a karikdn helyezkedik el, méghozza éppen a karika fiiggbleges
atmérdjének alsé végpontjandl, hiszen az O P, P3 haromszog bels6 szogeinek Gssze-
gébdl (kihaszndlva, hogy OPs P1<t = ¢/2):
e+ PO L P52 s,

2 2

tehat
e+ a+p=180°

adddik. Ezzel belattuk, hogy a P3 pont P-vel esik egybe, vagyis a magneses erék
ereddje a karika és a talaj érintkezési pontjan halad at.

Kasza Bence (Budapest, Budai Ciszterci Szent Imre Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldds. A karika mozgdsa minden pillanatban leirhaté a talaj és a ka-
rika érintkezési pontja (a P pont) koriili forgémozgdssal. (Ezen a ponton dtmend és
a karika sfkjara merdleges tengelyt pillanatnyi forgdstengelynek nevezik.) A szogse-
besség nagysaga nem fiigg a tengely vélasztdsatdl, értéke barmely tengely, igy pl.
a karika kozéppontjin atmend tengely koriili forgdsra is w = vo/R.

Jeloljiik a P pontbdl Pj-be és Ps-be
mutaté vektorokat (a karika tetszlleges
helyzeténél) rq-gyel és ro-vel, a P, és Py
pontok kozotti szakasz felez6pontjat pedig
P*-gal (4. dbra). A P* pont a karika O ko-
zéppontjatol R(1+\/§/2) tdvolsdgra he-
lyezkedik el, és a P pontbdl P*-ba mutatd
vektor

% T1 —+ T2
r —=
2
moédon adhaté meg.
A karika w szogsebessége az dbra sik-

jara mer6leges (tehat B-vel parhuzamos)
R w vektor, melynek segitségével a sebességek

4. dbra V= w X T és Vo =W X T,

a megfelel6 Lorentz-erék pedig
F1:Q’U1XB:Q(WX’I"1)XB7 illetve FQZQ'UQXB:Q(LUXTQ)XB.

Kihasznalva, hogy 71 » a karika sikjaban fekvé vektorok, az egyes erdk és az ereddjiik
igy is felirhatd:

Fi=QuwBr, Fy = QuwBrs,
F1+F2:QwB(r1—|—r2):2QwBr*.

a) A feladat kitlizési dbréjan (vagyis a ¢ =0 helyzetben) |ri| =2R és
72| = V3R, igy

|F1| =2QuyB,  illetve  |Fa| = v3QuB.

b) A mégneses er6k ereddjének akkor nincs forgatényomatéka a karika kozép-
pontjara vonatkoztatva, amikor »* dtmegy az O ponton, vagyis amikor r* fiiggéle-
ges irdnyt vektor. Ez két esetben, ¢ = —a/2 = —30°-ndl és p = 7 — /2 = —150°-
nél kovetkezik be. A toltott golydcskdk mindkét helyzetben a fiiggdleges dtmérére
nézve szimmetrikusan helyezkednek el. Az eredd eré nagysiga

|F1 + Fs| = 2QwB|r*| = QBuy(2 £ V3).

A pozitiv eléjel a felsd, a negativ pedig az alsé szimmetrikus helyzetnek felel meg.
Az ered§ erd tehat a felsd helyzetben lesz nagyobb.
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¢) Mivel mind az F'y, mind pedig az F'5 er6 hatdsvonala dthalad a P ponton,
az eredo erd is ezen a ponton halad 4t, erre a pontra vonatkoztatott forgatonyoma-
téka a karika tetszéleges helyzetében nulla.

Oreg Botond (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn. 12. évf.) és
Sal Kristéf (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn. 11. évf.) dolgozata
felhasznalasaval

36 dolgozat érkezett. Helyes 25 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 8, hidnyos (3 pont)
3 dolgozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 351. Mérjiik meg egy elektrolitkondenzator ,atvezetési” ohmos ellenalla-
sét! Mennyire fiigg ez a rakapcsolt fesziiltségtol?

(6 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest
P. 4736. Egy hajo a folyén az egyik hidtdl a mésik hidig halad, majd azonnal

visszaindul. Az oda-vissza thoz hanyszor tobb iddre van sziiksége, mintha alléviz-
ben haladna?

(3 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eérs, Budapest
., P. 4737. Egy iivegprizma egyik lapjara merdlegesen be-
t \'/s esd fénysugar a mésik lapon 45°-o0s torési szogben 1ép ki. Mek-
- ' - . ’” .. re 7 ..
\"’/ kora a prizma torészoge, ha a fény sebessége ebben az iiveghen
| % A 240 000 km/s?
‘:/'-\\' (3 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 4738. Legalabb mekkora sebességgel haladjunk el egy
léckerités mellett, hogy a keritésen merélegesen atsziir6dé nap-
fényt folytonosan lassuk? A lécek szélessége 5 cm, a réseké
10 cm. Az emberi szem az % masodpercnél révidebb ideig
tartd képeket nem képes elkiilonitve érzékelni.

(3 pont) Kozli: Szdsz Krisztian, Budapest

P. 4739. A vildg egy olyan helyén, ahol a gravitdciés gyorsulds pontosan
10 m/s?, és semmi sem akadélyozza a szabadesést, egy piros és egy zold szinti
ko esik egymashoz kozeli fliggbleges palyan. A piros ké éppen akkor indul, amikor
a magasabbrol, ugyancsak kezddésebesség nélkiil inditott z6ld k6 a piros mellé ér.
Kis id6 mulva a két ko6 kozott 7 m a tavolsdg, majd az innen szamitott 2 masodperc
elteltével ez a tavolsag 27 m-re né. Mennyivel magasabbrol indult a zold k67

(4 pont) Szombathy Miklés (1940-2014) feladata
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P. 4740. Fiiggoleges, alul zart hengerben 1évé sulytalan,
Po surléddsmentesen mozgé dugattyu alatt a kiils6 légnyomassal
A megegyezd, po = 10° Pa nyomasid, Vy = 8 dm?® térfogatii ides-
lis gaz van. A dugattytit az A = 2 dm? keresztmetszetii henger
aljaval egy D = 1000 N/m direkciés erejii rugd koti ssze. Egy
fizikai kisérlet sordan a hengeren 1év$ csapon keresztiil a gdz
tomegét 50%-kal, az abszolut hémérsékletét pedig melegités-
sel 60%-kal megnoveljitk. Hatdrozzuk meg a géz térfogatat és
nyom&sat a valtozdsok utédn!
(4 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 4741. A tengerparthoz kozeli, magas hegy aljan éppen ,elfogy” a 20 literes
palackban a giz. Ekkor a szelepet gyorsan elzarjuk, s felvissziik a palackot a hegy
tetején 1év6 kutatdallomadsra. Itt Ujra sikeriil hasznalni a gazt. Amikor itt is , kitiriil”
a tartdly, mérleggel megmérjiik, s kideriil, hogy a hegy tetején hasznalat kozben
4,1 grammal csokkent a palack tomege. A hegy tetején a légnyomés 32 kPa-lal
kisebb, mint a tengerszinten. A gaz hémérséklete a hegy aljan és a kutatéallomédson
is 27 °C, a levegd sirfisége a tengerszinten 1,2 kg/m?.

a) Milyen géz lehetett a palackban?

b) Milyen magas a hegy?

(4 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 4742. Egy C kapacitasu, feltoltott kondenzator W elektromos energiat ta-
rol. Ekkor egy masodik, toltetlen kondenzatort kapcsolunk hozzd parhuzamosan.
Mekkoranak valasszuk a masodik kondenzator kapacitdsat ahhoz, hogy ez a kon-
denzator az allanddsult allapot bedllta utan a lehetd legtobb elektromos energiat
tarolja?

E valasztas esetén mekkora lesz a két kondenzatorban tarolt Gsszenergia?

(4 pont) Kozli: Bilicz Sandor, Budapest

P. 4743. Kozos pontban felfiiggesztett két egyenld
hosszu szigeteld fondl mindegyikén egy-egy kicsiny ebonit-
golyé fiigg, melyeken azonos el6jelii és nagysigu elektromos

t6ltés van. A fonalak 2cc = 60° szdget zarnak be egymassal,
& amikor az ingdk egy edény belsejében, de levegében van-
nak egyensilyi helyzetben. Ezutan az edény feltoltjiik pet-
réleummal annyira, hogy a golydk teljesen a petréleumban
legyenek, tavol az edény falatdl és a folyadék felszinétol.
Mekkora lesz most a fonalak altal bezéart szog?

Adatok: Az ebonit stirtisége 1200 kg/m?, a petréleumé 820 kg/m®. A petréleum
relativ dielektromos allanddja: €, = 2.

(5 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron
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P. 4744. A B =0,02 tesla indukci- — > X Y
6ju homogén maéagneses térben ugyanazon B 9"‘% """ °
B-vonalon két pont (X és Y') helyezkedik el - S v

egymadstol 10 cm tévolsidgra. Az X ponton
egy 800 V fesziiltséggel felgyorsitott elektron halad at, sebessége a B-vonallal
« szoget zar be. Mekkora lehet az a sz6g, ha az elektron az Y ponton is athalad?

(5 pont) Vermes Miklés (1905-1990) feladata

P. 4745. Fizikaéran a decibel skédlardl tanulnak a didkok. Egyikiik megkér-
dezi a tanart, hogy van-e maximélis er6sségii hanghulldm. A tandr vélasza: ,Van!
A hanger6sség elméleti fels6 hatdra 194 dB.” Hogyan kaphatjuk meg ezt a furcsa
szamértéket?

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Budapest

P. 4746. A fény transzverzélis hulldim voltdnak bizonyitdsira szokas bemu-
tatni a kovetkezo kisérletet:

Természetes fénybdl eldallitott keskeny, parhuzamos nya-
labot ejtiink egy sik {iveglapra olyan szogben, hogy a meg- \ oI/
tort és a visszavert fénysugar merdleges legyen egymésra. Az ~t ! /,“ -
tiveglaprdl visszaver6do fény tutjaba egy masik tiveglapot he- - - ‘
lyeziink gy, hogy a beesési szog itt is ugyanakkora legyen, b n .
mint az el6bb. Ha ezt a méasodik iiveglapot a raes6 fénysugar ‘/ “\’
mint tengely koriil elforgatjuk, eléallhat olyan eset, hogy errol ! !
mar egyaltalan nem verddik vissza fénysugar.

a) Hogyan bizonyitja ez a kisérlet a fény transzverzélis hulldm voltat?

b) Mekkora beesési szoggel esik a fénysugér az iiveglapokra, ha az iiveg torés-
mutatéja n = 1,57

¢) Mekkora szoget zar be a két iiveglap sikja egymadssal akkor, amikor a m4-
sodik tiveglaprdl nem verddik vissza fénysugér?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4747. Egy 40 cm hosszusagu lanc két vég-
pontjit azonos magassagban rogzitjiik az dbrdn ' ‘

lathaté moédon. Mekkora a lanc gorbiileti sugara 1 450 715!
{22 2
a) a legals6 pontjiban, ! ‘
b) a felfiiggesztési pontokban?
(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
#k
Bekiildési hatarid6: 2015. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
ke
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 289): Exercises up
to year 10: C. 1294. Express the fraction % in the form % + %, where m and n are
positive integers. C. 1295. The angles at vertices C' and D of a quadrilateral ABCD
are equal, and the intersection E of the interior angle bisectors drawn at vertices A
and B lies on the side C'D. Prove that E bisects side CD. Exercises for everyone:
C. 1296. Find the angles of the acute-angled isosceles triangle in which the reflection
of the centroid about the foot of an altitude lies on the line of the base. C. 1297. The
main attractions of the show in a circus are the performances of a lion and an elephant.
However, these performances cannot be accomplished if the animals are not in the mood.
The lion appears on stage in 4 of the shows, and the elephant only appears in 3 of the
shows. The circus is so lucky as to be able to show at least one of the animals in 99% of
the shows. What is the probability of both animals appearing in a show? C. 1298. The
accompanying diagram shows a park with line segments representing the footpaths (in
the diagram “Bejarat” = “Entrance”, “Kijarat” = “Exit”). In how many ways is it possible
to get from the entrance to the exit if it is not allowed to leave the footpaths, and each
footpath is walked at most once? Exercises upwards of year 11: C. 1299. Solve the
equation z* + (1 — 3b)z” + (3b° +2b— 6)a — b° + 6> — 6b+9 =0, if 2 — b > 0. C. 1300.
The lengths of the sides of a convex quadrilateral, in this order, are v/a, va + 3, Va + 2
and v2a + 5. The length of each diagonal is v/2a + 5. Determine the greatest angle of the
quadrilateral.

New exercises — competition B (see page 290): B. 4714. Given 2015 points in the
plane, show that if every four of them form a convex quadrilateral then the points are the
vertices of a convex 2015-sided polygon. (4 points) B. 4715. Find all pairs of positive in-

tegers (a,b) such that a®) =p*. (5 points) B. 4716. The rhombus ABF E determined by
sides AB and AF is cut out of a regular pentagon ABC DE. Determine the centre of mass
of the remaining concave pentagonal plate BCDEF. (8 points) (Suggested by P. Dombi,

. . 1
Pécs) B. 4717. Solve the equation |1 —z|= |2m —57—-2Vx —55+ 2—51—2va=55 ‘
(4 points) (Suggested by B. Bird, Eger) B. 4718. The midpoint of edge B'C’ of a cube

ABCDA'B'C'D' is E, and the midpoint of edge C'D’ is F. The plane AEF divides the
cube into two parts. Find the ratio of the volumes of the two parts. (5 points) B. 4719.

Show that
b a—b+j . .
2 2 ()G -e()
= o N/ \b—y b
for all positive integers a > b. (5 points) (Suggested by I. Porupsdnszki, Miskolc) B. 4720.
Let a and n denote positive integers such that a™ — 1 | n. Prove that the numbers a + 1,
a® + 2, ..., a" 4+ n all leave different remainders when divided by n. (6 points) B. 4721.
A circle k touches the legs AB and AC of an isosceles triangle ABC', and intersects the
base BC' at K and L. Line segment AK intersects the circle k again at point M. The
reflections of point K in B and in C are P and @, respectively. Prove that & is tangent
to the circumscribed circle of triangle PMQ. (6 points) B. 4722. Each permutation
of an n-element set is coloured in either red, white or green. Let Nrwg denote the
number of ways to perform a red permutation followed by a white permutation and then
a green permutation, such that each element is restored to its initial position at the
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end. Analogously, let Nowr denote the number of ways to perform a green permutation
followed by a white permutation and then finally a red permutation, such that each
element is restored to its initial position. Show that Nrwe = Nawr. (6 points)

New problems — competition A (see page 292): A. 644. Let f(x,y) be a poly-
nomial with two variables and integer coefficients such that f is constant neither in z- nor
in y-direction. Prove that max, pe[—2,2] |f(a, b)‘ > 4. (Based on the idea of Tamds Erdélys,
College Station, Texas) A. 645. Do there exist infinitely many (not necessarily convex)
2015-gons in the plane such that every three of them have a common interior point, but
no four have a common point? A. 646. Ginger and Rocky play the following game. First
Ginger hides two bones in the corners of a rectangular garden. She may dig 45 cm deep
altogether, that is, she may either hide the two bones in two different corners, where the
sum of their depths may be at most 45 cm, or she may hide them in the same place,
both bones at a maximum depth of 45 cm. She levels the ground carefully so that it is
impossible to see where she has dug. Then Rocky may dig holes with a total depth of 1 m.
Rocky’s goal is to maximize the probability of finding both bones, while Ginger’s goal is
to maximize the probability of keeping at least one for herself. (a) Show that if Ginger
plays well she can achieve a probability of more than 1/2 for at least one bone remaining
hidden, independently of Rocky’s search strategy. (b) What are the chances of Ginger’s
success if both dogs play optimally? (Proposed by: Endre Csdka, Warwick)

Problems in Informatics
(see page 293)

I. 376. Crossword puzzles are popular games and have many variants. In its usual
form, words are separated by black squares. When words are entered correctly, solutions
can be read horizontally from left to right and vertically from top to bottom. The
numbering of the squares begins in the top left corner where the first horizontal or vertical
solution word should start, then each square in the puzzle is numbered where a horizontal
or vertical word starts. The puzzles in our task do not contain words with one letter.
If a square contains the first letter of a word that is simultaneously a horizontal and
a vertical solution, then the square gets only one number.

The example shows an empty crossword and its numbered counterpart.

To test your solution, the halo.txt file can be downloaded from our web site,
containing the description of a crossword of size N x M (5 < N, M < 15). The first line
of the file contains the values of N and M separated by a space. The following N lines
describe the squares: the characters “f” and ”.” represent the black and the empty squares,
respectively.

Your program i376 should solve the following tasks.

If an output is displayed on the screen, the number of the actual task should also
appear. Whenever the program prompts the user to enter some data, the type of data
should also be displayed; for example, in the 4th task: “Task #4 — Please enter the
coordinates of a square: ”. Diacritical marks in the output can be omitted.

1. By using the data read from the file halo.txt, solve the following tasks.

2. Display on the screen the number of black and the number of empty squares in the
puzzle.

3. Determine which row contains the most black squares. If there is more than one such
row, the one with the smallest row number should be displayed. Then repeat this
counting for the columns.

4. Prompt the user to enter the coordinates of a square in the crossword (e.g. 10h),
then display whether it will get a number or not.
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5. Display on the screen the number of words with letters 2,3, ..., 10 that can be placed
horizontally in the puzzle.

6. Number the squares in the puzzle according to the rules, then write the result into
the file szamozott.txt. The content of each square should occupy 3 characters (see
the “Példa” example below).

7. Display the number of definitions corresponding to the horizontal and to the vertical
words.

The source code (i376.pas, 1376.cpp, ...) of your program with a short documen-
tation (i376.txt, i376.pdf, ...) of your program and solution, also describing which
developer environment to use for compiling the source, should be submitted.

I. 377. The site oktatas.hu publishes the final results of the OKTV contests in each
year:
http://wuw.oktatas.hu/kozneveles/tanulmanyi_versenyek/oktv_kereteben/
dijazottak_eredmenyek
Results for each subject are available as PDF documents. Although one can perform
simple text search in this format, but advanced search or statistical processing of the data
is not supported.

Your task is to design a database to store the contest results, as well as the process
to transfer data from the files to the database. To test your work, you should load the
data corresponding to the last 5 years of the applied information technology contest into
your database.

You can use only the files available at the web address given above. The necessary
conversion steps may be performed by using any (if possible, freely available) program.

Since end-users use the default file format of Microsoft Access, or MySQL dump files,
your database should have any of these formats.

The description of your solution (i377.pdf) and your database (i377.accdb,
i377.sql) should be submitted in a compressed file (1377.zip). Your description should
contain an image modeling the database (i.e. the connections between the tables), the
name and version number of the database application, your reproducible method to pro-
cess the PDF files, and any technical or content-related issues you encountered together
with their solutions.

I. 378. We are given a black-and-white image of N x M pixels, described by 0s and
1s arranged in a grid. An image is considered to be nicer, if there are more adjacent pixels
that are identical. In this exercise, two pixels are adjacent if they share a common edge.
Your goal is to make the original image nicer by negating certain pixel values. Negating
the value of a single pixel costs @ units of money. However, in the final image, every pair
of adjacent pixels with different colors will result in an additional penalty of P units of
money.

For some given images you should find the transformation such that the sum of the
P and @Q quantities is the smallest.

Without submitting a program, your task now is the convert the three input files
in.1, in.2 and in.3 (downloadable from our web site) to out.1, out.2 and out.3. The
first line of an input file contains 4 integers (N, M, P and @), describing the number of
rows and columns of the grid, and the cost and penalty parameters. The image itself is
described in the following N lines, each containing M characters. The output should have
a similar format with an N x M grid of pixel values. You are not required to submit an
optimal solution, but solutions will compete against one another: the solution with the
smallest total P 4+ @ value for the 3 images will obtain 10 points, and other, suboptimal
solutions will get proportionally less points.
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A sample input file is presented below, together with a possible (not necessarily
optimal) transformation. The total cost P + @ here is 6 - 2 4+ 3 - 3 = 21 units of money.
The three output files should be submitted in a compressed file (1378.zip).

S. 99. We notice that N cracks (1 < N < 5000) appeared on a wall of length M
(1 < M <100 000, with integer M). In this exercise, cracks are modeled as points, and
their location is given by some integer coordinates = (1 < < M) measured from one end
of the wall. Our goal is to cover all cracks on the wall with paint.

By opening a bucket of paint labeled “w”, we can paint a wall segment of length
exactly w, bounded by the coordinates o and z1 (w = z1 — zo + 1). Within this wall
segment we can of course cover the intact parts of the wall as well, even multiple times.
We keep on opening the buckets and painting until all cracks are covered. For each integer
w (1 < w < M), we have exactly one bucket of paint labeled “w” and with known cost b;.
Painting a longer wall segment may cost less than painting a shorter one; and it may also
happen that the price of a bigger bucket is less than or equal to the price of a smaller
bucket. Your task is to cover all cracks on the wall for the minimum cost.

Your program should read the values of N and M from the first line of the standard
input, then the a; integers (describing the crack locations) from the following N lines.
The next M lines contain the paint bucket prices b; corresponding to the consecutive
lengths. The first line of the standard output should contain the minimum cost necessary
to complete the wall painting. To save space, instead of displaying numbers in N and M
input lines, they appear in one line and are separated with / characters.

In the example, “Példa bemenet” is a sample input, while “Példa kimenet” is the
corresponding output. In this situation, 3 paint buckets with labels “4” “1” and “2” are
sufficient to paint all the cracks; the cost is 4 +2 + 3 =09.

Scoring and bounds. You can obtain 1 point for a brief and proper documentation
clearly describing your solution. Nine further points can be obtained provided that your
program solves any arbitrary valid input within 1 second of running time.

The source code (s99.pas, s99.cpp, ...) without the .exe or any other auxiliary
files generated by the compiler but with a short documentation (s99.txt, s99.pdf, ...),
also describing which developer environment to use for compiling your source, should be
submitted in a compressed file s99.zip.

Problems in Physics
(see page 313)

M. 351. Measure the equivalent series resistance of an electrolytic capacitor. How
does it depend on the applied voltage?

P. 4736. A ship travels along the river from one bridge to another, and when it
reaches the second bridge it turns back immediately. By what factor is the time of the
round trip on the river greater than that of in still water? P. 4737. A light ray is incident
on one of the faces of a glass prism perpendicularly to it. The angle of refraction of the
light ray on another face of the prism is 45°. What is the apex angle of the prism if the
speed of light in this glass prism is 240 000 km/s? P. 4738. At what minimum speed
should we have to go next to a picket fence, in order to sense the light, passing the fence
perpendicularly, continuous? The width of the pickets is 5 cm and the width of the gaps
between them is 10 cm. The human eye cannot distinguish between images which lasts
less than one-fifteenth of a second. P. 4739. A red and a green stone fall freely next to
each other along vertical paths at a place of the universe where the acceleration due to
gravity is exactly 10 m/ s® and where nothing prevents free fall. The red stone just starts
falling when the green stone reaches it. The green stone also started from rest but from
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a higher position. After a while the distance between the two stones is 7 m, and then after
two more seconds elapses the distance between them will increase to 27 m. How much
higher did the green stone start? P. 4740. There is a sample of ideal gas in a vertical
cylinder, which is closed at its lower base. At the top there is a massless frictionlessly
moveable piston. The volume of the sample of ideal gas is Vp = 8 dm?, and its pressure
is the same as the ambient air pressure, which is po = 10° Pa. The piston is attached
to the bottom of the cylinder with a spring of spring constant D = 1000 N/m. The area
of the bottom of the cylinder is A = 2 dm®. During a physics experiment the mass of
the gas is increased by 50% through a tap on the cylinder, and by heating the absolute
temperature of the gas is increased by 60%. Determine the volume and the pressure of
the gas after these changes. P. 4741. A 20-litre gas cylinder just “runs out” of gas at the
foot of a high hill next to the seashore. Then immediately the valve is closed, and the
gas cylinder is carried up to the research laboratory at the top of the hill. Here some gas
from the cylinder can again be used. When finally the gas cylinder is exhausted again
its mass is measured, and it turns out that due to using the gas at the top of the hill
its mass decreased by 4.1 grams. The air pressure at the top of the hill is 32 kPa less
than at sea level. Both at the sea level and at the laboratory the temperature of the gas
is 27 °C, and the density of air at sea level is 1.2 kg/m3. a) What type of gas was in
the cylinder? b) How high is the hill? P. 4742. A capacitor of capacitance C' is charged,
and it stores W electrical energy. Then another neutral capacitor is connected to it in
parallel. What should the capacitance of the second condenser be in order that after the
equilibrium is gained the energy of the second condenser is to be the greatest? What will
the total energy stored in the two condensers be in this case? P. 4743. Two insulating
threads, which have the same lengths, are suspended at the same point and at their lower
end of each, there is a small ebony ball attached. The balls are given the same amount of
like charges. The angle between the threads is 2o = 60° when the pendulums are inside
a container at rest in air. Then the container is filled with petroleum, such that both
balls are in the petroleum, far from the walls of the container and from the surface of
the liquid. What is the angle between the threads now? Data: The density of ebony is
1200 kg/mB, the density of petroleum is 820 kg/mg. The relative dielectric constant of
petroleum is e, = 2. P. 4744. There are two points (X and Y') on the same B-line at
a distance of 10 cm in a uniform magnetic field of magnetic induction B = 0.02 tesla. An
electron, which was accelerated through a potential difference of 800 V, passes point X,
such that its velocity encloses an angle of a with the induction line. What may the value
of a be if the electron passes point Y as well? P. 4745. The topic of a physics lesson is the
decibel scale. One of the students asks the teacher whether there is an upper limit of the
maximum intensity sound. The answer is “yes, the theoretical upper limit for the intensity
of sound is 194 dB”. How is this strange value gained? P. 4746. The following experiment
is usually shown in order to demonstrate that light is a transverse wave: A narrow parallel
beam of natural light hits a plane glass, such that the reflected and the refracted rays are
perpendicular to each other. Then another plane glass is used to reflect the reflected ray,
such that the angle of incidence is the same as in the previous case. If this latter glass is
rotated about an axis which coincides with the incident light ray, then it may happen that
there is no reflected ray from this piece of glass. a) How does this experiment proves that
light is transverse wave? b) What is the angle of incidence, if the refractive index of the
glass is n = 1.57 ¢) What is the angle between the planes of the two pieces of glass when
there is no reflected ray from the second glass? P. 4747. The two endpoints of a 40 cm
long chain are fixed at the same height as shown in the figure. What is the radius of the
curvature of the chain at a) its lowest point; b) the points where the chain is suspended?
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