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@ 3 Az 56. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
\= feladatainak megoldasa
IM&):

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljiikk a nyari matema-
tikai diakolimpia feladatainak a megoldasait; lényegében ugy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket koszonjiik és ezuton
is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

1. A sik pontjainak eqy véges S halmazdt kiegyensulyozottnak nevezzik, ha S
barmely két kiilonbozé A, B pontjdhoz van S-nek olyan C pontja, amire AC = BC.
S-et centrum-nélkiilinek nevezziik, ha S bdrmely hdrom pdronként kiilonbozé A, B,
C pontjdra teljesiil az, hogy nincs S-nek olyan P pontja, amire PA = PB = PC.

(a) Mutassuk meg, hogy bdrmely n > 3 egész szdmhoz létezik n elemd kiegyen-
stlyozott halmaz.

(b) Hatdrozzuk meg azokat az n > 3 egészeket, amelyekre létezik n elemd ki-
egyensulyozott, centrum-nélkili halmaz.

Di Giovanni Mark megolddsa. a) Ha n paratlan, akkor tekint-
siink egy szabdlyos n-szoget és lassuk be, hogy ez egy kiegyensiilyozott
halmaz. Ehhez tekintsiink két tetszdleges, kiilonbozé A és B pontot
és a tdvolsdgukat ivhosszban mérve (a sokszog koriilirt kdre mentén).
Ekkor a két tdvolsdg (a hosszabb és rovidebb {v mentén) Gsszege n,
azaz paratlan, ezért az egyik tavolsiag paratlan a mésik pedig péros.

Ha viszont az egyik {v hossza péros, akkor S tartalmazza az ivfelez6pontot, ami
ugyanakkora tavolsdgra van A-t6l és B-tél.

Ha n péros, akkor tekintsiink egy kort és
S legyen a kovetkez6 pontok halmaza: a kor
O kozéppontja és a kor keriiletének néhany
pontja az dbra szerint: A, B, C 1ugy, hogy
ABCO rombusz legyen, tovdbba tetszdéleges
k darab pont (Py, Py, ..., Py), illetve ezen pon-
tok O koriili 60°-0s pozitiv irdnybeli elforga-
tottja (Ql, QQ, ey Qk)

Nyilvan megvalaszthatjuk a P;-pontokat
ugy, hogy az 0Osszes altalunk kivalasztott
pont kiilénbozé legyen. Ekkor S-nek pontosan
2k + 4 darab eleme van (ahol k tetsz&leges
nemnegativ egész). Tekintsiink most két kii-
16nb6z6 S-beli pontot. Ha mindkett6 a kor keriiletén van, akkor a kor kdzéppontja
egyenld tdavol van téliik. Ha az egyik a kor kozéppontja, akkor mivel A B-nek,
B C-nek, illetve Q; P;-nek a 60°-os elforgatottja, ezért a szabdlyos haromszo-
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gek miatt azonnal talalunk olyan pontot, ami a két kivalasztott ponttdl egyenld
tdvolsdgra van. Ezzel belattuk, hogy S kiegyensilyozott. Tovdbbé 2k + 4 felveszi
az Osszes 3-nédl nagyobb paros szamot.

Tehat minden n > 3 egészre létezik n elemi kiegyenstlyozott halmaz.

b) Azt &llitjuk, hogy pontosan a pératlan n-ekre létezik n elemii kiegyensiilyo-
zott, centrum-nélkiili halmaz.

Ha n pératlan, akkor a szabdlyos n-szig kiegyensilyozott halmaz (ezt mér ko-
rabban beldttuk), tovdbba barmely hdrom pontjat is vélasztjuk ki, az a pont, amely
mindhdarmuktdl egyenld tavolsdgra van, éppen a koriilirt koriik kézéppontja, ami
nyilvan megegyezik a szabalyos n-szog koriilirt korének kozéppontjaval. Ez a pont
viszont nem S-beli, tehat S centrum-nélkiili.

Lassuk most be, hogy paros n-re nem létezik ilyen S halmaz. Legyen n = 2k
és tegyiik fel indirekt, hogy taldltunk ilyen S-et. Ekkor egy tetszéleges A csticshoz
legfeljebb k — 1 darab S-beli pontpar taldlhaté tgy, hogy A rajta legyen a fele-
zOmerolegesiikon, mert ha létezne k ilyen par, akkor a 2k — 1 csics koziil lenne
olyan B pont, amihez tartozo két felezOmerolegesen is rajta lenne az A pont. Te-
kintsiik ezen felezomerolegeseket meghataroz6 szakaszokat: BC-t és BD-t. Ekkor
AB = AC és AB = AD-b6l AB = AC = AD kovetkezik, tehdt S-nek van cent-
ruma, ami ellentmond eredeti feltevésiinknek. Tehat S-nek minden csiicsa legfeljebb
k — 1 darab kiilénboz6 S-beli pontpar dltal meghatarozott felezémerolegesen lehet
rajta. Viszont Osszesen (22k) = k(2k — 1) darab pontpar van, amelyek mindegyi-
kéhez tartozik egy felezémerdleges, tovabba minden pontpar dltal meghatdrozott
felezomerolegesen van legalabb egy darab S-beli pont.

Tehat k(2k —1) < 2k(k —1), azaz k > 2k, ami nyilvanvaléan ellentmondas. Igy
paros n-re nincsen kiegyenstlyozott, centrum-nélkiili halmaz.

Osszefoglalva: pontosan a pératlan n-ekre létezik kiegyenstlyozott, centrums-
nélkiili S halmaz.

2. Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv egész szdmokbdl dlls (a,b,c) szdmhdrma-
sokat, amelyekre az
ab—c, bc—a, ca—0»

szdmok mindegyike 2-hatvdny.

(2-hatvany egy 2™ alaki egész szdm, ahol n egy nemnegativ egész szdm.)

Szabé Barnabdas megoldasa. A szokdsos médon vy (z) jeloli egy

x pozitiv egész primfelbontdsdban a 2 hatvanykitevéjét. A tovabbiak-

ban hivatkozas nélkiil fel fogjuk hasznalni azt az ismert allitast, mely

szerint va(x) > va(y) esetén vy (x £y) = va(y), és va(x) = va(y) = t ese-

tén vo(x £y) = t+ 1. Haa = 1, akkor ab — ¢ és ac — b koziil az egyik

nem pozitiv, igy nem lehet 2-hatvany. Tehat a # 1, hasonléan b, ¢ # 1.

1. eset: minden véltozé paros. A szimmetria miatt feltehetjiikk, hogy
va(a) = v2(b) = va(c) = 1. Ekkor wy(ab—c) =wv2(c), de ab—c¢ 2-hatvany, igy
ab — ¢ < ¢, azaz ab < 2¢. A vo(ac — b) = va(b) egyenléségbdl kapjuk, hogy ac < 20b.
A két egyenlGtlenséget Osszeszorozva nyerjiik, hogy a < 2, de a # 1, igy a = 2.
Ezt visszahelyettesitve kapjuk, hogy 2b < 2¢ és 2¢ < 2b, azaz b = ¢, viszont ek-
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kor va(be — a) = va(b? — 2) = 1, tehdt b? — 2 = 2! lesz, ahonnan b = ¢ = 2. Az els
eset tehat az (a, b, c) = (2,2,2) szdmharmast adja, ami valéban megfelels.

2. eset: egyik valtozo paratlan. Feltehetd, hogy c lesz paratlan. Tegyiik fel, hogy
va(a) # va(b), mondjuk ve(a) > va(b). Ekkor a pdros, tehdt ab — ¢ pdratlan, azaz
ab—c = 1. Mésrészt, vo(bc — a) = va(b), igy be —a = 292(%) osztéja b-nek, be —a < b.
Ekkor ab—1=c¢< HT“ <1+ a, ahonnan a(b—1) <2, {gy a =2 és b=2, ami
ellentmond vy (a) > va(b)-nek.

Tehdt t = va(a) = v2(b). Elészor tegyiik fel, hogy ¢ > 1. Ekkor 2|ab, igy ab—c =
= 1. A ¢t behelyettesitve

be —a = ab® — (a4 b) = 27,
ca —b=a?b— (a+0b)=2Y,

ahol feltehetd, hogy = <y. A kettét kivonva, 2%(2Y~% — 1) = ab(a — b) adddik.
Hogyha x =y, akkor a =10 lesz, és a’ —2a = a(a2 — 2) = 2%, Mivel a péros,
vo(a? —2) =1, igy a? — 2 =2!, a = 2 adddik. Ebbdl kapjuk a (3,2,2) szdmhar-
mast.

Ha z <y, akkor 27(2¢"® —1)=ab(a—b) miatt vy(abla—b)) =z, de
vala—b) = t+1, gy x > 3t+ 1. Ebbdl Ug(ab2 — (a—|—b)) =z >3t+1,de Ug(abQ) =
= 3t miatt vo(a+ b) = 3t. Mdsrészt 3t > t + 1 miatt vo(a —b) = v2(2a — (a + b)) =
=t+1, azaz x = va(ab(a — b)) = 3t + 1. Legyen ab® = 23'd és a+ b= 2%¢, ek-
kor az egyenletbe helyettesitve és 23'-vel osztva d —e = 2, tehét g < 3, ezért
ab? < 3(a+0b). Ebbdl b > 2 miatt a < b%a—i—% < %a—i— %, ahonnan a < 6. Ha a = 2,
akkor 2b% < 6 + 3b, innen b = 2 (hiszen vo(b) = 1), innen ismét kapjuk a (3,2,2)
szamharmast. Hasonlo vizsgédlattal adédik, hogy a = 4 esetén nincs megoldas, mig
a = 6 esetén kapjuk a (2,6,11) hérmast.

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor ¢ =0, azaz mindhdrom szam péarat-
lan. Legyen bc — a = 2%, ca — b = 2Y, ab — ¢ = 2%. Feltehetd, hogy x < y < z. Ekkor
2V (ab—c)—(ac=b)=(b—c)(a+1)és2¥|(ab—c)+ (ac—b) = (b+c)(a—1).
Nyilvdn va(b—c) = 1 vagy va(b+c) = 1, innen a > 2¥~! — 1. Viszont (a+b)(c—1) =
=242V <29 dea+b>2Y"1, tehdt ¢ < 5. ¢ = 5 esetén b = 1 lenne, ami ellent-
mondés. Tehat csak ¢ = 3 lehetséges. Mivel b > 1, gy a < 2¥ — 1 tehdt a = 2Y=1 +1
vagy a = 2Y~1 — 1. Az el8bbi esetbdl egyszerti szamolds utan ellentmondésra jutunk,
mig az utébbibdl a (3,5, 7) megoldast kapjuk, ami valéban j6. A megoldédsok tehat:
(2,2,2), (3,2,2), (2,6,11) és (3,5,7) és persze ezek permuticioi.

3. Legyen ABC' egy hegyesszigl hdromszdg, amiben AB > AC. Legyen I' ezen
hdromszdg korilirt kore, H a magassdagpontja és F az A-bdl kiinduld magassdg
talppontja. Legyen M a BC' szakasz felezépontja. Legyen Q) T'-nak az a pontja,
amire HQA< = 90°, és K I'-nak az a pontja, amire HK Q< = 90°. Feltessziik, hogy
az A, B, C, K, Q pontok mind kiilonbozbek, és ilyen sorrendben kévetik egymdst

a ' koron.

Bizonyitsuk be, hogy a KQH és FKM hdromszogek korilirt korei érintik
egymdst.
388 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/7
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Janzer Barnabas megoldasa. Legyen a H pont tiikorképe
a BC egyenesre (vagyis az F' pontra) Hi, az M pontra Hs. Ismert,
hogy H; és Hy a I" koron vannak, tovabba Hs az A-val atellenes pont.
A Thalész-tétel megforditdsabdl a QH egyenes I'-t az A-val dtellenes
pontban, vagyis Hs-ben metszi. Ezért HQ és HM is atmegy Hs-n,
vagyis Hy, M, H és @) egy egyenesen vannak. Az A, H és H; pontok
egy egyenesen vannak, ezért a Thalész-tételbél Ho Hi H< = 90°. Az A, B, C pon-
tokra a tovabbiakban nincs sziikségiink a megoldas soran.

Invertdljunk H koézépponttal. Ekkor M', H), H, Q' ilyen sorrendben egy egye-
nesen vannak. HQ Thalész-kore (melyen K rajta van) egy M'Q’-re merdleges egye-
nesbe megy 4t (hiszen kozéppontja rajta van a HoMHQ egyenesen). Hasonléan
HM és HH, Thalész-korének képe is egy M’'Q’-re merdleges egyenes, el6bbi ko-
ron F, utébbin H; rajta van. Tovdbbd H) és H/ rendre a HM' és HF' szakasz
felez6pontja. I egy kor, mely dthalad a Q’, HS, Hj, K’ pontokon.

Q'H,H| K' négyszog derékszogll trapéz és hirnégyszog egyben, ezért téglalap.
Messe K'Hj egyenes M'F’'-t a T pontban. M'F'H-ban H{T kézépvonal, mivel
Hj felezépont és H{T pérhuzamos HM'-vel. Ezért TH]{K' egyenes szakaszfelez§
merblegese az M’ F' szakasznak, {gy a szimmetria miatt M’ F’ K’ koriilirt kore érinti
(az M’ F'-vel parhuzamos) Q"K' egyenest. Igy 8sképeik is érintik egymést, ami pont
a bizonyitandé allitas.

4. Az ABC hdromszdg korilirt kore 2, a korilirt kér kézéppontja O. Egy
A kozépponti I' kér a BC' szakaszt a D és E pontokban metszi, ahol B, D, E, C
pdronként kilonbozo pontok, amelyek a BC' egyenesen ebben a sorrendben fekszenek.
Legyenek F és G a ' és Q korok metszéspontjai, ahol A, F, B, C, G ebben
a sorrendben kiovetik eqgymdst az  koron. Legyen K a BDF hdaromszog korilirt
korének és az AB szakasznak a mdsik metszéspontja. Legyen L a CGE hdromszig
korilirt korének és a C A szakasznak a mdsik metszéspontja.

Tegyiik fel, hogy az FK és GL egyenesek kilonbozok és az X pontban metszik
eqymdst. Bizonyitsuk be, hogy az X pont az AO egyenesen fekszik.
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Baran Zsuzsanna megoldasa. ElGszor belatom, hogy
BGE< = DFC<«.

BCF<«(= DCF<«) = BGF <, mert § kérnek azonos ivén nyugvé
keriileti szogek.

Az FCD haromszogben DFC<+ DCF<+ FDC< = 180°.
Mivel FDEG htrnégyszog, az is igaz, hogy FDE<+ FGE< = FDE<+ BGF <+
+ BGE< = 180°.

Ezek szerint DFC< =180° — DCF< — FDC< =180° — BGF<g — FDE< =
= BGE«.

A keriileti szogek tétele miatt az is igaz, hogy

DFK<=DBK<« (BDK kor DK {vén nyugszanak) =
= CBA< = CFA< (2 AC {vén nyugszanak),

EGL<« = ECL« (CEL kér EL {vén nyugszanak) =
= BCA< = BGA< (2 AB ivén nyugszanak).

AFK< = AFD«x — DFK<x = AFD<x — CFA< = DFC« =
= BGE< = AGE< — BGA< = AGE<« — EGL< = AGL«.

Ezek szerint AF X<t = AFK< = AGL<1 = AGX«.

Az AFG haromszog egyenlészéria (AF és AG egyardnt I' sugarai), ezért
AFG< = AGF < és A illeszkedik az F'G szakasz felezémerdlegesére.

OF = OG (2 sugarai), ezért O is illeszkedik az F'G szakasz felez6mer6legesére.
Igy az AO egyenes az FG szakasz felezémerSlegese.

XFG<a = |AFGq«— AFX<| = |AGF<« - AGX<| = XGF<«.

Ezek szerint az X F'G haromszog egyenlészari, igy az X pont illeszkedik az FG
szakasz felezémerdlegesére, azaz az AO egyenesre. Ezt akartuk beldtni.

Mivel a feladatban megadték, hogy a pontok milyen sorrendben helyezkednek
el a BC' szakaszon, illetve az €2 koron, diszkussziora nincs sziikség.

390 Ko6zépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/7
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5. Jelolje R a walds szimok halmazdt. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan
f: R —= R fiigguényt, amelyre teljesiil

(1) flz+fl@+y) + flay) =z + fla+y) +yf(z)
minden , y valds szamra.

Williams Kada megoldasa. Mindenekel6tt keressiik meg (1)
linedris megoldésait, vagyis az f(x) = ax + b alaktakat! Befrva (1)-be,
majd kibontva és atrendezve:

a(z+a(z+y)+b)+b+avy+b=x+a(x+y)+b+ylax+b),
(%) (a* = 1)z + (a® —a—b)y + (ab+b) = 0.

Meggondolhat6, hogy ez éppen akkor allhat fenn minden z, y-ra, hogyha (x)-ban
mindhdrom egyiitthaté nulla, ami csak akkor lehet igaz, ha (a,b) = (1,0) vagy
(=1,2), azaz f(xz) =2 vagy f(x) =2 — z. Ennek a meggondoldsa nem tartozik
a megolddshoz, viszont ebbdl sejthetd meg, hogy ez a kettd lesz (1)-nek az dsszes
megolddsa. J6l 1athatd, hogy ezeknél (k) egyiitthatéi tényleg mind nulldk lesznek,
vagyis hogy f(x) =z és f(x) = 2 — = valéban megolddsa (1)-nek.

Helyettesitsiink « = 0-t, majd pedig y = 1-et (1)-be, nyerjiik:

(2) F(f() + £(0) = fy) +yf(0),
(3) flz+ flz+1) =z+ flz+1).

Kezdésképpen konny(i megtaldlni f(0) lehetséges értékeit: {rjunk (2)-be el6bb
y = 0-t: f(f(0)) = 0 adddik, amiért (2)-be most y = f(0)-t helyettesitve

F(£(£(0))) + £(0) = f(£(0)) + £(0)?,

azaz 2f(0) = f(0)* adédik, ahonnan f(0) = 2 vagy f(0) = 0.

1. eset: f(0) =2, itt az f(z) = 2 — x megolddst varjuk.

Ez az eset egy triikkos észrevétellel elintézhetd. Figyeljitk meg ugyanis, hogy (3)
szerint © + f(x + 1) minden z-re fixpontja f-nek. Ellenben a megcélzott © — 2 — x
fiiggvénynek csak az 1 a fixpontja. Ha beldtndnk, hogy f(0) = 2 esetén f-nek csak
az 1 lehet fixpontja, abbdl kévetkezne, hogy = + f(x + 1) fixpont lévén minden
x-re, azonosan 1 kell legyen, vagyis f(z + 1) = 1 — 2 minden z-re, azaz f(t) =2 —1t
bérmely t-re (¢t :== x + 1).

Belatjuk tehdt, hogy f(0) = 2-re f(a) = a-bdl a = 1 kévetkezik. Ehhez (2)-t
vegyiik szemiigyre, y = a-t helyettesitve: f(f(a)) +2 = f(a) + 2a, a = 1 adédik.
Ez igazolja, hogy f(0) = 2 esetén f(z) =2 — z.

2. eset: f(0) =0, itt az f(x) = x megolddst véarjuk.

Ezittal bonyolultabban jarunk el: azt vessziik észre, hogy ha (1)-be x, y helyett
—x, —y-t helyettesitiink, azzal f(zy) ugyantgy jelen marad, és ezért kiejthetjiik:

flay)=—=fz+flz+y)+ (z+ flz+y) +yf(2)
flay)=—f(—z+ f(—z—y) + (—z+ f(—z —y)) —yf(—2).
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Itt gyakran iiti fel fejét x + y és ellentettje, kényelmesebb az y := k — z jelolést
hasznalni:

(4) —f(z+ f(k) + (x4 f(k)) + (k—2) f(z) =
=—f(—z+f(=k) + (—z+ f(=k)) = (k—z)f(—=).

A megoldéshoz el6szor meghatarozunk néhany f(+k) értéket, majd pedig az adédd
Osszefiiggéseket Osszehasonlitjuk, amikb6l mar némi munka aran kifejezhetjiik
f(x)-et.

Mér tudjuk, hogy f(0) =0, irjunk hat (4)-be k = 0-t, rogtén baratsdgosabb
lesz:

—flz)+z—af(zx) =—f(-2) —z+af(-z),
(5) 2= (x+1)f(z)+ (z — 1) f(—x).

Ha (3)-ba x = —1-et frunk, akkor f(0) = 0 miatt f(—1) = —1 nyerhetd, illetve
(5)-be x = 1-et irva, megkapjuk, hogy 2 = 2f(1), f(1) = 1. Vagyis (4)-be mar irha-
tunk k = l-et is:

—fE+ D)+ @+ D)+ (1 -2)f@)=—f(—z—1)— (z+1)— (1 —2)f(-2).
Itt viszont (5) szerint —(1 — z) f(—x) helyére 2z — (z + 1) f(x) frhat, vagyis
—fE+D)+2@+1)=(z—1Df(2)— f(—z— 1)+ 2z — (z + 1) f(z),
242f(z) = flw+1) — f(—x—1).
Ha ezt = helyett 2 — 1-re frjuk fel, akkor
(6) 2+2f(x—1) = f(z) - f(~=)

adodik.
Beszorozva (6)-ot (x — 1)-gyel, majd hozzdadva (5)-6t:

2@ -1 +2(z—-1Df(z—1)+2z=(x—1)f(x) + (z+ 1) f(z),
(7) (x=1)f(x—1)+ (2 —1) =z f(x).

Ezutan (6)-ba x = —1-et {rva, f(—2) = —2, majd pedig (6)-ba x = 2-t {rva, f(2) = 2
nyerhetd.
A befejezéshez frjunk (4)-be k = 2-t:

—fle+2)+(@+2)+2-2)f(x) =-f(-z-2)+ (-2 -2) - (2—2)f(-2),
ahol f(x +2) — f(—x —2) =2+ 2f(x+ 1) érvényes (6) szerint, igy
2@+2)+(2—2)- (f(2)+ f(—2)) =2+ 2f(z + 1).
Beszorozva (x + 1)-gyel, (7) miatt adédik:

2@+2)(x+1) = (z=2)(x+ 1) (f(z) + f(—2)) =2(x+ 1) + 2(zf(z) + 2z + 1),
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2(x2+3x+2)72(x+1)72(2x+1) (:B —x— )(f(x)+f(f:c))+2xf(x),
2% = (22 + 2 — 2) f(2) + (2 — 7 — 2) f(~2).

Ezt pedig (z — 1)-gyel tovabb szorozva és (5)-6t hasznélva:

20%(z — 1) = (z — 1) (2> + 2z —2) f(z) + (2® — 2 — 2)(2z — (z + 1) f(2)),
20%(x — 1) —2z(2* —2—2) = [(z — 1)(2® + 2 — 2) — (z + 1)(z° — 2 — 2)] (=),
2¢0(2? — 2z — (2 —2—2)) =
=[2(@*+2-2) - (2" -2-2) - (2> +2-2) + (2" -z - 2)) | f(2),

dz = [z - (2z) — (227 — 4)] f(2),

amibdl mar vildgos, hogy f(x) = z, barmely z-re.
Tehét két megolddsunk van: f(z) =z és f(z) = 2 — z, és ezeket mér leellen-

Oriztiik.
6. Egész szdmok egy a1, as, ... sorozata rendelkezik az aldbbi két tulajdonsdggal:
(1) 1 < a; < 2015 minden j > 1-re;

(i) k —|— ap # £+ ag minden 1 < k < £-re.
Bizonyitsuk be, hogy van két olyan pozitiv egész: b és N, hogy

n

> (a; - b)‘ < 10072

j=m+1

teljesil minden olyan m és n egész szamra, amire fenndlln >m > N.

Fehér Zsombor megolddasa. Legyen c¢; = a; + j. Ekkor az (¢)
feltétel azt mondja ki, hogy j+1 < ¢; < 7+ 2015, a (i) feltétel pedig
azt, hogy a c; szdmok mind kiilonb6zdek.

Megmutatjuk, hogy a c1,ca,... sorozat véges sok kivétellel min-
% den pozitiv egész szdmot felvesz. Tegyiik fel ugyanis, hogy legaldbb
2016 ot nem vesz fel, és legyen t egy olyan pozitiv egész, ami nagyobb ennél
a 2016 szamnal. Ekkor az (i) feltétel alapjan a {c1, ca,. .., ¢} halmaz minden eleme
az [1,¢+ 2015] intervallumba esik, és mivel (i) szerint ¢ kiilonbozé elemrél van sz6,
ezért ebbdl az intervallumbdl {cy, ca, ..., ¢;} éppen 2015 pozitiv egész szdmot nem
vesz fel. Azonban feltevésiink szerint az ennél bévebb {cy, ¢, ...} halmaz legaldbb
2016 darab t-nél kisebb pozitiv egész szamot nem vesz fel, ami pedig ellentmondas.

A feladatnak megfelel$ b szémot vdlasszuk meg annyinak, amennyi a ¢y, ca, . . .
sorozat altal fel nem vett pozitiv egészek szama, N pedig legyen egy olyan szam,
ami nagyobb ennél a b darab kimaradd szdmnal. A fenti gondolatmenetbdl az is
lathatd, hogy b < 2015. Az m, n pozitiv egészekre a tovdbbiakban feltessziik, hogy
N <m<n.
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A feladatunk lényegében az, hogy egy » a; kifejezést megfelel6 korlatok kozé
szoritsunk, ami nyilvdn ugyanaz, mint ) ¢; megfelel6 korlatok kozé szoritasa. Tud-
juk, hogy {¢m+1,.-.,cn} minden eleme az [m + 2, n + 2015] intervallumba esik, és
mivel ezen intervallum n — m + 2014 egész szamabdl n — m van az el6z6 halmaz-
ban, ezért 2014 egész szam marad ki. Vizsgaljuk meg kozelebbrdl ezt a 2014 szamot:
ki fog deriilni, hogy koziilitkk b — 1 darab az [m + 2, n + 2015] intervallum ,elején”,
2015 — b pedig a ,,végén” helyezkedik el.

Mivel a {c1,co,...} halmaz b darab egész szdmot nem vesz fel az [1,00)
intervallumbdl, ezért a {¢m41, Cmta, - .. + halmaz b+ m szdmot nem vesz fel [1, 00)-
bél. Ez ¢; > j alapjan azt jelenti, hogy a {¢pm1,Cm42,...} halmaz b— 1 szdmot
nem vesz fel [m + 2, 00)-b6l. Mivel azonban m + 2 > N, ezért ezen b — 1 szdmot
is felveszi valahol a c1,cq,... sorozat, csak még ¢, 41 el6tt. igy ez a b—1 szadm
mindegyike olyan cg, melyre k < m, gy ¢ < k+ 2015 < m + 2015 alapjan ezek
a szamok mind az [m + 2, m + 2015] intervallumba esnek.

Tehdt azon 2014 egész koziil, melyek az [m + 2, n + 2015] intervallumban benne
vannak, de a {¢;41, . - ., ¢ halmazban nem, b— 1 darab az {c;,. .., ¢, } halmazban
van, a maradék 2015 — b darab pedig sziikségképpen a {¢p41,. .. } halmazban. Ezen
2015 — b szdm mindegyike legaldbb n + 2, igy ezek az [n+ 2, n + 2015] intervallumba
esnek.

Ezen a ponton alljunk meg egy pillanatra, és vegyiik észre, hogy a feladat meg-
oldaséaval lényegében készen vagyunk. Csak az alapjan, hogy a 2014 kimaradé szam
valahol az [m + 2,n 4 2015] intervallumban van, még nem tudndnk pontos becslést
mondani, hiszen m, n-et kicsivel megvaltoztatva az egyik kimaradé szam szabadon
yatugorhatna” az intervallum elejérél a végére, ezzel nagy (n —m nagysagrendii)
valtozast eredményezve. De azaltal, hogy a 2014 kimaradé szam koziil mindig b — 1
van az intervallum elején, és 2015 — b a végén (ahol a b egy univerzalis paramétere
a sorozatnak!), ilyen ugrdsok nem térténhetnek meg, csak az intervallum szélein
1év6 rovid (2014 hosszi) intervallumok belsejében mozoghatnak a kimaradd sza-
mok. fgy lehetséges az, hogy m, n-tél fiiggetlen, 10072 nagysagrendii becslést fogunk
tudni mondani.

Nem maradt mas hatra, minthogy kiszdmoljuk a 2014 kimarad6 szdm Gssze-
gének lehetséges legkisebb és legnagyobb értékét, majd ezt visszavezessiik a fel-
adatbeli Osszegre. Tudjuk, hogy a 2014 szam felbonthaté valahogy egy b — 1 és
egy 2015 — b elemi csoportra, melyek elemei rendre az [m + 2, m + 2015], illetve
az [n + 2,n + 2015] intervallumbdl valék. (Eléfordulhat, hogy ez a két intervallum
atfedi egymdst, de ez nem okoz gondot.) Mivel a szdmok kiilonbozéek, ezért a 2014
szam Osszege legaldbb

(m+2)+(m+3)+--+(m+0b))+

+((n+2)+(n+3)+---+ (n+2016 —b)) =

(b-1)@m+b+2)  (2015-b)2n+2018—b)
2 2 — lmin,
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legfeljebb pedig
((m+2017—b) + -+ (m+2015)) + (n+b+ 1) +--- + (n+2015)) =

(b—1)(2m +4032—b)  (2015—b)2n+2016+b) _,
2 2 - max-

Ha H jeloli az elobbi 2014 kimaradé szam 6sszegét, akkor a feladatban szereplo
Osszeg gy irhato:

n n n+2015 n n

S @-t= Y (e—i-b= Y i—H- 3 j- Y b=
j=m+1 j=m+1 i=m+2 g=m+l o j=mtl
_ (n+2014—m)2(n+m+2017) g (”—mﬂ’;*m“) —b(n —m).

A hpin < H < hpax becslést alkalmazva, a kifejezések egyszeriisitése utan végiil
a kovetkez6t kapjuk:

n

b® —2016b+ 2015 < Y (a; —b) < —b* + 2016 — 2015.
j=m+1

fgy tehat valéban,

n

> (a;— b)’ < —b? +2016b — 2015 = 10072 — (b — 1008)* < 10072,
j=m+1

Rajzoljuk meg a masik metszéspontot is!

JOTANACS: Ha egy feladat egy kor és egy egyenes, vagy két kir egy
bizonyos metszéspontjit kéri, akkor rajzoljuk meg a bizonyitando dlli-
tast a mdsik metszésponttal is, és vizsgdljuk a kétféle esetet egyszerre,
ugyanazon az abrdn.

Két példat szeretnék mutatni arra, hogy ez az elv hogyan hasznalhaté verseny-
feladatok megolddsaban. Mindkét példa a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian
szerepelt. Az elsét, amit a nemzetkozi zstiri kozepes nehézségli feladatnak szént,
a kozel szaz orszagbol valogatott 548 versenyzo koziil csak 86 tudta megoldani
— ennyien kaptak meg a maximalis 7 pontot —, és tovabbi 7 kapott 6-ot vagy 5-6t.
(A magyar csapat osszesen 1 + 1 pontot szerzett.) A mésik példa az idei 3. feladat,
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ezt az 577 verseny$ koziil 30 oldotta meg kifogastalanul, és még egyvalaki kapott
6 pontot. (A magyarok koziil négyen kaptak egy-egy pontot.)

Gondoljuk meg, hogy mi is van a Jotandcs mogott. Képzeljiik el, hogy egy
feladatot, ahol valamilyen geometriai egybeesést (pl. hdrom egyenes egy ponton
megy at) kell bizonyitani, koordindtdkkal oldunk meg. Eldszor kiilonboz6 betiiket
valasztunk a szabadon megvalaszthaté paraméterek, példaul a kiillonb6zé pontok
koordinatainak jelolésére, utdna pedig ezekkel a betilikkel kifejezziik a kordbbiaktdl
fligg6 pontok koordindit és a kiilonbozé gorbék, egyenesek egyenleteiben szerepld
egyiitthatokat. Ha pontosan szamolunk, a végén a bizonyitandé 4allitas egy algebrai
azonossag kell, hogy legyen.

Kor és egyenes, illetve két kor metszéspontjanak kiszamitasahoz masodfokd
egyenletet kell megoldanunk. Az eredmény egy gyokos kifejezés lesz: a metszéspont
koordinataiban megjelenik egy kellemetlen négyzetgyok (a méasodfoki egyenlet két
gyokének kiilonbsége), amit azutdn magunkkal kell cipelniink. A megoldds végén
egy négyzetgyokos azonossagot kell ellendrizniink. Itt jon a lényeg. Tapasztalhattuk,
hogy a négyzetgyokos azonossagok tobbnyire akkor is igazak maradnak, ha a pozitiv
négyzetgyok helyett a negativat vessziik; ezért a legtobb esetben a bizonyitando
allitas a mdsik metszésponttal is igaz. Az is el6fordul, hogy egy feladaton beliil
tobb ilyen metszéspontpar is szerepel; ilyenkor a bizonyitandé allitasnak még tobb
példanyat fedezhetjiik fel az dbraban.

A Viete-formuldk egyszerii 6sszefiiggéseket biztositanak egy masodfoki egyen-
let gyokei kozott; a geometriai abrankban ezeknek a metszéspontparok koézotti geo-
metriai kapcsolatok felelnek meg. Ugy is mondhatjuk, hogy a feladat altal leirt
alakzat csupan része egy nagyobb dbranak, és a nagyobb &brardl, ahol a masik
metszéspontot is felvessziik, tobb geometriai Gsszefiiggést olvashatunk le. Termé-
szetesen a nagyobb abra még nem jelenti azt, hogy a megoldas innen kezdve auto-
matikus, de t6bb esélyiink van meglatni a megoldast, mintha az abranak csak egy
kicsi részletében keresgélnénk.

1. feladat (IMO 2012/5).

Legyen az ABC haromszdégben BC A<t = 90°, és legyen D a C-bdl induld
magassaguonal talppontja. Legyen X a C'D szakasz belsé pontja. Legyen
K az AX szakasznak az a pontja, amire BK = BC'. Hasonléan, legyen
L a BX szakasznak az a pontja, amire AL = AC. Legyen M az AL és
BK egyenesek metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy MK = ML.

e Mit is jelent az a mondat, hogy ,, Le-
gyen K az AX szakasznak az a pontja,
amire BK = BC”? Hogy szerkesztenénk
meg a K pontot? Egyszeri: az AX sza-
kaszt elmetssziik a B kézépponti, C-n &t-
mené kp korrel. Hasonldéan, az L pont
a BX szakasz és az A kozépppontu, C-n
atmené k4 kor metszéspontja.
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Most keressiik el6 a tarisznyankbdl az otthonrdl hozott hamuban siilt Jétana-
csot, és alkalmazzuk. Az AX egyenes két pontban metszi a kg kort, az egyik a mar
ismert K pont; a mésikat jelsljiikk K’-vel. Hasonléan, a BX egyenes kétszer metszi
a k4 kort; az egyik metszéspont az L; a masikat jelolje L'. Végiil, a k4 és a kg kor
is kétszer metszi egymaést; az egyik metszéspont C'; a masik a C' tiikorképe az AB
egyenesre; legyen ez C’.

Az X pontnak a kg és a k4 korre vonatkoz6 hatvanya
XK XK'=XC-XC'=XL-XL,

ebbdl pedig lathatjuk, hogy a K, K’, L, L’ pontok egy korén vannak; jeldljiik ezt
a kort kc-vel.

M;

A megoldas kulcsa az az észrevétel, hogy az AL és BK szakasz érinti a k¢
kort. Az A pont a kp és k¢ korok hatvdnyvonaldn, az KK’ egyenesen van, tehat
az A pontnak a kp és ko korre vonatkozd hatvanya ugyakkora; az A pontbdl
ugyanolyan hosszi érintéket hizhatunk a két korhoz. Az egyik ilyen érinté az AC
szakasz, amely meréleges a kp kor BC sugarara. Ezért az Gsszesen négy érintési
pontot a k kor metszi ki a kg és ko korskbdl; ez a négy pont a kg koron C és C’,
a ko korén pedig L és L'. Az AL és AL’ szakaszok tehdt érintik kco-t. Hasonldéan
lathatjuk, hogy a BK és a BK' szakasz is érinti ko-t.

Végil, az MK és ML szakaszok éppen az M pontbdl a ko korhoz huzott
érint6 szakaszok, tehat egyforma hosszuak.

Ha maradéktalanul végre akarjuk hajtani a Jétanacsot, akkor megrajzoljuk
az AL' és BK' egyenesek tovabbi metszéspontjait is; az dbrdn ezeket jeloli My,
Ms és Ms. A bizonyitandé éllitasnak Osszesen négy példanyat talalhatjuk meg
az abraban:

MK =ML, MK =ML, MK =ML é MK = MsL'.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/7 397



ﬁ} 2015.10.8 — 15:30 — 398. oldal — 14. lap KoMalL, 2015. oktéber gf

2. feladat (IMO 2015/3).*

Legyen ABC' egy hegyesszogii hdromszdg, amiben AB > AC. Legyen I’
ezen hdromszdog korilirt kére, H a magassagpontja és F az A-bdl kiin-
dulé magassag talppontja. Legyen M a BC' szakasz felezdpontja. Legyen
Q T-nak az a pontja, amire HQA< =90°, és K T'-nak az a pontja,
amire HKQ< = 90°. Feltessziik, hogy az A, B, C, K, Q pontok mind
kiilonbozoek, és ilyen sorrendben kovetik egymdst a T koron.

Bizonyitsuk be, hogy a KQH és FKM hdromsziogek korilirt kérei érin-
tik egymdst.

A megoldés elsé 1épése egy egyszeri ész-
revétel: a Q) pont az M H félegyenesen van. Jol
ismert, hogy egy haromszog magassagpontja-
nak az oldalegyenesekre, illetve az oldalak fe-
lez6pontjaira vonatkozo tiikorképei a kortilirt
koron vannak, utébbiak a kortilirt koron a csi-
csokkal atellenes pontok. Legyen H tiikorképe
a BC egyenesre K’ az M pontra Q'. (Hogy
miért ilyen furcsian jeloljiik ezt a két pontot,
rovidesen kideriil.) Ekkor tehdt AQ’ a kornek
atmérdje. Mivel AQH < derékszog, a Thalész-
tétel megforditdsa miatt a QH egyenes &t-
megy a kor A-val dtellenes pontjan, Q'-n. Te-
hat a H(Q egyenes tartalmazza a HQ' szakaszt
és annak felez6pontjat, M-et. Ebbél lathatjuk, hogy a Q, H, M, Q' pontok, ebben
a sorrendben, egy egyenesen vannak.

Innentdl kezdve mar nem lesz sziikségiink az A pontra.

Most alkalmazzuk a Jétandcsot. A @ pont a koriilirt kor és az M H egyenes
egyik metszéspontja; a masik metszéspont Q’. Mi térténne, ha a @ pont helyett
a Q' ponttal kellene megoldanunk a feladatot? Elészor is észrevehetjiik, hogy a K
pont helyett a K’ pontot kell hasznalnunk: ez az a pont a korén, amire Q' K'H< =
=90°. Mivel Q' K'H< = 90°, a K'Q’ H kor kdzéppontja az M pont; az M K' szakasz
ennek a kornek egy sugara. Hasonléan, mivel K'FM< = 90°, az FK'M koérnek
K'M egy atméréje. lgy a K'Q'H és az FK' M kor kézéppontja is az MK’ egyenesre
esik, a két kor a K’ pontban érinti egymdst. Ha tehdt a feladatban a @ pontot
kicserdljiik a @’ pontra, egy konnyen ellendrizheté allitast kapunk.

Tekintsiik most a hdromszog koriilirt korét, a HQK kort és HQ' K’ kort, vala-
mint ezek paronként vett hatvdnyvonalait. A HQK kérben HQ, a HQ'K' kérben
HQ' 4tmérd és Q, H, Q' egy egyenesen vannak. Ezért a HQK és a HQ'K' korok
érintik egymast. Tehat a harom kor paronként vett hatvanyvonalai a metszéspon-
tokat Osszekotd QK illetve a Q' K’ egyenesek, valamint a HQK és HQ'K' korok
bels6 kozos érintéje, az M H egyenesre H-ban allitott merdleges. Ezek egy pon-
ton, a hdrom kor hatvanypontjan mennek &t; jelsljiik ezt T-vel. A K-nal és K’'-nél

* Az idei olimpiai feladatok megoldasat a 386-395. oldalakon kozoljiik.
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levd derékszogek miatt HK'T K hirnégyszog, a koré {rt korben HT dtmérd. Legyen
most S a HK'TK kor kézéppontja, ami nem mas, mint a HT szakasz felez6pontja;
ekkor tehdt SH = SK = SK’' = ST. A HK' htr felez6 mer6legese, a BM FC egye-
nes is atmegy S-en, a kor kozéppontjan.

Az SH szakasz érinti a HK(Q és a HK'Q' kort is. Mivel pedig SH = SK =
= SK', az SK szakasz a K pontban érinti a HKQ kort, az SK’' szakasz pedig
K'-ben érinti a HK'Q'" kort. Az S pontnak a HMF korre vonatkozé hatvdnya
SM - SF = SH? = SK?; ebbdl kovetkezik, hogy az FK M kor a K pontban érinti
az SK szakaszt. Az SK szakaszt tehdt az FKM kor és a HKQ kor is érinti
a K pontban; a két kor tehat egymast is érinti.

Kés Géza

Ko6MaL archivum — ’Q
30 évfolyam feladatai és cikkei ( ,
oJ

A Kozépiskolai Matematikai Lapok legelsé évfolyama az 1893—-94-es tanévben
jelent meg. A folydirat az els6 és a méasodik vilaghdboru miatt is megsziint néhany
évre, de mindkétszer Gjraindult, és az 1950-es évektdl a mai napig minden tanév-
ben 9 szdmot adnak ki bel6le. A KéMaL-ban megjelent tobb mint harmincotezer
oldalnyi feladat- és cikkanyag teszi ki a K6MaL archivumét.

A KoMalL els 100 évét 1893-1993-ig az 1994-ben elkészitett dupla CD fog-
lalta 0Gssze, 2000 és 2006 kozott pedig az Oktatdsi Minisztérium honlapjéan,
a http://www.sulinet.hu/komal cimen jelent meg az archivum, 1999 decembe-
réig feldolgozva a fiizeteket. A feladatokra és cikkekre kiilonféle jellemz&ik alapjan
lehetett keresni ezeken a CD-ken és a sulineten is, de a folyéirat valodi digitalizé-
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lasa ekkor még nem valésult meg, hiszen csak az eredeti oldalak szkennelt képei
voltak elérhet6k. Az ,Irdny a Nobel-dij K6MaL 1994-2003” CD-n az 1994 utani
10 év matematika, fizika és informatika anyaga mar teljesen keresheté elektronikus
formatumban volt olvashato.

Mira a fent emlitett alkalmazasok egyike sem miikodik, tilhaladta éket az id6.
Azonban az eltelt évek alatt — idén pedig a Nemzeti Tehetség Program , A matema-
tikai, a természettudomanyos és a miiszaki, informatikai kompetenciak, valamint
a szakmatanuldshoz sziikséges kompetenciak erdsitése a koznevelési intézmények-
ben cimii, NTP-MTI-M-14 szamu péalydzatanak koszonhet6en — folyamatosan gon-
doztuk a KoMal-tartalmak adatbazisat.

Ma a http://db.komal.hu/KomalHU cimrdl indulé alkalmazés lehetévé te-
szi a digitdlis archivum webes megjelenitését a MathML nyelvli oldalak nézé-
séhez alkalmas bongész6 program (Mozilla, Firefox) segitségével. Fontos, hogy
Mozilla/Firefox béngészében nyissuk meg a KéMaL archivumaét, mivel
sem Internet Explorerben, sem Google Chrome-ban nem kapunk helyes képleteket!
A tartalmat alapvetéen MathML formdtumban tessziik kozzé, de lehetdség van
annak PDF formaban torténé letoltésére is.

Mit tud a KoMaL webes archivuma?

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 30 évfolyama — 1984 és 2013
kozott — tobbféle szempont szerint kereshetd, és a kivalogatott feladatok, cikkek
kinyomtathatéak. Az Gsszetett kereséssel igazi kincsestarban kutathatnak ingyene-
sen az olvasdk: lehet keresni cikkekben és feladatokban tobbek kozott cim, szoveg,
kategdria (pl. versenyek), témakor és név alapjan.

Az archivum azonban nemcsak 30 évet dolgoz fel: mindenki megtaldlhaté
benne, akinek a neve vagy fényképe didkként, szerzoként a folydiratban barmi-
kor megjelent, koztiik hazank szamos hires tuddsa, ma ismert személyisége. A lap
megalapitisa, 1893 6ta megjelent Gsszes szamanak tartalomjegyzéke, tsszes felada-
tdnak témdja és cikkének cime is kikereshetd, a megjelenés pontos helyével egyiitt.

A digitalizalas ellenérzését kovetoen fokozatosan az 1984 elétt megjelent fii-
zetek is teljesen elérhetéek lesznek a fenti cimrél. Addig is a KéMal archivumbdl
kikeresett tartalmakat meg lehet taldlni a korabban beszkennelt forméban.

AKki sajat CD-t szeretne irni, amelyen az 1893-1993 kozott megjelent KoMal
oldalak szkennelt képeit megnézheti, a www.komal.hu/cd/cd.zip cimrol toltheti
le a fdjlokat. (Zip archivum, 525 MB.)

Kérjiik, hogy ha a lap szamainak bongészése soran tartalmi tévedést vagy
formai hibat talal, jelezze azt az archiv@komal.hu cimen, hogy minél el6bb kija-
vithassuk.

OKTATASKUTATO P % 0 AP (Nemzeti
% | . 0 & EMBERI EROFORRAS 2
ES FEJLESZT = p > >
MMI iiartvaial H 2} TAMOGATASKEZELO Tehetség Program
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Gyakorlé feladatsor %
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Hany olyan 4 darab egész szambdl 4116 adatsokasag van, melynek medidnja 1,
atlaga 2, szérasnégyzete pedig 37 Mi(k) ez(ek) az adatsokasiag(ok)? (12 pont)

2. Egy 1 méter oldalhosszusigu, négyzet alaku asztallapra egy téglalap alaku
abroszt teritiink. Az abrosz hosszabb oldalai kétszer olyan hossziak, mint a révi-
debbek, és gy helyezziik az asztalra, hogy kozépvonalai egybeessenek az asztallap
atléival. fgy az abrosz mind a négy sarka az asztallap sikjdhoz képest 10 cm-rel
lelég. Az asztallap hény szdzalékét fedi a terité ebben a helyzetben? (13 pont)

3. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet az egész (z;y) szdmpéarok halmazan:

(14 pont)

3y —2
2x—2—\/8x+4:—’ y ’

5

4. Az f(x) = /x fiiggvény grafikonjat elmetssziik az & = b egyenletii fiiggéleges
egyenessel. Az egyenes, f(z), és az x-tengely dltal bezéart S sfkidom teriilete ¢t = 18.

a) Mennyi b pontos értéke?

b) Az S sfkidomot megforgatjuk az x-tengely koriil. Mekkora a keletkezett
forgéstest térfogata? (12 pont)

II. rész

5. a) Igazoljuk, hogy az 2 + 322 — 3z — 1 = 0 egyenletnek van egyjegyti pozitiv
egész megoldasa.

b) Oldjuk meg az z3 + 322 — 3z — 1 = 0 egyenletet a valés szdmok halmazan.

¢) Adjuk meg a tangensra vonatkozé addiciésképletek és nevezetes szogek
szogfiiggvényei segitségével a 105° és a 165° szogek tangenseinek a pontos értékét.

d) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazdn:

(tgz +2)° =7+ tgz +ctgz. (16 pont)

6. Egy szabalyos nyolcszogbe az dbra szerint a kozép-
pontjan keresztiil nyolc egyforma egyenlo szari haromszoget
rajzolunk be.

a) Mekkora a haromszogek silypontjai dltal meghatéro-
zott szabdlyos nyolcszog, illetve az eredeti nyolcszog tertile-
tének az aranya?

b) Kati az dbranak megfelel§ porgettytiket csindl. A porgettytik felsé felén 1éve

nyolc kis haromszog mindegyikét kifesti a piros, fehér, vagy zold szinek valamelyi-
kével (a porgettyll aljat nem festi le).

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/7 401



ﬁ} 2015.10.8 — 15:30 — 402. oldal — 18. lap KoMalL, 2015. oktéber QF

Hanyféle kiilonboz6 porgettytit készithet Kati, ha az élben szomszédos harom-
szogek szinét kiilonbozonek szeretné, de nem ragaszkodik ahhoz, hogy mind a harom
szint felhasznélja? (16 pont)

7. a) Adjuk meg a P(—1;1), és Q(3;3) pontokon adtmend e egyenes egyenletét.

b) Az f(x) = 2% — 62 + 8 egyenletii fiiggvény grafikonjanak melyik az a pontja,
amelyikbe hizott érinté meréleges a fenti e = P(Q egyenesre?

¢) Adjuk meg az e egyenes, az érinté, illetve a két koordindta-tengely &ltal
bezért (az elsé stknegyedbe es) konvex négyszog teriiletét. (16 pont)

8. Egy téglatest térfogata 8 cm®. Ha a téglatest minden élét 1 centiméterrel
megnoveljiik, akkor egy 27 cm? térfogati téglatestet kapunk. Mekkora térfogati
téglatestet kapunk, ha ismét megnoveljiik az éleket 1-1 centiméterrel? (16 pont)

9. Egy jatékgyarté vallalat az dbranak megfeleld
mianyag jatékkockakat gyart. A gyartas soran elkészi-
tik a ,sértetlen” 2 cm élhosszu kockdkat, majd a nyolc
cstics mindegyikénél az éleken kimérve az azonos d ta-
volsdgokat levagnak egy-egy olyan tetraédert, melynek
alaplapja szabalyos haromszog. A levagott tetraéderek
anyagat Osszegytjtik, és ebbdl a hulladékanyagbdl ké-
s6bb 1j jatékkockdkat gyartanak. (Ezek hulladékét is
Osszegyujtik. Altaldban nem kell anyagveszteséggel sza-
molnunk a gyartas sordn, illetve a hulladékot nem ke-
verik a nem hulladék anyaggal 6ssze.)

a) Mekkora a d tdvolsdg pontos értéke, ha pontosan 48 darab jatékkocka
hulladékabdl allithaté el6 egy mind a nyolc cstcsaban ép 2 cm élhosszu kocka?

b) A nem hulladékanyaghdl késziilt kockdk mind els§ osztélydak a minéség
szempontjabdl, mig a hulladékbdl késziilt kockdknak csak 80%-a elsé osztalyt,
a tobbi hibds. A gyarto6 cég 20 éve véltozatlan feltételekkel, valtozatlan gydrtésoron
gyartja jatékait. A hulladék- és a nem hulladékanyagbdl késziilt kockdk a gyartas
sordn egy taroloba keriilnek, ahol Osszekeverednek. A jubileum alkalmabdl egy
exkluziv 200 darabos jatékkocka szettet adnak ki diszdobozba csomagolva. Mekkora
az esélye, hogy a dobozba legaldbb két darab hibds dobdkocka keriil? (16 pont)

Sztranyak Attila
Budapest

Megoldasvazlatok
a 2015/6. sz. emelt szintli matematika gyakorlé feladatsorhoz

I. rész

1. Egy kozvélemény-kutatds kérdéseire az elsé honapban 700 ember vdlaszolt, min-
denki pontosan egyet vdlasztott a felkindlt harom lehetdségbél. A feleletek ardnya 4 :7 : 14
volt. Ezutdn még néhdny ember részt vett a kézvélemény-kutatdsban, igy a feleletek ard-
nya 6 : 9 : 16 lett. Legkevesebb hdny ember vdlaszolt utélag a kérdésekre? Ebben az esetben
végiil melyik lehetdséget hdanyan vdlasztottdk? (11 pont)
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Megoldas. A 700 ember valaszit ardnyosan elosztva a lehetdségeket elészor 112, 196,
392 ember vilasztotta. A masodik esetben az ardnyszamok 6sszege 31, igy gondolhatnank,
hogy a 700-at kovetd 31-el oszthaté szam megfelel lesz. Ez a 713. Ezt aranyosan elosztva
138, 207, 368 jon ki a lehetOségeket véalasztdk szaméra. Ez azonban nem lehetséges, mert
a harmadik lehetdséget valasztok szama csokkenne ez el6z6 esethez képest. Tehat keressiik
a legkisebb, 392-nél nagyobb 16-al oszthaté szamot. Ez a 400 = 25 - 16. fgy a végs6 szavazok
szama legkevesebb 2531 = 775. Tehat legkevesebb 75 ember valaszolt utélag és ekkor
az adott lehetéségeket 150, 225 és 400 ember valasztotta.

2. A mosogatdgépiinkon hdromféle program van. Egqy mosogatdashoz az A program
30%-kal tébb elektromos energidt, viszont 20%-kal kevesebb vizet haszndl, mint a B prog-
ram. A B program 15%-kal kevesebb elektromos energidt és 25%-kal tobb vizet haszndl egy
mosogatdshoz, mint a C program. Mindhdrom program futtatasakor 50 Ft-ba keril az al-
kalmazott mosogatdszer. Egy mosogatds az A programmal 165 Ft-ba, a B programmal
150 Ft-ba keril. Mennyibe keril a C programmal egy mosogatds? (12 pont)

Megoldas. A B program x Ft értékii elektromos energidt és y F't értékii vizet hasznal
egy mosogatas alkalmaval: x + y + 50 = 150. Az A program 1,3x Ft értékii elektromos
energiat, és 0,8y Ft értékill vizet haszndl egy mosogatéds alkalmédval. A koltségre vonatkozo
egyenlet: 1,3x + 0,8y 4+ 50 = 165.

A kovetkezb egyenletrendszert kapjuk z-re és y-ra:

z +y = 100,
1,3z + 0,8y = 115.

Az egyenletrendszer megoldédsa: x = 70, y = 30.

A feltételek alapjan a C program futtatdsa soran az elektromos energia dra: /0,85 =~
~ 82 F't, a viz dra: y/1,25 = 24 Ft. A mosogatdszer arat is figyelembe véve a C programmal
egy mosogatas 82 + 24 4+ 50 = 156 Ft-ba kertil.

3. Hanyféleképpen huzhatunk ki a 32 lapos magyar kdrtyabdl 6 lapot ugy, hogy legyen
koztiik pontosan két piros, két 26ld és két dsz? (14 pont)

Megoldas. 1. eset: A két 4sz éppen a piros és a zold dsz. Ekkor még egy piros lapot
kell valasztanunk a maradék 7 piros koziil, egy zoldet a maradék 7 zold koziil és 2 lapot
a nem piros, nem zold és nem asz 14 lap koziil. Az esetek szdma:

N1:(7).<7>_(14) I R Y
1 1 2 2

2. eset: Az egyik &sz a piros 4sz, a masik nem a zold &sz. Ekkor kell egy dszt
valasztanunk a mésik két sz koziil, majd egy piros lapot a maradék 7 piros koziil, két
z0ld lapot a nem &sz 7 zold koziil és még egy lapot a nem piros, nem zold és nem &sz
14 lap koziil. Az esetek szama:

N2:2~<7>v(7)-<14>:2~7-E-14:4116.
1) \e2 1

8. eset: Az egyik dsz a z0ld dsz, a masik nem a piros 4sz. N3 = No = 4116.
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4. eset: A makk és a tok aszt vélasztjuk. Ekkor kell még 2 piros lapot valasztanunk
a nem &sz 7 piros koziil, 2 zold lapot pedig a nem &sz 7 zold koziil. Az esetek szama:

Ny = (7>. <7> _T6 76 g
2 2 2 2

Az 6sszes esetek szama: N = N1 + No + N3 + Ny = 4459 +2-4116 + 441 = 13 132.

4. Egy kecske egy keritéssel védett 10 x 3 m-es virdagdgy korili, elegendéen nagy réten
legel. A kecskét 16 m hosszu kitéllel a kerités 10 méteres oldalanak felezépontjindl levert
colophoz kotottek. Mekkora teriileten legelheti le a fiivet a kecske? Hanyadrészére csdkken
ez a teriilet, ha a kitél hosszat 10 méterre csokkentik? (14 pont)

Megoldas. A 16 méteres kotél esetén a lelegelhetd teriilet egy 16 m sugari félkérbol
és két-két 11 és 8 m sugard negyed korbdl all. A virdgdgyds mogott a 8 m sugaru
negyed korok dtfedik egymadst (1. dbra). Ezt a teriiletet dupldn szdmoljuk a fél és negyed
korok teriiletének Osszegzésekor, tehdt egyszer le kell vonni. A keletkez6 JK L idomot egy
egyenes szakasz és két koriv hatarolja. Allftsunk merélegest az L pontbdl a JK szakaszra.
A merdleges szakasz M talppontja a JK szakasz és az AD szakasz felez6pontja lesz. fgy
két egybevagé fél korszelet jott 1étre. A fél korszelethez tartozd kdzépponti szogre a DM L
derékszogli hdromszogben: cosa = 5/8, amibdl « & 51,32°. A két {él korszeletbdl egy egész
korszeletet Osszedllitva a 8 cm sugari korben, a hozzé tartozé korcikk kozépponti szoge:
2 & 102, 64°.

71 =10m

1. dabra 2. dbra

A korszelet teriilete, amit majd le kell vonnunk:

2 2 102 40
Torier = Tenae — T = S 102,640 — S 5mU0Z64) o0 00 5199 = 96,1 m?,
360° 2
162 4+ 112 4+8%) . 7
Tie = ( )7 _ Taneter ~ 692,72 — 26,1 = 666,62 m>.

2
A megroviditett, 10 m hosszi kotél esetén (2.dbra):
(10> +5%+2%) - 7
2
To  202,6 m?

— = ——— ~0,304.
Tie 666,62 m? ’

Ty = = 64,57 ~ 202,6 m>,

A lelegelhetd teriilet kozel 30%-ara csokken a kotél lerdviditésével.
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II. rész

5. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet:
log, (4 sin® 2z) = 2 — log,(—2tg ). (16 pont)

Megoldas. sin2z = 2sinxzcosz # 0 és tgax < 0 esetén atalakitva az egyenlet bal,
majd jobb oldalat:

log, (4 sin? 23:) _ log, (4 sin? 23:) )

log, (4 sin” 2z) =

log, 4 2 ’
2 —1 -2t =log, 4 —1 -2t =1 .
ogy(—2tgx) =log, 4 — log,(—2tgx) = log, “Stgz
Ezutan az egyenlet:
log, (4 sin? Qx)
— = =log, ——,
2 —2tgx
amibdl
9 \2
log, (4sin®2z) =1 — ).
08, ( sin a:) 08, (—tgw)
Mivel a log, = fiiggvény szigorian monoton novekvd, igy
9 \2
4sin’® 2z = < ) ,
—tgx
amibdl
. 2 P 4cos’ . . 4 2 2
4-4sin"wcos"w = ——5—, ésigy 4sin” wcos x = cos” .
sin® x

Mivel cosx # 0, ezért 4sin® z = 1, vagyis sin® z = %, amibdl sinx = :tg.

Mivel tgx < 0, ezért a megoldds x = —7 + km, ahol k € Z.

6. Mennyi annak a valdszinidsége, hogy a hatoslottd hizdson a 45 szdmbdl (visszatevés
nélkil) 6-ot kihizva, a hat lottészdmot névekvd sorrendbe rakva egy szdmtani sorozat
egymdst kévetd tagjait kapjuk? (16 pont)

Megoldds. Az Ssszes lehetséges eset szama Cfs = () = 8145 060.

Kedvezd eset az, ahol a kihizott szamokat novekvd sorrendbe rendezve azok a ko-
vetkezd alaktak: a, a +r, a + 2r, a + 3r, a + 4r, a + 57, ahol a,r € NT, a < 40, r < 8.
Az a lehetséges értékei r = 1 esetén 1,2,...,40; r = 2 esetén 1,2,...,35; r = 3 esetén
1,2,...,30; ..;r=8esetén 1,2 3,4, 5.
Osszesitve a kedvezd eseteket: 40 +354+30+ ...+ 5= % -8 = 180 eset. Tehat
a val6szinliség:
180

= >  ~92210-107°.
8145060 ~ 2210+ 10

p

7. Milyen gorbét ir le az y = 2* —2(m — 3)x +m — 8 parabola csicsa, ha az m
paraméter értéke végigfut a valds szamok halmazdn? Az m paraméter mely értékénél lesz
a csucs ordindtdaja mazimdlis? Adjuk meg ebben az esetben a parabola P(0;—5) ponton
atmend érintdinek egyenletét. (16 pont)
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Megoldas.

y:x2—2(m—3)w+m—8:(m—(m—3))2—(m—3)2+m—8.

A parabola csticsa © = m — 3-ndl van, ordindtaja ekkor y = —(m — 3)2 +m—-8=
= — (m—3)>+ (m — 3) — 5, vagyis a cstics az y = —z° + & — 5 egyenletii parabolan fog

mozogni. Az
1\2
y:—a:2+a:—5:—(x—§> —4%

y fliggvény maximuma x = %—nél van, értéke y = —4%. Te-
hét a parabola csicsa x =m —3 = %, azaz m = 3,5 esetén

lesz a legmagasabban.

Az érint6 egyenlete y = kx — 5 alakd. A parabola
egyenlete y = x® — x — 4,5. Keressiik a k paraméter érté-
keit, ha az egyenes a parabola érintéje. Ez akkor lesz, ha
az egyenesnek és a paraboldnak egy kozos pontja van.

kz—5=2%>—1z—45, vagyis m2—(1+k)x+0,5:0.

A mésodfoku egyenlet diszkriminansa: D = (14 k)* —2 =
=0, amib8l (1 +k)> =2, vagyis 1 +k = +v2. Igy ki =
=1v2—1és ko = —v/2 —1 a két lehetséges érték. Tehat
az érint6k egyenlete:

3. dbra yz(\/i—l)m—'f) és y:(—\@—l)x—5 (3. dbra).

8. Az azonos tengerszint feletti magassagban fekvé Hencida és Boncida kézott a td-
volsdg 5 km. Henciddbdl egy kozeli hegy csicsa 30°-0s, Bonciddbdl pedig 11°-0s szdg alatt
ldtszik. Henciddbdl a hegy csucsdt és Bonciddt dsszekotd szakasz ldtészoge 120°-os.

a) Milyen magas a hegy?

b) A két vdrost dsszekitd szakasz felénél elinditanak egy tdvirdnyitdsos repiilégép
modellt, ami végig a szakaszfelez6 merdleges sikjiban mozog. Mennyire kézelitheti meg
reptlés kozben a hegy csucsat? (16 pont)

Megoldas. a) A 4. dbra jeldléseit hasznaljuk. Legyen x a hegy magassdga. A CTH

és CTB derékszogli haromszogekben sin30° = £, illetve sin11° = 3, ebbdl a = 2z és

b= —2—-=524x.

sin 11°© ’

A CH B haromszogben felirhatjuk a koszinusztételt a b oldalra, majd behelyettesitjiik
az el6bb kapott 6sszefiiggéseket: b = a®> + 5% —2-a -5 - cos 120°.

(5,24z)* = (22)* +25—2-2x-5-(=0,5), ebbdl
27,45763:2 =4z’ +25+ 10z, bal oldalra rendezve
23,45762° — 10z — 25 = 0.

Az egyenletet megoldva és a magassdgra kapott negativ megoldast elvetve: x = 1,2673.
Tehat a hegy magassdga (ahhoz a tengerszint feletti magassdghoz képest, ahol Hencida és
Boncida is fekszik) kb. 1267 m.
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4. dbra 5. dbra

b) Az 5. dbra jeldléseit haszndljuk. A legkisebb tdvolsig esetén a repiil6gép (R) rajta
van a HB szakasz S felez6 mer6leges sikjan, a hegy csiicsdnak magassidgaban. A keresett
tavolsdg C'R. Ennek a vizszintes szakasznak a vizszintes sikra esé merdleges vetiilete TN,
amely a TNF H derékszogii trapéz hosszabbik alapja lesz. A 4. dbra szerint

X
H = ~2195 é TB=
tg300 0 tg 11°

Jelslje a TN szakaszon P azt a pontot, amelyre PHB< = 90°, és legyen a = TH P<.
A TH B haromszogben a koszinusz tétel alapjan

6,520% = 2,195> + 5% — 2.5 2,195 - cos(a + 90°),
amibdl cos(a + 90°)~ — 0,5782, azaz a + 90° ~ 125,32°, vagyis a = 35,32°. A TPH de-
rékszogli hdromszdgben:
TP=TH -sina ~ 2,195 - 0,5777 ~ 1,268,
RC =TN =TP+ PN = 1,268 + 2,5 = 3,768.

~ 6,520.

Tehat a repiilégép a hegycsicsot kb. 3768 méterre kozelitheti meg.

9. Jdnos egy vizzel teli hordé aljdra 4 mm dtmérdji lyukat furt és a kifolyo viz se-
bességét wvizsgdlta. A Bernoulli-eqyenletbdl levezette, hogy v = +/2gx, ahol x a wvizszint
pillanatnyi magassdga. Megmérte, hogy a teli hordébdl az elsé mdsodpercben 62,8 cm® viz
folyt ki. (A sebességet itt dllanddnak vehetyik, a rovid mérési idé miatt.) Ezutdn megdlla-
pitotta, hogy 5 perc alatt pontosan 10 cm-rel csokkent a vizszint. Feltételezzik, hogy a viz-
szint ezponencidlisan csékken az x = h-27Y7 figgvény szerint, ahol h a kezdeti vizszint
magassdga, T pedig a horddban lévd viz ,felezési ideje”. A horddt tiresnek tekinthetjik, ha
mdr csak 1 cm magas a vizszint benne. A teli dllapotbdl mennyi idd alatt iril ki a horddé?

(16 pont)

Megoldas. A lyuk dtméréje d = 4 mm, sugara r = 2 mm = 0,2 cm. Keresztmetszete
A =721 =0,2%1 =~ 0,1257 cm?. A t =1 sec alatt kifoly6 vizmennyiség V = Avt, amib6l

a sebesség v 62.8 em?
,8 cm

- At 0,1257 cm? - 1 sec
A v = /2gx képletbél kiszamithatjuk a hordéban 1évd viz kezdeti magassagat:

m

v ~4996 0 ~5
sec S

2 2
v 5
h=— = =1,25m =125 .
29 2.10 ™ o
A vizszint 5 perc alatt 10 cm-rel csokken, igy ¢t = 300 sec esetén x = 115 cm. Ezeket
behelyettesitve a képletbe a felezési idé meghatarozhaté: 115 = 125 - 27300/T " amibél
_ g2
= % = 2494 sec =~ 41,6 perc.
& 155
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T ismeretében kiszamithat6 az £ = 1 cm vizmagassaghoz tartozé id6, ami a hordé kitirii-
16sét jelenti: 1 cm = 125 cm - 2742494 amibél
~2494 - 1g 70
S ~~ 17373 sec = 4 6ra 49 perc 33 sec
g

alatt iiriil ki a hordé.
Lorantfy Laszlé

Dabas

Matematika feladat megoldasa

B. 4692. Egy hegyesszogii haromszdg oldalait a, b és ¢, az ezekkel szemkoztes
szogeit o, B €s vy, a megfeleld oldalakon nyugve magassdgvonalak hosszdt pedig mq,
my és m jeldli. Igazoljuk, hogy

1 1 1
%+@+%>2cosacosﬁcosv - + — + — +3.
a b c sin2a  sin2f8  sin2vy

(5 pont) Javasolta: Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Gimn.)

Megoldas. A hagyomdnyos és a trigonometrikus haromszog teriiletképlet és
a szinusztétel felhasznalasaval:

mg 2T ab-siny  b-siny  sinfsiny

a a? a? a sin av

Hasonléan:
my sinysina , m, sinasing
= és _—

b sin 3 c siny
Az addicios képleteket felirva:
sin2a = 2sinacosa, sin2f8 = 2sinfBcosfP, sin2y =2-sin~ycos~y.
Ezeket behelyettesitve az egyenlotlenségbe és a miiveleteket elvégezve az aldbbi
egyenlGtlenséget kapjuk:

sin Bsiny = sinysina  sinasing ., o8 Bcosy cosycosa  cosacosf 3
. . . = . . . .
sin « sin 8 sin~y sin sin 8 sin 7y

A bal és a jobb oldal els6 tagjanak kiilonbségét atalakitva:
sinf3siny  cosfcosy  sinfsiny —cosfcosy  —cos(B+7)

sin « sin « sin « sin a
cos(m—(B+7)) cosa
= - = — = ctga.
sin av sin «
408 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/7



ﬁ} 2015.10.8 — 15:30 — 409. oldal — 25. lap KoMalL, 2015. oktéber gf

Ezt hasonléan elvégezve a mésodik és harmadik taggal, majd a kapott ered-
ményt befrva az egyenl6tlenségbe: ctga + ctg 8 + ctgy > v/3. A kotangens fiigg-
vény a ]0;%[ intervallumon szigoruan konvex. Ezért felirhatjuk rda a Jensen-
egyenl6tlenséget:

ctga +ctg B+ ctgy > ctg (a—l—ﬁ—i—w) :ctgﬂ _ 1
3 V3

3 z 3 -

amibél ctg a + ctg B+ ctgy > V3. Az egyenldség a Jensen-egyenlStlenségben akkor
all fenn, ha a =3 =~ = %.
Ezzel az allitast igazoltuk.
Hansel Soma (Szeged, Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

dolgozata alapjan

52 dolgozat érkezett. 5 pontos 42, 4 pontos 6, 3 pontos 1, 1 pontos 3 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(469-474.)

K. 469. Egy festéket 2 : 1,5 aranyban kell higitani, azaz 1,5 liter festékhez 2 li-
ter vizet kell adni, hogy jé legyen. Piktor Viktor el6szor készitett 9 liter keveréket,
amibe fele-fele ardnyba kevert festéket és vizet. Ekkor észbekapott, és kiszamolta,
mennyi vizet kellene még hozzaadnia, hogy j6 legyen az arany, azonban tévedésbdl
viz helyett annyi festéket tett még hozza, amennyi vizet kellett volna. Mésodjara
azonban mér nem hibazott, megfelel6 mennyiségli viz hozzdadasaval végiil jé higi-
tasu keveréket kapott. Hany liter keveréke lett végiil?

K. 470. Kétféle méretli kockank van, mindketto élhossza egész cm. A piros
kockék éle 5 cm-rel nagyobb, mint a kékeké. A kockdakbdl tsszesen 15 db-ot egy-
masra tettiink, igy egy 140 cm magas tornyot kaptunk. Mekkora a kockék éle, ha
a piros és a kék kockdk szdma kozotti eltérés a leheté legkisebb?

K. 471. Bori pénztarcdjaban kevés apré maradt: 1 db 5 Ft-os, 1 db 10 Ft-os,
1 db 20 Ft-os, 3 db 50 Ft-os, 3 db 100 Ft-os. Hany kiilonb6z6 6sszeget tud ezek

segitségével pontosan (visszaadds nélkiil) kifizetni?

K. 472. Mennyi az Osszege az 0sszes olyan pozitiv kétjegyli szamnak, amelynek
pontosan 12 osztéja van?

K. 473. Mennyi a szamjegyek sszege a 22015 . 15 szorzat binaris (kettes szam-
rendszerben felirt) alakjdban?
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K. 474. Anna és Baldzs szdkitaldlésat jatszik. Anna gondol egy négybetiis
értelmes magyar széra, amit Balazs prébal kitaldlni. Ha Balazs tippel egy négybetis
szot, akkor Anna elarulja, hogy az 6 szavabdl hany betii szerepel benne, és koziilitk
hény van jé, illetve rossz helyen. Mi lehetett Anna szava?

Balézs tippjei | Jo6 betiik szdma | Jé betiik szama
jo helyen rossz helyen
ROKA 1 0
OKOS 0 0
IKRA 2 0
RITA 1 1
DANO 0 3

Bekiildési hatarid6: 2015. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1308-1314.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1308. Alkalmas haromszogeket kettévdagunk a legnagyobb szogiiknél levé
csicson atmend egyenessel két egyenloszart haromszogre. Mekkorak lehetnek egy
tompaszogii haromszog szogei, ha a kettévagast két kiilonb6z6 mddon is meg tudjuk
tenni?

C. 1309. Egy tetszoleges haromszog teriiletét jelolje ¢, koréirt korének sugarat
R, beirt korének sugarat pedig r. Igazoljuk, hogy % < Rr.

Feladatok mindenkinek

C. 1310. Sanyi egy négynapos turara 19 500 Ft-ot vitt magaval. Minden
nap elkoltotte meglévs pénzének egyharmadéat és utdna még egy allandé Gsszeget.
Mekkora volt ez az allandé Gsszeg, ha a tiura végére pénze éppen elfogyott?

C. 1311. Az %; 0,375; 1; 1,4; V/2; %; 2; %; %; 3; 4; V18; /32 szémok
mindegyikét ellatjuk pozitiv, vagy negativ elgjellel, majd az igy kapott szamokat
osszeadjuk. Hanyféle kiillonbo6z6 eléjelezéssel kaphatunk sszegként 1-et?

C. 1312. Hatdrozzuk meg x2? + y? értékét, ha tudjuk, hogy zy +x +y = 44
és 22y + zy? = 448.

MEIQ
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Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1313. Egy egyenlé oldali hdromszog egyik csicsa a (0;1) pont. Két tovabbi
csucsa kozill az egyik az x tengelyen, a masik az y = 3 egyenletii egyenesen van.
Mekkora a haromszog teriilete?

~ C. 1314. Egy hdromszdg két oldala egységnyi hosszt, kizrezart szogiik 108°.
Irjunk a haromszogbe szabalyos 6tszoget Ugy, hogy az 6tszog oldalai koziil hdrom
a haromszog oldalaira essen. Mekkordk a beirt 6tszog oldalai?

Bekiildési hatarid6: 2015. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4732-4740.)

B. 4732. Egy 36 {6s osztaly tanuldéinak a matematika atlagait osztalyfénokiik
beirja egy 6 x 6-o0s tablazatba. Mindegyik tanulénak maés az dtlaga. Az osztalyfénok
megjeloli minden oszlopban a legnagyobb értéket. Azt taldlja, hogy a megjelolt
6 szam mind kiilonb6z6é sorban van. Ezek utdn megjel6li minden sorban a legna-
gyobb atlagot. Most pedig azt tapasztalja, hogy ezek mind kiilénbz6 oszlopban
helyezkednek el. Bizonyitsuk be, hogy a kétféle médszerrel ugyanazt a 6 atlagot
jelolte meg.

(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)
B. 4733. Egy n > 2 cstcsu egyszert, osszefiigg graf minden élére 1-est vagy
2-est irunk. Ezutdn minden cstcshoz hozzarendeljiik a beldle kiindul6 élekre irt

szamok szorzatat. Mutassuk meg, hogy lesz két olyan csics, melyekhez ugyanazt
a szamot rendeltiik.

(3 pont) Javasolta: Ademir Hujdurovi¢ (Koper)

B. 4734. Egy 2015 oldalélii kockardcs néhany mez6jét (egységkockajat) isme-
retlen fertézés tamadta meg. A fertozés ugy terjed, hogy ha a kocka valamelyik
oldalélével parhuzamos sordban legaldbb t mezd fertézott (1 <t < 2015), ugy egy

perccel kés6bb a sorban minden mez6 fert6zotté valik. Hatarozzuk meg, hény, kez-
detben fert6zott mezd esetén

a) valik lehetségessé,
b) lehetiink biztosak benne,
hogy a fert6zés a kocka valamennyi mezG6jét eléri.

(6 pont) Javasolta: Mészdros Gdbor (Budapest)
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B. 4735. Szerkessziink hurnégyszoget, ha adott két-két szemkozti oldalegye-
nesének a metszéspontja, az egyik csiucsa, valamint az ezen athaladé atl6 egyenese.

(4 pont)

B. 4736. Legyen n pozitiv egész szam. Oldjuk meg a

n n

2l
— 3| — ?

i=1

egyenletrendszert.

(5 pont) Javasolta: Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Gimn.)

B. 4737. Az ABC' derékszogli haromszog AB atfogdjahoz tartozé magassa-
génak talppontja D. Az ACD< és a BC' D< szogfelezbje az AB atfogét rendre az
E és F pontokban metszi. Hatarozzuk meg az ABC haromszog beirt, és a CEF
haromszog koriilirt kore sugarainak ardnyat.

(5 pont) Javasolta: Bérd Bdlint (Eger)

B. 4738. Az AB atmérdji k kornek az A és B pontoktdl kiilonbozé tetszo-
leges pontja C. Bocsdssunk merélegest a C' pontbdl az AB dtmérére, a merdleges
talppontja az AB szakaszon D, illetve a merdlegesnek a k korrel valé masodik met-
széspontja E. A C kozéppontd, C'D sugari kor a k kort a P és (Q pontokban metszi.

Legyen a C'E és PQ szakaszok metszéspontja M. Hatdrozzuk meg % + %—AEJ ér-
tékét.
(4 pont) Javasolta: Bird Balint (Eger)

B. 4739. Tekintsiik azokat az x valds szamokat, amelyekre tg x + ctg x pozitiv
egész szam. Hatdrozzuk meg koziiliik azokat, amelyekre tg> x + ctg® z primszam.

(4 pont) Javasolta: Biré Balint (Eger)

B. 4740. Nyolc egységkockat tigy ragasztunk 6ssze egy testté, hogy a megfelelé
éleik parhuzamosak. Bizonyitsuk be, hogy a kapott test felszine legalabb 24 egység.
Ha a kapott test iireges, akkor csak a kiils6 felszin szamit.

(6 pont)

*

Bekiildési hatarid6: 2015. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

412 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/7



ﬁ} 2015.10.8 — 15:30 — 413. oldal — 29. lap KoMalL, 2015. oktéber gf

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(650-652.)

A. 650. Adott egy ABC hegyesszogii haromszog, és a C-bdl indulé magassag-
vonalan egy X pont. Legyenek az AB egyenesen D és E azok a pontok, amelyekre
DCB< = ACE< =90°. Legyen a DX szakaszon K, az EX szakaszon pedig L az
a pont, amelyre BK = BC, illetve AL = AC. Messe az AL egyenes BK-t Q-ban,
BC-t pedig R-ben, végiil messe a BK egyenes AC-t P-ben. Mutassuk meg, hogy
a C PQR négyszog érinténégyszog.

A. 651. Hatdrozzuk meg mindazokat a P(x) valds egyiitthatds polinomokat,
amelyekre
P(QL‘3 — 2) = P(Jc)3 -2

teljesiil.
CIIM 2015, Mexiko

A. 652. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik olyan C' > 1 szdm, amelyre a kovetkez6
tulajdonsag teljesiil: valahanyszor n > 1, és ag < a1 < ... < a, olyan pozitiv egé-
szek, amelyekre az o L .. L s74mok szémtani sorozatot alkotnak, ag > C™.

o’ai’ " an
CIIM 2015, Mezxiko

Bekiildési hatarid6: 2015. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Mi a matematika és kik a matematikusok?

2015. november 23-an, hétfén, 15:30-t6l az MTA Rényi Alfréd Matematikai
Kutatoéintézet és a Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat szervezésében a Magyar
Tudomany Unnepe alkalmabdl kitetlen beszélgetés lesz matematika irdnt érdek-
16d6 kozépiskolasokkal matematikai karrierlehet&ségekrol, oktatasrol, tehetséggon-
dozasrol.

A program soran tobb, karrierje kiilonb6z6 fokan all6 matematikussal ismer-
kedhetnek meg az érdekl6dok. Az el6addk kivalasztasdnak egyik szempontja a ma-
tematika, illetve a matematikus kozosség sokszintliségének felvillantasa”, ezzel is
kozelebb hozva mindkettot a fiatalokhoz.

Helyszin: MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet, Budapest, V. ker.,
Reéltanoda utca 13-15, Nagyterem.
Kapcsolattarté: Patkds Baldzs, e-mail: patkos.balazs@renyi.mta.hu.

Tovabbi informécié a http://www.renyi.hu honlapon olvashaté.
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Kedves Kollégak!

Az idén is megrendezziik az évenkénti hagyoméanyos, imméron 27. Varga Tamas
Moédszertani Napokat.
Ideje: 2015. november 6. péntek 15-19 éra és november 7. szombat 9-17 éra.
Helyszine: ELTE TTK Lagymanyosi kampusz Déli épiilet, 1117 Budapest,
Pazmény Péter sétény 1/C.
Tovabbi informéciok: www.komal.hu/hirek/VTN_2015_toborzo.docx.
Vancsé Odoén
vancso.odon@gmail.com

Grafalgoritmusok 1.

A grafok sok hétkoznapi probléma szemléltetésére és vizsgdlatara alkalmasak.
Ezekben a feladatokban a grafok csucsai példdul egy elemet, helyet, allapotot je-
16lnek, mig a graf élei az egyes elemek kozotti kapcesolatot, az dllapotok kozotti
atmenetet mutatjék. Abrézolhatjuk példaul graffal egy teriilet uthélézatat, ahol
a csucsok a varosoknak és a kozlekedési csomépontoknak felelnek meg, mig az utak
az éleknek. Alkalmazhatjuk a gréfokat a sakkjaték menetének leirdséara is: a kez-
doallasbdl elérhet6 Osszes dllasnak megfeleltetiink egy-egy csicsot, mig a szabalyos
lépéseknek a csicsok kozotti iranyitott éleket.

A KoéMal idei informatika pontversenyében kitfizott I/S. 1. feladat is meg-
oldhaté egy gréfban ttvonal keresésével. A feladatban az a kérdés, hogy egy fémlap
A és B csatlakozési pontja kozott vezeté6 marad-e azok utan, hogy beléle korlap
alaku teriileteket eltavolitottunk. A megolddshoz készitsiink egy grafot, amelynek
csucsai a korok kozéppontjai, valamint a lemezen kiviil a csatlakozasi pontokat nem
tartalmazé oldalak mellett egy-egy pont. A grafban legyen él azon csicsok kozott,
amelyek korei érintik vagy metszik egymaést, illetve a korck és a lemezen kiviili
pontok kozott, ha a kor érinti vagy metszi a fémlemez megfeleld oldalat. Ha van
dtvonal a grafban a fels6 és alsé fémlapon kiviili csticsok kozott, akkor nem lehet
Osszekottetés a fémlap A és B oldala kozott — és megforditva.
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A kérdés eldontése tehat azt igényli, hogy keressiink utat a graf két lemezen
kiviili csuicsa kozott. Ha kézzel, ceruzaval kellene megoldani a feladatot egy papirra
rajzolt grafnal, akkor feltehetéleg megoldanank a problémat; egy kisebb gréfon
ranézésre, egy nagyobb grafon némi iigyességgel. Ha az ttkeresést egy szamitégép
végzi (mert pl. rendkiviil nagy és bonyolult a gréf), akkor egy olyan miiveletsoroza-
tot kell megadnunk a szdamara, amely tetszéleges grafon elvezet a kiindulé csucstol
a célba, vagy megadja, hogy a cél nem elérhet6. Ez utébbi valaszt persze csak akkor
adhatja, ha a kiindulé csticsbdl elérhet6 Osszes csiicsot mar megvizsgalta, és azok
kozott nem volt a cél.

Altalénosségban egy tetszbleges grafban az tutkereso algoritmus valamilyen sor-
rendben bejarja a start csticsbdl elérhet6 teljes részét a grafnak. Példdul a kovetkezd
egyszeri eljarassal: ha a start cstcs egyben nem a cél, akkor megnézi, hogy a start
cstesbdl kozvetleniil elérhetd csticsok (szomszédok) kozott van-e a cél. Ha itt sem
talalja, akkor a szomszédok szomszédjait nézi meg, és igy tovabb. Ha eljutottunk
kozben a célig, akkor van 1ut; ha pedig mar nincs olyan él, amelyen 14j, még nem
érintett csicshoz érhetiink, akkor a keresés szintén véget ér, mert nincs ut. A grafok
ilyen modszeres atvizsgalasat leiré algoritmusokat a graf bejarasanak nevezziik.

Vizsgéljuk meg, hogy milyen tudassal rendelkeziink mi a graf bejarasakor, és
készitsiink ennek megfeleléen algoritmust. Eszrevehetjﬁk, hogy a mar egyszer meg-
vizsgalt csticsokat gy keriilhetjiik el, ha valahogyan megjeldljiik 6ket, pl. atszinez-
ziik. Ezt a program is meg tudja tenni, pl. jelzi minden csticsnal, hogy jartunk-e mar
ott. Kezdetben csak a start cstcs kap ilyen jelzést, a tobbi nem. Ezenkiviil tudnunk
kell, hogy egy cstics szomszédjainak vizsgédlata utan melyik csticson folytassuk a ke-
resést. Az eddig megvizsgalt részgrafot és a még nem érintett csicsokat Osszekotd
éleken kell tovabbhaladnunk. Az igy elérheté csicsok egy-egy korabban elért csics
szomszédjai. Tegyiik azt, hogy minden 14j cstcs elérésekor foljegyezziik a még meg
nem latogatott szomszédokat. Kezdetben csak a start csics legyen a jegyzetben.
A szamitégép haladjon végig a foljegyzett csicsokon, vizsgalja meg, hogy elértiik-e
a célt, illetve bovitse a jegyzetet, amikor 1j szomszédokat talal.

Legyen egy grafban két cstcs tavolsdga az egyiktél a masikig vezetd utvonalak
koziill a legkevesebb élen athaladd ut éleinek szama; illetve végtelen, ha nincs
kozottiik 1it. Ha a jegyzetiinknek mindig a végére irunk, és az elejérdl vessziik
a kovetkezd vizsgdlandd csicsot, akkor elészor a start csticsot érintjiik (0 tdvolsdg),
aztdn az & szomszédjait (a start cstucstél 1 tdvolsag), majd ezek szomszédjait
(2 tavolsag), és {gy tovdbb. A gréf cstcsait {gy a start cstcstdl vald tdvolsdguk
monoton névekvd sorrendjében érjiik el. Ez azt jelenti, hogy a d tavolsdgban 1évé
csucsok vizsgalata utan kezdjiik vizsgalni a d + 1 tavolsdgra 1évo cstcsokat, tehat
ez az algoritmus egyben a legrovidebb utat fogja megtalalni a start és a cél kozott
(ha van 1t).

Az algoritmus miikodése kozben megjeloli a mar meglatogatott csticsokat. Ke-
reséskor azok a cstucsok, amelyekben mar jartunk, de még vannak nem érintett
szomszédjai, egyfajta ,hatarvonalat” alkotnak a bejart és nem bejart csicsok ko-
zOtt. Ez a hatar fokozatosan béviil, amikor a feljegyzésbol egy tjabb csicsot meg-
vizsgalunk. A keresés folyamatosan noveli a hatar tdavolsdgat a kiinduld csicstol,
ugyanakkor a hatarvonal egyre hosszabb, mivel egyre tobb csics tartozik hozza.
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Ezen tulajdonsagok miatt a fent leirt utkeresé algoritmust szélességi keresésnek
nevezték el.
Szélességi keresés (graf, start, cél)
jartunk(csticsok start kivételével) := nem
jartunk(start) := igen
foljegyzés := lires
foljegyzéshez fliz := start
megvan_a_cél := hamis
Ciklus amig van foljegyzés és nincs meg a cél
cstics = vegyiik a kdvetkezd cslicsot a foljegyzésbdl
Ha cslics a cél akkor megvan_a_cél := igaz
kiilonben
szomszéd := cslcs els6é szomszédja
Ciklus amig van szomszéd
Ha nem jartunk(szomszéd) akkor
foljegyzéshez := szomszéd
jartunk(szomszéd) := igaz
Eldgazas vége
szomszéd := cslics kdvetkezé szomszédja
Ciklus vége
Elagazas vége
Ciklus vége
Szélességi keresés vége

Az algoritmus befejez6désekor a megvan_a_cél nevii logikai valtozébdl tudhat-
juk meg, hogy sikeriilt-e utat talalni. Ezzel gyakorlatilag megoldottuk a fémlap
vezetésével kapcsolatos feladatot. Természetesen ol kell el6tte épiteniink a grafot,
azaz tudnunk kell, hogy mely csicsok kozott van él. Mivel a feladatban legféljebb
100 korrdl van sz6 (és kell még két csiics a korskon kiviil), ezért megtehetjiik, hogy
folvesziink egy 102 x 102-es tdbldzatot, amelynél az 5. sor 16. oszlopdban 1év6 érték
jelzi, hogy az 5. és 16. grafcstcs kozott van-e él. Mivel a kapcsolat itt szimmetrikus,
azaz a graf nem irdnyitott, igy nyilvan ugyanez az érték szerepel a 16. sor 5. oszlo-
paban. Legyen példaul 0, ha nincs él és 1, ha van él. A feladatban logikai értékek
is dllhatnanak a tablazatban, de a kés6bbiek miatt maradjunk mégis a szamoknal.
Az igy létrejovo tablazatot a graf szomszédsagi matrixanak hivjuk. A matrix kitol-
tése geometriai szamitasokkal torténhet a korok sugarai és koordindtai, valamint
a fémlap méretei alapjan.

Ha egy miésik feladatban az tutrél tobbet is szeretnénk megtudni, példdul
hogy milyen hosszu, illetve hogy mely csicsokon halad keresztiil, akkor béviteniink
kell az algoritmust. Keresés kozben még nem tudhatjuk, hogy azok koziil az élek
koziil, amelyeken athaladunk, melyek lesznek benne az utban, tehat nem tudjuk
megadni az utat. De barmely cstcs elérésekor tudjuk, hogy honnan értiink az adott
csucsba, ezért ha ezt az informéciét megorizziik, akkor a cél cstucsbdl visszafelé
kiolvashaté a start csicsig az ut. Ehhez vegyiink 6] minden csiicshoz egy értéket,
amely megadja, hogy melyik csicsbdl érkeztiink ide. Ha egy csiicsot nem értiink el,
vagy az a start csics (ahovd nem érkeziink sehonnan), akkor az érték jelentse azt,
hogy nincs a keresés sordn megel6z6 cstcs. Ha a csticsokat pl. 1-t6l sorszdamozzuk,
akkor legyen ez az érték —1.

Nézziik meg a szélességi keresés algoritmusanak megvaldsitasat abban az eset-
ben, ha szeretnénk megkapni a keresés altal taldlt utat. Legyenek a graf csicsai
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1-t61 N-ig sorszamozottak, és legyen adott egy N X N-es szomszédsagi matrix.
Sziikségiink van még két N méretii tombre, melyek keresés kozben megmutatjik,
hogy mely csicsokban jartunk és hogy az adott csicsot melyik szomszédjabol értiik
el, illetve egy olyan jegyzetfiizetre, amely segitségével sorra vehetjiik a csicsokat.
Ez utébbihoz egy sor elnevezésti adatszerkezet a leghasznosabb, amelynek a végére
tudunk irni és az elejérol tudjuk kiolvasni az elemeket. Kénnyen megvalésithaté egy
tomb és néhany egész valtozd segitségével. Legyen egy eleje, vége, thely és darab
valtozo, amely megadja, hogy hol van a témbben a sor elsé és utolsé eleme, mennyi
a férohely és most hany elem van a sorban. A sor szokdsos miiveletei: a végére flizés
és az elejérél vald olvasds (ami most egyben az elem eltdvolitdsa is a sor elejérél),
valamint annak vizsgalata, hogy a sor iires-e. A kezdetben iires sornal legyen a da-
rab és vége értéke nulla, az eleje pedig egy. A sorba torténd befiizés algoritmusa
ekkor a kovetkezo:
Sorba(elem)
Ha darab<fhely akkor
vége ;= vége + 1
Ha vége = fhely akkor vége := 1
s[vége] := elem
kiilonben
Hiba: nincs tobb hely a sorban
Eldgazas vége
Sorba vége
A sor elejének olvasdsa és az tiresség vizsgalatat végzd algoritmusok sem bonyo-
lultabbak. Ha mindezekkel készen vagyunk, akkor a szélességi keresés — kiegészitve
az Utvonal megjegyzésével — a kovetkez&képp néz ki (N a graf csicsainak szdma és
m a graf szomszédsdgi matrixa):
Szélességi keresés utvonallal(graf, start, cél)
Ciklus i := 1-t6l N-ig
jartunk[i] := hamis

honnan(i] := -1
Ciklus vége
Sor_legyen_iires
Sorba(start)
jartunk|start] := igaz
megvan_a_cél := hamis

Ciklus amig nem iires a sor és nem igaz megvan_a_cél
Sorbdl(cstics)
Ha csiics = cél akkor megvan_a_cél := igaz
kiildnben
Ciklus szomszéd := 1-t6l N-ig
Ha m[cstics][szomszéd] = 1 és nem jértunk[szomszéd] akkor
Sorba(szomszéd)
jartunk[szomszéd] := igaz
honnan[szomszéd] := cstics
Eldgazas vége
Ciklus vége
Eldgazas vége
Ciklus vége
Szélességi keresés utvonallal vége
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A példaként mellékelt grafban utat keresiink a 3-as szamu csucstdl a 12-es
szamu csucsig. A grafon jeloltitk a csicsok folott a csics start csicstdl vett tavol-
sdgat is. A sor elemeit tarolé tomb allapota keresés kozben egy adott pillanatban
a kovetkezo:

index |12 |3[4|5]6|7[8]9]10]11]12
elem |3 |1[2]|6|8|4]|5|7][9]11

A tombben az aktudlis sorelemeket jelzé eleje mutaté értéke 7, a vége értéke 10.

Amennyiben a szélességi keresés algoritmusdbdl kihagyjuk a cél csics vizsga-
latéat, akkor egy olyan algoritmust kapunk, amely bejarja a start csicsbél elérhetd
részét a grafnak. Ha az (irdnyitatlan) graf osszefiiggd, akkor a teljes gréfot. A cél
vizsgalata nélkiili szélességi keresés véilaszt ad arra a kérdésre, hogy egy (irdnyitat-
lan) graf osszefiiggé-e: ha minden csticsban jartunk, akkor az.

Az at megkeresésére a most vélasztott modszertol lényegesen eltéré maddsze-
rek is vannak. Prébédljunk meg példaul kijutni egy labirintusbdl! Ez a probléma
is visszavezethetd grafban ut keresésére. Legyen a labirintus jaratainak végein és
a jaratok keresztez6désében egy-egy csucs a labirintusnak megfeleltethetd grafban,
a jaratok pedig természetesen legyenek az élek. Induljunk el a labirintus egy pont-
jarol. A szélességi keresés megtaldlja ugyan a kijarathoz vezeto legrovidebb utat, de
a sorbodl kivett csiicsok sokszor egészen tavol vannak egymastdl, ezért a valésagban
tul sok folosleges mozgast jelentenek. Sokkal természetesebb megoldas, hogy elin-
dulunk sorrendben az elsé bal kézre esé jaraton, és ha kiértiink, minden rendben,
ha zsdkutcaba jutottunk, akkor visszamegyiink, és ha keresztez6déshez jutottunk,
akkor ott is elindulunk a balra es6 elsé jaraton, és igy tovabb. Ha egy sikertelen
keresés utan visszaériink egy keresztezOdéshez, akkor ott a kovetkezd jaraton el-
indulva végezziik az elobbi 1épéseket. Ez az algoritmus is megtaldl egy cél cstucsot
a start csicsbdl indulva, de egészen méas csicsokat és éleket érint. Mivel a graf be-
jarasanak ez a modja olyan, hogy hosszan eléremegy a bal elsd éleken, vagyis elég
hamar a start cstcstdl tavolra jut, ezért mélységi keresésnek nevezték el. Az algo-
ritmus részleteivel a cikk folytatdsaban foglalkozunk.
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Kérdések és feladatok:

1. Mit jelentenek a sakkot leiré grafban a kimené él nélkiili csicsok? Van-e
a grafban kor?

2. Hogyan moédositsuk a szélességi keresést tigy, hogy ne a start csicstol vezetd
legrovidebb utakat, hanem csak azok hosszat adja meg minden elérhetd cstucsra?

3. Legalabb mekkora méretii sorra van sziikség egy N cstcsbol allé grafban
a szélességi keresés kozben? Adjunk meg egy grafot, start és cél csiicsot, amelynél
tényleg kell ekkora méretii sor!

4. Tekintsiik egy graf azon részét, amelyet a szélességi keresés érint egy adott
csticsbol, vagyis az érintett csticsokat és a hozzajuk vezetd éleket. Lehet-e ebben
a grafban kor?

5. Szeretnénk egy graf csicsait kiszinezni két szinnel gy, hogy minden csicsot
kiszineziink, és a szomszédos csucsokat mindig kiilonb6z6 szintire festjiik. Ez nyil-
van nem lehetséges barmely grafban. Mdédositsuk gy a szélességi bejarast, hogy
elvégezze a szinezést, ha az lehetséges!

Schmieder Laszlé

Informatikabdl kitiizott feladatok

1. 382. A ZUMA egy tobbféle elrendezésti palyan jatszott 16voldozés jaték.
A jaték soran a palyan mozgd, kezdetben folytonos sort alkotd, kiilonb6z6 szinii
golyokat kell 16vések segitségével eltiintetni, miel6tt azok barmelyike elérné a pélya
végét. Készitsiink programot, amelyben a jatékot egy egyenes szakaszon jatsszuk,
a golydk balrdl jobbra mozognak és minden idéegységben egy 16vés torténik.

Szabélyok:
e a golydk kezdetben a pélya bal oldaldn helyezkednek el, kozottiik goly6 nélkiili
pozicié nincs;
e balrdl az elsé golyd minden idéegységben egy egységgel tolédik jobbra;
e minden olyan golyé tolédik, amelynek a szomszédja tolédik;
e a kilott golyd tolédas utan ér célba, de még ugyanabban az idéegységben
o ha a taldlat helyén goly6 van, akkor
* ha a taldlat helyén és kozvetleniil mellette azonos szinti golydk voltak
egymas mellett;
— azokat eltiinteti, helyiik {ires lesz;
— amig az iiressé vald rész két oldaldn egyiittvéve 3 vagy tobb
azonos szind goly6 van, azok is eltlinnek;
x kiillonben a kilétt golyé a taldlat helyére keriil, az ott 1évé golyd
pedig jobbra tolédik és a jobbra 1év6 golydk koziil mindazok tolédnak,
amelyek szomszédja tolodik;
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o ha a taldlat helyén nincs golyé, akkor
* ha valamely szomszédjdban van golyd, a goly6 a célhelyen marad;
* kiilonben a golyé eltiinik.

A bemeneti f4jl elsé sora a palya h hosszdt, a péalyan 1évé golydk p szdmat és
a jaték sordn kilétt golydk k szdmat tartalmazza. A mésodik sor p darab karaktert
tartalmaz, amely a golydk szinét jeloli, amelyek sorrendben a palya bal szélétol
helyezkednek el. (A golydk szinét az A, ..., F karakterek jelolik.) A kovetkezd k sor
egy-egy golyo6-hely part tartalmaz: a paros elsé tagja a golyd szinét jeloli, a méasodik
tagja pedig a poziciét, amelyen a goly6 a palyat eléri. A kimenet a rendszer allapotat
mutatja az utolsé 16vést kovetden.

e Ha az Osszes golyot sikeriilt 16vésekkel eltiintetni, akkor az els6 sorba 0 kertiljon,
a masodik sorba azon 16vés sorszdama, amely utan ez el6szor teljesiilt.

e Ha valamely golyd elérte a pdlya végét, akkor az els6 sorba a -1 keriiljon,
a masodik sorba pedig azon 16vés sorszama, amely utan ez tortént.

e Ha van még golyd a palyan, de egy sem érte el a végét, akkor az els6 sor az 1 ér-
téket tartalmazza, a méasodik sor pedig h darab karaktert, amely a péalyan 1évo
golydk szinét jeloli balrdl jobbra. Az iires pozicidkra . keriiljon.

Az alabbi példa sorai egy-egy, egymastdl fiiggetlen allapotokban bekdvetkezett
16vést és annak eredményét mutatjak.

Aktudlis allapot Lovés Kovetkezo allapot
BAAB...... A2 .ABAAB. ...
BAAB...... A3 B..B.....
BBAAB..... A4
BBAABCCC. . T CcccC
CBBAABCCC. T
AA.. . AA. .. B 4 AAB. .AA
AA.. . AA... B 5 AA.. . AA
Bemenet Kimenet

20 10 3 1

ABCDEABCDE ...ABACBDEABCDE. ....
A 4

B7

A1

A program els6 parancssori argumentuma a bemeneti f4jl neve, a masodik
pedig a kimeneti f4jl neve legyen.

Bekiildend6 egy tomoritett 1382.zip allomanyban a program forraskodja, va-
lamint a program révid dokumentacioja, amely tartalmazza a megoldas révid leira-
sat, és megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszté kornyezetben fordithaté.
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1. 383 (E) A magyarorszagi hatéségi engedéllyel rendelkez6 banyéaszati terii-
letek néhany adata all rendelkezésiinkre a telek.txt, a banya.txt és a nyers-
anyag.txt allomdnyokban. Az dllomanyok tabulatorral tagolt, UTF-8 kddolasi
szovegfajlok, az els6 sorok a mezoneveket tartalmazzéak.

Készitsiink 1j adatbazist 1383 néven. A mellékelt adatallomanyokat importal-
juk az adatbézisba a forrasalloményokkal azonos néven. Beolvasaskor &llitsuk be
a megfelel6 adatformatumokat és kulcsokat, a tdbldkba ne vegyiink fel 1j mezot.

Tablak:
telek (id, telepules, muvmod, allapot, fedoszint, fekuszint)
id A bényatelek azonositéja (szdm), ez a kules.
telepules Telepiilés neve, amelyhez a banya tartozik (szoveg).
muvmod A bénya miivelési médja, értéke kiilfejtés, mélymiivelés, mélyfirds,
kiilfejtés és mélymiivelés lehet (szdveg).
allapot A béanyaszati tevékenység jellege, értéke M, S, T és B lehet —
miikodd, sziineteld, tdjrendezd és bezért dllapota szerint (szdveg).
fedoszint A nyersanyagréteg fels szintje méterben a tengerszinthez képest
(szdm).
fekuszint A nyersanyagréteg alsé szintje méterben a tengerszinthez képest
(szédm).
banya (telekid, nyersanyagid)
telekid A banyatelek azonositéja (szdm), kulcs.

nyersanyagid Az dsvdnyi nyersanyag azonositéja (szédm), kulcs.
nyersanyag (id, nev)

id Az 4svanyi nyersanyag azonositéja (szam), ez a kulcs.
nev Az 4svanyi nyersanyag neve (szoveg).
telek banya nyersanyag
% id 7 telekid ? id
telepules ¥ nyersanyagid I nev
muvmod
allapot
fedoszint
fekuszint

Készitsiik el a kovetkezd feladatok megoldésait. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-
junk arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és mas adatok ne. A meg-
oldasokat a zardjelben 1év6 néven mentsiik el.

1. Soroljuk fel lekérdezés segitségével azoknak a telepiiléseknek a nevét, ahol
zartak be mélymivelésii banydt. A listdban minden telepiilésnevet egyszer
jelenitsiink meg. (3bezart)

2. Melyik a legvastagabb szénrétegii banyatelek? Adjuk meg a telepiilés nevét és
a szénréteg vastagsigat. (4sokszen)
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3. Lekérdezéssel hatarozzuk meg, hogy a kavicsot termel6 banyak milyen mas
nyersanyagot termelnek, illetve termelhettek még ki. A listdban a kavics ne
jelenjen meg. (Bkavics)

4. Adjuk meg a miikod6 banydk koziil azokat, ahol 400 és 500 méter tengerszint
feletti magassagbdl nyersanyag termelheto ki. A listdban a banya telepiilése és
a banyészott nyersanyag jelenjen meg. (6magas)

5. A szénhidrogének — halmazallapottdl fiiggetleniil — dltalaban egyiitt fordulnak
el6. Lekérdezés segitségével listazzuk ki azokat a telepiiléseket, ahol a banya-
telkeken koolaj és foldgaz kitermelése egyiitt torténik. A listdban a tele-
piilések neve és a feltételnek eleget tevé banyatelkek szdma jelenjen meg.
(7szenhidrogen)

6. A fed8szint és a fekiiszint alapvetd informécié a bényatelkekrdl. Az adatbé-
zis karbantartasahoz ezeket az adatokat be kell szerezni. Készitsiink jelentést
azokrol a banyatelkekrdl, ahol a két adat koziil legalabb az egyik hidnyzik.
A jelentésben a telepiilések nevét emeljiik ki, banyatelkenként adjuk meg a te-
lek azonositéjat, a banyaszott dsvanyi nyersanyag nevét és az esetleg ismert
fedészint, valamint fekiiszint értékét. A jelentés létrehozédsat lekérdezéssel vagy
ideiglenes tabldval készitsiik el6. A jelentés elkészitésekor a mintdbdl a mezdk
sorrendjét, a cimet és a mezdnevek megjelenitését vegyiik figyelembe. A jelen-
tés formazéasdban eltérhetiink a mintét6l. (8hiany)

Hianyos fedo- vagy feklszintl banyak /

elepiilés neve Telekazonosite FedGszint Fekiszint Asvanyi nyersanyag

Gyeékényes
1138

U

homokos kavics
Gyongyossolymos
288
riolit

N

Homokterenye
1016
barnaszén
1017
barnaszén
1018 z

barnaszén

Kazar

7. A Kkiilfejtés, illetve a kiilfejtés és mélymiivelés nyersanyag kitermelési médszer
a tdjat durvan atrendezi. Lekérdezés segitségével hatarozzuk meg, hogy hany
telepiilést érint ilyen miivelési méda banyatelek. (9tajrombolas)

Bekiildend6 egy tomoritett 1383.zip dllomanyban az adatbazis és egy rovid
dokumentécid, amelybdl kideriil az alkalmazott adatbazis-kezel6 neve, verzidszama.

Letolthetd fajlok: nyersanyag.txt, banya.txt, telek.txt
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I. 384. Készitsiink alkalmazdst egyszerti (hurok- és t6bbszoros élek nélkiili)
grafok szerkesztésére. A program legyen alkalmas legfoljebb 20 csticsot tartalmazd
graf vizudlis szerkesztésére, valamint szoveges alloményba mentésére és beolvasé-
séra.

Szerkesztéskor az iires rajzteriileten torténé kattintds jelentse egy 1j csics-
pont folvételét. Két csicsra kattintds egymas utan jelentse az els6t a masodikkal
Osszekotd (irdnyitatlan) él berajzoldséat, ha még nem voltak 6sszekotve; illetve az él
torlését, ha mér Gssze voltak kétve. A jobb egérgombbal torténé hasonlé miive-
let jelentse iranyitott élek rajzolasat és torlését. Csicsot a f6lotte lenyomva tartott
egérgombbal lehessen mozgatni. A csiicsok kapjanak 1-t6l kiindulva sorszamot. Csu-
csot torolni a cstcsra torténd dupla kattintassal lehessen. Ha egy cstcsot torliink,
akkor természetesen minden élét is toroljiik, ugyanakkor minden nala nagyobb sor-
szamu cstcs szama csOkkenjen eggyel. fgy egy N csucsu grafban a sorszamok mindig
1-t8él N-ig terjedjenek. A csicsokat abrazoljuk egyszerli korként, a sorszamukat ir-
juk a kor belsejébe. Az éleket szakaszként rajzoljuk, az irdnyitott éleket a szakasz
végén nyillal jeloljiik. A programnak nem kell megoldania olyan megjelenitési prob-
lémakat, hogy cstcsok korei atfedik egymadst vagy egy nem a csicsba befuté élt.
Tételezziik fol, hogy a programot egy iigyes felhasznal6 kezeli, aki igyekszik a graf
j6 elrendezésére.

A program az M gomb megnyomdsédra vagy a meniib6l kivélasztva a Mentés
funkcidt irja egy graf.txt szoveges dlloményba a graf adatait. Az alloméany elsé
sordban a csicsok szdma (N) és az élek szdma (F), valamint a rajzterilet szé-
lessége és magassaga legyen egy-egy szokozzel elvélasztva, a kdvetkezé N sorban
a csticsok grafikus szerkesztéskor alkalmazott koordindtdi (egész szdmpdrok szokoz-
zel elvdlasztva), majd a kovetkez6 E sorban a graf élei (egész szdmpdrok székozzel
elvdlasztva) szerepeljenek. A program a B gomb vagy a Beolvasds funkcid esetén
torolje a munkateriilet és olvassa be a graf.txt alloményt tovabbi szerkesztésre.

A megoldashoz a versenykiirdsban szerepld programozasi nyelveket és fejleszto-
eszkozoket hasznédlhatjuk, illetve kliens oldalon futé webes alkalmazésokat is elfo-
gadunk.

Bekiildendo egy 1384.zip tomoritett allomanyban a program forrdskodja, va-
lamint a program rovid dokumentacioja, amely tartalmazza a megoldas rovid leira-
sat, és megadja, hogy a forrasalloméany melyik fejleszté kornyezetben fordithaté.

I/S. 2. Adjuk meg a lexikografikusan rendezett n hosszi permutécidk koziil
a k-adikat (1 <n <14 és 1<k < nl). Egy n hosszi permutdciénak az 1,2,...,n
szamok egy sorbarendezését nevezziik. Két permutaciét igy tudunk lexikografiku-
san rendezni, hogy balrél az els6 helyen, ahol eltérnek a szamok szdmjegyei egymaés-
t6l, a kisebb szamot tartalmazoé permutéciot soroljuk elérébb. Példaul 2314 < 2341.

A program olvassa be a standard input elsé sordbdl n-et és k-t, majd irja
a standard output elsé és egyetlen soraba a megfelel6 permutaciot.

Példa bemenet: Példa kimenet:
4 2 1243
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Pontozds és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét to-
moren, de érthetden leiré dokumentacié 1 pontot ér. A programra akkor kaphato
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futasidokorlaton beliil.

Bekiildend6 egy tomoritett is2.zip allomdnyban a program forrdskddja
az .exe és mas, a fordité altal generalt allomanyok nélkiil, valamint a program
rovid dokumentécidja, amely a fentieken til megadja, hogy a forras mely fejleszt6i
kornyezetben fordithaté.

S. 101. Adott egy hegység térképe, pontosabban egy N x M-es tablazat
az egyes koordinatak magassagaval, melyek egyike sem nagyobb, mint 1000 000 000.
Tovabba adott néhdny nagyon szép hely a hegységben. Azt szeretnénk eldonteni,
hogy legalabb mennyire nehéz az a tiira, amely minden szép helyet meglatogat va-
lamelyik szép helyrdl kiindulva. Azaz formélisan a legkisebb C' szdmot szeretnénk
meghatarozni, hogy barmelyik szép helyrél barmelyik masikra el lehessen jutni ugy,
hogy kozben a térképen egy mezordl mindig egy méasik olyan élszomszédos mezére
lépiink, melyek szintkiilonbsége legfoljebb C.

A program olvassa be a standard input elsé sorabdl N-et és M-et, a térkép
sorainak és oszlopainak szémdt (1 < N, M < 800), majd a kovetkez6 N sorbdl
soronként M db egészet: a magassagokat. Az utdna kovetkezé N sorbdl is soronként
M db egészet, melyek 0-k, vagy 1-ek lehetnek: 0, ha nem szép a hely, és 1, ha
szép. A program irja a standard output elsé és egyetlen sordba a lehetd legkisebb
megfelelé C' szamot.

Példa bemenet: Példa kimenet:

35 21
20 21 18 99 5
19 22 20 16 26
18 17 40 60 80

10001
00000O0
00001

Pontozas és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét to-
moren, de érthetden leiré dokumentdcié 1 pontot ér. A programra akkor kaphato
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futdsidékorlaton beliil.

Bekiildendd egy tomoritett s101.zip &dllomdnyban a program forrdskddja
az .exe és mas, a fordité dltal generalt allomanyok nélkiil, valamint a program
rovid dokumentécidja, amely a fentieken til megadja, hogy a forras mely fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

A feladatok megolddsai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2015. november 10.

%
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3
A 46. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia | h‘ >
elméleti feladatai* #‘?E‘RNA'"ONALPHVSK:SleMPlAD |

2015 MUMBALI - INDIA

1. feladat. Napbdl érkez6 részecskék (sszesen 10 pont).

A Nap feliiletérol érkez6 fotonok és a belsejébél érkezé neutrindk a Nap bels6
és kiils6 hémérsékletérél adhatnak informéaciot, valamint megerésitik, hogy a Nap
a benne zajlé nukledris folyamatok miatt ragyog.

A feladatban a kévetkezé adatokat hasznélhatjuk: a Nap témege: Mo = 2,00-10% kg,
a Nap sugara: Rp = 7,00-10® m, a Nap luminozitédsa (egységnyi idS alatt kisugirzott
energia): Lo = 3,85 - 10%® W és a Fold-Nap étlagos tévolsdga: de = 1,50 - 10" m.

Néhany fliggvény hatdrozatlan integralja:

1
i 2™ de = (Z — =) ™ + 4llands,
a a?
.. 2 ax ‘T2 2z 2 ax . 4
(i) e dr = — — 5 + — | e"" +dllands,
a a a
3 2
3 ax x 3x 6x 6 az , ,
(#i7) /me dz = <;fa7+§*g>e + allandé.

A rész. A Naptdl jovo sugarzas
A.1. Tegyiik fel, hogy a Nap abszolit fekete testként sugdroz. Ezt felhaszndlva
hatdrozzuk meg a Nap T felszini hémérsékletét! (0,3 pont)

A napsugarzas spektrumat jé kozelitéssel a Wien-féle eloszlas adja meg. Esze-
rint a Napbdl a Fold egy adott feliiletére egységnyi id6 alatt, egységnyi frekvencia-
tartomanyban érkez6 energia:

R2 27h
©
u(f) = %CTJC?’ exp(—hf/ksTs),
ahol f a frekvencia, A pedig a bejové sugérzés irdnyara merdleges feliilet nagysiga.?

Ezek utan tekintsiink egy, a bees6 napsugarzas iranyara merélegesen elhelye-

zett, A feliiletii, félvezetd anyagbdl késziilt, vékony napelemet.

A.2. A Wien-kézelitést felhaszndlva fejezziik ki a napelem feliiletére beesd nap-
sugdrzas teljes Pye teljesitményét az A, Ro, de, Te paraméterekkel, valamint a c,
h, kg fizikai dllanddkkal! (0,3 pont)

* A hivatalos megolddst és a mérési feladatokat a K6MaL novemberi szdmaban ismer-
tetjiik.

A feladatok kidolgozaséara 5 éra &llt rendelkezésre. A harom elméleti feladatra Gsszesen
30 pontot lehetett kapni. A részfeladatok utdn kozolt pontszamok az egyes kérdések
nehézségi fokara utalnak.

2¢ a fénysebességet, h a Planck-allandét, kg pedig a Boltzmann-allandét jelsli. Ezek
(és még més fizikai dllanddk) szamértékét egy kiilon tdbldzatban megkaptak a versenyzok.
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A.3. Fejezziik ki az egqységnyi idé alatt, eqységnyi frekvenciatartomdnyban
a napelem felilletére beesd fotonok n,(f) szdmdt az A, Re, do, Te, f paramé-
terekkel, valamint a c, h, kp fizikai dllanddkkal! (0,2 pont)

A félvezet6 anyag, amibdl a napelem késziilt, E, szélességii tiltott sdvval ren-
delkezik.? Alkalmazzuk a kovetkez8 modellt. Minden, E > E, energiju foton egy
elektront gerjeszt a tiltott sav folé. Ez az elektron E, energidval jarul hozzd a hasz-
nos kimend energidhoz, az esetleges tobbletenergidja hé formajaban disszipalodik
(nem hasznosul).

A.4. Legyen xg = hfs/kpTs, ahol Eg = hfy. Fejezzik ki a napelem Py; hasznos
kimend teljesitményét az x4, A, Ro, do, Te paraméterekkel, valamint a c, h, kg
fizikai dllanddkkal! (1,0 pont)

A.5. Fejezziik ki a napelem n hatdsfokdt x, segitségével! (0,2 pont)

A.6. Abrdzoljuk vdzlatosan n-t az xg figguényében! Az xo =0 és az g — 00
esetén érvényes értékeket is tintessik fel. Mekkora az n(zg) figguény meredeksége
Tg—0 €S Tg — 00 esetén? (1,0 pont)

A.7. Jeloljiik xo-lal xg azon értékét, ahol n maximdlis. frjuk fel azt a har-
madfoki egyenletet, amibdl xy meghatdrozhats! Adjunk becslést xqg értékére £0,25
pontossdggal! Ezt felhaszndlva szdmoljuk ki n(xg) értéket! (1,0 pont)

A.8. Tiszta szilicium esetén Ey = 1,11eV. Ezt az adatot felhaszndlva, szdmol-
Juk ki a sziliciumbdl készilt napelem ns; hatdsfokdt! (0,2 pont)

A 19. szézad végén Kelvin és Helmholtz (KH) egy hipotézissel élltak eld
a Nap sugarzasanak magyarazatara. Feltételezték, hogy a Nap kezdetben egy ériasi,
elhanyagolhaté stiriiségii, Mg tomegl porfelhé volt, amely folyamatosan huzdédott
Ossze. A Nap sugdrzasa — feltevésiik szerint — szdrmazhat a lassi zsugorodds sordn
felszabadulé gravitacios potencialis energiabdl.

A.9. Tegyiik fel, hogy a Nap egyenletes tomegeloszlisi. Adjuk meg a Nap
jelenlegi ) gravitdcios potencidlis energidjdt a G gravitdacios dllandd, Mg €és Rg
segitségével! (0,3 pont)

A.10. A KH-hipotézis alapjin becsiiljiik meg azt a legnagyobb lehetséges Tiy
iddt (években megadva), ameddig a Nap ragyogni tudna! Tételezziik fel, hogy ezen
idd alatt a Nap luminozitdsa dllandd. (0,5 pont)

A fenti médon kiszamolt Ty 1d6 nem egyeztethetd dssze a Naprendszer — me-
teoritok tanulményozéasaval kaphatd — becsiilt életkordaval. Ez azt mutatja, hogy
a Nap energiaforrasa nem lehet tisztan gravitciés eredetii.

B rész. A Napbdl jovo neutrindk
1938-ban Hans Bethe azt allitotta, hogy a Nap energidja a benne levé hidrogén
héliumma torténé magfiziéjabol szarmazik. A netté magreakcid:

4'H — *He + 2e* + 2v.

A reakciéban keletkezo v, ,elektronneutrindk” témege zérusnak veheté. Ezek a ré-

szecskék a Napbdl kiszabadulnak, és a Foldon torténd detektalasuk alatdmasztja

3A ,g” index az angol gap (rés) széra, vagyis a tiltott siv szélességére utal.
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a magreakcidk lezajldsat a Nap belsejében. A neutrindk altal elszéllitott energia
elhanyagolhaté ebben a feladatban.

B.1. Szdmitsuk ki a Foldet elérd neutrindk szimdnak ®, fluzussiriségét
m~2 s™1 egységben! A fenti reakciéban AE = 4,0-10712 J energia szabadul fel. Té-
telezziik fel, hogy a Nap dltal kisugdrzott energia teljes mértékben ebbdl a reakciobdl
szarmazik! (0,6 pont)

A Nap magjabdl a Foldig tarté dtjuk soran a v, elektronneutrindk egy része
més tipusd, vx neutrinékks alakul at.* A detektor a vy neutrindkat é akkora
hatasfokkal érzékeli, mint amekkora hatasfokkal a v, neutrinékat. Ha nem volna
neutrinéatalakulés, akkor egy év alatt atlagosan N; szamu neutriné detektalasat
varnank. Azonban az &dtalakulds miatt a valésdgban egy év alatt dtlagosan No
szamu neutrindt (ve-t és vi-t egyiittesen) detektdlnak.

B.2. Hatdrozzuk meg N1 és Ny segitségével, hogy a v. neutrinck mekkora r
hdnyada alakul dt vy neutrinévd! (0,4 pont)

Ahhoz, hogy a neutrindkat észlelni tudjuk, nagy, vizzel toltott detektorokat
épitiink. Habar a neutrindk anyaggal valé kolecsonhatasa meglehetésen ritka, oly-
kor elektronokat 16knek ki a detektorbeli vizmolekuldakbdl. Ezek a nagyenergidji
elektronok nagy sebességgel hatolnak at a vizen, mely folyamat sordan elektromég-
neses sugarzast bocsdtanak ki. Amig egy ilyen elektron sebessége nagyobb, mint
a fény sebessége az n torésmutatdji vizben, a sugdrzds (dn. Cserenkov-sugdrzds)
kip alakban bocsatédik ki.

B.3. Tételezziik fel, hogy a neutrind dltal kilokdtt elektron a vizben wvald ha-
laddsa sordn dllando ttemben, iddegységenként o energidt veszit. Hatdrozzuk meg
a neutrind dltal az elektronnak dtadott energidt (Estadott) &, At, n, me és ¢ segit-
ségével, ha az elektron At ideig bocsdt ki Cserenkov-sugdrzdst! (Tételezzik fel, hogy
az elektron a neutrindval vald kélesonhatdsa eldtt nyugalomban volt.) (2,0 pont)

A Nap belsejében a hidrogén héliumma torténd fuzidja tobb lépésben torténik.
Az egyik ilyen 1épés soran "Be atommag (nyugalmi témege mp.) keletkezik. Ez-
utan ez az atommag egy elektront nyelhet el, melynek folyaman egy “Li atommag
(nyugalmi tomege my; < mpe) és egy Ve neutring keletkezik. A megfelel§ magreak-
cio:

Be+e” — "Li+ ve.
Ha egy nyugalomban levé Be atommag (mpe = 11,5- 10727 kg) elnyel egy ugyancsak
nyugvé elektront, a keletkezd neutriné energidja E, = 1,44 -10713 J. Azonban a Be
atommagok véletlenszeri termikus mozgast végeznek a Nap magjaban 1évé T,
hoémeérséklet miatt, és mozgd neutrinéforrasként viselkednek. Emiatt a kibocsatott
neutrindk energidja AF, s négyzetes kozépértékkel fluktudl.

B.4. Ha AF.s =5,54-10717 J, szdmoljuk ki o Be magok Vpe sebességé-
nek négyzetes kozépértékét, majd ezzel adjunk becslést T,-re! (Utmutatés: AFE; s

a megfigyelés irdnydba mutatd sebességkomponens négyzetes kizépértékétdl fiigg.)
(2,0 pont)

1Ezen jelenség, az in. neutrindoszcillacié kisérleti igazolasaért Kadzsita Takaaki japin
és Arthur B. McDonald kanadai tuddsnak itélték oda a 2015. évi fizikai Nobel-dijat
(- a szerk.).
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2. feladat. A széls6értékelv (Gsszesen 10 pont).

y A A rész. Széls6értékelv a mechanikdban

Tekintsiink egy vizszintes, surléddasmentes z-y

P sikot (1. dbra). A sikot az © = x; egyenlettel meg-
/. adott AB egyenes két, I és II jelli tartomanyra
osztja. Egy m tomegi, pontszerii test helyzeti ener-
V=V, gidja az I-es tartomanyban V = 0, mig a IT-es tarto-
manyban V' = Vj. A részecskét az O origébdl vy se-

w bességgel inditjuk el egy, az = tengellyel ¢, szbget

bezard egyenes mentén. A Il-es tartoméanyban 1év6

O /Y, B z P pontot vy sebességgel éri el egy, az = tengellyel
1 Y9 szOget bezar6 egyenes mentén.

1. dbra A gravitaciét és a relativisztikus hatdsokat a fel-

adat minden részében elhanyagolhatjuk.

A.1. Fejezziik ki va-t az m, vy és Vy mennyiségek segitségével! (0,2 pont)

A.2. Adjuk meg va-t v1, V1 és Uo segitségével! (0,3 pont)

Definidlunk egy (hatdsnak nevezett) A =m [v(s)ds mennyiséget, ahol ds
a v(s) sebességgel mozgd m tomegli részecske ,infinitezimdlisan kicsi” elmozduldsa
a palydja mentén. Az integrildst a palyagérbe mentén kell elvégezni.

Példaként, ha egy részecske allandé v sebességgel mozog egy R sugaru korpa-
lyan, akkor az A hatas 1 fordulat alatt 2rmRuv lesz.

Ha a részecske E energidja dllandé, akkor megmutathatd, hogy két rogzitett
végpont kozott az Osszes lehetséges palya koziil a részecske ténylegesen azon a pé-
lyén fog mozogni, amelyen kiszdmitva az A hatdsnak széls6értéke (minimuma vagy

maximuma) van. Torténeti okokbdl ezt a szélsGértékelvet a legkisebb hatds elvének
(LHE) nevezik.

A.3. A LHE-b6I kovetkezik, hogy ha egy részecske olyan tartomdnyban mozog,
ahol a helyzeti energia dllandd, a pdlydja a két rogzitett pont k6zotti egyenes szakasz
lesz. Legyenek az 1. dbrdn ldthaté O és P régzitett pontok koordindtdi (0,0), illetve
(z0,Yy0), tovdbbd annak a hatdrpontnak a koordindtdi, ahol a részecske az I-es
tartomdnybdl dtmegy a II-esbe, legyenek (x1,w). Fontos, hogy x1 értéke rigzitett, és
a hatds csak a w koordindta fiigguénye. Adjuk meg az A(w) hatdsfiggvény alakjdt!
Az LHE alapjan keressiink kapcsolatot a vi/vy hdnyados és a fenti koordindtdk
kézott! (1,0 pont)

»” 2

B rész. Széls6értékelv az optikaban

Egy fénysugar az my torésmutatéju I-es kozegbdl az no torésmutatoju Il-es
kozegbe 1ép at. A két kozeget egy z tengellyel parhuzamos egyenes vélasztja el.
A fénysugér az y tengellyel az I-es kozegben aq, a Il-es kdzegben ay szioget zar be
(2. dbra). A fénysugér utjat egy mdsik szélsdértékelv, a legkisebb id6 elvét megfo-
galmaz6 Fermat-elv segitségével kapjuk meg.

B.1. Az elv azt mondja ki, hogy két rogzitett pont kozétt a fénysugdr olyan
pdlydn halad, amelyen a két pont kozotti it megtételéhez sziikséges idonek szélséér-

téke van. Vezessik le a sinay és sinag kézotti dsszefiiggést a Fermat-elv alapjdn!
(0,5 pont)
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Yy P y
1l °
(w0, yo0)
no Q2 (0,0) T
a1 m
I n(y)
o o (z0, —y0)
2. dbra 3. dabra

A 3. dbrdn (vézlatosan) egy olyan lézersugdr menete lathat6, amely vizszin-
tesen 1ép be egy cukoroldatba. Az oldatban a cukorkoncentracié — és ennek kovet-
keztében a torésmutato is — csokken a magassaggal.

B.2. Tegyiik fel, hogy a torésmutatd csak y koordindtdtdl fiigg, n = n(y). A B.1.
részben kapott dsszefiiggés segitségével fejezziik ki a fénysugdr pdlydjanak dy/dx
meredekségét azng és n(y) torésmutatdk fiigguényében, ahol ng a térésmutats értéke
azy =0 helyen! (1,5 pont)

B.3. A lézersugdr a (0,0) origdban vizszintesen 1ép be a cukoroldatba az edény
aljdhoz viszonyitva yo magassdgban, ahogy az a 3. dbrdn ldtszik. Legyen n(y) =
=ng — ky, ahol ng és k pozitiv dllandok. Fejezziik ki x-et y és a lézersugdr pdlydjdt
meghatdrozd tébbi mennyiség fiigguényében! (1,2 pont)

Felhasznélhaté, hogy:

/ ! d¥ =In . + tgd | + alland6, vagy
cos ¥ cos

/dix —In (z + /2% — 1) + dllandé.
V(@2 = 1)
B.4. Hatdrozzuk meg azt az xo értéket, ahol a fénysugdr eléri az edény aljat!
Legyen: yo = 10,0 cm; ng = 1,50; £ = 0,050 cm~*. (0,8 pont)

C rész. A széls6értékelv és az anyag hullamtermészete

Most a legkisebb hatds elve (LHE) és a mozgd részecske hulldmtermészetének
kapcsolatat fogjuk tanulmanyozni. Ehhez azt feltételezziik, hogy az O-bdl P-be
haladé részecske minden lehetséges palyat befut, és mi azt a palyat keressiik meg,
amelyen az interferdlé de Broglie-hullamok erésitik egymaést.

C.1. A részecske egy infinitezimdlis kicsi As tdvolsaggal elmozdul a pdlydjdan.
Fejezziik ki a de Broglie-hulldm Ay fdzisvdltozdsdt a hatds AA megudltozdsdval és
a Planck-dllanddéval! (0,6 pont)

C.2. Tekintsik djra az A részben szerepld feladatot, ahol a részecske O-bdl
P-be mozog (4. ébra). Tegyiink egy dtlatszatlan lemezt a két tartomdny kozti AB
hatdrvonalra. Ezen eqy kicsiny, d szélességii C'D nyilds van, melyre teljestil, hogy
d< (xg—2x1) ésd < x7.
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Vegyiik fel az OCP és ODP szélsé palydkat, gy, hogy OCP az A részben
targyalt klasszikus pdlydn legyen. Hatdrozzuk meg elsé rendben a két pdlya kozotti
Apcep faziskilonbséget! (1,2 pont)

P
é//
//E
P
//
FL7
T
//I% | I 215,00 nm
Ve { G
o} B 0 |,710° TBl
T o x T To T
250 nm
4. dbra 5. dbra

D rész. Anyaghullamok interferenciaja

Tekintsiink egy elektronagyit O-ban, amely egy parhuzamositott elektron-
nyalabot bocsat ki a keskeny F' rés irdnyaba. A rés az x = x1 helyen 1évé A, B
atlatszatlan elvalasztéfalon ugy helyezkedik el, hogy az ernyén 1évé P pont, va-
lamint O és F' egy egyenesen legyen (5. dbra). A sebesség az I-es tartomdnyban
v1 = 2,0000 - 107 m/s, és ¥ = 10,0000°. A Il-es tartomanyban olyan a potencidl,
hogy a sebesség va = 1,0000 - 107 m/s. Az ¢ — 21 tdvolsdg 250,00 mm. (Az elekt-
ronok kozotti kolesonhatast hanyagoljuk el.)

D.1. Szdamitsuk ki az elektrondgyu Uy gyorsitofesziiltségét, ha O-ban az elekt-
ronokat nyugalmi helyzetbdl gyorsitjuk fel! (0,3 pont)

D.2. Az A1 By elvdlasztéfalon az F rés alatt, attol 215,00 nm tdvolsdgra egy
mdsik (G jelit) keskeny rést is létrehozunk. Az F és G réseken dt a P pontba érkezd
de Broglie-hulldmok fdziskiilonbsége 2w 3. Szamitsuk ki 8 értékét! (0,8 pont)

D.3. Mekkora az a P-t6l mért legkisebb Ay tdavolsag, ahol nem vdrhatd elektron
becsapdddsa az ernyén? (1,2 pont)

Figyelem! Hasznos lehet a sin(d + Ad) = sind + Ad cos ¢ kozelités.

D.4. A sugdr négyzetes keresztmetszete 500 nm x 500 nm, és a mérési dssze-
d@llitdas hossza 2 m. Mekkora az a minimdlis Iymin fluzussiriség (elektron darab-
szdm/eqységnyi merdleges feliilet/egységnyi id6), amely esetében egy adott iddpilla-
natban dtlagosan legalabb 1 elektron taldlhatd a mérési dsszedllitasban? (0,4 pont)

3. feladat. Nukledris reaktor tervezése (ésszesen 10 pont).

Az urdn a természetben UQOy formgjaban fordul eld, és az urdnatomoknak
csupén 0,720%-a 235U. Neutron hatédsira az 235U kénnyen elhasad, melynek sordn
2-3 nagy mozgési energiaju hasadvanyneutron is kibocsatodik. Ennek a hasadésnak
a valdszintisége megno, ha a hasadast kivalté neutronok mozgasi energidja kicsi.
Tehit a hasadvanyneutronok mozgési energidjanak csokkentésével az 23°U magok
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hasadasi lancreakcidja idézhetd el6. Ez képezi az energiatermeld nukledris reaktor
(NR) elvét.

Egy tipikus NR egy H magassagu, R sugari hengeres tartalybol 4ll, ami az un.
moderatoranyaggal van feltoltve. Ebben tengelyirdnyban hengeres csovek, az tn.
tizemanyag-kazettak helyezkednek el négyzetrdcsba rendezve, melyek belsejében
H magassagu, szilard allapotban 1éve, természetes UQO5 tizemanyagrudak talalha-
tok. A kazettabdl kilépd hasadvanyneutronok iitkéznek a moderétorral, igy energiat
veszitenek, hogy aztan a kornyezd kazettédkat a hasitashoz sziikséges kicsi energiaval
érjék el. A 6. dbrdn csak a feladat szempontjabdl relevans alkatrészek lathaték (pl.
a szabdlyozérudak és a hiitékozeg nem). A hasadds miatt az lizemanyagrudakban
fejléd6é ho a hossziranyban aramlé hiitékozegnek adddik at. Ebben a feladatban
az lizemanyagrudakban (A rész), a moderatorban (B rész) és a hengeres geometri-
4ju NR-ben (C rész) zajlé fizikai folyamatokat tanulmdnyozzuk.

1
£

6. dbra. A nukledris reaktor (NR) vézlatos rajza.
(a) Egy lizemanyag-kazetta nagyitott képe (1 — lizemanyagrid).
(b) Az NR képe (2 — lizemanyag-kazetta).
(c) NR feliilnézetben (3 — az iizemanyag-kazettak négyzetracsba rendezve;
4 — tipikus neutronpdlydk).

A rész. Az iizemanyagrud

UO, adatai: méltémege M = 0,271 kg mol™'; sfirtisége o = 1,060 kg m™>;
olvaddspontja Ty, = 3,138 - 103 K; hévezetési tényezbje A = 3,280 W m~! K—1.

A.1. Tekintsiik a kovetkezd hasaddsi reakcidt, melyben egy dllé 23°U elnyel egy
elhanyagolhato mozgdsi energidji neutront:

25U+ = MZr 4+ 19Ce+2'n+ AE.

Becstiljik meg a hasadds sordn felszabaduld teljes AE energidt MeV-ben! Az atom-
magtimegek: m(?3°U) = 235,044 u; m(°*Zr) = 93,9063 u; m(149Ce) = 139,905 u;
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m(*n) = 1,00867 u és 1 u = 931,502 MeVc 2. A téltés megmaraddsdval ne foglal-
kozzunk. (0,8 pont)

A.2. Adjunk becslést a természetes UOq-ban lévd 235U atomok térfogateqységre
esé N szdmdra! (0,5 pont)

A.3. Tegyiik fel, hogy a neutronfluzus-siriség az tizemanyagban homogén,
nagysdga p = 2,000 - 10'® m~2s~1. Egy ?3°U atommag hasaddsi hatdskeresztmet-
szete (a céltdrgy atommag effektiv keresztmetszete) oy = 5,400 - 10726 m?. Ha-
tdrozzuk meg az tzemanyagridban térfogategységenként fejlédé hé @ keletkezési
iitemét (W m~3-ben), ha a hasaddsbdl szirmazé energia 80,00%-a alakul hévé!
1 MeV = 1,602 - 10713 J. (1,2 pont)

A.4. Az dzemanyagrid kozepének (T.) és feliletének (Ty) hémérséklete ko-
26ttt kiilonbség dllanddsult dllapotban T, — Ty = kF(Q, a, \) alakban irhatd fel, ahol
k= % eqy dimenzidtlan dllando, a pedig az tizemanyagrid sugara. Hatdrozzuk meg
F(Q,a,\)-t dimenzidanalizissel! Itt A az UOqy hévezetési tényezdje. (0,5 pont)

A.5. A hiitékozeg kivint hémérséklete 5,770 - 102 K. Adjunk becslést meg
az tlizemanyagrid a sugardnak a, felsé hatdrdra! (1,0 pont)

B rész. A moderator

Tekintsiink egy kétdimenzids rugalmas iitkézést egy 1 u tomegii neutron és egy
A -u tomegii moderdtoratom kozott. Az iitkozés el6tt mindegyik moderdtoratomot
tekintsiik nyugvénak a laboratériumi vonatkoztatédsi rendszerben (LR). Jelolje u
és v, a neutron sebességvektorat rendre az iitkdzés eltt (before) és utan (after)
az LR-ben. Legyen U @ tomegkozépponti (TKP) vonatkoztatdsi rendszer sebesség-
vektora az LR-hez képest, ¥ pedig a neutron szérddasi szoge a TKP rendszerben.
Az iitkozésekben résztvevd Osszes részecske nemrelativisztikus sebességgel mozog.

B.1. A 7. dbrdn ldthaté az iitkézés vazlata az LR-ben, ahol 91 a szérddasi
sz0g. Vazoljuk fel az titkézést a TKP rendszerben!

va

2
1 3

4

7. dbra. Az iitkozés a laboratériumi rendszerben.
1 — a neutron az iitkozés el6tt; 2 — a neutron az titkdzés utan;
3 — moderatoratom iitkozés elétt; 4 — moderdtoratom iitkozés utan

Tiintessiik fel a részecskék sebességuektordt az 1-es, 2-es és 3-as dllapotokban

UG, Vo és Uy segitségével! Jeloljiik be a ¥ széréddsi széget is! (1,0 pont)

B.2. Adjuk meg a neutron v, illetve a moderdtoratom V 1itkézés utani sebes-
ségét a TKP rendszerben A és vy segitségével! (1,0 pont)
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B.3. Fejezziik ki a G(a, V) = E,/E, mennyiséget, ahol Ey és E, a neutron
LR-beli mozgdsi energidja rendre az ttkozés eldtt és utdan, valamint

A—1Y
o= 151 ! (1,0 pont)

B.4. Tegyiik fel, hogy az elézé kifejezés érvényes DoO molekuldra is. Szamit-
suk ki a neutron lehetséges legnagyobb relativ energiaveszteségét, az fy = Lo=Ea

E
mennyiséget, DoO (20 u) moderdtor esetén. (0,5 pont) ’

C rész. A nukledris reaktor

Ahhoz, hogy az NR-t dllandé ¢ neutronfluxussal miikodtessiik (dllandésult
allapot), az elszok6 neutronokat a reaktorban keletkez6 tobbletneutronoknak pétol-
niuk kell. Egy hengeres geometridji reaktornal a neutronok szokési {iiteme
k1 [(2,405/}%)2 + (W/H)z]l/), a tobbletneutronok keletkezési iiteme pedig kot). A ky
és ko allanddék az NR anyagi tulajdonsdgaitol fiiggenek.

C.1. Tekintsiink eqy NR-t, melyre ky = 1,021-1072 m és ko = 8,787-10 3 m~ L.
Figyelembe véve, hogy adott térfogat mellett szeretnénk minimalizdlni a székési
ttemet a hatékony tizemelés érdekében, hatdrozzuk meg az NR méreteit dllanddsult
dllapotban! (1,5 pont)

C.2. Az iizemanyag-kazettdk négyzetrdcsba vannak rendezve (6/c. dbra), a leg-
kozelebbi szomszédok kiozotti tdvolsdg 0,286 m. Az dzemanyag-kazettdk effektiv su-
gara (mintha tomdrek lennének) 3,617 -1072 m. Becsiiljiik meg az tizemanyag-
kazettik F,, szamdt a reaktorban, valamint az NR dllanddsult dllapotban torténd
iizemeltetéséhez sziikséges UOy anyag M tomegét! (1,0 pont)

A Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatdoverseny
elméleti feladatainak megoldésal

1. feladat.

1.A. Ez a részfeladat megegyezik a jelen szamunkban kitlizott P. 4767. fel-
adattal, emiatt a megoldasat késdbb kozoljitk (— a szerk.).

1.B. Jeloljiik a gazok kezdeti allapotjelzéit po-lal, Vj-lal és Tp-lal, molszamu-
kat pedig n-nel (ezek a bal és a jobb oldali rekeszre ugyanakkorak), egy kicsiny hé
kozlése utan kialakulé allapotot pedig jellemezziik az 1. dbrdn lathaté mennyisé-
gekkel.

A dugattyi egyensilya miatt p; = po, az Ossztérfogat dllandésdga miatt pedig

Vi=VW+AV, Vo=Vo - AV

LA feladatok szovegét milt havi szdmunkban kézoltiik.
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p1, V1,11 p2, Va,T>

1. dbra

irhat6. A jobb oldali rekeszben 1évé gdz nem vett fel hot, allapotvaltozasa adiaba-
tikus, igy fennall

2 5
poVy' = pa(Vo — AV)", (héliumra K= f% = 3) )

ebbdl (AV <« Vj esetén)

1\ AV
1 = | = 1 —_—
() b2 p0<1%/:)/> po< +KVO>

kovetkezik. A bal oldali rekeszben 1év6 gézra a hétan 1. f6tétele szerint
CnAT = gnRAT + po AV,

ahol C' a mdlhét jeldli. Az (1) dsszefiiggés felhasznaldsaval és a (AV)-tel ardnyos
(mdsodrendiien kicsiny) tagokat elhagyva

f AV
2 e
(2) c 2R+pOnAT

adédik. Az idedlis gézok éllapotegyenletébdl

nRAT = pgAV + VhAp,
ahonnan (1)-et felhaszndlva

nRAT = (1 + k)poAV,

tehat

AV R 1

nAT  py 1+ &
kovetkezik. Ezt (2)-be helyettesitve (tudvdn, hogy héliumra f = 3) megkapjuk
a keresett molhét:

f 1 fP42f, 15
C_2R+1+/€R_2(f+1)R_8 '
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1.C. A cél a voltmér6 &ltal jelzett U fesziiltség és a lemezbe vezetett I dram-
erOsség kozotti Osszefiiggés megallapitasa. Ha ismernénk a kialakulé kétdimenzids
drameloszlas (helyfiiggd) j(r) dramstiriiségét, akkor az E(r) = gj(r) differencidlis
Ohm-térvénybol meghatarozhatnank az elektromos térerésséget a lemez belsejé-
ben. A térer6sségb6l a C' és D pontok kozotti fesziiltséget integralassal mar ki
tudnank szamitani. Ez matematikailag nehéz feladat, de szerencsére van egy sokkal
kénnyebb 1t.

A fémlemez éleinél a j(r) dramsiirtiség-vektor élre merdleges komponensének
el kell tiinnie. Ez a szokatlan hatarfeltétel konnyen kezelhetd, ha az elektroszta-
tikdban hasznalt titkortoltés-mdédszerhez hasonlé gondolatmenetet kovetiink (lasd
a 2. dbrdt). Ehhez tiikkrozzitk az A és B pontokat a lemez BD és AC oldaléle-

2. dbra

ire; az igy kapott pontokat jeldlje A’ és B’. A véges lemezbeli drameloszlds éppen
olyan, amilyen egy végtelen kiterjedésii fémlemez egyik negyedében alakulna ki, ha
abba az A és A’ pontokban egyardnt 21 erésségli dramot vezetnénk be, a B és B’
pontokbdl pedig 21 aramot vezetnénk el.

Ha csak egyetlen elektrédén keresztiil vezetnénk 21 aramot a végtelen fémle-
mezbe, akkor az dramslriiség nagysaga

) 21
)=
i(r) 2mrd
lenne a bevezetési ponttdl r tdvolsdgra. A lemezbeli térerdsség ugyanitt
ol
E(r)=——
(r) mrd
értéki, a potencidl pedig (egy énkényesen vilaszthatd, ro tdvolsdgra 1é6vé ponthoz
képest)
f I
o To
()=~ [ Byar=Em™
ro
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A C pont potencidljat a valédi és a ,tiikorelektroddk” hatdsainak szuperpozicié-
jaként szamolhatjuk. Ha a potencidlt a négyzet O cstcsdban vélasztjuk nullanak
(ez a pont valamennyi dram be- és kivezetési pontjatol ro = 2d tévol van), a kér-
déses potencial tehat

ol 2d 2d 2d 2d )
bc=—In—+Ihnh—-In— —In—— |,
©T w0 ( d 3d  VBd  VBd
egyszerusitések utan:
ol 5
P ==—In-.
7w . 3

Hasonléan szamolhatjuk a D pont potencialjat is, és konnyen latszik, hogy
®p =—Dc. A C és D pontok kozotti fesziiltség tehat 20¢, ennyit jelez tehat
a véges kiterjedésli lemezre kapcsolt voltmérd is:

20 5
= —1In-.
v 7o n3

Ebbél a lemez p fajlagos ellenéllasa kifejezhetd:

o) g
0 T

~ 2In(5/3)

Erdekes, hogy az eredmény nem fiigg d-t6l (egészen addig, amig d sokkal kisebb
a négyzetlap oldaléleinél, és sokkal nagyobb é-nél.)

2. feladat. Furfangos szokékut

2.1. A  bemeriil6” rész térfogata:

20 max . 1 RL .
V = <2aR27T — 28N Opax R - oS Opax R - 2) L= T(Qﬁmax — 8in 20,.x)-
™

A keresett héanyados:

R2L .
Fe viz 2emax — Ssin 20max viz 1
e _ vis T 9 _ v Loy i 9Bmm) = 0,010,
mg oR?mLg 0 27

A felhajtéerd tehat a granithengerre haté nehézségi erének mindéssze csak 1%-a.

2.2. Tekintsiink hdrom, egymas feletti folyadékréteget (3. dbra). A kozépsd, Az

— o(z+ Az) Az (4 Ax)
2 o(z) —> = plat Ar)=
p(x) = () i:p(m)—&-Ap
—  o(2)
Az
3. dbra

vastagsagu, ¢ szélességli és Ax hossziisdgi réteg nem gyorsul, a rd haté erék tehat
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egyenstlyban vannak: [0(z) — o(z + Az)| Azl = [p(z) — p(z + Az)| Az ¢, ebbdl
valéban
o(z+Az)—o(z)  plx+ Az) —p(x)
Az B Ax ’

. Ao  Ap
s — = —
Vagy1s Az Az

kovetkezik.
2.3. Mivel % = —K, gy o(2) = 09 — Kz. Mésrészt a nyiréfesziiltség defini-
cidja szerint
d'U K
o(z) =n—, ezért v(z)= %, _ 2 2

A folyadék sebessége a hatérokon (z = 0-ndl és z = h-ndl) zérus, tehdt

+C.

Kh K, K
U(Z):TZ 5t =73
n n n

Ezek szerint a kérdezett egyiitthatdk:
K Kh

2,'7’ ) C 0

2.4. A nyomaés 6 fliggvényében a % =
= — K feltételbdl hatdrozhat6 meg (4. dbra):

p(0) =pa — KR.

Mivel p(omax) = Do, igy PA = Po + KR 0111&)(7
vagyis

p(e) = Do + KR(HI‘II&X - 0)

A hengerpalast egy kicsiny, A6 szoggel jel-
lemezhetd darabkéjara haté nyomasbdl szar-
maz6 eré fiiggdleges komponense:

AFy = LRAG(p(6) — po) cosb,

4. dbra

hiszen a hengerre mindenhol haté pg légnyomas jaruléka nyilvan kiesik.

Az eredd fiiggbleges irdnyu erd (a feladatok szévegének végén szerepld mate-
matikai segitség felhasznélasival)

Omax

Fy =2R’KL / (0 — Omax) cos 0 dO = 2R? K L(1 — cos Oy )-

0

Ennek az erének kell egyenstlyt tartania a granithenger R?7wLog sulyaval:

2R?*K L(1 — cos Onmay) = R*mLog,
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ahonnan megkapjuk az eddig ismeretlen K allandét:

mog

K=—"——
2(1 — cos Omax)’

valamint a bearamlasi pontban a tilnyomaést:

i — po = — 09 Omax
AT 2(1 — o8 Omax)

Megjegyzés. A hengerre nemcsak a nyomésbdl, hanem az dramlé folyadékban ébredé
nyiréfesziiltségekbdl szdrmazé erd is hat. A v(z) sebességeloszlds ismeretében o(z) is
konnyen kiszamithaté. Belathatd, hogy a nyiréerék jaruléka a fligglleges irdnyu er6hoz
h/R-szer kisebb, mint a nyomésbdl adédé jarulék, tehdt az elébbi valéban elhanyagolhatd.

2.5. A valyu aljdn taldlhaté nyildson bedramldé viz  hozamat” az aramlési
sebességprofilbdl tudjuk meghatarozni:

h

h
Qbe:2/U(Z)LdZ=2/%Z(h—z)Ldz:
0

0

KLh3 _ mogLh?
6n  127(1 — cosOmax)

2.6. A v(0,w) =0 és v(h,w) = Rw hatarfeltételekbdl kovetkezik, hogy D =
= Rw/h, vagyis az dramldsi sebességprofil:
_ Kh K n Rw

v(z,w) = %z - %z - 7

2.7. Amig a henger nem forog, a jobb és a bal oldalhoz tartozé nyiréfesziilt-
ségek forgatényomatéka kiegyenliti egymast. A forgaskor ez az egyensiily felborul.
A sebességprofilnak csak az 1j, i%z tagjabdl szarmazd jarulékot kell vizsgalnunk.
A nyiréfesziiltségekben ennek megfelelé jarulék:

) = (BeL) 2B
TEENC\ ) T

Ez a (helytél fiiggetlen, de a szdgsebességgel ardnyos) nyiréfesziiltség mindkét
oldalon fékezi a forgést, a forgatényomatéka

20 LR30 a0y
M=0'(2) LR 20max - R = ”Tw
Az m = R%?rwLo tomegii, © = %mR2 tehetetlenségi nyomatéku henger forgasegyen-
lete: d
w
_M=0-2
dt’

ami a fentebb kiszdmitott mennyiségek behelyettesitése utan igy irhato:

dw(t)  4nfmax

dt B omhR

w(t) = —Aw(t).
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Ez a (differenciél)egyenlet a radioaktiv bomldsok egyenletével analdg, {gy a megol-
désa a bomlastorvény ismert alakja:

_ 4nOmax
wt) =wpe M=wpe emhR ",

3. feladat: Fehér torpék keletkezése

3.1. A csillag tomegstiriisége

Ar
M
0= 4T p3”
SR
»Rakjuk ossze” (gondolatban) a csillagot vékony
goémbhéjakbdl (5. dbra)! Amikor a csillag éppen r
sugard, a kovetkezd, Ar vastagsagi gombhéj da-
rabkainak a ,,végtelenbdl” torténd ideszallitasakor
9471'7“3 3
AW = —y=3 . o4 Ar
r
. munkat végziink. A teljes energia ezen munk&dk
5. dbra Osszege:
2 R M2
167 3
Egrav = ZAW = —’)/QZT /7"4 dr = —g . ’}/7

0

Megjegyzés. A gravitécid és az elektrosztatika egyenletei kozotti hasonlésdg felisme-
résével, majd az %50E2 energiasiiriiség integraldsiaval ugyanerre az eredményre juthatunk.

3.2. Az elektron lehetséges hulldmhosszaira (a kocka
mindhdrom oldalélével parhuzamos irdanyban) a kévet-
kezb feltétel teljesiil (6. dbra):

A L
ng = L (ahol n pozitiv egész). 0\

A hulldmhossz és az impulzus kozotti kapcsolatot
a de Broglie-féle A = h/p 6sszefiiggés adja meg. Az elekt-
ron lehetséges impulzuskomponensei tehéat 6. dbra

nzh nyh nyh
- =+ =+=
5p Py J 57’

2L’
ahol ng, ny, és n, pozitiv egészek.

px:i

3.3. Az elektron energidja

E=\/pi+pj+p3,
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igy alapallapotban az 6sszes elektron egy

Pmax = V 2MeFmax

sugari gdémbon beliil helyezkedik el
a p vektor komponensei altal ,kifeszi-
tett” tn. impulzustérben (14sd a 7. db-
rdt, amelyen az attekinthetéség kedvé-
ért csak két dimenzidban abrazoltuk
az elektronéllapotokat). Egy-egy elekt-

ronallapot (%)3 térfogatot foglal el

az impulzustérben, igy az elektronalla-
potok szdma (jé kozelitéssel)

éﬂps
N =g 3
7. dbra (L)
2L

(A jobb oldalon a 2-es faktor a Pauli-elv miatt jelent meg.) EbbOl pyax értéke

h 3 1/3
max = — (2N .
b AL (w )

3.4. Az impulzustérben a p sugaru, Ap vastagsagu gémbhéjban 1évé elektron-

allapotok szama:
4mp?

; 3 Ap.
€
(A 2-es faktor a jobb oldalon ismét a Pauli-elv miatt szerepel.) Ebben a héjban

2

AN =2

mindegyik elektron energiaja (2’7’7—”, ezért a héj Osszes energidja
8mp? p? 32nL3
AE = Ap - = Ap.
(1)3 P emg) T weme PP
2L

A teljes elektronrendszer energidja tehat

plnax
327 L3 i g, _ 32 pha 32w ( 3 )5/3.h2. 5

E =
N h3me p-ap h3me 5 5
0

5 \64r

Leolvashatjuk, hogy a keresett dimenzidtlan allandok:

5/3
327 [ 3 5
=222 () ~o0,018; =2, = -2
a=" (6477) 0018  f=gi 7

3.5. A csillag teljes energidja

3 M2 R ,_ 3 [(3\"°
Etcljcs = grav+EN = _g 'Yf"‘()é EGN R R ahol o = 10- 22/3 E .
440 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/7



ﬁ} 2015.10.8 — 15:30 — 441. oldal — 57. lap KoMalL, 2015. oktéber QF

A csillag egyensilyi allapotét az Eiejes(R) fliggvény minimuma adja meg.
A szélséértékhez tartozé Ry csillagsugarat derivaldssal, vagy Fieijes(R) (amiaz 1/R
véltozé mésodfoki fiiggvénye) teljes négyzetté alakitdsdval lehet meghatdrozni.
A fehér torpe egyensulyi sugarara igy az

10 hN3/3¢/

Ry = — o %
ft 3 yM32m,

kifejezést kapjuk. Mivel a csillag Ossztoltése 0, N nemcsak az elektronok, hanem
a protonok szamdval is egyenld. A csillag Ossztomegét lényegében a benne 1évé
(egyenként m,, tomegil) protonok adjék, igy N ~ M/m. Ezt felhasznélva és az
ismert adatokat behelyettesitve végiil megkapjuk a Naphoz hasonlé toémegii fehér
torpe sugarat:

10 ho 1 3\ h?
Ry = — #5/3 =173 () ———————75 ~ 22800 km.
3 AMY3memy 2 4m Y MY3mems;)
Vigh Méaté
Megoldasvazlatok

a 2015/6. sz. emelt szintii fizika gyakorlé feladatsorhoz

Tesztfeladatok:

11213456 |7|8|9]10|11]12|13 |14 |15
C|C/|A/D/ B|/AIC|/A/D|A|JA|]C|C|C|A

F1. A hulldmhossz leveg&ben: s [mm]
\ = Clevegében 330 ms~t — 075 m =175 t [ms]
N f 44081 7 = focm. 2,27 4,54
A hulldmhossz a htiron 1,6 m (hiszen a hir teljes
hosszéra egy félhulldm jut), igy a fdzissebesség v[m/s]
m 2,24
tron — A turon *J = 1,6 - 440 -l = 704 —. t
Ch h f m 5 S /\2,27 /\ [ms]

A duzzaddhely s kitérése, tovabba annak
v sebessége és a gyorsuldsa id6ben (az dbrdn lat-
haté médon) periodikusan valtozik. A rezgés kor-

frekvencidja: w = 27 f = 2,76 kHz, a kitérés leg-  6,1:10° |
nagyobb értéke a megadott A = 8-107% m, a se- /\2 27/\ -

. : PR : 154 _ t[ms|
besség maximuma Aw, a gyorsuldsé pedig Aw? ; ;
médon szadmithatdé. \/ \
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F2. A foton energidja F = hf = % = 0,52 aJ, és mivel a cézium kilépési
munkdija 0,31 aJ (tabldzati adat), a kilép6 elektron mozgdsi energidja E; = 0,21 aJ.
Az elektromos mezé munkija W =eU = 1,6 alJ, az elektron mozgasi energidja
a folyamat végén Fy = F1 + W = 1,8 aJ, a sebessége tehat

2F
v=1/"=2=200-10° 2.
m S

s:vt:30%~38290m.

F3. A megtett 1t

A (dombort) visszapillant titkér fokusztavolséga: f = —2 R = —1 m, a nagyitdsok
pedig a megadott méretek ardnyabol Ny = —0,0125 és No = —0,02. A lencsetorvény
szerint

Nzézﬁ, azaz t—f(]]\-]+1>7

ahonnan az auték tavolsiga kezdetben ¢; = 79 m, 3 masodperccel késobb pedig
to =49 m. A két auté relativ sebessége ezek szerint 10 m/s, a hatul jovo autd
sebessége tehdt 40 m/s = 144 km/h.

F4. A huzal ellenélldsa
14 107 Qm-15m

5 ~ 26,7 Q,
(0,5 mm)“m
a felvett teljesitmény
U2
Pr) = f = 270 kwa

a leadott (melegitésre forditott) hételjesitmény pedig
P = 77Pfe1 =17 kW.

A melegitéshez sziikséges h6

kJ
Q=17kg - T0K 4,2 —— =500 kJ,

kg K
a melegitéshez szitkséges id6 tehdt
Q
t=— =294 s =4,9 perc.
P b
Ugyanennyi h6
Q 500 kJ

= 0,22 kg

m= —

L~ 2261 kJ/kg

vizet forral el, tehdt 1,48 kg (vagyis 1,48 liter) marad a vizforraléban.

Varga Balazs
Budapest
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 353. Egy sériilt vagy méar nem hasznalt CD lemez kozepén 1évé lyukra
sragasszunk” celluxszalag segitségével egy (vagy tobb) pénzérmét! (A lyuk &dtellenes
oldalara is ragasszunk celluxot ugy, hogy az ottani kis bemélyedés pereme ne
maradjon éles.) A lemezt — a nehezékkel lefelé forditva — helyezziik dvatosan egy
talban 1évé viz felszinére, és adott magassdgbol engedjiink a kozepére vékony,
fiiggbleges sugdrban vizet. Ha a vizhozam elegendéen (de nem tilsdgosan) nagy,
a CD lemez akkor sem siillyed el, ha elengedjiik.

vizsugar

cellux

—_——
—_——

CD

— 7@‘7 —_— — _
_ cellux ——_ Nnehezék - =

— —  viz

Mérjitk meg, hogyan fiigg az ,,iszashoz” sziikséges minimélis vizhozam a lemez
és a nehezék egyiittes tomegétol!

(6 pont) Kozli: Baranyai Kldara, Budapest

P. 4758. Milyen hossz1 ellendlldshuzalt valasszunk az 1,6 Q mm?/m fajlagos
ellendllast, 0,1 mm? keresztmetszetii vezetékbdl, hogy a 230 V-os hilézatra kap-
csolva 300 W-os meriil6forralét készithessiink bel6le?

(3 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 4759. Mekkora szoget kell bezarni két erének, hogy az ereddjiik nagysaga
akkora legyen, mint a két er6 nagysaganak mértani kozepe?

Mi a feltétele annak, hogy ez a sz6g minimélis legyen, és mekkora ez a minimalis
érték?

(4 pont) Strasser V. Bend (1884-1966) feladata

P. 4760. Egy autépélyan haladé gépkocsi sebessége vy. Egy adott pillanatban
a sebességét egyenletesen valtoztatni kezdi, és ettdl kezdve 84 m hosszisagu utat
3 s, a kovetkez6 84 m-t 4 s alatt teszi meg.

Hatarozzuk meg a gépkocsi vy sebességét és dllandé a gyorsuldsat!
(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs
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P. 4761. Egy érdekes jarmii gyorsuldsa a (v, v2) sebességintervallumban for-
ditottan ardnyos a sebességével, azaz a = A/v (A egy adott pozitiv allando).

a) Mennyi id6 alatt gyorsul fel a jarmii vy sebességrol ve-re?

b) Mekkora ezalatt a jarmi teljes{itménye?

(4 pont) Kozli: Sal Kristéf, Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

P. 4762. Az Ay keresztmetszetli fahenger aljara egy vasdarabot erdsitettiink,
igy a fahenger stabilan uszik abban a p; strliségi folyadékban, amely egy A; ke-
resztmetszetl, hengeres féz6poharban van. Ez a f6z6pohar maga is uszik egy
Ay > Aj keresztmetszetii masik f6z6pohéarban 1évo gy siirtiségii folyadékban. E na-
gyobb pohar is uszik, mégpedig az A3 > As keresztmetszeti, még szélesebb f6z6po-
hérban 1évé pg stirtiségli folyadékban és igy tovabb. ... Osszesen n darab f6z6pohar
helyezkedik el az asztalon, mindegyik pohar tengelye és a fahengeré is fligglleges.

Ezutédn a fahengert fiigg6legesen lefelé nyomjuk F' erével. (Sem a fahenger alja,
sem a f6z8poharaké nem ér hozzd a tartéedény aljéhoz.)

a) Mennyivel né a fahenger bemeriilése az els6 folyadékba?
b) Mennyivel emelkedik a folyadékszint az els§ f6z6poharban?
¢) Mennyivel emelkedik a folyadékszint az i-edik {6z6poharban?
(5 pont) Kozli: Lambodar Mishra, Ahmedabad, India

P. 4763. Egy tivegkocka egyik lapjan belép0 fénysugar harom olyan oldallaprél
verodik vissza egymas utan, amelyek kozos pontja a kocka valamelyik cstcsa. Ezek
utdn a fénysugar ugyanazon a lapon lép ki a kockabdl, amelyen belépett.

Mit allithatunk a kilépo fénysugéar iranyarol?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4764. Az dbrdn lathaté elektromos ha-

n l6zatban minden fogyaszté ugyanakkora R ellen-

allast. Hany szazalékkal véltozik meg az (1)-es

UO: HR fogyaszté teljesitménye, ha a (2)-es fogyasztét
a K kapcsoléval rovidre zarjuk?

(4 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

fesziiltségii telepet kapcsolunk. Mennyi idé mulva éri el a tekercsben folyé dram
erOssége a végiil bedll6 staciondrius érték

a) 50%-4t;

b) 75%-4t?
(4 pont) Orosz példatdri feladat
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P. 4766. 200 nm-es ultraibolya fény vildgit meg egy aluminiumlemezt.

a) Mekkora lesz a kiléps elektronok kozott a leggyorsabb és a leglassabb
elektron mozgdsi energiaja?

b) Mekkora a zéréfesziiltség?

(4 pont) Romdn tankényvi feladat

P. 4767. Egy fiiggbleges tengelyli méréhenger falaba sok apro lyukat furtunk.
A hengert H magassdgig feltoltjiik vizzel, melynek kovetkeztében a lyukakon (a mé-
réhenger faldra merélegesen) vékony vizsugarak lovellnek ki. Milyen alakd a viz-
sugarak burkoléfeliilete? (A vizsugarak nem akaddlyozzdk egymadst, és folyamatos
utantoltéssel gondoskodunk a hengerben a vizszint dllanddsdgardl.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
(Kunfalvi Rezsé olimpiai vélogatéverseny, 2015)

%

Bekiildési hatarid6: 2015. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 65. No. 7. October 2015)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 409): K. 469. A certain
paint needs to be diluted in a 2 : 1.5 ratio, that is, 2 litres of water need to be added to
1.5 litres of paint. Violette Palette, the artist first made 9 litres of a mixture, half paint,
half water. Then she realized that this was the wrong ratio, and calculated how much
more water to add to achieve the correct proportion. However, instead of the amount
of water needed, she added an equal amount of paint by mistake. The second time she
did not make any mistake, and added the appropriate quantity of water required for the
correct ratio. How many litres of mixture did she get eventually? K. 470. We have cubes
of two different sizes, each with edges of integer length in cm. The edges of the red cubes
are 5 cm longer than the edges of the blue ones. By stacking 15 cubes on top of each
other, we got a tower of height 140 cm. How long are the edges if the difference between
the numbers of red and blue cubes used is as small as possible? K. 471. Barbara has
one 5-forint coin (HUF, Hungarian currency), one 10-forint coin, one 20-forint coin, three
50-forint coins and three 100-forint coins in her purse. How many different amounts can
she pay exactly (that is, without getting back any change)? K. 472. Find the sum of
all positive two-digit numbers with exactly 12 divisors. K. 473. What is the sum of the
digits in the binary (base-2) representation of the product 2%°*% . 15? K. 474. Ann and
Bob are playing a word guessing game. Anna thinks of a meaningful Hungarian word of
four letters, which Bob is trying to guess. If Bob tries a certain Hungarian word of four
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letters, Ann will tell him how many of its letters occur in her word, too, and how many of
those are in the correct place and how many are in the wrong place. What may have been
the word that Ann had in mind? (No knowledge of the Hungarian language is required.
Note that O and O are different letters in the Hungarian alphabet.)

Bob’s guesses | Number of correct letters | Number of correct letters
in the right position in the wrong position
ROKA 1 0
OKOS 0 0
IKRA 2 0
RITA 1 1
DANO 0 3

New exercises for practice — competition C (see page 410): Exercises up to
grade 10: C. 1308. If appropriate triangles are cut into two parts with a line through
the vertex with the largest angle, two isosceles triangles are obtained. What may be the
angles of an obtuse-angled triangle if this division into two parts can be accomplished in
two different ways? C. 1309. ¢ denotes the area of a certain triangle, R is the radius of
the circumscribed circle, and r is the radius of the incircle. Prove that % < Rr. Exercises
for everyone: C. 1310. Alex took 19500 forints (HUF, Hungarian currency) with him
on a four-day trip. On each day, he spent one third of his remaining money plus a constant
amount. What was the constant amount if his money lasted just until the end of the trip?
C. 1311. Each of the numbers %; 0,375; 1; 1,4; v/2; 12; 2; 13, 8. 3. 4; \/18; /32 is given
either a plus sign or a minus sign, and then the sum is calculated. In how many different
ways may we choose the signs to get 1 as a sum? C. 1312. Suppose that zy +z +y = 44
and z?y + zy? = 448. Then evaluate 2> + y°. (M&IQ) Exercises upwards of grade 11:
C. 1313. One vertex of an isosceles triangle is the point (0,1). One of the other two
vertices lies on the x-axis, and the other lies on the line of equation y = 3. What is the
area of the triangle? C. 1314. Two sides of a triangle are of unit length and they enclose
an angle of 108°. Inscribe a regular pentagon in the triangle such that three sides of the
pentagon lie on the sides of the triangle. How long are the sides of the inscribed pentagon?

New exercises — competition B (see page 411): B. 4732. The teacher of a class
of 36 students enters the averages of the mathematics test grades in a 6 x 6 table. Each
student has a different mean grade. The teacher marks the largest entry in each column of
the table. He finds that all of the 6 marked numbers lie in different rows. Then he marks
the largest entry in each row, and finds that these all lie in different columns. Prove that
the two sets of six numbers are equal. (& points) (Proposed by J. Szoldatics, Budapest)
B. 4733. Every edge of a simple connected graph of n > 2 vertices is labelled with either
a 1 or with a 2. Then each vertex is assigned with the product of the numbers on the
edges product of the numbers on the related edges on it. Show that there will be a pair
of two vertices assigned with the same number. (8 points) (Proposed by A. Hujdurovié,
Koper) B. 4734. Some fields (unit cubes) constituting a cubical lattice of edge 2015 units
are infected by an unknown disease. The disease will spread if at least ¢ fields in some row
parallel to any edge of the cube are infected (1 < ¢ < 2015). In that case, every field of that
row will become infected in one minute. En is javaslok egyet: How many fields need to be
infected initially in order to a) make it possible b) be certain that the infection reaches all
fields of the cube? (6 points) (Proposed by G. Mészdros, Budapest) B. 4735. Construct
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a cyclic quadrilateral, given one vertex, the line of the diagonal through the vertex, and
the intersections of the lines of the two pairs of opposite sides. (4 points) B. 4736. Let n
be a positive integer. Solve the simultaneous equations

n n

n 2 7;3
;m\ =" |a?| :Zx;a;ll.

=1 =1

(5 points) (Proposed by K. Williams, Szeged) B. 4737. D is the foot of the altitude
drawn to the hypotenuse AB of a right-angled triangle ABC'. The angles bisectors of
ZACD and ZBCD intersect hypotenuse AB at E and F', respectively. Determine the
ratio of the inradius of triangle ABC to the circmradius of triangle CEF. (5 points)
(Proposed by B. Bird, Eger) B. 4738. C is an arbitrary point of a circle k of diameter
AB, different from A and B. Drop a perpendicular from C onto diameter AB. The foot
of the perpendicular on line segment AB is D, and the other intersection with the circle
k is E. The circle of radius CD centred at C intersects circle k at points P and Q.
Let M denote the intersection of line segments C'E and P(Q. Dertermine the value of
£ 4 % (4 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 4739. Consider all real numbers x
for which tan x + cot z is a positive integer. Find those of them for which tan® z + cot® z is
a prime number. (4 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 4740. Eight unit cubes, with
corresponding edges parallel, are glued together to form a solid. Prove that the surface
area of the resulting solid is at least 24 units. Only the outer surface counts, even if the
resulting solid contains a cavity. (6 points)

New problems — competition A (see page 413): A. 650. There is given an acute-
angled triangle ABC with a point X marked on its altitude starting from C. Let D and
E be the points on the line AB that satisfy <DCB = <ACFE = 90°. Let K and L be the
points on line segments DX and EX, respectively, such that BK = BC and AL = AC.
Let the line AL meet BK and BC at @ and R, respectively; finally let the line BK meet
AC at P. Show that the quadrilateral C PQR has an inscribed circle. A. 651. Determine
all real polynomials P(x) that satisfy

P(z® —2) = P(z)® — 2.

(CIIM 2015, Mezico) A. 652. Prove that there exists a real number C' > 1 with the
following property: whenever n > 1 and ap < a1 < --- < an, are positive integers such that
L1 L form an arithmetic progression, then ag > C™. (CIIM 2015, Mexico)

a07a1’...7an

Problems in Physics
(see page 443)

M. 353. Stick a coin (or several coins) with a piece of cello-tape onto the hole at the
middle of a damaged or not used CD disc. (Put cello-tape to the other side of the hole
as well in order to make the rim of the small hole smooth.) Carefully place the disc onto
the surface of water in a dish — such that the coin is at the bottom of the disc — and from
a certain height pour water onto the hole of the disc. The water beam should be narrow
and vertical. If the water beam is strong enough (but not too strong) then the CD disc
does not sink when it is released. Measure how the minimum amount of water needed for
the floating of the disc depends on the total mass of the disc-coin system.
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P. 4758. A piece of wire is to be used to make an immersion heater rated at 230 V,
and 300 W. What should the length of the wire be, if the cross section of the wire is
0.1 mm?, and its resistivity is 1.6 Q@ mm?/m? P. 4759. What should the angle between
two forces be, if the magnitude of their sum is the same as the geometric mean of the
magnitudes of the forces? Under what conditions will this angle be minimum, and what
is this minimum value? P. 4760. The speed of a car travelling on a highway is vg. At
a certain instant the speed of the car is started to vary uniformly, and from that instant
the first 84 m is covered in 3 s, and the next 84 m is covered in 4 s. Determine the initial
speed of the car vg, and its acceleration a. P. 4761. The acceleration of a strange car
is inversely proportional to its speed in the speed interval of (vi,v2), so a = A/v (A is
a positive constant). a) How long does it take for the car to speed up from the speed v1
to the speed v2? b) What is the power of the car during this motion? P. 4762. A piece
of iron is attached to the bottom of a wooden cylinder of cross section A, so the wooden
cylinder is floating in a sample of liquid of density g1, which liquid is in a beaker of cross-
section A;. The beaker is also floating in some liquid of density g2, in another bigger
beaker of cross section Az > A;. This beaker is also floating in some liquid of density o3
in another even wider beaker of cross-section As > As, and so on ... . Altogether there
are n beakers on the table. The symmetry axes of all beakers and the wooden cylinder
are vertical. Then the wooden cylinder is pushed down by a vertical force of F. (Neither
the wooden cylinder nor any of the beakers touch the other beaker below them.) a) By
what amount did the height of immersed part of the wooden cylinder in the first liquid
increase? b) By what amount did the level of the liquid in the first liquid increase? ¢) By
what amount did the level of the liquid in the i-th beaker increased? P. 4763. A light-ray
entering into a glass cube through one of the faces of the cube is reflected from three faces
of the cube. The common point of these three faces is one of the vertices of the cube. Then
the reflected light-ray emerges from the same face of the cube as it entered into it. What
can be stated about the direction of the emerging light-ray? P. 4764. The resistance
of each resistor shown in the figure is the same R. By what percent will the dissipated
power at resistor (1) change if switch K is turned on to create a short circuit through the
resistor (2)? P. 4765. A coil of inductance 250 mH, and of resistance 0.3 © is connected to
a battery of constant terminal voltage. How much time elapses until the current through
the coil reaches a) 50% of the stationary final value; b) 75% of the stationary final value?
P. 4766. An aluminium sheet is illuminated by ultraviolet light of wavelength 200 nm.
a) what will the kinetic energy of the fastest and the slowest emitted electrons? b) What
is the stopping voltage? P. 4767. Several small holes are drilled into the wall of a cylinder
shaped container. The symmetry axis of the cylinder is vertical. The container is filled
with water up to a height of H, and due to this, narrow beams of water flow out of the
container (perpendicularly to the wall of the cylinder). What is the shape of the envelope
of the beams of water? (The water beams do not form obstacles to each other, and the
water level in the container is kept constant by refilling the water.)
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