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Ko6zlemény a tanulmanyi versenyek
feladatainak és eredményeinek
megjelenésérol

Mivel mind az Arany Déaniel Matematikai Tanuléverseny, mind az Orszagos
Kozépiskolai Matematikai Tanulményi Verseny feladatai és eredményei megtaldl-
hatéak az interneten, ezért a KoMal-ban ezentul nem jelennek meg. Honlapun-
kon elérhet6ek lesznek, a http://www.komal.hu/hirek/verseny/index.h.shtml
cimen.

55. Ratz Laszl6 Vandorgytilés
Vac, 2015. jalius 7-10.

OLYAI

TARSULAT

Idén a matematikatandrok vandorgytilésének helyszine Vac volt. A rendezést
az Apor Vilmos Katolikus Féiskola véllalta. A f6szervezé Horvdth Alice volt, aki
munkatarsaival egyiitt minden idépontban a legnagyobb segitséget nydjtotta min-
denkinek.

A megnyiton Sirdk Péter, a foiskola tandra jatszott orgonan, majd a koszon-
toket kovetden sor keriilt a Beke Mand-emlékdijak atadasara. Ezt kovetéen elOszor
Kdrpdti Andrea, majd a tavalyi Ratz Tandr Ur Eletmﬁdijas Kubatov Antal eléadé-
sat hallgathattuk meg.

A délel6ttok sordn most is a megszokottan magas szinvonalu el6adasok és sze-
minariumok koziil vélogathattak a taniték és a tanarok mindhdrom szekciéban.
Az egyik legnagyobb érdeklédésre szdmot tarté eléadés az érettségivel kapcsolatos
tervezett véaltozasokrol szolt, az ehhez kapcsolodd cikkiink a 454-458. oldalon olvas-
haté. Az egyre népszerlibb tandrversenyt az Akadémiai Kiadd, a Miiszaki Kiado,
a MATEGYE Alapitvany és a TypoTex Kiadé tdmogatta, a verseny feladatait és
az eredményeket kiilon kozoljiik.

A vandorgytilés id6ben éppen az idei nyar egyik nagyon meleg, majd nagyon
viharos idGszakara esett, igy a szabadidonkben vagy a melegben pihegtiink, vagy
a zaport igyekeztiik meguszni. A férfi focimeccset ezuttal a vidék csapata nyerte,
az ezt kovetd noi kosarlabdan 6romjaték volt. Vacon is, a Dunakanyarban is lehetett
barangolni, de nagyon népszerii volt a szervezett kirdndulds is, amely a Vacratéti
Botanikus Kertbe vezetett.

Az el6adédsok anyagai megtekintheték a vandorgyiilés honlapjan, amelyet
a budapesti Berzsenyi Daniel Gimnazium matematika munkako6zossége gondoz
(http://rlv.berzsenyi.hu/2015).

A 2016-0s Véndorgyiilésre Bajdra vérja ismét nagy létszdmban a matematika-
tanarokat a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat.

Miklés Ildiké
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A kozépiskolas tanarverseny feladatai

A verseny id6tartama 90 perc. A feladatok pontozasa: minden helyes valasz 5 pon-
tot ér; helytelen vélaszra 0 pont, valasz nélkiil hagyott kérdésekre 1-1 pontot jar.

1. Juli kiszamolta 2015-nek a 2016-nél kisebb természetes szam kitevojli hatvanyait,
majd Osszeadta a kapott szamokat. Melyik az 6sszeg legkisebb helyiértékén 4ll6 szamjegy?
Ao (B)L, (€2 (D)5 (E)6.

2. Egy statisztikai minta elemei 7; 2; 14; 21; 191 és 41. Egy 1j adat hozzavételével
a minta terjedelme 15-tel né. Melyik lehet az 4j adat?

(A) —17; (B) —13; (C) —=10; (D) 205; (E) 208.

3. Hény olyan 2015-jegyii szdm van, amelyre teljesiil, hogy barmely két szamjegyének
a szorzata ugyanannyi? (A)0; (B)9; (C)12; (D) 18; (E) 2015.
sin 10°-sin80° .. . , ., 1 1 1 2
% tort értéke?  (A) 1 (B) 3 (©) 55 (D) 3 (E) 1.

5. Hany valés megolddsa van az 27 + 2z® + 3 = 0 egyenletnek?

Ao, B)L (©2 (D4 (E)T

6. Hany olyan szdmrendszer van, amelyben a 441 alakd szam négyzetszam, és amely-
nek n alapszamdra teljesiil, hogy n < 10?7 (A) 5, (B)6; (C)7; (D)8 (E)O.

7. Hany elemii halmaz a lgsinz + lgcosx = lgsin(—2x) egyenlet értelmezési tarto-
ménya? (A)0; (B)1; (C)2; (D) 2015; (E) végtelen sok.

8. Az dbrdn lathaté osszeaddsban minden betli egy szdmjegyet VAC
jelol és B = 7. Hany kiilonb6z6 haromjegyti szamot jelolhet a SOR szd, +VAROS
ha az azonos betiik azonos szamokat jelolnek? TBAJOS
(A) 200; (B) 216; (C)243; (D) 270; (E) 300.

9. Evit teniszedzés utén minden alkalommal édesapja viszi haza auuté}v:ahl7 aki pontosan
az edzés végére érkezik meg. Egyik nap az edzés hamarabb ért véget, és Evi az edzés utan
azonnal elindult gyalog haza a szokott itvonalon. Negyed 6ra mulva taldlkozott az autéval
érkez6 édesapjaval. Azonnal beszillt az autéba, és igy a megszokottnél 10 perccel kordbban
ért haza. Hany perccel hamarabb ért véget a szokdsosndl az edzés, ha minden maés
a megszokott idépontban és tempdban zajlott, és az auté megforduldsdhoz, valamint
a beszéllashoz sziikséges id6tartamtol eltekintiink?

(A) 10; (B) 15; (C)20; (D) 25; (E) 30.

10. Hény megoldésa van az egész szdmok halmazan az (x — 2015)*%*°7%% = 1 egyen-
letnek? (A)0; (B)1; (C)2; (D)3; (E) végtelen sok.

11. Hany fok abban a hiaromszogben a két kisebb bels6 sz6g nagysiganak a kiilonb-
sége, amelynek a leghosszabb oldala 10 cm, és két magassagara is igaz, hogy a hossza

legaldbb akkora, mint a hozza tartozé alap hossza?
(A)0; (B)10; (C)20; (D)30; (E) 45.

12. Mennyi az ’ |v/2015 — z| — V18 135‘ = /8060 egyenlet gyokeinek a szorzata?
(A) —2015; (B) 0; (C) 2015; (D) 8060; (E) 18135.

13. Sarkanyfoldon otfejli, hatfejii és hétfejii sarkdnyok élnek. A hatfejliek mindig
hazudnak, az otfejliek és a hétfejliek mindig igazat mondanak. Egyszer négy sarkany
talalkozott. Tliztorok azt &llitotta, hogy négyiiknek Osszesen 24, Parazsorr azt, hogy 23,
Fistfiil azt, hogy 22, Langnyelv pedig azt, hogy 21 fejiikk van. Hogy hivjdk az igazmondd6
sarkanyt?

(A) Tlztorok; (B) Pardzsorr; (C) Fiistfiil; (D) Langnyelv; (E) Ezekbél az adatokbdl
nem lehet meghatarozni.

4. Mennyi a
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14. Hény olyan abc alaki hdromjegy{i szim van, melyre a ﬁ tort természetes
szam? (A)6; (B) 7, (C)9; (D) 10; (E)12.

15. Mi az értékkészlete a valds szdmok halmazdn értelmezett valds értékii f(x) =
= a? — |2”| fiiggvénynek (a |b] a b szdm egészrészét jelsli)?
(A) [0;0,25[;  (B) [0;0,4[; (C) [0;0,49[; (D) [0;0,64[; (E) [0;1].

16. Ot érme oldalaira felirtuk az 1; 2; 3; 4; 5;

A dobott szamok 6; 7; 8; 9 és 10 szdmokat gy, hogy minden érme
1. dobds 5; 7, 2; 6; 9 minden oldaldra egy szam keriilt. Peti 6tszor egy-
9. dlobis 1:2:10: 7: 3 maés utén feldobta az 6t érmét, és leirta az elsé négy

dobds utdn az 6t érmén ldthaté 6t szamot (14sd tab-
lazat). Megéllapitotta, hogy az 6t6dik dobds utan az
Ot érmén lathaté szamok Gsszege a lehetd legkisebb
lett. Mennyi volt az 6todik dobds utdn az 6t érmén
lathat6 szamok osszege? (A) 15; (B) 16; (C) 17; (D) 18; (E) 19.

17. Legyen S,, az 1!+ 2! 4+ 3!+ ... 4+ n! 6sszeg, ahol n 25-nél kisebb pozitiv egész
szam. Kivalasztunk két tetszéleges S, Osszeget. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy
a kivalasztott két Gsszeg egyike primszam?

3. dobas 9;8;4;1; 5
4. dobas 6;5;4;7; 3

W g B Ozp O E® 1
olele|o|e 18. Egy 6 x 5-0s négyzetracs 13 négyzetére egy-egy fekete
olelele korongot helyeztiink (14sd dbra). A korongokat lépésekkel moz-
gatjuk a tablan. Egy 1épés abbdl &ll, hogy el6szor kivalasztunk
L i egy sorbdl vagy egy oszlopbdl hdrom egymads melletti olyan négy-
° zetet, hogy csak a kozéps6 és egyik szélsé négyzeten legyen ko-
rong, ezutan pedig a szélsé négyzeten 1év6 korongot athelyezziik

a masik szélsé négyzetre. Legkevesebb hany 1épésben érheté el,
hogy minden korong kezdetben iires négyzetre keriiljon at?
(A) 15; (B) 24; (C)27; (D) 30; (E) Az atrendezés nem valdsithaté meg.

19. Egy szobédban 10 szék van egy sorban egymés mellett. A székek kezdetben iiresek.
Id6énként valaki leiil egy iires székre, és ugyanakkor az egyik szomszédja, ha van, felall.
Hény ember {iilhet egyszerre a székeken, ha az emberek szama a lehet6 legnagyobb?
A)5 (B)7 (€)8 (D)9 (E)10.

220. %—Iény fok annak a haromszognek a legnagyobb szoge, amelynek a teriilete

= M, ahol a és b a haromszog két oldaldnak hossza?
(A) 60; (B)75; (C)90; (D) 105; (E) 120.

21. Melyik kifejezéssel egyenld a sin® & + cos® x 3sszeg, ha sinz - cosz = p?
(A)1-6p; (B)1-3p* (C)1-p*% (D)1+p% (E)1+3p™

22. Legyen f az a fiiggvény, amely minden valés z-hez a szamegyenes x-et jelold
pontjanak a [0;2] intervallum attél legtdvolabb 1évé, egész szdmot jelold pontjatdl vald
tavolsagat rendeli. Mi ennek az f fliggvénynek a hozzarendelési szabdlya?

(A) f@)=lz—1-1; B) fz)=2-2|-1 (C) f(z)=[z-1]+1;
D) f(z) =lz+1[; (E) f(z) =2z +1].

23. Hény olyan n természetes szdm van, melyre az n® —n* —2n3 +2n? 4+ n—1
polinom helyettesitési értéke négyzetszam?

(A)O; (B)1; (C)2; (D)5; (E) végtelen sok.

24. Az ABC haromszog A csicsbdl indulé magassaganak hossza harmonikus kézepe
azon két szakasz hosszdnak, amelyekre a magassig a BC' oldalt bontja. Mennyi a tg 8+ tg~y
Osszeg, ha 8 a hdromszognek a B, v a C' csticsnél 1év6 bels6 szoge?

WL ®3 ©2 O3 ®s
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25. Hany olyan (z;y; z) rendezett szdmhdrmas van, melyre 64” 4+ 16Y + 4* = 321, ha
zy;z€N?T (A)0; B) L (©)2 D)3y (E)4

26. Mennyi a ﬂ% tort leheté legnagyobb értéke?

1 2 3 4
A) sz B3 ©F D)z (E)2

27. Egységnyi él{i fehér kockakbdl n egységnyi éli kockat 4llitunk dssze (n > 5), majd
a kapott kocka lapjait pirosra festjiikk. Hany olyan egységnyi élii kocka lesz, amelynek van
olyan, vele lappal érintkezé szomszédja, amelynek néla 1-gyel t6bb piros lapja van?
(A) 2n® +n+4; (B)4n®+36; (C)6n? (D) 6n? —36n+56; (E)6n®—12n+8.

28. A P és @ pontok egy AB atmér6jii félkoriv pontjai. Az R pont az OB su-
gér egy olyan pontja, amelyre OPR< = OQR< = 10°. Hény fok a QOB< nagysdga, ha
POA<=40°? (A)10; (B)15; (C)20; (D)25; (E)30.

29. Ernd o6toslottd szelvényeket toltott ki. Minden lehetséges szamotost pontosan
egy szelvényen jelolt be. Hany olyan szelvény van ezek kozott, melyben a bejelolt 6t szam
koziil legaldbb harom szomszédos? (Az 6toslotté szelvényeken az elsé 90 pozitiv egész
szambdl kell 6t6t bejelslni.)

(A) 86-87; (B) 86-3653; (C) 86-3654; (D) 86-3740; (E) 86-3741.

30. Legyen P az ABC egyenld szaru derékszogli haromszog BC' dtfogdjanak olyan
pontja, melyre BP < PC. Hény fok a PAB< nagysdga, ha létezik derékszogii hdromszog,
amelynek oldalai PA, PB és PC? (A)20; (B)25; (C)30; (D)35 (E)40.

A feladatsort Csordasné Szécsi Jolan éllitotta Gssze

A kozépiskolas tanarverseny eredménye

1. Koncz Levente (Budapest, Obudai Arpad Gimn.) ... 140 pont
2. Fridrik Richard (Szegedi Tudomdnyegyetem) .................coooiuia.. 136 pont
3. Fony6né Németh Ildiké (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn.) .............. 115 pont
3. Fony6 Lajos (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn.) .................c.ooeo... 115 pont
5. Szaszk6-Bogérné Eckert Bernadett (Szegedi Radnéti Miklés Kis.

GIINIL) e 113 pont
6. Baloghné Cseh Judit (Szolnoki Varga Katalin Gimn.) ................. 112 pont
7. Cs. Nagy Andras (Véci Boronkay Gyorgy Szakkozépiskola) ............ 105 pont
8. Merényi Imre (Vici Boronkay Gyorgy Szakkozépiskola) ................ 104 pont
9. Czinki Jézsef (Budapest, Obudai Arpad Gimn.) ..o 103 pont
10. Tigyi Istvan (Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimn.) ................. 101 pont.

Az altalanos iskolas tanarverseny* eredménye

1. Csordas Péter (Kecskeméti Katona Jézsef Gimn.) ...................... 136 pont
1. Nagy Tibor (Kecskeméti Reformdatus Alt. Isk.) oo 136 pont
3. B. Varga Jozsef (Temerini Petar Kocsity Alt. Isk.) ..................... 125 pont
4. Téth Gabriella (Palicsi Miroslav Antic Alt. Isk.) ........................ 111 pont
5. Egyed Laszlé (Bajai III. Béla Gimn.) ............cooiiiiiiiiiian... 109 pont
6. Csordas Mihdly (Kecskeméti Mategye Alapitvany) ..................... 105 pont.

*Az altaldnos iskolds tandrverseny feladatait nem kozoljiik.
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A 2015. évi Beke Mané Emlékdijasok

A Beke Mané Emlékdij Bizottsdg dontése alapjan 2015-ben a dij masodik fo-
kozatéban részesiilt Abrahdm Gébor, Hillné Benké Katalin, Stukovszkyné
Henk Eva, Rigé Istvan, Sisa Sandorné, Szabados Aniké és Bereczkiné
Székely Erzsébet.

A részletes indoklds honlapunkon (www.komal.hu) olvashatd.

Az ellen6rzés kérdéskore
a matematika érettségi vizsga
javitasi-értékelési itmutatéiban!
Bevezetés

A matematika érettségi feladatsorokat és javitdsi itmutatdkat készité bizott-
sag tagjai nincsenek konnyti helyzetben, amikor a matematikai precizitds és a vizs-
gazoktdl redlisan elvarhatd igényesség kozott kell egyensulyozniuk. Egyszerre kell,
hogy megfeleljenek a szakma (kozépiskolai és felséoktatdsi tanarok) elvarasainak,
mikdzben nem veszithetik szem elél azt a tényt sem, hogy a didkok nagy része
nem matematikusi palydra késziil. A kétszintli érettségi bevezetése 6ta megfigyel-
hetd, hogy a feladatsorokat és a javitasi atmutatokat 6sszeallitd bizottsdg bizonyos
kérdésekben nem alakitott ki egységes allaspontot. Ez egyfeldl nyilvan a személyi
valtozasok kovetkezménye, masfelél viszont az érettségi vizsga jellegzetességébdl
fakad. Azaltal ugyanis, hogy a matematika érettségi vizsga — néhany feladattdl el-
tekintve — nem teszt-jellegii, az egyes pontok megitélése bizonyos esetekben vita
targyat képezheti.

A megoldasok ellenérzésének és a védlasz megaddsanak kérdése az egyik olyan
témakor, amelynek megitélése és kezelése nem egységes sem a matematikatand-
rok korében, sem az elmult évek érettségi feladatsorainak javitasi utmutatdiban.
Komoly dilemma, hogy mikézben {6 szabalyként a feladatok megolddsanak ellen-
Orzését varjuk, az sem lenne szerencsés, ha ennek a kompetencidnak az értékelése
til nagy sulyt kapna az dsszpontszamban. A feladatsor elején, a vizsgazokhoz sz6l6
Fontos tudnivalok-ban szerepel, hogy az eredményeket sziveges valaszként is meg
kell fogalmazni, de az ehhez kapcsolédé pontos elvarasok sem tisztdzottak.

Az aldbbiakban véazoljuk, hogy melyek azok az esetek, amikor véleményiink
szerint lehet egyértelmi elvarasokat megfogalmazni, és jelezziik, hogy melyek azok
a helyzetek, amikor erre nem latunk lehetoséget.

Ez az iras szandékosan tomor és lényegre tord. A tomorséget gy probaljuk
enyhiteni, hogy a legfontosabb megéallapitasok mellé segité példakat adunk. A témét
részletesebben is kifejtettiik, ez az anyag a Fazekas Mihaly Gimnazium honlapjén,
ezen beliil a Matematika oktatasi portdlon taldlhaté meg?.

'Ez a tanulmany a TAMOP 3.1.1-11/1-2012-0001 XXI. szdzadi kdzoktatds (fejlesztés,
koordindcid) II. szakasz keretében késziilt.
2http://goo.gl/7VLzHz.
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Az ellendrzés kérdése

A matematika feladatok egy részét egyenletek, egyenlOtlenségek, egyenletrend-
szerek lancolatanak felirasaval oldjuk meg. A feladatban kit{izott probléma megol-
désa soran felirt egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlétlenségek vagy ekvivalensek
az eredeti probléméval, vagy nem. (Két egyenletet — egyenletrendszert, egyenlétlen-
séget —, illetve egy feladatot és egy egyenletet ekvivalensnek neveziink, ha a meg-
olddshalmazuk megegyezik.)

Ha a vizsgézd ekvivalens dtalakitdsokat hajt végre (értve ez alatt az eredeti
feladattal valé ekvivalencidt is), akkor befejezésként két lehetGsége van: vagy ennek
a tényét kell régzitenie, vagy a kapott gyokoket ellendriznie kell az eredeti feladatba
torténd behelyettesitéssel.

Ha a vizsgdzd nem ekvivalens dtalakitdsokat végez, akkor behelyettesitéssel kell
ellendriznie. Az ellenOrzés célja nem a szamolasi hibak kisziirése, hanem az, hogy
megvizsgaljuk: a feladat megoldésa sordn kapott gyokok az eredeti feladatnak is
megoldasai-e. Az ellenérzés megtorténtének megitélése a javité tanarra van bizva,
de a f6 szabdly: a vizsgdzo tevékenysége mogott érdemi munkanak kell latszania,
nem elég az ellendrzés tényének megemlitése. (fgy az ,ekvivalens atalakitasokat
hajtottam végre” tanuléi megallapitasra csak akkor adhaté az ellendrzésért jard
pont, ha a vizsgdzé valéban minden sziikséges feltételt figyelembe vett.)

Harom esetet kiilonboztethetiink meg:
I. A ,sima” egyenletek megoldasa

A fenti felosztds (vagyis egy egyenlet megolddsanak ekvivalencidja) altaldban
egyértelmii azokndl a példdkndl, ahol a feladat egy ,sima” (kozvetlen feladatként
kit{izott) egyenlet megolddsa.

II. A modellalkotast igénylo, szoveges feladatok megoldasanak ellenérzése

Osszetettebb a kérdés az tgynevezett szoveges feladatok megoldésa soran. Ezek
esetében ugyanis az ekvivalencia feltételeinek megallapitasa joval nehezebb lehet,
mint a behelyettesités elvégzése. Ezeknél a feladatoknal altalaban elvaras az ellenor-
zés elvégzése, mégpedig az eredeti feladat szovegébe (tehdt nem a felirt egyenletbe)
torténd behelyettesitéssel. Mint az elobb emlitettiik, a vizsgdz6 dolgozatdaban en-
nek ldthaté nyoma kell, hogy legyen. (Az utébbi években megfigyelhetd véltozas,
hogy az értékelési itmutaté az ellendrzés végrehajtasara vonatkozd részleteket is
tartalmaz.)

III. Azoknak a feladatoknak a kore, ahol az egyenleteket eszkdzként alkalmaz-
zuk.

Sok olyan feladat van, ahol a megoldds sordan egyenleteket oldunk meg (ko-
szinusztétel felirdsa, alakzatok metszéspontjanak meghatérozdsa stb.), kiilonosebb
modellalkotds nélkiil. Ezeknek a feladatoknak a megoldasa soran dltaldban nem
varjuk el az egyenletek megoldasdnak ellenorzését. Ezt egyfeldl a kialakult tani-
tasi gyakorlat, mésfeldl az az elv tdmasztja ald, hogy ne legyen tulreprezentdlva
az ellendrzési kompetencia a vizsga soran (1. példa).
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Néhany tovabbi megallapitas

Az elmilt 10 évben kialakult szokds, hogy a kézépszintd érettségi I. részében
az ellendrzést az utmutato nem vdrja el, annak végrehajtdasdért ott nem jdr pont.

Azokndl a szoveges feladatokndl, melyek megoldédsa sordn egyszert egyenlete-
ket, egyenletrendszereket nyilvdnvaldan ekvivalens lépésekkel old meg a vizsgdzd,
a vadlasz megaddsa helyettesitheti a visszahelyettesitéssel torténd ellendrzést vagy
az ekvivalencidra vald hivatkozdst (2. példa).

Egyenlotlenségeket algebrai uton csak ekvivalens dtalakitdsokkal oldhat meg
a vizsgazo, hiszen ilyenkor nincs lehetéség az altalaban végtelen szamu gyok behe-
lyettesitéssel torténd ellenorzésére.

Az egyenletrendszerek kezelése is kiilon vizsgalandé. Az egyenletrendszerek ek-
vivalencidjanak bonyolult elméleti hittere van. (Elég itt most ebbdl annyit megem-
liteni, hogy egyenletrendszerrel csak egyenletrendszer lehet ekvivalens.) A | sima’
egyenletrendszerek (behelyettesitéssel torténd) ellendrzéséért dltalaban jdr pont
(3. példa). Ha egy feladatban (pl. alakzatok metszéspontjanak meghatdrozdsa) az
egyenletrendszert eszkozként haszndljuk, akkor dltaldban nem vdrjuk el az ellendr-
zést (4. példa).

Szintén problémat jelenthet az irraciondlis gyokok kezelése. Ezeknél nem fo-
gadhatd el a kozelit6 értékiik behelyettesitése az eredeti egyenletbe, csak az egyen-
letek ekvivalens dtalakitdsai és az ezekre vald hivatkozds, illetve a pontos értékkel
torténo visszahelyettesités.

U

Egyenletek grafikus megolddsa esetén pont jar a leolvasott értékek visszahe-
lyettesitéséért az eredeti egyenletbe, ez a tanitasi gyakorlat alapjan a megoldas
része.

Az ellen6rzés és vélasz megaddsanak barmilyen sorrendje elfogadhato.

15.  a) Egy szamtani sorozat elsd tagja 5, differenciaja 3. A sorozat els 6 n tagjanak dsszege
440. Adja meg n értékét!

15. a)

(A szoveg alapjan felirhat6 egyenlet:)

440:2'54'(;1'1)'3_". 1 pont
Ebbdl 3n” +7n—-880=0. 2 pont

A negativ gyok (— % ] a feladatnak nem megoldasa. 1 pont

n=16 1 pont

Osszesen: | 5 pont
Megjegyzés: Ha a vizsgdzo a sorozat tagjait egyenként kiszamolva vizsgadlja a kivint dsszeg
elérését, és jo eredményre jut, akkor a teljes pontszam jar.

1. példa (kdzépszintli feladatsor, 2014. majus), melynek a) feladata megolddsa sordn
az Utmutaté eltekint az egyenlet (pozitiv egész) gyokének ellenbrzésétdl
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15. Egy végzés osztaly didkjai projektmunka keretében kiilonbozd statisztikai felméréseket
készitettek az iskola tanuldinak kdrében.

a) Eva 150 didkot kérdezett meg otthonuk felszereltségérél. Felmérésébél kideriilt,
hogy a megkérdezettek koziil kétszer annyian rendelkeznek mikrohullamu siitével,
mint mosogatogéppel. Azt is megtudta, hogy 63-an mindkét géppel, 9-en egyik
géppel sem rendelkeznek.

A megkérdezettek hany szazalékanak nincs otthon mikrohullamu siit6je?

15. a) elsé megoldas

A mosogatogéppel rendelkezék szamat jelolje x, | ¢

a mikrohullamu siitével rendelkezdk szama ekkor 2x. pon

Valamelyik géppel 141-en rendelkeznek:

Drtr —63 2 141, 2 pont

amibdl x = 68. 1 pont

Nincs mikrohullamu siitéje (150 — 2+ 68=) 14 meg- 1

kérdezettnek, pont

Ok az 0sszes megkérdezett kb. 9,3%-4t jelentik. 1 pont
Osszesen: | 6 pont

2. példa (kdzépszintli feladatsor, 2013. oktdber), melynek a) alfeladata megolddsa sordn
az utmutato eltekint a felirt egyenlet ellenérzésétél. Ezt indokolja egyfeldl az egyenlet
egyszerisége, masfeldl az, hogy a kérdés megvalaszolasaval a vizsgazé tulajdonképpen

ellendrzi, hogy az altala megadott értékek megfelelnek a feladat feltételeinek

13. a) Oldja meg a valds szdmok halmazan a kovetkez6 egyenletet!

x+4=44x+21

b) Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert, ahol x és y valos szamot jeldl!

3x+y =16
Sx=2y =45
13. b) elsé megoldas

(Behelyettesitd modszerrel:) y = 16 — 3x 1 pont
Sx —32+6x=45 1 pont
11x=77 1 pont
x=7 1 pont
y=-5 1 pont
Ellen6rzés. 1 pont
Osszesen: | 6 pont

3. példa (kdzépszintli feladatsor, 2013. oktéber), melynek b) alfeladata megolddsa sordn
az Utmutaté elvérja az egyenletrendszer ellenérzését
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17. Adott a koordinata-rendszerben két pont: A(1; —3) és B(7; -1).
a) Irja fel az 4 és B pontokra illeszkedd e egyenes egyenletét!

b) Szamitissal igazolja, hogy az 4 és a B pont is illeszkedik az x> +y* —6x -2y =10
egyenletil &k korre, és szamitsa ki az 4B huar hosszat!

Az fegyenesrdl tudjuk, hogy illeszkedik az 4 pontra és merdleges az AB szakaszra.

¢) Szamitsa ki a k kor és az f egyenes (4-t6] kiilonbdzd) metszéspontjanak koordina-
tait!

17. ¢) elsé megoldas

Az f'egyenes egy normalvektora: IZB 6;2) 1 pont
Az fegyenes egyenlete 3x +y = 0. 2 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
a megoldasbal kideriil,
hogy a vizsgazo gondo-
latmenete helyes volt.

A metszéspont koordinatait a k kor és az f egyenes
egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasaval kap- 1 pont
juk.

Az fegyenes egyenletébdl y = —3x. 1 pont
Ezt a kor egyenletébe helyettesitve:

X 49x% —6x—=2+(=3x)=10. I'pont
¥’ =1 1 pont
Ennek (az 1-t8l kiilonb6z6) megoldasa x = —1. 1 pont
Igy a keresett pont a C(—1; 3). 1 pont

Osszesen: | 9 pont

4. példa (kozépszintii feladatsor, 2013. oktéber), melynek c¢) alfeladatdnak megoldédsa
sordn az utmutaté eltekint az egyenletrendszer megoldasinak ellen6rzésétol

Osszegzés

Ugy véljiik, hogy az ellendrzés kérdését illetéen fent megfogalmazott vélemé-
nyiink a kérdés kezelésének egységesitése iranyaba tett 1épés. A didkokban a tanitas
soran kialakitandé Onellendrzési kompetencidt nagyon fontosnak tartjuk. Ennek
az érettségi vizsga soran torténd szamonkérése — a megfelelé ardnyban — szintén
lényeges.

Azt javasoljuk, hogy a szaktandri munka soran a didkoktdl varjuk el a rend-
szeres ellenérzést. A feladatsort és a hozzdtartozé értékelési itmutatot osszeallitd
bizottsag azonban akkor jar el helyesen, ha az érettségi vizsgdn az ellendrzést csak
ott értékeli pontokkal, ahol feltétleniil sziikséges.

Csapodi Csaba, Koncz Levente,
Késa Tamas, Orosz Gyula
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Milyen a valés paraméter esetén lesz a kovetkezé egyenletnek egy meg-
oldédsa?

x2cosa+x + %sina

=0. (11 pont)

2. Ovodés kort kisdcsénk a jaték rulett-zsetonokat hasznélja toronyépitésre.
Az elsé korongoszlop mellé magasabbat allit, majd a kdvetkezEket ugyanannyival
noveli, mint a kordbbiakat. fgy egy lépcsos toronysorozatot hoz létre mackdjanak.

a) Milyen sorozatot alkotnak a tornyok magassigai?

b) Az els6 toronytdl kezdve csoportositsuk a tornyokat hérmasdval. Igazoljuk,
hogy a harmas csoportokban szereplé tornyok magassagainak Osszege szamtani
sorozatot alkot.

¢) A sorba rendezett tornyok elejérdl kisdcsénk elvett n darab tornyot, majd
megszamoltatta veliink, hogy hény zsetonja van Gsszesen. Ezutén elvett még n db
tornyot, s ismét megkérdezte, hogy az el6zovel egyiitt most hany zsetonja is van.
Ebbdl a két adatbdl meg tudnank-e mondani, hogy még n tornyot elvéve, hany
zsetonunk is lesz az el6zkkel egytitt? (12 pont)

3. Az A halmaz elemei olyan 100-nal kisebb pozitiv a egészek, melyekre
sin(a - 10°) = 0,5. A B halmaz elemei a 100-nal kisebb hattal oszthat6 természetes
szamok.

a) |A| =7 |B| =7

b) Definidljuk a C halmazt a kovetkez6képpen: C := {1;2;3;6; A}, ahol
az A halmaz a C eleme. |C \ B| =?

¢) Hény péros elemi részhalmaza van C-nek? (14 pont)

4. A Balaton valésdghii modelljét szeretnénk elkésziteni. Az adatok szerint
a Balaton hossza 77 km, felszine 594 km?, atlagos mélysége 3,6 m, legmélyebb
pontja 11 m.

a) Hény centiméter mélyen lesz a modelliink legmélyebb pontja a felszinhez
képest, ha annak hossza a terepasztalon 1 m?

b) Mennyi a modelliink 1éptéke (méretardnya)?

¢) Hany centiliter viz kell a modellhez, ha azt valéban vizzel szeretnénk feltsl-
teni?

d) A Balatont egy helikopterrdl fentrdl is megtekintjiik, hogy ldssuk, mennyire
hasonlit a modelliinkre. A t6 két legtdavolabbi, egymdastél 77 km-re 1év6 pontjat
nézziik hossztengelyére merélegesen, kozéppontja felé repiilve. 4 km tavolsdgban,
900 m magasrol mekkora szogben latjuk a tavat? (14 pont)
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II. rész

5. Egy bank a kovetkez6 ajanlattal kivanja tigyfelei korét boviteni: aki a meg-
adott hataridoig pénzét athozza a fidkba fél éves lekotéssel, az elsé hat hénapban
évi 5% kamatot kap. Az aprd betiis részt elolvasva megtudhatjuk, hogy fél év utdn
havi lekotéssel, évi 1,5% kamattal marad a fickban a pénziink. (A havi lekotés
azt jelenti, hogy amennyiben el6bb vessziik ki a pénziinket, a teljes kamatot elve-
szitjiik a csonka hénapra.) 1 millié forintot tesziink be a bankba. Ezen feltételek
ismeretében valaszoljunk a kovetkezo kérdésekre.

a) Mennyi pénziink lesz fél év mulva?
b) Mennyit kamatozott egy év alatt a betett 1 millié forintunk?
¢) Korébbi bankfickunkban hagyva a pénziinket évi 2%-o0s a kamatot kapnank

havi lekotés mellett. Legfeljebb mennyi idore éri meg athozni a pénziinket az j
helyre? (16 pont)

6. Ugorjunk masfél évet. Az egyetemek 1j el6irdsa miatt a 2017-es érettségin
igen sokan véalasztottdk a matematikdt emelt szinten. 10%-uknak 90% feletti lett
az eredménye.

a) Az emelt szinten érettségizé didkok koziil véletlenszertien megkérdezve 10-et
mekkora annak az esélye, hogy koziiliik pontosan ketten 90% feletti érettségit
tettek?

b) Internetes felmérésen 100 didkot kérdeztek meg véletlenszeriien az emelt
szinten érettségizok koziil. Mekkora a valdszinlisége, hogy legfeljebb 2-en vizsgaztak
90% feletti eredménnyel? Es annak, hogy a 100 megkérdezett didkbdl legfeljebb
ketten vannak azok, akiknek nem sikeriilt 90% felett az eredményiik?

¢) (Az emelt szinten tulmutaté kérdés.) Az OH statisztikdjdban kutakodunk.
A 40000 emelt szintli vizsgdzé eredményét tekintve 90%-o0s biztonsaggal hany 90%
feletti eredményes vizsgazora szamithatunk? (16 pont)

7. Adott a valds szdmok halmazdn értelmezett f fiiggvény:

fraxr— T
1— |z]

a) Abrézoljuk a fiiggvényt a |—1;2] \ {1} intervallumon.

b) Adott a g(x) = 2z fiiggvény. Mi lesz az f o g fiiggvény értékkészlete a |—1; 2]
intervallumon?

¢) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény inverzét a |—1; 1 intervallumon, s dbrézoljuk
az f~! fiiggvényt. (16 pont)

8. Lakdsunk nappali szobdja hatszog alakd, melynek oldalai rendre AB =
=34, BC =23, CD =23 DE =23, EF =34, valamint FF'A = 3,7 méteresek.
Az AB és a BC, valamint az DE és az E'F oldalak merélegesek egymaésra. A szoba
parkettazasahoz szeretnénk megallapitani az alapteriiletét, melyet kétféleképpen
tesziink meg.
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Mi megmérjitkk a szoba AD atléjat, melyet 4,8 méteresnek taldlunk, mig fi-
aink a szoba F' csiicsandl 1évo szoget hatdrozzdk meg, melyet 120°-nak mérnek.
A hosszisagot 5 cm-es pontossaggal, mig a szoget 5°-os pontossaggal tudjuk esz-
kozeinkkel megmondani.

a) A szog vagy a hosszisdg relativ hibdja nagyobb?

b) Mekkorak a teriiletek a két esetben?

¢) Mennyire pontosan ismerjiik a két esetben az AD atlét?

d) Melyik mérést fogadjuk el inkdbb? (16 pont)
9. A mérnokok egy gépkocsi mozgasat figyelték miiszerek segitségével négy

masodpercen at. A pillanatnyi sebességek (m/s-ban) mért adataira a szamitégép
a kovetkez6 fiiggvényt illesztette:

v(t) = 2,5t3 — 16t> + 33t + 5.

a) Mekkora sebességre gyorsult fel az auté az els§ masodperc végére?
b) A sebességviltas pillanatdban nem gyorsult az autd. Mikor volt ez?

¢) A gépkocsi pillanatnyi fogyasztasat (literben mérve) a kovetkezd figgvény
irja le:

F(t)=2-1072- (v'(t) + 50t).

Hény centiliter iizemanyag fogyott az elsé két masodperc alatt? (16 pont)

Székely Péter
Budapest

Megoldasvazlatok
a 2015/7. sz. emelt szintli matematika gyakorlé feladatsorhoz

I. rész

1. Hany olyan 4 darab egész szdmbdl dllé adatsokasdg van, melynek medidnja 1,
dtlaga 2, szérdsnégyzete pedig 37 Mi(k) ez(ek) az adatsokasdg(ok)? (12 pont)

Megoldas. Az adatsokasag elemei nemcsokkend sorrendben legyenek a < b < ¢ < d.
A medidn 1, és ez most — mivel pédros szdmu adat van — a két kozéps6 szam atlaga, ezért
c=2-0b.

Valamint az dtlag miatt a négy szdm 6sszege a + b+ (2 —b) +d = 8, ezért d = 6 — a.
Vagyis az elemek a < b <2 —b <6 — a. A szérdsnégyzetre kapott feltétel miatt

5o (a—22+(b-2°+2-b—2°+(6—a—2)° 2a®>—12a+ 20> — 4b+ 24

B 4 B 4 '
Innen 12 = 2a® — 12a + 2b? — 4b + 24. Ezt 2-vel osztva, és a jobb oldalon teljes négyzeteket
kialakitva, végiil rendezve, a 4 = (a — 3)2 +(b— 1)2 egyenlet adddik.

Mivel a és b egész szamok, ezért a 4 két négyzetszam Osszege. Ez csak ugy lehet, ha
0=(a—3)%és4=(b—1)° vagy forditva, 4 = (a — 3)> és 0 = (b — 1)°.
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Az elsd esetben a =3 és |b— 1| =2, amibdl a 3;—1;3;3, illetve a 3;3; —1;3 adat-
négyeseket kapjuk. Ezek egyike sem j6, mert a medidnjuk 3.

A misodik esetben |a — 3| = 2 (innen a = 5 vagy a = 1) és b = 1 addédik. Mivel a < b,
ezért a = 1. Az igy kapott négy szam kielégiti a feltételeket.

Vagyis egyetlen megfelel§ szamnégyes van: 1,1,1,5.

2. Egy 1 méter oldalhosszisdgu, négyzet alaki asztallapra egy téglalap alaki abroszt
teritiink. Az abrosz hosszabb oldalai kétszer olyan hossziak, mint a rovidebbek, és ugy
helyezziik az asztalra, hogy kézépvonalai egybeessenek az asztallap dtléival. fgy az abrosz
mind a négy sarka az asztallap sikjdhoz képest 10 cm-rel leldg. Az asztallap hdny szdzalékdt
fedi a terité ebben a helyzetben? (13 pont)

S Megoldas. A feladat sordn deciméterben
A /I\ fogunk szamolni. Tekintsiik az dbrdt, ahol A, B

az asztallap két csucsa, P, Q, R, S a terit6 csu-
Wi csai visszahajtva az asztallap sikjaba, mig T', U,
Pé V a P, Q, S csucsoknak az asztallap megfeleld
7 oldaléleire vett meréleges vetiiletei.
Legyen a terit6 két oldaldnak hossza
PS = z,illetve PQ = 2x, valamint AT = a. Ek-
> kor TB =10 — a.
R A feladat szerint PT = QU = SV = 1. Igy
a terito elrendezése miatt
B 1
PZ=PW=—.
@ vz
Ekkor

1 1
TV=2-2—=2—-V2 é TU=22-2 —==2z—2
V2 V2
Az ATV és a BUT héromszdgek egyenld szart derékszogli haromszogek, igy TV = /2a
és TU = v/2(10 — @) = 10v/2 — v/2a. Innen a-ra és z-re a kovetkezd egyenleteket kapjuk:
z— V2 =1+2a és 2z — V2 = 10v/2 — V2a. Az egyenleteket 6sszeadva, majd mindkét ol-
dalhoz 2v/2-t adva: 3z = 12v/2, amibél x = 4v/2 adédik.

Vagyis a terité oldalai 4v/2 és 8v/2 hossziak.

fgy a terité teljes teriilete 4v/2 - 8v/2 = 64. Viszont az asztallapot nem fedi a négy
sarokndl 1évé egybevagd egyenld szard, derékszogi haromszog. Ezek koziil kettSt-kettot
egylitt véve éppen két olyan négyzet kaphatd, melyek atléi 2 dm hossziak. Igy az abrosz

asztallapot nem fedd részének a teriilete: 2 - % =4.

Ezek szerint az abrosz az asztal 100 dm2-es teriiletéb8l pontosan 60 dm2-t fed le,
vagyis az abrosz az asztallapnak pontosan a 60%-4t fedi le.

Megjegyzés. Mivel a terité hosszabb oldala roévidebb az asztallap atlgjanal
(Sﬂ < 10v/2), ezért valéban a fenti dbran lerajzolt elrendezés valésul meg.

3. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet az egész (x;y) szdmpdrok halmazdn:

3y —2
21}—2—\/813+4:—' y5 ‘ (14 pont)
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Megoldas. A /8z + 4 miatt f% < x, és mivel = egész, ezért legaldbb 0. A bal oldalt
atalakitva:
(224+1)—2v2x+1-3=(22+1)— 222+ 1+1—4.
Ez utébbit v/2x + 1-ben teljes négyzetté alakitva az egyenletiink a kdvetkez6 alakra hoz-
haté:

-2
(Ver+1-1)°—4= _‘3;;5 ‘
Mivel a jobb oldal nem pozitiv, a bal sem lehet az. Vagyis (\/250 +1-— 1)2 < 4, innen
|v2z +1—1| <2, vagyis —1 < v/22 + 1 < 3. Innen 2z + 1 < 9, végiil z < 4 adédik. Vagyis
x lehetséges értékei 0, 1, 2, 3 és 4.
Helyettesitsiik be ezeket az értékeket rendre az egyenlet bal oldalaba.

Az x =1, =2 és x = 3 esetén a bal oldal értéke irraciondlis. Mivel a jobb oldal
raciondlis (hiszen y egész), ezek nem adnak megolddsokat.
Ha z = 0, akkor a bal oldal értéke: 0 —2 — /0 +4 = —4. Ekkor 4 = |3=2|, tehat

5
3y—2 3y—2 poz _ .
= =, amib8l y = —6, ami

, amibél y = 22, ami nem megoldés; vagy —4 =

vagy 4 = 3

megoldas.
Ha x = 4, akkor a bal oldal értéke: 8 — 2 — /32 + 4 = 0. Ekkor 0 = |3y;2 }, vagyis
y = %, ami szintén nem megoldas.

Osszesen egyetlen megfelel$ szampér van, és ez az x = 0, y = —6.

4. Az f(z) = /z fiigguény grafikonjdt elmetssziik az x = b egyenletd fiiggbleges egye-
nessel. Az egyenes, f(x), és az x-tengely dltal bezdrt S sikidom teriilete t = 18.

a) Mennyi b pontos értéke?

b) Az S sikidomot megforgatjuk az x-tengely kéril. Mekkora a keletkezett forgdstest
térfogata? (12 pont)

Megoldas. a) A kérdéses teriilet szdmolhaté integral segitségével:

b

b

/ 1 2 3 2 3 3
T:18:/\/§dx=/x2dm:[§-x2 +c} :§-b2, innen 27 = b2, végiil b= 9.
0
0 0

b) A kérdéses térfogat:

b 9 ) 0 .
V=7T/f2($)dl':ﬂ'/xdl':ﬂ'|:§~x2+6:| :%r%127,23.
0
0 0

II. rész
5. a) Igazoljuk, hogy az x® 4+ 32% — 3z — 1 = 0 egyenletnek van egyjeqyt pozitiv egész
megolddsa.
b) Oldjuk meg az 2 + 322 — 3z — 1 = 0 egyenletet a valds szdmok halmazdn.

¢) Adjuk meg a tangensra vonatkozd addicidsképletek és nevezetes szégek szégfiiggué-
nyei segitségével a 105° és a 165° szdgek tangenseinek a pontos értékét.

d) Oldjuk meg a kiévetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:

(tgx +2)° =7+ tgx + ctgx. (16 pont)
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Megoldas. a) Az x = 1 megoldds, ez behelyettesitéssel ellenbrizhetd. (A raciondlis
gytkteszt mutatja, hogy nem is lehet mds pozitiv egész megoldas.)

b) Mivel x = 1 megolddsa az egyenletnek, az egyenlet bal oldala felirhaté
*4+32° -3z —1= (x—l)(ax2+bx+c)

alakban alkalmas a, b, ¢ valés konstansokkal.

Két polinom akkor egyezik meg, ha egyiitthatéik rendre azonosak. fgy
(chl)(a:v2+bx+c) =ar® +(b—a)® +(c—brx—c=1-2"+3-2° 3.2 -1

miatt rendre a = 1, b = 4, ¢ = 1 adédik.

Az egyenletet (z — 1)(2® 4+ 4x + 1) = 0 szorzatalakra hozva a bal oldal mésodik té-
nyez6jébél adédik, hogy z2 = —2 — /3, illetve 23 = —2 + /3 az egyenlet két irracionélis
gyoke a kordbban megtaldlt 1 = 1 mellett.

¢) Felhasznélva a tg45° = 1, tg60° = /3 és tg120° = —/3 értékeket, valamint a ko-
vetkezd addiciés képletet:

tga+tg B
t =_S-T o7
gla+B) T—tga tgf’

kapjuk:

o o o 143 (14+v3)Y 4423
tg 105° = tg (45 —&—60)_1_1.\/5_(1_\/3)(1_“/5)_ = V3.

Hasonldéan:

o __ o oy _ 1—\/3 _ (17\/5)2 74—2\/37
tg 1657 = tg(45 +120)_1_1.(_\/§)_(1+\/§)(1_\/§)_ 5 =
=-2+V3.

d) A tgx és ctg x figgvények értelmezési tartomanya miatt = # k- 5 (k € Z), ugyan-
ezen okokbdl sem tgx, sem ctgx nem lehet 0.

Elvégezve a zéréjelfelbontdst, és rendezve az egyenletet: tg” x + 3tgx —3 —ctgz =0
addédik. Innen tgx ( = Ctém # 0)—sze1 szorozva a tg® & + 3tg? x — 3tgx — 1 = 0 egyenletet
kapjuk. Ez tgx helyére uj valtozét bevezetve az 1j valtozéban éppen a b)-beli egyenlet.
Vagyis (tgx), 55 = =2 — V3; -2+ V3; 1.

A ¢) pontot figyelembe véve, rendre megoldva az egyenleteket:

ha tgz=—2—+/3, akkor x1:%+k~7r (k€ Z);

11
ha tgz=—2++3, akkor xp = 1—27T+l~7r (lez), végiil
ha tgz=1, akkor z3 = % +m-7m (m €Z) addédik megoldds gyandnt.

6. Egy szabalyos nyolcszogbe az dbra szerint a kézéppontjdn keresz-
til nyolc egyforma egyenld szdru hdromszoget rajzolunk be.

a) Mekkora a hdromszigek sulypontjai dltal meghatdrozott szabdlyos
nyolcszag, illetve az eredeti nyolcszdg teriiletének az ardnya?
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b) Kati az dbranak megfeleld porgettydket csindl. A pérgettyik felsd felén lévd nyole
kis hdromszdg mindegyikét kifesti a piros, fehér, vagy zold szinek valamelyikével (a pérgety-
tyd aljdt nem festi le).

Hanyféle kiilonbozd porgettyit készithet Kati, ha az élben szomszédos hdromszdigek
szinét kilonbozének szeretné, de nem ragaszkodik ahhoz, hogy mind a hdrom szint felhasz-
ndlja? (16 pont)

Megoldas. a) Vegyiik az eredeti nyolcszog koré frhaté korének sugardt R = 1-nek
(ez megtehetd).

Az dbrén 1év6 haromszogek olyan egyenld szard haromszogek, melyeknek alapjukkal
szemkozt 45°-o0s szoge van. Egy ilyen hdromszog alapjénak magassiga egyben silyvonal
is, valamint a 45°-o0s cstcsszoget felezi. A cstcstdl a stlypontig terjedd szakasz a magassdg-
silyvonalnak a 2/3-a, ez az 1ij nyolcszog koré {rhaté korének sugara.

Ezek alapjan az 4j nyolcszog koré irhaté korének sugara

= cos22,5° - ; - %@ ~ 0,616.

Ez a hasonlésag ardanya. Ennek négyzete a kérdéses teriiletek ardnya, vagyis

tey _ 2+V2
Trégi B 9

~ 0,379.

b) A feladat szovege alapjdn az egyméasba forgathaté pérgettytlik azonosnak tekin-
tendoek.

bl) Ha csak két szint haszndlunk fel, és rogzitjiik melyik ez a két szin, akkor csak
egyféle porgettylit tudunk csindlni (hiszen felvéltva kell szerepelni a két szinnek a festett
haromszdgek kozott.) A felhaszndlt két szint (vagy a nem felhaszndlt egyet) haromféle-
képpen valaszthatjuk ki. Tehat itt 3 eset van.

b2) Ha mind a hdrom szin szerepel, akkor — aszerint, hogy az egyes szineket hdnyszor
hasznéljuk — a kovetkezd esetek lehetnek: 4,3,1 / 4,2,2 / 3,3,2.

b21) A ,4,3,1” eset. Azt a szint, amelyikbdl 4 hdromszog van 3-féleképpen, amibél
1 van, mér csak 2-féleképpen valaszthatjuk, vagyis szineket 6-féleképpen valaszthatunk.

Ha mér kivalasztottuk, hogy melyik szinb6l mennyi lesz, akkor viszont mér csak
egyféle porgettyii készithets, hiszen amelyik szinbdl 4 van, azt csak ugy tehetjiik le, hogy
minden két ilyen szinli hdromszog k6z6tt pontosan egy mésféle szinti haromszog talalhato.
A mésmilyen szinek pedig a forgatds miatt csak egyféleképp ,helyezhetSk el”.

Tehat itt osszesen 6 eset lehetséges.

b21) b22)
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b22) A 4,2,2” eset. Azt a szint, amelyikbdl 4 hdromszég van 3-féleképpen vélaszt-
hatjuk. Vagyis szineket most csak 3-féleképpen valaszthatunk.

Ha mar kivalasztottuk, hogy melyik szinbdl mennyi lesz, akkor azt a szint, amelyikbdl
4 van, most is csak egyféleképpen tehetjiik le. A két egyforma szinbdl az egyik fajtat
a maradék négy helyre kétféleképpen is tehetjiik. Vagy dgy, hogy egy haromszog legyen
kozottiik, vagy ugy, hogy egymdssal szemben legyenek (ldsd az dbrdkat). Vagyisitt 3-2 =6
eset lehetséges.

b23) A 3,3,2 eset. Azt a szint, amelyikbdl 2 hadromszog van 3-féleképpen valaszthat-
juk. Vagyis szineket megint csak 3-féleképpen valaszthatunk.

Ha pl. a pirosbdl van kettd, akkor harom lehetéség van aszerint, hogy a két piros
héromszog kozott 1, 2, vagy 3 haromszoég kap mas szint. Vizsgaljuk meg ezeket rendre.

b231) Ha a két piros kézott egy hdromszég més szinli. Ennek a hdromszoégnek a szinét
2 szin koziil valaszthatjuk. Ha viszont mér valasztottunk (legyen pl. zold), akkor a ma-
radék 5 szinezetlen haromszog koziil 3 — a z6ldtdl kiilonbozé — azonos szin van még, ami
csak egyféleképpen szinezhetd jol. Vagyis itt Osszesen 2 eset lehetséges.

b231) b232) b233)

b232) Ha a két piros kozott két haromszog més szinli. Ezen két hdromszégnek
a szinét 2-féleképpen valaszthatjuk ki. Hasonléan a maradék 4 szinezetlen haromszog is
kétféleképpen szinezhets. Vagyis itt a szinek figyelembevételével 2 - 2 = 4 eset lehetséges.

b233) Ha a két piros egymdssal atellenes. Itt (1atszdlag) két eset van (feliilrdl az éra-
mutaté jardsaval egyezéen indulva): PZFZPFZF és PFZFPZFZ. Ezek viszont egy 180 fo-
kos forgatéssal egymaésba forgathatéak. Vagyis itt 1 eset van. A ,3,3,2” esetben tehat
3-(24 4+ 1) =21 lehetdség van a szinezésre.

Vagyis 3 + 6 + 6 + 21 = 36-féleképpen szinezhet6 ki a porgettyti.

7. a) Adjuk meg a P(—1;1), és Q(3;3) pontokon dtmend e egyenes egyenletét.

b) Az f(x) = x* — 6z + 8 egyenletdi fiigguény grafikonjinak melyik az a pontja, ame-
lyikbe hizott érintd merdleges a fenti e = PQ egyenesre?

c) Adjuk meg az e egyenes, az érintd, illetve a két koordindta-tengely dltal bezdrt
(az elsd siknegyedbe esd) konvex négyszig teriiletét. (16 pont)

Megoldés. a) A P-bdl Q-ba mutaté v = (4;2) irdnyvektor alapjdn az egyenes me-

redeksége 1. Emiatt az y-tengelyt 3-nél metszi, vagyis a PQ egyenes egyenlete: y = Z£3,
2 2 2

b) Az érinté pontosan akkor merSleges az iménti egyenesre, ha meredekségeik szor-
zata —1. Mivel a PQ egyenesének meredeksége %, igy az érinté meredeksége —2.

Sziikség van még az érinté egy pontjara. Ez példdul derivdlassal meghatarozhaté. Az
f(z) = 2® — 6z + 8 fiiggvény tetszdleges Po = (wo; f(z0)) pontjdba hizott érinté meredek-
sége éppen f'(x¢) = 2xo — 6. Ennek kell —2-nek lennie. Innen zo = 2, és igy Po = (2;0)
adédik az érintési pontra.
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¢) Foglaljuk az eddigieket egy dbrdba.
Az érintési ponton dtmené —2 meredek-
ségil érintd egyenlete: y = —2x 4 4. Nekiink
az OFPy RS négyszog teriilete kell.

Az R pont az y=—-2x+4 és az
y = L‘gg egyenesek kozos pontja. Az egyen-
letek jobb oldalét egyenlvé téve —2x +4 =
= 283 ‘majd x = 1, és innen y = 2. Vagyis
R koordinatai: R(1;2).

Innen az OPyRS négyszog terii-
lete gyorsan meghatdrozhaté. Példdul _1
az OPyTV 2 oldalhosszi négyzet (ahol
T(2;2), V(0;2)) teriiletébdl kivonva a meg-
felel6 i, illetve 1 teriiletii, az O Py RS-hez nem tartozé derékszogli haromszogek teriiletét,
a kérdéses teriilet:

1 11
TOPORS:4—1_Z - Z

8. Egy téglatest térfogata 8 cm®. Ha a téglatest minden €lét 1 centiméterrel megnovel-
jiik, akkor egy 27 cm® térfogati téglatestet kapunk. Mekkora térfogatd téglatestet kapunk,
ha ismét megndéveljiik az éleket 1-1 centiméterrel? (16 pont)

Megoldas. Jél latszik, hogy az eredeti téglatest lehet egy 2 cm élhosszu kocka.
Kérdés az, hogy lehet-e més. Legyenek az eredeti téglatest egy csiicsba futé élei az a, b, ¢
pozitiv szdmok. Ekkor abc = 8 az eredeti térfogat.

Kétszer alkalmazzuk a hdromtagi szamtani-, és mértani kozép kozotti Osszefiiggést.
El6szor:

2=1{8= \/3abc< %IH_C, vagyis 6 < a+b+c,

és egyenlOség csak az a = b = ¢ = 2 esetben lehetséges. Masodszor:

ab+ ac+ be

4= V82 = Va2b2c® = Vab - ac- be < 3 ,

vagyis 12 < ab+ ac + be,
és egyenlGség csak az a = b = ¢ = 2 esetben lehetséges. Az 1j térfogatra kapott feltétel
szerint:

27=(a+1)(b+1)(c+1)=abc+ab+ac+bc+a+b+c+1>8+12+6+1=27.

Ez nyilvan csak gy lehet, ha 6 = a+ b+ c és 12 = ab + ac + bc egyarant teljesiil, vagyis,
ha az eredeti téglatest kocka.

Azaz valéban csak a 2 cm élii kocka lehetett az eredeti test.

Igy az Gjabb novelés utdn kapott téglatest térfogata: 43 = 64 (cm®).

9. Egy jatékgydrto vdllalat az dbranak megfeleld mianyag jd-
tékkockdkat gydrt. A gydrtds sordn elkészitik a ,sértetlen” 2 cm él-
hosszi kockdkat, majd a nyolc csucs mindegyikénél az éleken ki-
mérve az azonos d tdvolsdgokat levagnak egy-egy olyan tetraédert,
melynek alaplapja szabdlyos haromszog. A levagott tetraéderek anya-
gadt dsszegytigtik, és ebbdl a hulladékanyagbdl késébb j jatékkockd-
kat gydrtanak. (Ezek hulladékdt is dsszegyijtik. Altaldban nem kell
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anyagueszteséggel szdmolnunk a gydrtds sordn, illetve a hulladékot nem keverik a mem
hulladék anyaggal dssze.)

a) Mekkora a d tdvolsdg pontos értéke, ha pontosan 48 darab jatékkocka hulladékdbdl
dllithatd eld egy, mind a nyolc csicsdban ép 2 cm élhosszu kocka?

b) A nem hulladékanyagbdl késziilt kockdk mind elsé osztdlyidak a mindség szempont-
Jabdl, mig a hulladékbdl késziilt kockdknak csak 80%-a elsd osztdlyd, a tébbi hibds. A gydrtd
cég 20 éve valtozatlan feltételekkel, vdltozatlan gydrtésoron gydrtja jatékait. A hulladék- és
a nem hulladékanyagbdl készilt kockdk a gydrtds sordn egy tdroléba keriilnek, ahol dssze-
keverednek. A jubileum alkalmdbdl egy exkluziv 200 darabos jdtékkocka szettet adnak ki
diszdobozba csomagolva. Mekkora az esélye, hogy a dobozba legaldbb két darab hibds dobo-
kocka keriil? (16 pont)

Megoldas. a) Egy levdgott kis tetraéder térfogata:

U

Vagyis a hulladék mennyisége egy kockanal: %. A szoveg alapjan:

3
48 - % =64d®> = 2%, innen d° = é, és végiil d = é

Vagyis a kérdéses d tdvolsidg éppen 5 mm.

b) Legyen pontosan 48 ép kockdra valé anyagunk. Abbdl legydrthatunk 48 csonkolt
dobdkockat, és azok maradékabdl pontosan egy djabb ép kockat kapunk. Vagyis 48 ép
egységnyi anyagbol 1 ép egységnyi maradék keletkezik. Mivel nem kell anyagveszteséggel
szamolni, a gyartds sordn felhaszndlt teljes anyagmennyiség 4—18 része késziil hulladék
anyagbdl.” Az 6sszes kocka

111
48 5 240
része hibds, és igy % eséllyel els6 osztalyd egy jatékkocka.

Széamoljuk ki a komplementer esetet, vagyis azt, hogy mekkora az esély arra, hogy
pontosan 0 vagy 1 darab hibas kocka van:

23920
PO hibds) = ( =22 ) ~04 ill
(0 hibés) <240) 0,4338, illetve
200 239\'9? 1Y 239199
P(1 hibss) = A=2) (=) =200- ~ .
(1 hibas) <1) (2 40) (2 40) 00 - > oam0 ~ 03630

Annak az esélye, hogy pontosan 0 vagy 1 darab kocka hibas, kb. 0,4338 + 0,3630 = 0,7968,
azaz annak a valésziniisége, hogy a szettben legalabb két darab hibds jatékkocka van,
koriilbeliil 20,32%.
Sztranyak Attila
Budapest

*Husz éve vialtozatlan feltételekkel gyartjak a kockédkat, tehat tekinthetjiik dgy, hogy
a kockagyartas folyamata hosszu tavi, rendszeresen érkezik friss nyersanyag, és az Osszes
hulladék felhasznélasra kertil.
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Matematika feladatok megoldasa

B. 4687. Samson felirja egy papirlapra az 123456789-es szamot. Ezutdn bdr-
mely két szomszédos szamjegy kozé beszurhat szorzdsjelet, akdr tobbet is kilonbozo
helyekre, vagy egyet sem. A szorzdsjelek kozé esd szamjegyeket eqy szdmként dssze-
olvasva egy szamok szorzatdbdl dllo kifejezést kap, példdul 1234 - 56 - 789. Legfeljebb
mekkora lehet a kapott szam?

(3 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)

Megoldas. Valasszuk ki tetszileges helyen az elsé szorzasjel helyét, ezzel
osszuk fel az eredeti szamot A-ra és B-re. Legyen k a B szdm hossza. Az eredeti
szam értéke A-10¥ + B, mig a szorzasjel besziraséaval keletkezd szorzat értéke A - B.
Mivel a B szém k darab szdmjegybél &ll, ezért 10F > B. igy

A-10F+B>A-B+B> A-B.

Ezt a gondolatmenetet alkalmazhatjuk minden tovabbi szorzéasjel beszirasakor.
Ebbdl megallapithatd, hogy minden szorzasjel beszurasa csokkenti a kifejezés

értékét. A legnagyobb szdmot tehat igy kapjuk, ha nem szirunk be szorzésjelet.
Igy a lehetd legnagyobb szdm a 123 456 789.

Adorjdn Ddniel (Budapest, Szent Istvan Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

150 dolgozat érkezett. 3 pontos 67, 2 pontos 35, 1 pontos 15, 0 pontos 32 dolgozat.
Nem versenyszeri 1 dolgozat.

B. 4699. Szerkessziink deltoidot, ha tudjuk, hogy van korilirt kére, adott an-
nak a sugara, valamint a korilirt- és beirt korei kozéppontjinak a tdvolsdga.

(4 pont)

Megoldaés. Legyen a szerkesztendé ABC D deltoid szimmetriatengelye az AC
atld, jeloljiik a deltoid A-ndl 1évd szogét 2a-val. Mivel a deltoidnak van koriilirt
kore, ezért szemkozti szogeinek Osszege 180°, tehdt a szimmetria miatt B-nél és
D-nél 1év6 szogei derékszogek. Ezért B és D rajta van az AC 4tl6 Thalész-korén,
ami egyuttal a deltoid koriilirt kore is. Ennek O; kozéppontja tehat az AC 4tl6
felez6pontja. Jeloljiik a deltoid beirt korének kozéppontjat Os-vel. Ez a pont a
deltoid bels6 szogfelezbinek a metszéspontja, tehat rajta van az AC 4tlén és

ABQOy<t = CBOy< = 45°

(lasd az 1. dbrdt).
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C C
D 1N, B D B
02, 0,
O 01
Yoy
A A
1. dbra 2. dbra
A szogfelezbtétel szerint
(1) AB  AO;
BC — 0,C°

Ha Oy = O, akkor AB = BC, a szerkesztendé deltoid négyzet, amit AC atléjanak
ismeretében konnyen megszerkeszthetiink. Ha 0105 > 0, akkor A és C' szimmetri-
kus szerepe miatt feltehetjiik, hogy AB > BC'. Jeloljiik az Os-ben AC-re allitott
merdleges és az AB szakasz metszéspontjat FE-vel. Ekkor az ABC és AOoE derék-
sz0gl haromszogek hasonléak, mert A-ndl 16vé hegyesszogiik megegyezik, mindket-
toben «. Ezért

amibdl az (1) egyenldség miatt O2C = Oz FE kovetkezik.

Ezek alapjan a szerkesztés mar egyszeriien elvégezhet6. Megrajzoljuk a deltoid
01 kozéppontu koriilirt korét és kijeloljitk egyik atméréjét, ennek két végpontja A
és C. Az O1C sugdrra O1-bdl felmérve az adott 010 tavolsagot megkapjuk Os-t.
Az Oz-ben AC-re éllitott merélegesre Os-bdl az O2C' tavolsagot felmérve kapjuk
E-t. Az AFE egyenes és a koriilirt kor A-t6l kiilonb6zé metszéspontja adja B-t,
ennek AC-re vonatkozd tiikorképe pedig D-t.

Az igy szerkesztett ABCD deltoid nyilvan eleget tesz a feladat feltételeinek.
A feladatnak egy megoldasa van, ha 0105 kisebb, mint a deltoid koriilirt kérének
sugara, ha pedig ez nem teljesiil, akkor nincs megoldésa.

Varga-Umbrich Eszter (Pdpa, Papai Ref. Koll. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

102 dolgozat érkezett. 4 pontos 28, 3 pontos 66, 2 pontos 3, 1 pontos 4, 0 pontos
1 dolgozat.
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B. 4701. Legyen A1B1C1D;1 egy négyszég. Ha valamilyen n pozitiv egészre
az A, B,C, D, pontnégyest mdr definidltuk, akkor legyen A,y1 a B,CpD, hd-
romszdg sulypontja; a pontok szerepének ciklikus cseréjével hasonldan definidljuk
a Bpy1, Crnq1 €s D1 pontokat is. Mutassuk meg, hogy akdrmilyen nagy négyszog-
b6l indultunk is ki, az A, pontsorozatnak csak véges sok tagja esik az A1 B1C1D;
néqyszog sulypontja koré irt eqységsugari koron kiviilre.

(4 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)

Megoldas. Haszndljunk az A1 B1C1 Dy négyszog S silypontjabol indulé hely-
vektorokat, betiizziik 6ket a végpontjuknak megfelelé kisbetiikkel; ekkor

a;+by+ci+ds
4

=s=0, vagyis aj; +by+cy+d; =0.

z H
Allitsuk el6 az SA; = as vektort:

_bitetd 1)
- 3 - o3h

— — —
Hasonléan allithatjuk el6 az SBs = by, SCs = ¢ és SDs = dy vektorokat.

az

Allitds. a, = (f %)nflal minden n > 1, n € N esetén; és hasonléan a by, cq,
d,, vektorokra.

Az &llitast teljes indukcidval bizonyitjuk.

n = 2-re lattuk, hogy igaz.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz, és lassuk be n + 1-re.

a batentds 1 (0 1N 0N N
oL 3 T3 3 1 3 1 3 v

= % . (_;)"—1 (b1 +c¢1+dy) = % : (—;f_l (—a1) = (‘é)ﬂ ap.

Hasonl6 gondolatmenettel belathaté az allitas a masik harom n+ 1 indext vektorra.

fgy az SA,, SB,, SC,, SD, szakaszok egyre rovidiilnek, hosszuk minden
hatéaron tul cstkken, vagyis véges k kiiszobindex utdn az n > k indexti A,, pontok
mind az S kozépponti egységsugarid koron beliil lesznek, tehat csak véges szamu
ilyen pont esik a koron kiviilre.

Szdsz Daniel Soma (Szeged, Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

51 dolgozat érkezett. 4 pontos 35, 3 pontos 8, 2 pontos 4, 0 pontos 4 dolgozat.
B. 4705. Legyen p pdratlan primszim. Mutassuk meg, hogy az
22 + pr = y2
egyenletnek pontosan egy megolddsa van a pozitiv egész szampdrok korében.

(4 pont) Javasolta: Németh Baldzs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Gimn., 9. évf.)
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Megoldéas. Az egyenlet ekvivalens atalakitasaval a bal oldalon két kifejezés
szorzatat alakitjuk ki:
4z? + dpx = 492,
(2 +p)* —p* = 497,
(22 +p)* —dy* = p,
(22 4 p + 2y)(2x + p — 2y) = p°.

Mivel p primszédm, p?>-nek csak 3 osztéja van: 1, p, p?. Tehdt a 2z +p + 2y és
2 4 p — 2y szorzétényez6k mindegyike p, vagy az egyik p? és a mésik 1. Ha mind-
ketto p, akkor 2z + p + 2y = 2z + p — 2y, amibdl 2y = —2y, vagyis y = 0, ezt viszont
nem engedik meg a feladat feltételei.

Mivel 2z + p + 2y > 2z + p — 2y, igy egy lehetdségiink maradt:

2 +p+2y=p°> é 2x+p—2y=1.
A két egyenletet dsszeadva: 4z + 2p = p + 1, amib8l 4z = p® —2p+ 1 = (p — 1)°.
Tehat x = (%1)2. Visszahelyettesitve a 2z 4+ p + 2y = p® egyenletbe:

2y =p®> —p—2z, amibél

p-(p—1) (p—1)2: p*—2p—p*+2p-1 _p’ -1 (p-1(p+1

2 2 4 4 4

y:

Mivel p paratlan primszam, p — 1 és p + 1 is paros szam, igy x és y is pozitiv egész
szam.

Tehat minden p-re pontosan egy pozitiv egész megoldéast kapunk xz-re és y-ra.

Nagy Ddvid Paszkdl (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
dolgozata alapjan

96 dolgozat érkezett. 4 pontos 54, 3 pontos 9, 2 pontos 6, 1 pontos 11, 0 pontos
16 dolgozat.

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(475-480.)

K. 475. frjuk be a lenti mezékbe az egész szamokat 1-t6l 15-ig dgy, hogy
barmely két szomszédos mezében 4ll6 szam Gsszege négyzetszam legyen.

AN N N N N I

K. 476. Adjuk meg az 6sszes olyan pozitiv egész szamot, melyeknek ezresre
kerekitett értéke kétszer akkora, mint a szdzasra kerekitett értéke. (A kerekitési
szabdlyok alkalmazdsa soran 5, 50, 500, ... végz6désii szamok esetén mar felfelé
kerekitiink.)

472 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/8



ﬁ} 2015.11.18 — 15:18 — 473. oldal — 25. lap Ko6MalL, 2015. november QF

— P

K. 477. Jancsi éppen azt tanulja, hogyan kell evopalci-
kakkal enni. Gyakorlasképpen a két Gsszefogott evépalcikaval
egy 4 cm atmérdéji golydt kell felvennie az dbrdn lathaté moé-
don. (A gombét akkor lehet felemelni, ha kozéppontja illesz-
kedik a pélcikdk altal meghatdrozott sikra.) A két evOpélcika
Jancsi kezében éppen 60 fokos szoget zar be egymaéssal. Mek-
kora tavolsagra van az akcid soran a palcikak taldlkozasi pont-
jatol a gomb (ehhez a ponthoz) legkozelebbi pontja?

K. 478. Tamés gazda a boltban szeretne venni 4 méternyi lancot, melynek mé-
tere 210 Ft-ba keriil. Az eladé megprébélja rabeszélni, hogy inkdbb vigye el mind
a 10 métert, ami még ebbél a lancbdl maradt. Tamas gazda tovabbra is ragasz-
kodik a 4 méterhez, azonban észreveszi, hogy a boltos szdandékosan rosszul mérte
a levédgand6 darabot, ezért az 4 méternél rovidebb lett. Igy azt kéri a boltostdl,
hogy mégis inkdbb a mésik darabot adja el neki, aki, hogy a csalasa ki ne deriil-
jon, kénytelen 6 méter aréért eladni a mésik darabot Tamés gazddnak. Ha nem
vette volna észre a csaldst, akkor Tamés gazddnak 14/9-szer annyiba keriilt volna
egy méter lanc, mint amennyibe ezzel a kis ravaszsaggal keriilt. Hany méter lancot
kapott Tamas gazda?

K. 479. Az ((—a*b)fc)fd kifejezésben a, b, ¢, d helyére az 1, 2, 3, 4 szamokat
irva melyik esetben lesz a kifejezés értéke minimaélis, melyik esetben maximélis?

K. 480. A kovetkezd Osszeaddsban az 6tféle betli az 6t pdratlan szdmjegyet
jelenti valamilyen sorrendben: a + bb + ccc + dddd + eeeee. Adjuk meg az Gsszes
ilyen alakban eléallithaté otjegy(i szam Gsszegét.

Bekiildési hatarid6: 2015. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A C pontversenyben kittizott gyakorlatok
(1315-1321.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1315. Egy csokoladégyarban a kész csokimasszat 100 grammos adagokban
ontik tablakba. A gépek hibaja miatt pontosan minden 45. tabla eltorik, és ezt még
csomagolas el6tt egy ellendr visszaolvasztja a masszaba. Am az ellenér figyelmetlen,
és minden 21. torott tablat tovabbenged csomagoldsra. 10 tonna masszabdl hany
tabla torott csokoladé keriil ki a piacra?

C. 1316. Egy teremben 3 oszlopban és 6 sorban — Osszesen 18 helyre — il le
10 lany és 7 fit. Hény kiilonboz6 iilési rend lehetséges, ha egy oszlopba és egy sorba
nem {ilhet csupa fia vagy csupa lany?
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Feladatok mindenkinek

C. 1317. Az ABCDE 6tszog A, B, C és D cstcséndl levd bels szogek rendre
90°, 60°, 150° és 150°, tovabbd AB = 2BC = %AD. Bizonyitsuk be, hogy az AF és
CD egyenesek metszéspontjat az AD és BC' egyenesek metszéspontjaval 6sszekotd
szakasz parhuzamos AB-vel.

C. 1318. Az 518 szamnak van egy érdekes tulajdonsaga. Képezziik azt a hat
darab hiaromjegyli szdmot, amelyek szdmjegyei az 518 szdmjegyeinek kiilonbozo
permutéaciéi. Az igy kapott szamok dtlaga éppen 518. Keressiik meg az ilyen tulaj-
donsagu kiilonb6z6 szamjegyekbol allé haromjegyi szamokat.

C. 1319. Egy négyszog oldalfelez6 pontjai egy négyzet csucsait alkotjak.
A négyszog teriilete 50, két szemkozti oldala 5 és v/85. Mekkora a mésik két oldal?
Feladatok 11. évfolyamtdl
C. 1320. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan:
da?y? 4+ 2 + \/m +16 = 72 + dayz.
C. 1321. Héany olyan kiilénboz6 6 csucsu egyszerii graf van, amelynek 5 éle

van?

Bekiildési hatarid6: 2015. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kitlizott feladatok
(4741-4749.)

B. 4741. Hany olyan tengelyesen szimmetrikus haromszog van, melynek egyik
oldala kétszer olyan hosszi, mint a haromszog valamelyik magassdga, ha az egy-
mashoz hasonlé haromszogeket nem tekintjiik kiilonbozének?

(3 pont)

B. 4742. Mutassuk meg, hogy az n > 3 cstcsu teljes graf éleire irhatunk 1-et,
2-t vagy 3-at ugy, hogy minden csicsban kiilonb6zo legyen az oda befuté élekre irt
szamok szorzata.
(4 pont)

B. 4743. Az ABC héromszog beirhaté kore a BC, AC és AB oldalakat
rendre az A;, By és C; pontban érinti. Legyenek az AC1 By, BA1Cy és CB1 A
haromszogek magassagpontjai rendre M, Mp és Mo. Mutassuk meg, hogy az
A1 B1Cy hiromszog egybevagd az M o MpMe hiaromszoggel.

(4 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)
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B. 4744. Legyen n nemnegativ egész szam. Hatarozzuk meg a 7 kitevéjét
a 37" + 47" primtényezés alakjaban.

(5 pont) Javasolta: Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Gimn.)

B. 4745. Legyen n pozitiv egész szam. Oldjuk meg az

1 1

_ on+1
5 2

+
sin“"z = cos?™x

egyenletet.

(4 pont) Javasolta: Longdver Lajos (Szatméarnémeti)

B. 4746. Az ABC héromszog beirhaté kore a BC, AC és AB oldalakat rendre
az Ay, By és C pontban érinti. Az AA, szakasznak a beirhaté korrel valé masik
metszéspontja (). Az A ponton atmen6, BC-vel parhuzamos egyenest az A;C7 és
A1 B egyenesek a P és R pontban metszik. Igazoljuk, hogy PQR< = B1QC <.

(5 pont) (Kvant)

B. 4747. Az idei év legels6 jatékhetében a hatoslottd kiilonleges meglepetéssel
szolgdlt, ugyanis 6t egymdas utdni szamot hiztak ki a 45-b6l. A kihizott nyerd-
szamok a kovetkezok voltak: 37, 38, 39, 40, 41, 45. A hir hamar bejarta a sajtot, de
vajon tényleg annyira kiilonlegesek? Nevezziink tokéletesnek egy szdmsort, ha hat
kozvetleniil egymas utan allé szambdl &ll, és majdnem tokéletesnek, ha a hatbdl
pontosan 6t kozvetleniil egymast koveti. Hany kiilonb6z6 tokéletes, illetve majdnem
tokéletes kombindcié van? Figyelembe véve, hogy a hatoslottét tobb mint 26 éve
jatsszék, és eddig 1227 jatékhét volt, mekkora a valészintisége annak, hogy ennyi
id6 alatt kihuznak legaldbb egy tokéletes vagy majdnem tokéletes szamsort?

(3 pont) Javasolta: Gdspdr Merse El6d (Budapest)

B. 4748. Forgassuk meg a H haromszoget egy, a sikjaban fekvo, de 6t nem
metsz6 egyenes koriil. Bizonyitsuk be, hogy a keletkezett test térfogata megegye-
zik H keriiletének és a ‘H sdlypontja &dltal a forgatds soran leirt kor teriiletének
a szorzataval.

(5 pont)
B. 4749. A hegyesszogii ABC haromszog B és C csicsabdl indulé magas-
sagvonal talppontja az AC, illetve AB oldalon rendre D és E, a BC' oldal felezo-

pontja F. Az AF és DE szakaszok metszéspontja M, az M pontnak a BC' szakaszra
es6 meréleges vetiilete N. Bizonyitsuk be, hogy az AN szakasz felezi a DE szakaszt.

(6 pont) Tandra, dr. Kadlman Attila emlékére javasolta Bird Bdlint (Eger)

*

Bekiildési hatarid6: 2015. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(653-655.)

A. 653. Legyen n > 2 egész. Igazoljuk, hogy akkor és csak akkor 1éteznek olyan
a1, ... ,0,—1 €gész szamok, amelyekre

ay arctg 1 4+ ag arctg2 + ... 4 a,—1 arctg(n — 1) = arctgn,

ha n? + 1 &sszetett szam.
Az IMC 2015 (Blagoevgrad) feladata alapjdn

A. 654. Legyen p(z) olyan legfeljebb n-edfoki polinom, amire 0 < z < 1 esetén
Ip(a)| < ﬁ Mutassuk meg, hogy |[p(0)| <n+ 3.

A. 655. A ki és ko korok az A és a B pontokban metszik egymast. A C és
D pontok a ki, az E és F pontok pedig a ko koron helyezkednek el tgy, hogy
A, C, E, illetve B, D, F kollinearis. Az ACFE egyenesen GG, a BDF egyenesen H
egy ujabb pont. A CH egyenes az F'G egyenest I-ben, a k; kort masodszor J-ben
metszi. A DG egyenes az EH egyenest K-ban, a ki kort mésodszor L-ben metszi.
A ky kor az FHK és FGI egyeneseket mésodszor az M, illetve az N pontban
metszi. Az A, B,C, ..., N pontok kiilonboz6k. Mutassuk meg, hogy I, J, K, L, M
és N egy koron vagy egy egyenesen vannak.

Bekiildési hatarid6: 2015. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 385. A Playfair-féle titkositasi eljarast* a fizikai tanulmanyainkbdl ismert
Charles Wheatstone talalta ki 1854-ben, de azt baratjardl, a médszert népszerisitd
Lord Playfairrdl nevezték el. Magat az eljardst mar az els6 vilaghdabori el6tt fel-
torték, azonban az ausztralok még a II. vildghdbordiban is hasznéltdk. (Akkoriban,
szamitogépek nélkiil, a feltoréshez sziikséges id6 még hosszabb volt, mint amennyi
ideig az informédcié titkosnak szémitott.)

*Forrds: https://hu.wikipedia.org/wiki/Playfair-rejtjel.
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Az eljaras alapjat egy 5 x 5-0s tablazat alkotja, amely az angol abécé betiiit
tartalmazza (az angol dbécé 26 betiis, igy ebbdl egyet, esetiinkben a Q-t, el kell
hagyni). Természetesen ezt a tablat csak a kiildé és fogadd fél ismerheti.

A titkositandé szoveget (példankban FINOM IZ) betiiparokra tagoljuk, sziikség
esetén az utolsét egy megvdlasztott jellel (a feladatban legyen X) kiegészitjiik.
Hasonlé médon jarunk el, ha a betiipar két eleme azonos, példaul az AA betilipart
AX AX betiiparokkd alakitjuk At.

Az eljaras a betiiparokhoz rendel betliparokat az aldbbiak szerint:

e Ha a két betii a tablazatban egy sorban van, akkor azokat a toliikk eggyel
jobbra 1év6 betli rejtjelezi. Az utolsé oszlopban 1év6 betilit az adott sor els6
betiije koveti (FI — RN).

e Ha a két betii egy oszlopban van, akkor azokat az alattuk 1év6 betii rejtjelezi.
Az utolsé sorban 16v6 betlit az adott oszlop els6 betiije koveti. (NO — VN).

e Végiil, ha a két beti kiilonb6z6 sorban és kiilonb6zé oszlopban van, akkor
tekintsiik azt a ,,betlitéglalapot”, amelyben a két betli egy ,,at16” két végpontja.
A betiiket ekkor a sajat sorukban, a téglalap masik csicsandl 1évé betilikkel

helyettesitjiik. (Ml — KF).

KIOIM[A|L
I [N|F|IR|T Fll N[O M| | Z|X
PI{VIE|S|Y R|IN VIN K| F C|G
B|Z|C|X]|G
JIDIW|H|U

A program els6 parancssori argumentuma egy karakter, amely megadja, hogy
a felhasznélé az adatokat rejtjelezni vagy visszafejteni szeretné-e (R/V), mésodik
a Playfair-rejtjelezé tablazatot sorfolytonosan tartalmazé f4jl neve, a harmadik
a rejtjelezend /visszafejtendd adatokat tartalmazé fjl neve, a negyedik pedig a ki-
meneti fajl neve legyen.

Feltételezhetjiik, hogy a bemeneti adatok csak az angol dbécé fentieknek meg-
felel§ nagybetiiit tartalmazzdk. A programot ugy készitsiik el, hogy a rejtjele-
zendd /visszafejtendd dllomany mérete tetszleges, akar tobb GB-os is lehet.

Bekiildendo egy i385.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
dokumentécidja, amely tartalmazza a megoldds rovid lefrasat, és megadja, hogy
a forrdsallomany melyik fejleszté kornyezetben fordithato.

Letolthetd fajlok (egy lehetséges Playfair-rejtjel, valamint egy lehetséges rejt-
jelezendd fajl): kod.txt, be.txt.

1. 386 (E) Egy kisvaros Juhdsz Gyulardl elnevezett iskoldjanak weblapjan
a 2011-es tanév kezdetétol minden nap a névadd egy-egy versét ajanljak a latogatok
figyelmébe. A verseket a latogatdk ldjkolhatjék. Az adatbazis hdrom tanév adatait
tartalmazza.

Készitsiink 1j adatbézist jgy néven. A mellékelt két — tabuldtorokkal tagolt,
UTEF-8 kédolast — szoveges dllomanyt (vers.txt, napverse.txt) importaljuk az adat-
bézisba a fajlnévvel azonos néven (vers, napverse). Az allomény elsé sora a mezéne-
veket tartalmazza. A létrehozas soran allitsuk be a megfelel6 tipusokat és kulcsokat.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/8 477



ﬁ} 2015.11.18 — 15:18 — 478. oldal — 30. lap

Tablak:

vers (id, ev, cim)

id A vers azonositéja (szdm), kulcs.
ev A vers alkotdsi éve (szdm).
cim A vers cime (szoveg).

napverse (datum, versid, like)

datum A vers ajanldsdnak datuma (ddtum), kulcs.
versid A vers azonositdja (szdm).
like Az adott napi ldjkolok szdma (szdm).

A kovetkez6 feladatok megoldasdndl a lekérdezéseket a zardjelben olvashatd

néven mentsiik. Ugyeljiink arra, hogy a megoldisban pontosan a kivant mezék
szerepeljenek.

1.

Listazzuk ki az ajanlas datumanak sorrendjében a 2011. szeptemberben ajan-
lott verseket. A vers cimét és az alkotdsi évet jelenitsiik meg. (2szept)
Adjuk meg, hogy a tobbszor valasztott versek koziil dtlagosan melyik hdrom
gylijtotte a legtobb 14jkot. (31ike)

Készitsiink jelentést, amely a 2013/2014 telén (december és februar kozott)
ajanlott verseket készitési éviik szerint csoportositva abécérendben listazza
ki. (4tel)

Hatarozzuk meg azokat a verseket, amelyeket mind a négy naptari évben
vélasztottak. (Snegyev)

Hatarozzuk meg azokat a verseket, amelyeket csak 2011-ben vélasztottak.
(6csak2011)

Hatarozzuk meg, hogy mely napokon fordult el6, hogy a véalasztott vers
ugyanabbdl az évbél szarmazott, mint az el6z6 napi. (7azonosev)
Hatarozzuk meg, hogy Juhasz Gyulanak az elsé vagy az utolsé alkotéi év-
tizedében sziiletett-e tobb vers. Az alkotéi évtized elsé évét jelenitsiik meg.
(8evtized)

Bekiildendd egy tomoritett dllomdnyban (i386.zip) a megolddst tartalmazo

adatbazis vagy az SQL lekérdezéseket tartalmazo szovegfajl, valamint egy révid do-
kumentacio, amelybdl kideriil az alkalmazott adatbazis-kezeld neve és verzidszama.

I. 387. A rémai szdmok arab szamokka alakitdsa volt a téméja a 2012. méjusi

emelt szinti informatika érettségi gyakorlati vizsga tablazatkezelés feladatdnak.
Az ott megadott algoritmust funkcionalis programozassal is megvaldsithatjuk.

Alakitsuk 4t a rémai szamokat arab szamokka a megadott algoritmus alapjan

Logo nyelvii programmal. A rémai szam irdshelyességének vizsgdlata most nem
sziikséges. Csak 1-t61 4000-ig terjedd, nagybetlis romai szdamokkal foglalkozunk,
amelyek legfeljebb 20 karakterrel leirhatdk.
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i szamjegyek értéke
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[1000 100 100 10 100 1 5]
l 0 a végére
[1000 100 100 10 100 1 5 Q]
i egymas melletti elemparok
[(1000 100)(100 100)(100 10)(10 100)(100 1)(1 5)(5 0]

a parok elsé eleme; negativ, ha
kisebb a masodiknal

[1000 100 100 -10 100 -1 5 0]
i Osszegzés
1294

Az adott szamjegy el6jele akkor negativ, ha az utana kovetkez6 szamjegy nala
nagyobb. Az utolsé szamjegyérték mindenképpen pozitiv.

Készitsiik el az algoritmus egyes 1épéseit megvaldsité Logo szavakat, majd ezek
segitségével az atvaltast végrehajtd rémai_tizes szét.

Példa a parancsra Eredmény
rémai_tizes "MCCXCIV 1294

A megoldas soran csak a programozasi nyelv automata és funkcionélis részét
hasznaljuk. Ne alkalmazzunk valtozokat, csak paraméterezést.

Bekiildend§ a program projektdllomanya, forrdskédja (1387.imp).

I/S. 3. Egy bolthan 1< N < 1000 &rut lehet vésdrolni. Ehhez 1< P <
< 1000 000 000 pénz all rendelkezésiinkre. Minden terméknek van egy A; ara, és
egy H; hazhozszéllitasi koltsége, igy a teljes koltség az i. drura A; + H; (nemnega-
tiv egészek, A; a feladat megkonnyitése miatt paros). Van egy kuponunk, amivel
egy valasztott termék arat megfelezhetjiik, azaz A;/2 + H;-ért kaphatjuk meg, ha
az i. termékre hasznaljuk fel. Adjuk meg, legfeljebb hany terméket tudunk megva-
sarolni a boltban, ha egyetlen kupont hasznalhatunk fel.

A program olvassa be a standard input els6 sordabdl N-et és P-t, majd a kovet-
kezd N sorbdl az A;, H; sz6kdzzel elvéilasztott egészeket, és irja a standard output
els6 és egyetlen sordba maximalisan megvéasarolhatd termékek szamat.

Példa bemenet: Példa kimenet:
5 24 4
4 2
20
81
6 3
12 5
Magyardzat: az elsé 4 terméket meg tudjuk venni, ha a 3.-ra hasznéljuk fel
a kupont.
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Pontozds és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét to-
moren, de érthetden leiré dokumentacié 1 pontot ér. A programra akkor kaphato
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futasidokorlaton beliil.

Bekiildend6 egy tomoritett is3.zip allomdnyban a program forrdskddja
az .exe és mas, a fordité altal generalt allomanyok nélkiil, valamint a program
rovid dokumentécidja, amely a fentieken til megadja, hogy a forras mely fejleszt6i
kornyezetben fordithaté.

S. 102. Egy robot a kovetkezo utasitasok szerint mozog: el6szor a 0 poziciébol
indul, majd a 15 R utasitasra 15 1épést jobbra lép, és a 20 L utasitasra 20 lépést
balra. A robotnak N utasitdst adnak, 1 < NV < 300 000. Az utasitasok 1épésszamai
pozitiv egészek, a robot legfeljebb 1 000 000 000 tavolsdgra mehet el a kezd&pozi-
ciotél. Adott még egy K szam. Az a kérdés, hogy hény pozicion volt, vagy haladt
at a robot legalabb K-szor.

A program olvassa be a standard input els6 sorabdl N-et és K-t, majd a kovet-
kez6 N sorbdl az a;, ¢; szokozzel elvalasztott szamot és karaktert, melyek a robot
mozgasat irjdk le. A program irja a standard output els6 és egyetlen sordba a meg-
felel6 pozicidk szamat.

Példa bemenet: Példa kimenet:
6 2 6

2 R

6 L

1R

8 L

1R

2 R

Pontozdas és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét to-
moren, de érthetéen leir6 dokumentacié 1 pontot ér. A programra akkor kaphatd
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futdsidékorlaton beliil.

Bekiildend6 egy tomoritett s102.zip allomédnyban a program forraskddja
az .exe és mas, a fordité altal generalt allomanyok nélkiil, valamint a program
révid dokumentéacidja, amely a fentieken til megadja, hogy a forras mely fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

*

A feladatok megolddsai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2015. december 10.

%
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Grafalgoritmusok 2.

S

Az el6z6 részben két csics kozott kerestiink tutvonalat egy grafban. Az ott
megismert szélességi keresés a start csicstol a cél csicsig megtalal egy legrovidebb
utvonalat, ha van ut a két cstics kozott. Amennyiben a keresés sordn nem adunk meg
cél csticsot, akkor a start csiicsbdl elérhetd Osszes csiicsra kapunk egy legrovidebb
utvonalat, vagyis bejarja a start csucsbol elérheté részgrafot. Az tutvonal ugy all
el6, hogy a keresés soran mindegyik érintett csicshoz foljegyezziik, hogy melyik
szomszédjatdl értiink el hozza.

A szélességi keresés/bejards természetesen csak az egyik lehetséges médja
a start csicstél egy maésikhoz vezetd 1t megtalaldsdnak, vagy a start csicsbol
elérhet6 csicsokhoz vezeté utak folirdsanak. Amikor ki akarunk taldlni egy labi-
rintusbdl, akkor a gyakorlatban inkdbb a mélységi keresés algoritmusat kovetjiik.
Elindulunk a (valamilyen sorrend szerinti) elsé jaraton, majd megérkeziink a ja-
rat végéhez. Ha ez a kijdrat (a grafban a cél), akkor a keresésnek vége, ha nem,
akkor két eset lehetséges: vagy nem tudunk tovabb menni, innen nem nyilnak to-
vabbi jaratok, vagy ez egy eldgazas, ahonnan nyilnak mas, még nem bejart részek.
Ha zsakutcaban vagyunk vagy az adott eldgazds minden jaratat mar bejartuk,
akkor visszamegyiink ahhoz az eldgazashoz, ahonnan ide érkeztiink, és ott a (sor-
rend szerinti) kovetkezd jaraton folytatjuk a keresést. Ha eldgazdshoz értiink, akkor
az elobb leirt stratégiat ismételjitkk meg, a kdvetkezd, még el nem ért szomszéd felé
indulunk el.

Az el6bbi példaban labirintusra megfogalmazott eljaras grafokra is miikodik,
ha az eldgazdasoknak megfeleltetjiik a csicsokat és a jaratoknak az éleket. Bar egy
labirintus megfeleléje egy iranyitatlan graf, a mélységi bejaras az irdnyitott gra-
fokat is a fent leirt médon bejédrja, ha az éleken az irdnyitottsagnak megfeleléen
haladunk elére. Visszalépéskor az irdnyitottsaggal ellentétes irdnyban is haladha-
tunk. Ez a mozgas nem lesz a megtalalt atvonal része, ahogy a szélességi keresésnél
is egyik csticsbol egy nem szomszédos cstcsba 1éptiink az algoritmus végrehajtésa
kozben.

Készitsiik el ezek alapjan a mélységi bejaras algoritmuséat, vagyis keressiink egy
kiindulé cstcsbdl az onnan elérhetd csicsokhoz utakat. Vegyiik észre, hogy minden
csicsban ugyanazt a miiveletsort kell végrehajtanunk, vagyis bejarnunk a még
meg nem latogatott szomszédjai altal elérhetd részét a griafnak. Ez az algoritmus
nagyon egyszerlien megfogalmazhaté rekurzivan. Bejards kozben nem szeretnénk
egy csucsot kétszer megvizsgalni, ezért a szélességi kereséshez hasonléan most is
megjeloljiik a mar meglatogatott csiicsokat egy jartunk tombben. Az tutvonalak
taroldsdhoz most is félvesziink egy honnan téblazatot, amelybél a mélységi bejaras
utdn az 0sszes kiindulé cstcsbdl elérhet6 ut kiolvashaté.

Mélységi bejaras rekurzivan(graf, start)

jartunk(csticsok start kivételével) := nem

honnan(minden cslicsra) := nem_létez8_csics

MBR(start)

Mélységi bejaras rekurzivan vége

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/8 481



ﬁ} 2015.11.18 — 15:18 — 482. oldal — 34. lap

MBR(cstics)

jartunk(cstics) := igaz

szomszéd := cslics elsé szomszédja

Ciklus amig szomszéd létezé cslics

Ha nem jartunk[szomszéd] akkor
honnan(szomszéd) := cslics
MBR(szomszéd)

Eldgazas vége

szomszéd := cslics kovetkezé szomszédja

Ciklus vége
MBR vége

A rekurziv megfogalmazas tovébbi elénye, hogy a visszalépésrél nem kell kii-
16n gondoskodnunk: amikor egy csticsbdl valamely szomszédos csticson at elérhetd
részgrafot bejartuk, vagyis az MBR(szomszéd) eljards lefutott, akkor a végrehajtds
visszakeriil a hivo ciklusba, és az adott csics kovetkezo, még el nem ért szomszéd-
janal folytatédik a bejaras.

Példaként vegylink egy irdanyitott gra-
fot, melynek csucsai 1-t6l 10-ig sorsza-
mozottak, és a kozottiik 1évé kapcsolato-
kat az aldbbi dbra szerintiek. Amennyi-
ben a szomszédokat a sorszamuk sze-
rint névekvo sorrendben vessziik, akkor
az MBR(1) hivés el6szor végigjarja az 1 —
— 4 — 7 — 5 utvonalat, majd visszalépés
utan az 1 — 10 — 2 — 6 — 3 részgrafot.

Az algoritmus nem rekurziv valto-
zatdban minden csicsnal megvizsgdljuk,
hogy van-e még el nem ért szomszédja,
vagy nincs. Az elsé esetben elére 1épiink,
a szomszéd lesz az aktudlis csiucs, mig az utébbi esetben visszalépiink ahhoz a szom-
szédhoz, ahonnan ide érkeztiink. Amikor egy szomszédbdl visszalépiink, akkor tud-
nunk kell, hogy melyik csticsra kell visszalépniink, valamint tudnunk kell, hogy an-
nal a csicsnal melyik a kovetkez6 szomszéd, amelyet még érdemes vizsgdlnunk. Ezt
a két informéciét minden elérelépésnél meg kell érizniink. A rekurziv algoritmus-
ban ez automatikusan tortént, mivel minden MBR eljarashivés cstics paramétere és
szomszéd lokélis véaltozoja egyedi minden hivasndl. A nem rekurziv algoritmusban
nekiink kell gondoskodnunk az informaciék megérzésérél.

Mivel t6bb elérelépés adatait is tarolnunk kell, és visszalépéskor mindig a leg-
utolsé elérelépés adataira van sziikség, ezért egy verem elnevezésti adatszerkezetet
hasznélunk f6l. A vermet altaldban akkor alkalmazzuk, amikor az egymaés utén el-
helyezett elemeket éppen forditott sorrendben szeretnénk folhasznalni. A szélességi
keresésnél megismert sorhoz hasonléan egyszeriien megvalésithaté egy tombbel és
néhany véltozdval. Legyen a verem adatait tarold tomb v, mérete legyen méret, és
mutasson vm az elso iires helyre a témbben. Ha a témb 1-t6l sorszdmozott, akkor
az iires tombnél vm értéke kezdetben 1. A verem szokdsos miiveletei: a verembe
helyezés és a verem tetejérél egy elem kivétele, valamint annak vizsgalata, hogy
a verem fiires-e. Megvaldsitasuk egyszerii, a verembe helyezés példaul a kovetkezo:
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Verembe(elem)
Ha vm <= méret akkor
vlvm] := elem
vm :=vm + 1
kiilonben
Hiba: nincs tobb hely a veremben

Eldgazas vége
Verembe vége

A mélységi bejaras nem rekurziv algoritmusat altalaban nem a fenti leiras
szerint, hanem egyszeriibben valdsitjuk meg. Az egyszeriisités alapja az az otlet,
hogy ne a visszalépéshez sziikséges adatokat helyezziik a verembe, hanem — meg-
felel6 sorrendben — minden cstcsot, amelyet még nem latogattunk meg. A verem
itt hasonléan szerepet jatszik, mint a szélességi bejarasnal a sor. El6szor az iires
verembe helyezziik a start cstcsot, majd amig a verem nem iires, addig a kovet-
kez6t ismételjiik: kivesziink egy csticsot a verembdl, és ha még nem jartunk ott,
akkor megjeldljiik, hogy mdr jartunk, és a verembe helyezziik az Gsszes még {6l
nem keresett szomszédjat. Igy gyakorlatilag lecseréljiik a verem tetején 1év6, most
elért cstcsot a még fol nem keresett szomszédjaira. Mivel mindig a verem tetejé-
r6l vessziik ki az utolsd oda rakott elemet, ezért a verembe kordbban elhelyezett
csticsokhoz — amelyek most a szomszédok alatt vannak — kés6bb, csak a szomszé-
dok és részgrafjaik bejarasa utan ériink el. Kivéve, ha egy szomszéd altal kijelolt
részgrafban egy korabban a verembe keriilt csicsot elériink, de akkor az elébb is
kovetkezik a mélységi bejards soran, tehat a verembdl valé kikeriiléskor mar nincs
dolgunk vele.

Mélységi bejaras(graf, start)

jartunk(csticsok start kivételével) := nem

honnan(minden csticsra) := nem_létez8_cstics

Verem_legyen_iires

Verembe(cstics)

Ciklus amig Verem nem iires

Verembdl(cstics)
Ha nem jartunk(cstcs) akkor
jartunk(cstics) := igaz
szomszéd := cslics elsé szomszédja
Ciklus amig szomszéd létezé csiics
Ha nem jdrtunk(szomszéd) akkor Verembe(szomszéd)
szomszéd := cslics kdvetkezé szomszédja
Ciklus vége
Elagazas vége

Ciklus vége
Mélységi bejaras vége

Amennyiben a grifot a legegyszerlibb médon, egy szomszédsagi matrixszal
adjuk meg, akkor a szomszédokon egy egyszerii ciklussal végig lehet haladni, illetve
konnyl megadni az elsd, vagy valamely szomszéd utan kovetkez6 szomszédot.

Ha egy feladatban ttvonalat keresiink egy grafban a start csicstdl a cél csu-
csig, akkor az el6bbi két algoritmust ugy kell mdédositanunk, hogy hagyjak abba
a keresést a cél cstcs megtalaldsakor. A bejards rekurziv MBR eljarasat most érde-
mes fliggvénnyé alakitanunk, hogy visszaadja egy logikai érték formajdaban a keresés
sikerességét.
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Mélységi keresés rekurzidval(graf, start, cél)
jartunk(csticsok start kivételével) := nem
honnan(minden csicsra) := nem_létezé_cslics
megvan_a_cél := MKR(start)

Meélységi keresés rekurzidval vége

MKR(cstcs)
jartunk(cstics) := igaz
Ha csics = cél Akkor MKR := igaz
kiildnben

elértiik_a_célt := hamis
szomszéd := cslics elsé szomszédja, ahol még nem jartunk
Ciklus amig nem igaz elértiik_a_célt és szomszéd létezd cstics
honnan(szomszéd) := cstcs
elértiik_a_célt := MKR(szomszéd)
Ha még nem igaz elértiik_a_célt akkor
szomszéd := cstics kovetkez6 szomszédja, ahol még nem jartunk
Eldgazas vége
Ciklus vége
MKR := elértiik_a_célt
Elagazas vége

MKR vége
Ne tévessziik 6ssze MKR két kiilonb6z6 jelentését az algoritmus-leird nyelvben:
a fliggvényhivas végét és az eredmény visszaadasit pl. az MKR := elértitk_a_célt

utasitas jelsli, mig a fiiggvényhivas forméja MKR(szomszéd).

Az eddig megismert algoritmusok segitséget nyujtanak egy graf bejardsiaban,
illetve egy utvonal megtalaldsaban. Természetesen nem mindig csak erre van sziik-
ség, de a bemutatott két bejaras alapjat képezi tobb grafokkal kapcsolatos algo-
ritmusnak. Egy-egy konkrét probléma megoldasakor sokszor a fenti kétféle keresés
modositott véltozatait alkalmazzuk. A kovetkezd részben bemutatunk grafokkal
modellezhet6 problémékat, melyek a fenti grafkeresé algoritmusokkal megoldha-
tok.

Kérdések és feladatok:

1. A mélységi keresésnél mi felel meg a gorég mitolégiabdl ismert Ariadné
fonalanak?

2. A szélességi keresés a start csicstol egy legrovidebb utat talalt a cél csicsig.
Igaz-e ez a mélységi keresésre is?

3. Tételezziik fol, hogy lefutott valamelyik keresés vagy bejarast végzé algorit-
mus, és elkészitette a honnan tablazatot. Fogalmazzuk meg az dtvonal kifrasanak
rekurziv és nem rekurziv algoritmusat.

4. Kovessiik végig a fenti példdban adott grafon a mélységi bejaras nem re-
kurziv valtozatanak miikodését az 1-es csiicstdl indulva: észrevehetjiik, hogy nem
a rekurziv véltozatnak megfelelGen jarja be a grafot. Miért? Hogyan kellene médo-
sitani a nem rekurziv algoritmust, hogy tényleg pontosan egyforman haladjanak?

5. Legfoljebb mekkora méretii veremre van sziikség egy N csticsbdl allo graf
nem rekurziv mélységi bejarasahoz? Milyen az a graf, amelynél ez a maximalis
méretli verem tele is lesz?

6. Készitsiik el a mélységi keresés nem rekurziv valtozatat.

Schmieder Laszlé
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A 46. Nemzetkozi Fizikai Diakolimpia il h‘ >
feladatainak megold4sa' & vnonaL marscs S |

2015 MUMBALI - INDIA

Elméleti feladatok

1. feladat. A Napbdl érkez6 részecskék

A rész. A Naptdl jovo sugarzas
A.1. A Stefan-Boltzmann-torvény alapjén: Le = (471'R%) (aTé). Innen:

Lo \* 3
T = =5,76-10° K
© (47TR%U) ’

R2 T
Poo = / fydf = / A2 zch exp (—hf /kpTo) df.

Legyen = = %. Ekkor f = %x ésdf = thT@ dx. Ezzel:

4 [e%s)
A - 2rhAR? (kpTs) / Petdy — 27rkBT4 AR%; 6— 127rkBT4A R2
0

c2d? h?* c2h3 d2 c2h3 d2 '
Miésik megoldés, amely nem haszndlja a Wien-kozelitést:

Lo . RE 2nkY ., RE
Phe= =2 A=oTiA=2 —9.
e dnd? d2 T 15 O @

U RQ T
() = S = AR 2 P espl b ).

A.4. A hasznos kimen¢ teljesitményt az Fy = hf, egy fotonra juté energia-
kvantum és az E > E, energidju fotonok szdmanak szorzata adja:

o] R2
Pa=hfy [ n(Paf =hiA 22 / f2exp(—hf /kTo) df =

g

RZ o1 (kpT»\' [
= kpTorsA—~ © W( B ®>/ e T dr =

d2 h .
ok R2
= cgh?’B T4A d% xg (x +2xg + 2)

LAz elméleti feladatok szoévegét a milt havi szamunkban kozoltiik.
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A.5. A hatéasfok:

N = ]ZI: = %(wé + 2z, + 2)e” e
Ha Pye-re az A.2. masik eredményét hasznéljuk, akkor a hatasfok:
1= 20 ot an e = () B 2 e
A két eredmény kozel van egyméashoz, mert 90/7% ~ 0,92 ~ 1.
A.6. .
=5 (arg + 2x§. + 2mg)e_:’3g.

A hatdrokon érvényes értékek: n(0) = 0 és n(cc) = 0.

KoMalL, 2015. november gf

— P

Mivel a zardjelben levé polinom kizardlag pozitiv egyiitthatokat tartalmaz,
az monoton noévekvé. Az exponencialis fiiggvény monoton csokkend, és a szorza-

tuknak valahol maximuma van.

dn 1 3 2 —z
d—xgzé(fxg+xg+2xg+2)e g
1 dn ~0
dl’g ze=0 3) dl'g Tg—>00 .

Ha az A.2. méasik eredményét hasznaljuk, akkor:

dn 15 .
dixg:ﬁ —$g+l‘§+2l‘g+2)e g
d 30 d
an 2031, Aan —0.
d.’L‘g 2e=0 7T d.]?g Tg—+00

A.7. A maxim4lis értéket ott veszi fel a fiiggvény, ahol

dn _ 1
dzy, 6

7(—xg+x§+2xg+2)e_$g =0

= plag) = ch

2
—a:g—ng—QzO.

Az egyenlet megolddsdhoz haszndlhatjuk példdul a felezd médszert (més numerikus

mdédszer is elfogadhatd):

p(0) =

p(1) =

p(2) =

p(3) = = 2<z0<3,

p(2,5) = 2,375 = 2<zg< 2,5,

p(2,25) = 0,171 = 2,25 < 0 < 2.5.

A kozelits érték, ahol n-nak maximuma van: zp = 2,27. A maximum: 7(2,27) =
— 0,457
486
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A.8. Az z, értéke:

1,11-1,60- 101
xr prnd
£ 1,38-10723.5763

= 2,23,

amivel a hatésfok:

X T
fsi = Eg(xg + 2, +2)e s = 0,457.

Ha az A.2. mésik eredményét hasznaljuk, akkor:

15$g 2 — Ty
s = g (@ + 2wg + 2)e7 " = 0422

A.9. A Nap teljes gravitdciés potencialis energidja:

0_ _/M® Gmdm.
0

r

Az egyenletes tomegeloszlds miatt:

3M,,

0= 747TR%’ m = gm“?’g, dm = 4mr?pdr.
Ezzel:

Ro 4 dr 16m2Go? R2 3 GM?

Q=- G| =mr drrlp)— = -—— = O % ©.
/0 (3” ") (4mr®e) 3 5 5 Re
A.10.
_ 0 SOMO _ ss07 4
TKH_L©_5R@L@_ 5 ev.

B rész. A Napbdl jov6 neutrindk

B.1. AFE energia felszabaduldsa soran két neutriné keletkezik, igy

L 3,85 1026
P, =2 —0C =2 — =6,8-10" m 2572,
dmdZ AE 47 - (1,50 - 1011) . 4,0 - 10—12
B.2. Legyen € a neutriné detektaldsanak hatasfoka, Ny a bejovo részecskeszam.
Ezzel:
N1 = €N0,
Ne =eNg(1—r1),
Ny =eNyr/6,
Ny = Ng + Ny.
Tehat:
r
(1 — T)Nl + 8N1 = NQ,
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innen a kérdezett hanyados:

RO
5 N, )

B.3. Amikor egy elektron mar éppen nem bocsat ki Cserenkov-sugarzast,
a sebessége vgop = ¢/n-re csokken. Az elektron teljes energidja ekkor:

mec? nMmec?

\/1 - ’USQtop/c2 \/TL2 -1

Abban a pillanatban, miutan a neutriné kiiitétte az elektront, az elektron energiaja:

Estop =

nMmec?

2

Egpary = aAt +
n?—1

A kolesonhatés elétt az elektron energidja mec?. fgy a neutrinénak atadott energia:

n
Estadott = Fstart — Tncc2 = aAt + <\/n27_1 — 1) mccz.

B.4. A "Be atommagok mozgasa miatt Doppler-effektus 1ép fel a neutrindkra.
Mivel az energia relativ megvaltozasa kicsiny (AErms/E, ~ 107%), a nemrelativisz-
tikus Doppler-eltolddéssal lehet szdmolni (a relativisztikus szdmolds szinte azonos
eredményt ad). A megfigyelés irdnydnak a z irdnyt véve:

1
AErHlS UZ,I‘HIS TEVBe

= = =3.85-10"%.
E, c c ’

Tehat a Be atommagok sebességének négyzetes kozépértéke:

Ve = V3-3,85-107%-3,00-10° ms~* = 2,01 - 10° ms~ .

A Nap magjanak atlagos hémérséklete pedig:

1 3
§mBeV§e =5hel. = Te=113 107 K.

2. feladat. A széls6értékelv

A rész. Szélséértékelv a mechanikaban

A.1. A mechanikai energia megmaraddsa alapjan:

! 1 2V,
§mU% = 57’“1% + Vo, amibll vy = m

A.2. A hatérfeliileten csak az x irdnyd sebességkomponens véltozik (a hatér-
feliileten fellépé —z irdnyt er6lokés hatdsdra), az y irdnyd nem. Ezért

Viy = V2y,

v1 sin vy = vy sin Vs.
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A.3. A hatds definicidjanak megfeleléen A(w) az O és P rogzitett pontok

ko6zott:
A(w) = mm\/m—l- mqjg\/(xo _ 1,1)2 + (y(Q) _ U)Q).

Az A(w) hatds akkor lesz minimadlis, ha w szerinti derivéltja nulla:

vViW B va(yo — w)

2 2
Vat+w \/560—961)2"'(3/0—w)2
v _ (yo — w) /23 + w?
2 w\/(xo - 5U1)2 + (yo — w)2

Vegyiik észre, hogy ez ugyanaz, mint az A.2.-ben megkapott vy sint; = vy sin g
eredmény!

:O’

U1

B rész. Széls6értékelv az optikaban

B.1. A fény sebessége az I-es kozegben c¢/nj, a Il-es kiozegben c/ma, ahol
¢ a fénysebesség vakuumban. Legyen a két kozeget elvdlasztoé egyenes egyenlete
Yy = 1yg, a fénysugar pedig az x = w helyen lépjen at egyik kozegbdl a masikba.
Az a 7(w) 1d6, amig a fény a (0;0) origdbdl a rogzitett (xo;yo) pontba jut:

ny %)
T(w) = ?\/y% +w? + ?\/(xo —w)? + (yo —11)>

A szélséértéket A.3.-hoz hasonléan derivaldssal hatarozhatjuk meg:

nmw na(yo — w) _o

VI g — w)® + (yo — y1)°

n1sin o = Ny Sin as.

Ez a Snellius—Descartes-torvény.

B.2. A Snellius—Descartes-térvény alapjan ngsin ag = n(y) sin a. Ezen kiviil
felhasznélva, hogy dy/dz = —ctga és sina = 1/4/1 + ctg? a:

d 2
ay 0 0
L+ (dx)

B.3. A B.2. eredménybdl a valtozdékat szétvilasztva és mindkét oldalt integ-

ralva: d
Y _
/ /(no—ky)Q_l__/dm'
no

(Felhasznéltuk, hogy ag = 90° és igy sinag = 1.) Hasznéljuk a £ = (ng — ky)/no
helyettesitést, igy:

de(— ™ _ N2
§( k:) :—/dx, —@ln Mo ky+ (no ky) —1|=—-xz+c
,/52—]_ k no no
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Figyelembe véve az x = 0 és y = 0 kezdeti feltételeket ¢ = 0. Ebbdl a pélya egyen-

lete:
2
xzmln[(w)+ <no—k@/> .
k no no
B.4. Felhasznédlva a megadott adatokat (yo = 10,0 cm, ng= 1,50, k=
= 0,050 cm~1) a B.3. végeredményébe behelyettesitve (y = —yo):

2
(rotim)[(rosim - 2100m
No no

C rész. A széls6értékelv és az anyag hullamtermészete

@m

a:‘():k

C.1. A részecske de Broglie-hulldimhossza A = %, amibdl a keresett faziskii-
lonbség (a hatds AA = mvAs definicigjat felhaszndlva):
2m 2rAA

2
Ap = TAS = WvaS =

C.2. Tanulmanyozzuk az OCP és ODP
palyakat! A geometriai itkiilonbség az I-es tar-
; tomanyban E D, a II-es tartomanyban C'F'. Eb-
{(z0,50) b8l d < 29 — 21 és d < 2y felhasznaldsdval

2rdsintd,  2wdsinvg

A = — —
¥Ycbo N "

B 2rmuidsind;  2mmusd sin ¥y

h h

0, d
! = 27rmT(v1 sin] — vgsindy) =0

(A.2. vagy B.1. alapjan). Ez az eredmény varhatd, hiszen a klasszikus pélya koze-
lében erdsitésnek kell lennie.

D rész. Anyaghullamok interferencidja

D.1. Az energidk alapjan

2
2 mv

1
qUi = =mv?, amibél U; = — =1,139-10% V.
2 2q

D.2. A faziskiilonbség P-ben:

2rdsind  2wdsindd d
App = Tesny _ Zmasny (v — vg)m— sind = 2743,
A1 Ao h
amibol
B =5,13.
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D.3. Az el6z6 rész alapjan lathatd, hogy a legkozelebbi olyan helyen, ahol nem
varhato elektronbecsapédds (kioltds van) A = 5,5 - 2. Ez alapjén:

muidsind  muadsin(d + AJ)

=5,5;
h h
muvidsin?d
MU 5.5 55h
sin(@+ AY) = —h "7 = Py - 220 — 0173586,
Mhﬂi Vg muad
Ad = —0,0036°,

amibdl a P-hez legktzelebbi hely tavolsaga:
Ay = (o — x1) [tg(9 + AY) — tg 9] = —16,2 pm.

A negativ el6jel azt mutatja, hogy ez a pont P alatt van.

D.4. Az I fluxussiirliség az elektronok v sebességének és N/V siiriiségének
szorzata. Ez alapjan:

IminV _
" =

N = 1, amib8l Iy, = =4-10" m™2%s L.

_v
Al

<|=

3. feladat. Nukledris reaktor tervezése

A rész. Az iizemanyagrud

A.1. A magreakcio sordn felszabadulé energidt a tomegdefektusbol szamolhat-
juk:
AFE = [m(235U) + m(ln) — m(94Zr) — m(14OCe) — 2m(1n)]02.

Osszevonas utan, a témegek felhasznéldsaval kapjuk:
AE = [m(*°U) — m(**Zr) — m(**°Ce) — m('n)]c? = 208,7 MeV.

A.2. Az U50 (feladatban megadott) siiriisége a térfogategységre es6 molekulak
Ossztomegét jelenti, igy ezt elosztva a moldris tomeggel, majd megszorozva az Na
Avogadro-allandéval, megkapjuk az 1 m3-nyi anyagban taldlhaté UsO-molekuldk
N7 szamat: N

OIVA 28 -3
Ny = i = 2,364 - 10=° m™°.
Az urdn-dioxid molekuldknak azonban csak 0,72%-a tartalmazza a 235-6s uranizo-

topot, igy a feladat kérdésére a valasz:

N =0,0072- N; = 1,702 - 10?6 m 3.

A.3. Az lizemanyagrid egységnyi térfogataban N hasadé urdnatom van, ezek
teljes hatdskeresztmetszete No ;. Ha ezt megszorozzuk a ¢ neutronfluxussal, az id6-
egység alatt (kobméterenként) bekovetkezd hasadédsok szamat kapjuk: ¢ Noy. Min-
den magreakcioban az A.l. részben kiszamolt AFE energia szabadul fel, melynek
80%-a alakul hévé, igy a héfejlédés Q iiteme:

Q =0,8¢pNo;AE =4,92-10° W/m?.
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A.4. A T, — T; hémérsékletkiilonbség K dimenziéjd, igy az F(Q, a, \) mennyi-
ség mértékegysége is kelvin kell hogy legyen. Keressiik az ismeretlen fiiggvényt
F(Q,a,)\) = Q¥a® )\ alakban, és vizsgaljuk meg, mekkoranak kell vélasztanunk
az «, 3,7 szamokat, hogy kelvin dimenzidji mennyiséget kapjunk. A jobb oldalon
szereplo mennyiségek mértékegysége:

Q=Wm3=kgs3m™, [aJ=m, N=Wm!'K'!'=kgs3mK"
Ezek felhasznalasaval az aldbbi egyenletet kapjuk a kitevokre:
K= (kgs?m ) "m’ (kgs® mK)7,
amibol a = 1, 8 = 2, v = —1 adddik. Tehét az tizemanyagrid koézepének és feliileté-
nek hémérsékletkiilonbségét megadé formula (a feladatban megadott 1/4-es faktort

2;
Qa®

is visszairva)
T —T, = 2%
S 4

A.5. Az tizemanyagrid kézepének a homérséklete nem érheti el az Uz O olva-
dési hémérsékletét, mig a kiilsé feliiletének homérséklete a hiit6kozeg hémérsékle-
tével egyezik meg. Igy az A.4. részfeladatban kapott Osszefiiggés szerint az iizem-
anyagrud sugaranak lehetséges legnagyobb a, értéke

ANT. — Ty)
Ay = T

ahol most T, = Ty, = 3138 K, Ty = 577 K. A megadott adatokat és @) fentebb

)

kiszamolt értékét behelyettesitve a, = 8,27 - 1073 m.
B rész. A moderéator
B.1. Az dbran lathatéak a sebességviszonyok a tomegkozépponti koordinata-

rendszerben. Fontos megjegyezni, hogy a ¢ szdg nagyobb, mint 9.
tkp rendszer Q 9

laboratériumi rendszer
— =
f Vg — Um

2A dimenzibanalizis médszere egy dimenziétlan szorzétényezé erejéig hatarozatlanul
hagyja a megolddst. A helyzetet az tette volna egyértelmiivé, ha a feladat szévegében
megadjak, hogy a fizikai mennyiségek hatvanyainak szorzata el6tt all6 dllandé szdmértéke

éppen 1/4 (- a szerk.).
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B.2. A tomegkozéppont sebessége a rendszer impulzusdnak és a teljes tome-
gének hanyadosa:
A+

Um

Ugyanekkora sebességgel mozog a tkp rendszerbdl nézve a laboratériumi rendszer-
ben kezdetben all6 moderatoratom is:

Ub
V= .
A+1

A neutron sebességének nagysiga az iitkozés el6tt a tkp rendszerben:

A

U:Ub—Um:THUb.

A tkp rendszerben a rugalmas iitkozés soran az energia- és impulzusmegmaradds
ugy teljesiil, hogy a neutron és a moderatoratom is megérzi az iitkozés elGtti
sebességének nagysigdt (rendre v és V), csupédn a sebesség irdnya valtozik meg.

B.3. Utkozés utdn a neutron sebességvektora a laboratériumi rendszerben
Vo= + U, igy a sebességnégyzetének nagysiga (a vektorhdromszogben felirhaté

koszinusztételbol):
2

2 .2
v, = v° 4+ v, + 20U, cos .

Behelyettesitve v és vy, €l6z6 részfeladatban kiszdamolt értékét:

9 A%? v} 2Av}

T AT T A1) (A

5 cos 1,

amibol
_ B, vi A*+2Acos?+1

G(a, V)

Ey, v (A+1)?

Ez kis atalakitassal felirhaté « segitségével is:

2
G(a, V) = ATl + 24 cost =

(A+1)?2  (A+1)° (14 a) 4+ (1 — ) cos 9]

DN | =

B.4. Az energiaveszteség akkor a legnagyobb, ha a G(«, J) mennyiség a lehetd
legkisebb. Ez (akdr intuicidval, akar az el6z6 részben kapott kifejezést vizsgalva) ak-
kor kovetkezik be, ha 9 = 180° = 7, azaz ha az {itk6zés linedris. Ekkor G(a, 1) = «,
a legnagyobb relativ energiaveszteség pedig

E, — E,
fl=<b ) =1-Gla,m)=1-a.
Eb max

Most a = (19/21)°, igy f ~ 0,181.
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C rész. A nuklearis reaktor

C.1. A reaktor térfogata adott: V = 7 R?2H. Kérdés, hogyan kell megvalasztani
az R : H arényt, hogy az elszokdé neutronfluxusban szerepld

2,405 \? N (w )2
T = —
R H
kifejezés minimalis legyen. Fejezziik ki R? értékét a térfogattal:
2,405%27r H n (77 )2
r=——" —].
%4 H
Bontsuk az els6 tagot két egyenl6 kifejezés tsszegére, majd alkalmazzuk a szamtani
és mértani kozepek kozott fennallé egyenlétlenséget:

2,40527H  2,40527H 72 §/2,40527TH 2,40527H m2
T = + + 5 2 : =
2V 2V H? 2V 1% H?
A jobb oldalon lathatéan kiesik H, igy egy konstans értéket kapunk. Ezt a bal
oldali kifejezés akkor veszi fel, ha a benne szereplé harom tag értéke megegyezik,
azaz

2,405 _ 2 lami _ 32
Sme  H2 valamint x = iR
Hasznaljuk még fel, hogy staciondrius allapotban az idéegység alatt kiszoké és

a ldncreakcidban termel6dd (tobblet)neutronok szdma megegyezik, vagyis kixzp =
= ko1p, amibdl

2 2
Y Ay Mosstm 6 R= 220 sirsm
X kz \/§7T

C.2. A d=0,287 m oldalélii négyzetracsba rendezett iizemanyag-kazettdk
mindegyikére d? nagysagu keresztmetszet-teriilet jut a reaktorban. Mivel a reaktor
teljes keresztmetszete mR? (ahol R az eléz6 feladatrészben meghatdrozott érték),
igy a reaktorban elféré kazettak szama legfeljebb

TR?

Egyetlen (henger alaki) flit6kazetta térfogata mriazetta (8hol Tiazetta =
=3,617-1072 m), sfirfisége adott (0 = 1,060 kg m~2), {gy a fiitéelemek dssztémege

M = F, Tragettatd 0 = 9,90 - ]-04 kg

Kisérleti feladatok

o/, A Fény Nemzetkozi Evéhez igazodva a kisérleti fordulé-

‘(\\ . /’§ | ban optikai mérési feladatok voltak. Mindkét mérésben fény-

‘\_._/‘ elhajlas (diffrakci6) segitségével kellett tanulmdnyozni kiilon-

- . boz6 struktirdkat, igy a két feladathoz a (nagyon igényesen

‘/'-\' elkészitett) mérési eszkozok részben azonosak voltak. Emiatt

! . a feladatokat csak meghatarozott sorrendben lehetett elvé-
gezni.
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1. feladat: Diffrakcié csavarvonal alaku szerkezeteken

A DNS kettés spirdl alakjanak felfedezését egy, a DNS molekuldrdl késziilt
rontgendiffrakcids kép alapozta meg. A mérési feladatban ehhez hasonléan diff-
rakcié segitségével kellett csavarvonal alaki szerkezetek geometriai paramétereit
meghatarozni.

A mérési berendezés 1ézermodulbdl, mintatartébdl, titkrokbél (ezek segitségé-
vel a szlik helyen meghosszabbithaté a fényit) és erny6bél allt, melyeket a mérés
el6tt gondosan be kellett allitani. A diffrakciés képen kialakuld kioltasi helyek té-
volsagat digitalis tolomérovel lehetett leolvasni.

A feladat els6 felében egy nagyon vékony huzalbdl késziilt, apré csavarrugd volt
a vizsgalat targya. A meghatdarozandé mennyiségek: a csavarrugé R sugara, P me-
netemelkedése és a rugdt alkotd drét a atmérgje. Meréleges iranybol nézve a rugd
vetiilete egy cikkcakkvonal, amely egyenértékli két olyan, egyméssal 2« szoget be-
zaré drétsorozattal, melyek parhuzamos helyzetii, egyforma vastagsagu, egyméastol
d tavolsigra 1év6 drotszakaszokbol allnak.

Az elmélet szerint egy a atmérGji huzalon kialakul6 diffrakciés kép intenzitds-
eloszldsa (a ¥ diffrakciés szog fliiggvényében):

sin 8
5
A kozépsé folt (8 =19 =0) fényes, a tobbi olyan irdnyban, amelyre sinff =0
(de B # 0) az intenzitds zérus, kioltds lesz. Ez alapjdn az intenzitdseloszlds n-edik

minimumaéanak 9,, szoge:

masin ¥
A

1@9)1(0)( )2, ahol S =

A

sind,, = +n—, n=123,....
a

Két parhuzamos, egymastdl d tavolsidgra 1év6, ugyanolyan vastag dréton ki-
alakulé diffrakciés kép két mintdzat kombindcidja (az egyetlen dréton valé elhajléds
és a két drot kozott kialakuld interferencia miatt). A kialakuld intenzitdseloszlas:

. 2 ) .
dsind 9
I(9) = I(0) cos® & (Smﬂﬂ> ., ahol 4= % és B= %

Az erny6n a két, 2a szoget bezard drdtsorozat két, 2« szoget bezéré diffrakeids
képet hozott 1étre, ebbdl a leolvashaté volt. Mindkét diffrakciés képen megtaldalha-
téak voltak a dréot atmérdjének és a drétok tavolsdganak megfelel6 kioltasi helyek.
Az el6z6 Osszefiiggés alapjén is lehetett latni, hogy a diffrakciés képen a finom
(aprébb) struktirdkhoz tartoznak a nagyobb tdvolsdgok és a durvédbb (nagyobb)
méretekhez a kisebb tavolsdgok. A leolvasott tdvolsdgokbdl grafikus abréazolds és
egyenesillesztés segitségével az a drotatmérdt és a d tavolsagot meg lehetett ha-
tarozni, ezekbdl pedig a csavarvonal R sugarat és P menetemelkedését ki lehetett
szémitani. A (szabad szemmel alig ldthat6) rugd drétatmérdje a = 0,15 mm, sugara
R = 0,75 mm, menetemelkedése P = 0,9 mm volt.

A feladat masodik felében egy, a DNS ketts spiraljat modellez6 sikbeli struk-
turét kellett vizsgdlni. Itt az el6z8 rész két jellemzd tavolsdga (a és d) mellett egy
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harmadik (kézepes) tdvolsdg is megjelenik, és gy a diffrakcids képen is haromféle
tavolsagot kellet felismerni és megmérni.

2. feladat: Diffrakci6 vizfelszinen kialakul6 kapillaris hullimokon

A folyadékok felszinén kialakulé és terjedd hullamok viselkedését két erd, a ne-
hézségi erd és a feliileti fesziiltségbdl szarmazo er6 hatarozza meg. Ha a hullaimhossz
kisebb egy Ay, kritikus hulldimhossznal, akkor a nehézségi eré hatésa elhanyagol-
hatd, ezek az tin. kapillaris hulldmok. (Mg, = 2m+/0/pg, ahol o a folyadék feliileti fe-
sziiltsége, p a folyadék siriisége, g pedig a nehézségi gyorsulas. A mérési feladatban
kialakulé hulldmok hulldmhossza sokkal kisebb a kritikus hullimhossznél.) A ka-
pilldrishullamok a folyadék viszkozitdsa miatt csillapodnak. A mérési feladatban
egy vizminta feliileti fesziiltségét és viszkozitdsat kellett meghatarozni a kapillaris
hullamokon létrejové fényelhajlas alapjan.

A kapillaris hulldmok hulldémhossza a fény hulldémhosszahoz képest ardnylag
nagy, ezért jol mérheté diffrakciéhoz a fénynek lapos szogben kell esnie a folyadék
feliiletére. (A diffrakciés maximumok tévolsdgdnak mérése gy is nehéz.) A feladat
szovegében megadtak a laposszogl diffrakcié Osszefliggéseit:

27
k = —sindsin~y,
Al
ahol k = 2w /A a kapilldris hulldmok hulldmszdma, X; és Ay a lézerfény, illetve a fe-
lilleti hulldm hulldmhossza, ¢ a 1ézerfény vizszintessel bezart szoge és v a diffrakcids
képen a kozponti maximum és az elsérendi maximum ko6zotti szogtavolsag.

A folyadék felszinén a kapilldris hullamokat egy w = 27 f korfrekvenciaju rez-
géskelto hozza létre. A hullam korfrekvencidjanak és hullamszaménak kapcsolata

a diszperzids relacié:
[o
w = 7kq’
p

ahol ¢ egy, a mérés sordn meghatdrozandé egész szam (elméleti értéke 3).

A gondos beallitds és a fénysugar szogének megmérése utdan a kiilonbozo frek-
vencidju hullamokat egy tablettel vezérelt rezgéskeltével hoztdk 1étre a versenyzok.
A diffrakciés maximumok téavolsdgat az ernyé helyére szerelt digitalis tolémér6hoz
rogzitett fotodetektorral mérték, ebbdl hataroztdk meg a kapillarishullamok hul-
ldmszamat. Az Inw-Ink grafikonbdl leolvashaté a diszperzids reldciéban szerepld
q dllandé és (p ismeretében) a viz o feliileti fesziiltsége.

A feladat mésodik felében a hullimok csillapitdsdt kellett tanulményozni.
A hulldimok h amplitidéja a hulldimkelt6té] s tavolsagra: h = hge %%, ahol hy az
amplitidé a hulldmkelténél, § a csillapitasi tényezd. A tapasztalat szerint hg aré-
nyos a rezgéskeltére kapcsolt fesziiltség effektiv értékének 0,4-edik hatvanyaval,
a csillapitasi tényezd és a folyadék 7 viszkozitdsanak kapcsolata:

_ 8mnf
0= 3,

A mérés sordn a versenyzok valtoztattak a hullamkelté tavolsdgat a fény be-
esési helyétdl, és mérték, hogy a rezgéskeltore mekkora fesziiltséget kell kapcsolni
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ahhoz, hogy a diffrakciés maximum intenzitdsa (amit a fotodetektor mér) allandé
maradjon. A mérési adatokbdl — megfelel6 grafikon megrajzolasdval és egyenesil-
lesztéssel — a vizminta viszkozitdsa meghatarozhato volt.

Szasz Krisztian, Vanké Péter, Vigh Maté

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii fizika érettségire

Tesztfeladatok™

1. Egy labdét nagy magassagbdl leejtiink. A labdara haté kozegellenéllasi erd
a sebesség négyzetével aranyos. Hanyszorosara né a kozegellenéllasi er6 pillanatnyi
teljesitménye, ha a labda sebessége hdaromszorosara névekszik?

A) 3-szorosara, B) 9-szeresére; C') 27-szeresére; D) valamilyen
MA&s SZAMSZOTOSAra.

2. Egy piléta a repiilégépével fiiggéleges sika korpalyan repiil. Mekkora a se-
bessége a palya tetGpontjan, ha sem az {ilés, sem az 6v nem fejt ki rd erét?

A) gR/2; B) V9R; C) V2gR; D) nulla.

3. Egy jol zaro biciklipumpa haszndlatakor a bezart levegét tizedakkora térfo-
gatra nyomjuk ssze. Hogyan valtozik ektzben a levegd nyomasa?

A) Tizszeresére no. B) Kevesebb, mint tizszeresére né. (') T6bb, mint
tizszeresére no.

4. A diszkéban Miki négyszer tavolabbra &all a hangfaltél, mint Misi. Hanyszor
tobb hangenergia jut percenként Misi fiilébe, mint Mikiébe egy masodperc alatt?
A) 4-szer; B) 16-szor; C) 60-szor; D) majdnem 1000-szer.

5. Melyik csoport tartalmaz csupa olyan eszkozt, amelyik a sulytalansag ko-
riilményei kozott is miikodik?

A) Stopperdra, szemcseppentd, zsebtelep.

B) Ingadra, kétkari mérleg, rugds eréméro.

(') Csipesz, mobiltelefon, kontaktlencse.

D) Higanyos hémérd, fecskendd, fondlinga.

6. Egy testet felfelé meglokiink egy a hajldsszogi lejtén, majd hagyjuk szaba-
don mozogni. Mekkora a felfelé mozgé test gyorsuldsdnak abszolit értéke?

A) g cos a;

B) g(sina + pcosa);

C) g(sina — pcos a);

D) Csak a test tomegének az ismeretében adhatjuk meg a helyes vélaszt.

* A valaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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7. Ha két egyenld tomegii vas- és 6lomdarabot egyforma munkabefektetéssel
kalapédlunk, az 6lom jobban felmelegszik, mint a vas. Miért?

A) Mert alacsonyabb az olvaddspontja, mint a vasé.
B) Mert nagyobb a fajhéje, mint a vasé.

C') Mert kisebb a fajh&je, mint a vasé.

D) Mert alacsonyabb az olvaddshéje, mint a vasé.

8. Adott mennyiségii normaldllapoti gaz homérsékletét kétféleképpen valtoz-
tatjak meg: izobdr, illetve izochor médon. A hémérséklet-névekedés mindkét eset-
ben ugyanakkora. Melyik folyamatban véltozik tobbet a géz bels6 energidja?

A) Az izobér folyamatban.

B) Az izochor folyamatban.

C') Mindkét folyamatban ugyanakkora.

D) A kérdésre csak a gdzmolekuldk szabadsagi fokainak szdmat ismerve tudunk
vélaszolni.

9. Egy konnyti, j6 mindségli csavarrugdt allitunk az asztalra. A rugéra ejtiink
egy testet, amit a rugd lefékez. A csavarrugé menetei még akkor sem szorulnak
egymashoz, amikor a test a legjobban sszenyomja a csavarrugdt. Mit allithatunk
a rugéban tarolt maximalis energidrdl?

A) A rugéban tarolt maximadlis energia megegyezik a test maximalis mozgasi
energidjaval.

B) A rugéban térolt maximalis energia egy kicsit nagyobb, mint a test maxi-
maélis mozgési energidja.

C) A rugdban térolt maximdlis energia egy kicsit kevesebb, mint a test maxi-
malis mozgdsi energiaja.

D) A vélasz csak a rugbéllanddénak és a test tomegének az ismeretében adhatd
meg.

10. Két egyforma ceruzaelemet egyszer sorosan, méaskor parhuzamosan kap-
csolunk. Mikor keletkezik tobb ho, ha a sorosan, vagy ha a parhuzamosan kapcsolt
Osszeallitast zarjuk rovidre egy masodpercig?

A) Ha sorosan kapcsoltuk Sket.

B) Ha péarhuzamosan kapcsoltuk 6ket.

(') Azonos mennyiségii hé keletkezik a két esetben.

11. Két végén rogzitett, 1 m hosszi hiurt 200 Hz-es transzverzalis rezgésben
tartunk. A transzverzdlis hulldmok terjedési sebessége a hiron 100 m/s. Hany
csomépont alakul ki (a rogzitett végeken kiviil)?

A) Hérom; B) kettd; C) egyetlen egy; D) nulla.
12. Egy miianyag tokban 1év6 fém irdnytii egyik végéhez (az irdnytli tenge-

lyére mer6leges irdanybdl) nagyon lassan egy kicsiny, elektromosan toltott testet
kozelitiink. Megmozdul-e az iranytii?

A) Biztosan nem, mert az elektrosztatikus mezé nem hat a mégnesre.
B) Az irdnytii elmozdul; az elforduldsdnak irdnya a t6ltés el6jelétdl fiigg.
C) Az irdnytiinek a toltéshez kozelebbi vége a toltés felé mozdul el.
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13. Egy 12 V-os autdéakkumulatort egy elektromégneses tekercs kivezetéseire
kotiink. Mekkora fesziiltség keletkezhet a tekercs kivezetésein, ha az aramkort
megszakitjuk?

A) Legfeljebb 12 V.

B) Mindig V212V fesziiltség indukalédik.

C) A keletkez§ fesziiltség sokkal nagyobb lehet, mint 12 V.

D) Az akkumuldtor lekapcsoldsakor a tekercs fesziiltsége azonnal nulldra esik.

14. A Foldhoz képest 3 - 107 m/s sebességgel mozgd részecske szembe halad
egy fotonnal. Mekkora a foton sebessége a részecskéhez képest?

A) (3-10% = 3-107) m/s;

B) 3-10% m/s;

C) (3-10%+3-107) m/s.

15. Egy alfa-részecske rugalmasan iitkozik egy allé céltargy valamelyik atom-
magjaval. Atadhat-e nagyobb lendiiletet (impulzust) az alfa-részecske az atommag-
nak, mint amekkoraval sajat maga rendelkezett az titkozés el6tt?

A) Nem adhat 4t a sajitjdnél nagyobb lendiiletet (impulzust).

B) Atadhat, ha a céltargy folyékony hidrogén.

) Atadhat, ha a céltargy atommagja is egy alfa-részecske.

D) Atadhat, ha a céltargy atommagjai legalabb 5-6s tomegszamuak.

Szamolésos feladatok

1. Egy 1000 kg tomegii Skoda gépkocsi 72 km/h sebességgel halad egy ugyan-
ilyen sebességii, 1500 kg tomegit Volvo el6tt. A két autd kozotti tavolsdg 20 méter.
Ekkor a Volvo el6zni kezdi a Skod4t, a Volvo gyorsuldsa 1 m/s?, ami egészen addig
allandénak tekinthetd, amig a két auté egymds mellé nem ér. A Skoda sebessége
nem véltozik, mindvégig 72 km/h marad.

a) Mennyi id6 mulva éri utol a Volvo a Skodét?

b) Mekkora utat tesz meg a Volvo az el8zés megkezdésétél az utolérés pillana-
taig?

¢) Hényszor nagyobb a Volvo mozgési energidja az utolérés pillanatdban, mint
a Skoda mozgési energiaja?

2. Egy szobdban, ahol a hémérséklet 22 °C, a légnyomds pedig 100 kPa, egy
léggombot 0,6 g héliummal t6ltiink meg Ugy, hogy benne a géz nyomasa 105 kPa
legyen.

a) Mekkora a léggomb térfogata, ha a benne 16v8 gdz hémérséklete szintén
22 °C, és a hélium moldris tomege 4 g/mol?

b) Mekkora a levegd stirlisége a szobdban, ha a levegd moldris témege 29 g/mol?

¢) Ha a 1éggombot elengedjiik, akkor az felemelkedik, és végiil a mennyezethez

nyomédik. Mekkora erével szorul a 1éggdmb a mennyezethez, ha a léggomb gumi
anyaganak tomege 2 g7 Mekkora feliileten érintkezik a léggomb a mennyezettel?
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3. Egy ¢ =30 cm hosszi, konny(, szigetel§ fondl végén m =1 g tomegl
kicsiny test helyezkedik el, melynek elektromos toltése @ = 10~ C. A fondl masik
végét tartva a testet vizszintes irdnyd, homogén elektromos mezobe helyezziik.
Ennek hatasdra a fonal olyan egyensulyi helyzetet vesz fel, hogy a fiigg6legessel
o = 20°-0s szoget zar be.

a) Mekkora az elektromos térerésség nagysiga?

b) Mekkora lengésid6vel mozog ez a fondlinga, ha az elektromos mez&ben
a kicsiny testet kissé kitéritjiik egyensilyi helyzetébol?

4. Bizonyos mobiltelefonok meniirendszerét szakszervizekben b&viteni tudjak,
igy példaul be lehet allitani, hogy a késziilék kijelezze azt is, hogy az akkumulato-
ranak mekkora a pillanatnyi drama, illetve mekkora az akkumuldtor kivezetésein
mérhetd fesziiltség. Egy ilyen késziilék 120 mA dramot és 3900 mV fesziiltséget
jelez, amikor be van kapcsolva a kijelz6jének a megvilagitasa. Beszélgetés kozben
az daram 240 mA értékre nétt, a fesziiltség pedig 3800 mV-ra csokkent.

a) Mekkora a késziilék akkumuldtordnak belsé ellendlldsa?
b) Mekkora az akkumuldtor elektromotoros ereje?

¢) Készenléti iizemmaddban ennek a mobilnak 12 mA az dramfelvétele. Mekkora
fesziiltséget jelez a késziilék készenléti iizemmddban, és masodpercenként mennyivel
csokken ilyenkor az akkumulator energidja?

Honyek Gyula
Budapest

Nyari Fizika Tabor
Dombévar, 2015

A KoMalL ebben az évben is megrendezte nyari tdborat, Dombévar-Gunaras
kempingjében, junius 21-27-e kozott. A tdbor vasdrnap délutan kezd6dott egy rovid
eligazitassal. Ekkor talalkoztunk a szervezékkel és segitéikkel: Gndidig Péterrel,
Részeg Anndval, Viaddr Kdrollyal, tovabba Kocsis Vilivel, a ,hajcsarral”. Néhany
napon keresztiill Vankd Péter és Vigh Mdté, a Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia
magyar csapatanak vezet6i is veliink voltak, 6k napkézben az olimpiai csapattal
edzettek”, este pedig el6adasaikkal orvendeztettek meg benniinket. A tdborba
huszonegy (9-11. évfolyamos) fiatal és az 6t olimpikon kapott meghivést.

A tébor célja az volt, hogy egész héten hdromfés csapatokban oldjunk meg
elméleti, becslési és mérési feladatokat, mindenféle fizikai témakorben. Vasdrnap
esti feladatunk a haromfés csapatok megalkotasa volt. Az orszag legkiilonboz6bb
helyeir6l érkeztiink, két tanulé pedig kiilfsldrél (Szlovdkia, Svédorszdg). Egyvalami
mindannyiunkban kozos volt: a fizika irdnti érdeklédés. Vagy inkdbb szeretet? Akér
szenvedély? Egy szorgalmas munkaval, KoMaL fizika feladatok oldogatéasaval teli év
allt mogottiink, most jott volna el az id6 a végs6 Osszecsapédsra? Gyors ismerkedés
utan hamar ¢sszealltak a csapatok.
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A kovetkez6 5 napban a program az arra a napra kapott feladatok megoldédsa
volt. Voltak, akik egyiitt oldottak meg mindent, voltak, akik szétosztottdk a mun-
kat, de akarmelyik stratégiara is esett a vélasztds, tapasztalatunk ugyanaz volt:
hamar eltelt a délel6tt! Ha elakadtunk, a szervezok igyekeztek konyvek ajanlasaval
vagy par elinduldsi 6tlettel segiteni rajtunk. A feladatok véltozatosak, tanulsdgosak
és gondolkodtatoéak voltak. Egy vicces példa az egyik becslési feladatunkra: ,, Becsiil-
jiik meg, hany molekulat 1élegziink be minden egyes levegévételnél Julius Caesar
utolsé leheletébdl, ha azok mér egyenletesen elkeveredtek a légkorben.” A mérési
feladatok 10 pontot, a becslés 5 és a legfeljebb 6t beadhat6 elméleti feladat is
5-5 pontot értek. Este 9-ig volt idonk a megolddsukra. A pontverseny nagyon szo-
rosra sikeredett, szinte naponta valtozott az allds. A verseny végét egy konstrukcids
verseny jelentette, amelynek sordn a csapatok abban versenyeztek, hogy melyikiik
repiil6 szerkezete marad levegében a legtovdabb. A legjobb csapatok eredményiik
alapjan konyvet vagy voltmérét, illetve csokit kaptak.

Esti el6addsokat hallgathattunk, és — Zentai Istvan fizikus jovoltabdl — az egyik
éjszaka lehetéségiink nyilt arra, hogy egy komoly csillagaszati tavesével megfigyel-
hessiik a Holdat, a Jupitert, kiilonféle csillagokat és galaxisokat.

A félbevagott pingponglabdan sétdalé hangya sorsanak széamoldsaba mélyedve
és a levegl paratartalmanak mérésében elmeriilve, észre se vettiik, hogy mikor,
de baratsiagok sziilettek, ugy a kis csapatokon beliil, mint azon kiviil is. Talan épp
ez volt a legmegkapdbb az egész héten; hidba voltunk mind a 21-en erdsen ,ver-
senyszellemiségliek”, és akdrmennyire izgatottan is rohantunk megnézni a pillanat-
nyi allast mutatd eredménylistat, ez senkit sem gatolt meg abban, hogy a masikkal
megismerkedjen. Es nem csak megismerkedjen, hanem megbaratkozzon, akér a tu-
dasat is megossza, és talan valahol legbeliil egy picit szurkoljon is a masiknak.
Valahogy igy lett a hét soran versenybdl jaték, és idegenbdl barat.

Csodalatos hetet toltottiink igy egyiitt, melyért koszonettel tartozunk a tabor
szervezéinek és tamogatoinak.

Csapo Aletta (Géteborg, Donnergymnasiet)
Radnai Balint (Veszprém, Lovassy Laszl6 Gimn.)
Varga-Umbrich Eszter (Pdpai Reformétus Kollégium Gimn.)

Fizika feladatok megoldasa

P. 4705. A Nemzetkizi Urdllomds 92 perc alatt kerili meg a Foldet. Tegyiik
fel, hogy kérpdlyan mozog. Milyen magasan kering a Fold felszine felett? Mennyit
vdltozik naponta a keringési ideje, ha a pdlyamagassdga (két pdlyakorrekcid kozétt)
eqy nap alatt kb. 100 métert csokken?

(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest
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Megoldas. A kovetkezé adatokat és allanddkat ismerjiik:

— az Urallomés keringési ideje: T' = 92 perc = 5520 s;

— a Fold (kézepes) sugara: R = 6371 km = 6,371 - 10° m;

— a Fold tomege: M = 5,974 - 10%* kg;

— a Newton-féle gravitaciés allandé: v = 6,673 - 10~ N m? /kg?.

Ha az m tomegi Urédllomés h magassagban, tehit a Fold koézéppontjatol
valamekkora r» = R + h tavolsagban kering, akkor a rd haté graviticiés er6

a (centripetdlis) gyorsuldsa pedig

9 21\
a=rw'=r|—1.
T
A mozgéasegyenlet szerint

P mM 21\

= ma, azaz =mr|{—|.
T2 T

Innen a keringési palya sugara, majd annak ismeretében a felszint6l mért tdvolsidga

is kiszdmithato:

MT?
r={X ~ 6751 km,  h=r— R~ 380 km.
472

A keringési id6 és a palya korpélydjanak sugara kozotti Osszefiiggés:

| 3
T =21 —.
7r Y3

Ha ebben a képletben r helyébe a fentebb kiszamitottndl 100 méterrel kisebb értéket
frunk, a keringési idére 77 = 5519,88 s, vagyis az eredeti értéknél 0,12 masodperccel
kevesebb adédik. Ennyivel csokken tehat naponta az Uréllomés keringési ideje, ha
nem hajt végre palyakorrekciot.

Csurgai-Horvdth Bdlint (Budapest, Szent Istvan Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A keringési id6 megvaltozasat két — majdnem egyforma nagysdgi —
idotartam kiilonbségeként szamitottuk ki. Ez nem tuil szerencsés eljards, hiszen ezeket
az id6tartamokat csak bizonyos pontossdggal ismerjiik, és dltaldban a kiilénbség (abszolit)
hib4ja is a kisebbitend6 és a kivonandé hibajanak nagysdgrendjébe esik, relativ hib&ja
pedig (ha maga a kiilonbség kicsi) igen naggyd valhat.

A feladatban megadott 92 perces keringési idé nem azt jelenti, hogy T' = 92,000 perc,
hanem hogy T értéke valahol 91,5 és 92,5 perc kozé esik, vagyis 2 jegyre pontos, a harmadik
szamjegye bizonytalan. (Altalénos szabaly, hogy egy fizikai mennyiség megadott értékét
annyira tekintjiik pontosnak, amennyire a ténylegesen kiirt szdmjegyek utalnak.) Emiatt
a kiszdmitott palyasugdr is csak ennyire (néhdny szdzaléknyira) pontos, tehét a szdmszeri
értékét csak kb. 60 km-es hiba erejéig ,,vehetjiik komolyan”. Az els6 kérdésre adott valasz
eszerint az, hogy h ~ (380 & 60) km. Vegyiik észre, hogy a szdzaléknyi pontossdggal kiszd-
mitott r és az ezreléknyi pontossiggal megadhaté R kiilonbsége mar tobb, mint 15%-ra
bizonytalan.
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Hasonlé médon, de még élesebben jelentkezik ez a probléma az idGtartamok kii-
16nbségénél. A szazaléknyira pontos (vagy inkdbb pontatlan) r-bél, illetve annak 100 mé-
terrel lecsokkend értékébdl kiszamitott keringési idérdl csak annyit mondhatunk, hogy
T' = (5520 + 50) s (a hibdnak csak a nagysigrendje lényeges, a szdmértéke nem). Ennek
az id6nek és az eredeti T' = 5520 s-nak a kiilonbsége (a szdmoldsi pontossag erejéig) nulla/
Mindezek ellenére a keringési id6 fentebb kiszamitott 0,1 masodperces véltozasa helyes,
ennek okdt, javasoljuk, deritse ki az Olvasé.

Ha egymashoz kozeli mennyiségek kiilonbségét kell meghatdroznunk, célszerdi, ha
a paraméterekkel (a fizikali mennyiségeket jelolé betlikkel) végezziik el a szdmoldst, és
a numerikus értékeket csak a végképletbe helyettesitjiik be. Esetiinkben példaul az

=K -T® (K= {/yM/(4r?) = 4llands)
és az
(r+Ar)® = K- (T + AT)?
egyenletek kiilonbségét képezve (és a kis véltozdsok négyzetét és kobét elhanyagolva)

a kovetkez6 eredményt kapjuk:

3 Ar 3 —0,1 km
AT—**T—*‘(M

27 5 ) -5520 s = —0,12 s.

Léthat6, hogy a fenti eredmény kiszdmitdsanal nem volt sziikségiink T és T nagyon pontos
(nagyon sok tizedesjeggyel térténé) megaddséra, illetve ilyen pontossigi kiszdmitdsara.

(G. P.)

85 dolgozat érkezett. Helyes 48 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 14, hidnyos
(1-2 pont) 15, hibds 8 dolgozat.

P. 4710. Hdészigeteld edényben lévé 1 kg tomegt, 2 °C hémérsékleti vizbe
annyi 0 °C-os jeget tesziink, hogy a jég éppen elolvadjon, és a viz hémérséklete
0 °C legyen.

a) N& vagy csikken ekdzben a rendszer entrdpidja?

b) Adjunk szamszert becslést az entrdpiavdltozdsral
(5 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

Megoldas. a) A jég olvadédsa (0 °C-nédl melegebb vizben) irreverzibilis folya-
mat, a rendszer entrépidja tehat — a hotan II. fotétele szerint — a folyamat soran
biztosan novekszik.

b) A viz altal leadott

k
Q:mviz~cva-AT:1kg-4,2—J~2K:8,4kJ

kg K
hé forditédik a jég megolvasztasara:
Q = LO . mjég.
Innen kiszémithatjuk a jég tomegét (jollehet a feladatban ez nem volt kérdés):
Q 8,4 kJ
g = — = ———— = 0,025 kg = 25 g.

Mt = T T 334 kJ kg =08
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Szamitsuk ki (kozelitéleg) a viz és a jég entrépiavéltozdsiat, majd ezek el6-
jeles 6sszegébll adjuk meg az egész rendszer entrépidjanak megvaltozasat! A jég
mindvégig Tjs, = 273 K homérséklet, ezen a hémérsékleten vesz fel @) hét, igy
Q  84kJ J

ASjgy = == = 30,77 = > 0.
Siée T ~ 73K =07 g >0

A viz entrépiavéltozasanak szdmitdasa nem ilyen egyszerii, mert a viz hémér-
séklete nem &llandé, 275 K-rél fokozatosan 273 K-re csokken. Mivel a hémérséklet
(abszolit hémérsékleti skaldn) csak kicsit véltozik, szdmolhatunk a

Titlagos = 3(275 K + 273 K) =274 K

hémérséklettel:
0 8.4 kJ J
ASyiy = — = - = -30,66 — < 0.
T?ltlagos 2714 K K
(A negativ eldjel azt fejezi ki, hogy a viz lead hét.)
A teljes (jég+viz) rendszer entrépiavéltozédsa:
AS, = ASjes + AS. N3077J 3066J~01J>0
rendszer — jég viz ~ 3 K y K ~ Y, K .

Ez valdban pozitiv, tehat az egész rendszer entrépidja novekszik, ahogy azt mar
korédbban (szdmolds nélkiil) megéllapitottuk.

Ivdn Baldzs (Fony6d, Métyas Kirdly Gimn., 10. évf.)

dolgozata felhasznalasival

39 dolgozat érkezett. Helyes 33 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 4, hibds 1 dolgozat.

P. 4714. Egy mesterséges hold a Foéld koril olyan ellipszispdlydn kering,
amelynek nagytengelye 2a, kistengelye 2b. Hatdrozzuk meg a mesterséges hold se-
bességét

a) pdlydajinak a Foldhéz legkizelebbi pontjdban,

b) pdlydjdnak a Foldtél legtdvolabbi pontjaban,

¢) a Fold kozéppontjatdl v tdvolsdgban.

(5 pont) Sods Kdroly (1930-2014) feladata

Megoldas. a) és b) A mesterséges hold legnagyobb, illetve legkisebb tdvolsiga
a Fold tomegkozéppontjatol, vagyis az ellipszispalya F' fokuszpontjatol:

dmin = a — /a2 — b2, dmax = @ + Va2 — b2.

Az m tomegli mithold 6sszenergidja (a mozgdsi és a graviticids energia Osszege)
a mozgas soran allando:
1, Mm 1, Mm

1 E = —MU_.;, — = smv - :
( ) Osszes 9 min ’ydmax 2 max ’ydmin
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dmin dmax
o(r)
= a
T b
VUmin

VUmax

(M a Fold tomegét jeloli.)
A mozgds soran a mesterséges hold perdiilete is allandé, igy a Foldhoz leg-
kozelebbi (perigeum) és a legtédvolabbi (apogeum) pontban is ugyanakkora:

(2) mdmaxvmin = mdminvmax-

Az (1) és (2) egyenletbdl a két sebesség meghatdrozhato:

max 2 2 _p2 2 2 _p2
Y UV _ fo a2t =B 20V
(dmin + dmax)dmin 2ab?

doin 22 — b2 — 2a/a2 — 1
Vmin = 1| 27M =2y ava :
(dmin + dmax)dmax 2ab2

amelyek a szokdsos ¢ = OF = v/a? — b? jelolés alkalmazasaval igy is felirhatéak:

M a+c YM a—c
(3) Umax = ) Umin = .
a a—=c a a-+c

¢) A miihold teljes energidja (3) és (1) felhaszndldséval kifejezheté az ismert
adatokkal. Példaul a perigeumbdl szamolva:

Mma+c_ Mm Mm

"0 a—c¢ Ta=¢T Toa

Eﬁsszes =

Ez az energia megegyezik a miihold tetszbleges, a Fold kozéppontjatdl r tavolsagi
(dmin < 7 < dmax), v sebességli helyzetében szdmolhaté dsszenergidval:

1, Mm Mm
Eﬁsszcs = Zmv- —7 ==Y,
2 r 2a

2 1
ahonnan v(r) = /yM < - )
rooa

Kaposvdri Péter (Miskole, Herman Ott6 Gimn., 12. évf.)
megoldasa alapjan

45 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 8, hidnyos
(1-3 pont) 5 dolgozat.
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P. 4718. Két a oldaléli tomor fém-
kocka érintkezik egymadssal az egyik lap-
juk mentén. Hdnyszor nagyobb gravitdcios
erdvel vonzza egymdst két 3a oldaléld, egy-
mdssal érintkezo, ugyanabbdl a fémbaol ké-
szilt tomor fémkocka?

(5 pont) Kozli: Vass Miklés, Budapest

mimse

r 3
adatban szerepld kockaknak van kiterjedésiik, és‘ nlincsenek olyan messze egymastol,
hogy tomegpontként kezelve 6ket konnyen ki lehetne szdmolni a rajuk haté erot.
Ha az er6 nagysagat nem is, de a két elrendezésben fellép6 er6k ardnydt egyszerii
megfontolassal meghatarozhatjuk.

I. megoldas. Két tomegpont egymasra ~y T gravitacios erot fejt ki. A fel-

Bontsuk fel a két kis kockat nagyon sok kicsiny, pontszertinek tekintheté részre.
Daraboljuk fel a két nagy kockat is ugyanennyi részre, mint a kicsiket olymddon,
hogy az egyik felbontds a mésik ardnyos (linedris méreteiben hdromszoros) nagyi-
tdsa legyen. A kockak kozott hatd gravitacids er6 mindkét esetben a felbontés kis
részei kozott hatd erdk vektori 6sszege.

Hasonlitsuk 6ssze paronként a kis részek kozott hatd eréket az a és a 3a oldaléli
kockakra. A nagyobb kocka felbontasandl keletkezd kicsi részek tomege 33 = 27-szer
nagyobb, mint a kis kockak megfelelel§ részeié. A részek kozotti tavolsdg viszont
mindegyik parnal 3-szor nagyobb a 3a oldalélii kockdaknal, mint a kisebb parjuknél,
igy végiil az er6k ardnya 272/3% = 81. Mivel ez az ardny mindegyik eréparra igaz,
és a kis darabok kozott hato erék iranya megegyezik a két elrendezésnél, az eredd
erdre is fennall: a 3a oldalélii kockak 81-szer nagyobb gravitacios vonzderdt fejtenek
ki egymasra, mint a kisebb, a oldaélii kockak.

Asztalos Bogddn (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 11. évf.),
Horvdth Botond Istvdn (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 9. évf.)

II. megoldés. A feladatot a dimenziéanalizis mddszerével is megoldhatjuk.
A keresett I er6 nyilvan fiige a v gravitdcios allandétdl, a testek o siiriiségétol,
valamint a d-vel jelolt méretiiktSl. (Esetiinkben d = a, illetve d = 3a.) A paramé-
terektol valé fiiggést kereshetjiik hatvanyok szorzatanak alakjaban:

FN’YTdeZ7

ahol x, y és z ismeretlen kitevSk. A fenti fiiggvénykapcsolatnak dimenzidk szem-
pontjabdl is helyesnek kell lennie:

- () (3 er

A newton, a méter és a kilogramm fiiggetlen mértékegységek (jéllehet a newton
nem Sl-alapmértékegység), emiatt a hatvanykitevéjik kiilon-kiilon ,rendben kell
legyen”, vagyis teljesiilnie kell a kévetkez6 egyenleteknek:

1=z, 0=2zx—-3y+ =z, 0=—-2z+y.
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Ezek megoldasa: x = 1; y = 2 és z = 4, vagyis a keresett fliggvénykapcsolat:
F ~~0*d*.

Lathato, hogy ha a d méretet az eredeti érték 3-szorosira noveljilkk, a vonzderd
3% = 81-szer lesz nagyobb.

56 dolgozat érkezett. Helyes 50 megoldds. Hidnyos (2-3 pont) 4, hibds 2 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

y M. 354. Egy adott h hosszusdgi (lehetdleg homogén) ru-

d dat lassunk el a kézéppontjatol 11—011 tavolsdgban 1évé, a rudra

A mer6leges tengellyel. A tengelyt vizszintes helyzetben (bifild-
L risan) fiiggessziik fel L hosszisdgi fonalakra, majd (az dbrdn

lathaté médon) hozzuk lengésbe a rudat a fonalak dltal meg-
hatarozott sikra merdleges iranyban.

Figyeljiik meg, hogyan ,csatolédik” a kétféle lengémoz-
gas (a rid ,billegése” és a tengely lengése)! Kiilonboz6 fo-
ndlhosszakat valasztva hatdrozzuk meg azt az L/h ardnyt,
amelynél a leghosszabb a ,lebegés” periédusideje!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 4768. Mennyi ideig tart a Holdon a foldfelkelte?
(3 pont) Kézli: Vankd Péter, Budapest
P. 4769. Az A és B pontok meghatarozott — de kiilonben tetszbleges — mdédon

mozoghatnak. Hogyan fejezhet6 ki az AB tdvolsag felez6pontjanak sebessége és
gyorsuldsa az A és B pontok megfelels adataival?

(4 pont) Farags Andor (1877-1944) feladata

P. 4770. Egy m tomegl gyerek fel-le ugral egy
trambulin kozepén. Mennyi a gyerek atlagos gyorsu-
ldsa egyetlen fel-le ugras teljes idejére vonatkozdlag?

(3 pont) Példatdri feladat nyoman
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P. 4771. Egy 50 cm? keresztmetszetti méréhengerbe 10 cm magassigig
1,2 g/em? sfirfiségili séoldatot ontiink, majd erre évatosan (a rétegek osszekeve-
redését elkeriilve) 10 cm vastagsdgu tiszta vizet rétegeziink.

a) Mekkora a nyomds az edény aljaban?

b) Mekkora a folyadékok egyiittes gravitacids helyzeti energidja az edény fene-
kéhez viszonyitva?

Mennyivel valtoznak meg ezek a mennyiségek, ha a folyadékokat Gsszekeverjik?
(A keveredés kozben fellépd térfogatvaltozéstol eltekinthetiink.)

(4 pont) Versenyfeladat nyomdn

P. 4772. Egy D direkciés erejii, elhanyagolhaté tomegii, L hosszisagu homo-
gén rugdt n részre darabolunk fel.

a) Hogyan végezziik a feldaraboldst, ha azt szeretnénk elérni, hogy a kapott
kisebb rugdkat és azonos m tomegili testeket felvéltva egymds utdn kétve (egy m
tomegli testtel a sor végén), majd az egészet fellégatva, nyugalmi dllapotban minden
rugédarab azonos hosszisdgu legyen?

b) Mennyivel keriil lejjebb a tomegkozéppont, ha a rugdsor aljat § tavolsdggal
lehtzzuk?

(Legyen példaul DL = mg és n =5.)
(5 pont) Kozli: Gdspdr Merse Eléd, Budapest

P. 4773. Egy L =2 m hosszii homogén,

L vékony rud egyik végével mennyezeti kampéra

van felakasztva. A rudat a vizszintesig kité-

\ ritjitk, majd kezddGsebesség nélkiil elengedjiik.

A Amikor atlendiilve fiiggéleges helyzetén a fiig-

\ 30 golegessel 30°-o0s szoget zar be a rid, a kampo-
\ 6l levélik.

A\ a) Legaldbb milyen mélyen van a talaj
a kampotdél mérve, ha a rad fiiggdleges hely-
zetben érkezik a talajra?

b) Legfeljebb milyen magasra jut mozgdsa sordn a rid alsé végpontja?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 4774. Als6 végénél tengelyezett, fiiggélegesen tartott
rud iitk6zével van ellatva, melyen kicsiny gyongy nyugszik,
a tengelytol d tavolsagban. A rudat az eredeti helyzete ko-
riil kicsiny 6y szégamplitudéju harmonikus rezgésbe hozzuk
az dbra szerint. Mekkora legyen a rezgés frekvencidja, hogy
a gyongy lerepiiljon a radrdl? (A strlédds elhanyagolhatd.)

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
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P. 4775. Vékony réz- és vasszalagot hosszuk mentén tobb helyen Gsszesze-
gecselnek gy, hogy a lemezek tavolsiga 1 mm. Az igy elkésziilt bimetal szalag
0 °C-on egyenes. Mekkora sugari korivvé hajlik meg a lemez 200 °C-on?

(4 pont) Szegedi Ervin (1957-2006) feladata
P. 4776. Mekkora az abrdn lathaté hidkap- Ry Ry
csolds Ry ellendllasa, ha az A és B pontok kozotti
eredo ellenallds 9 Q7 A B
Adatok: R1 =5 Q, Ry, =12 Q, Ry =15 Q, Rs
Ry =81Q.
(4 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron
R3 Ry

P. 4777. Egy radardllomason, amely 20,0 cm-es hulldimhosszon bocsat ki
elektromagneses impulzusokat, 2778 Hz-es kiilonbséget észlelnek a kibocsatott és
a visszavert jel frekvencidja kozott. Mekkora sebességgel kozeledett az a repiilégép,
amelyrol a visszaverédés tortént?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 4778. Két siktiikorrel szeretnénk novelni egy téglalap alakd napelempa-
nel hatdsfokat. A tiikrok a napelem két hosszabb oldaldhoz illeszkednek a napelem
teljes hosszdban, valamilyen optimalis szogben. Tekintsiink egy olyan helyzetet,
amikor a Napbdl érkez6 fénysugarak kozel merélegesen érik a napelemet. Azt sze-
retnénk, hogy a Napbdl érkezd és a két tiikorrdl visszaverddd fénysugarak mind
a napelemre essenek, egyuttal kétszeresére n6jon a napelem megvilagitasanak erés-
sége.

Milyen szélesek legyenek a tiikrok, és hany fokos szoget zarjanak be a napelem
sikjaval, hogy a lehet6 legkevesebb anyagot kelljen felhasznalni?

(5 pont) Ko6zli: Radnai Mdrton, Budapest

P. 4779. Nagy kiterjedésti, foldelt fémsik folott egy R sugard fémgémb he-
lyezkedik el levegében, a sikt6l h tdvolsigban (R < h). A gomb egy igen vékony
fémdroéttal a fémsikhoz van kotve. Egy @) ponttoltést a gomb kozelébe visziink tgy,
hogy annak tavolsiaga a gombtdl és a fémsiktdl egyarant h legyen. Ekkor a fémdrétot
eltavolitjuk, majd a ponttoltést is eltavolitjuk. Mekkora lesz ezutan a fémgomb és
a fémsik kozotti fesziiltség?

(6 pont) Kozli: Bilicz Sdndor, Budapest

*

Bekiildési hatarid6: 2015. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 472): K. 475. In the fields
in the table (see the figure), enter the integers 1 to 15 so that the sum of the two numbers
in any two adjacent field is a perfect square. K. 476. Find all positive integers for which
the number obtained by rounding to the nearest thousands is twice the number obtained
by rounding to the nearest hundred. (As a rule, numbers ending in 5, 50, 500, ... round
upwards.) K. 477. Johnny is trying to learn how to eat with chopsticks. To practice,
he needs to lift a ball of diameter 4 cm with the chopsticks, as shown in the diagram.
(A ball can be lifted if its centre lies in the plane of the two sticks.) The two chopsticks
in Johnny’s hand enclose an angle of 60 degrees. Find the distance of the crossing point
of the two sticks from the closest point of the ball during this operation. K. 478. Farmer
Thomas wanted to buy 4 metres of chain that costs 210 forints (HUF, Hungarian currency)
a metre. The shop assistant tried to talk him into buying all the 10 metres they have in
stock, but Farmer Thomas insisted on buying 4 metres only. However, he noticed that the
assistant, on purpose, made a mistake in measuring the 4 metres, and cut off a shorter
piece. Therefore he decided to ask for the other piece instead, which the assistant had
to sell him for the price of 6 metres in order to avoid being caught cheating. Had he not
noticed the cheating, it would have cost Farmer Thomas 14/9 as much to buy a metre of
chain as it actually cost with this clever manoeuvre. How many metres of chain did Thomas
get? K. 479. In the expression ((—aib)fc)fd the numbers 1, 2, 3, 4 are substituted for
a, b, ¢, d in some order. In which case will the value of the expression be a maximum, and
in which case will it be a minimum? K. 480. In the following addition, the five letters
stand for the five odd digits in some order: a + bb + ccc + dddd + eeeee. Find the sum of
all five-digit numbers that can be represented in this form.

New exercises for practice — competition C (see page 473): Exercises up
to grade 10: C. 1315. In a chocolate factory, chocolate mass is poured into molds to
make 100-gram bars. Owing to a malfunction of machinery, one out of 45 bars breaks in
the process. A quality control inspector spots these broken bars before they would get
wrapped, and returns them to the molten chocolate mass. However, the inspector misses
one out of 21 broken bars and lets them go on to the wrapping machine. Out of 10 tonnes
of chocolate mass, how many broken bars of chocolate will get to the market? C. 1316.
In a classroom there are 18 seats altogether, forming 3 columns and 6 rows. 10 girls and
7 boys sit down in the classroom. How many different seating arrangements are possible if
no row or column may consist of all boys or all girls? Exercises for everyone: C. 1317.
The interior angles lying at vertices A, B, C' and D of a pentagon ABCDE are 90°,
60°, 150° and 150°, respectively. Furthermore AB = 2BC = %AD. Prove that the line
segment joining the intersection of lines AE and C'D to the intersection of lines AD and
BC is parallel to AB. C. 1318. The number 518 has an interesting property. Consider the
six three-digit numbers obtained with the different permutations of the digits of 518. The
mean of these numbers is equal to 518. Find all three-digit numbers of different digits with
this property. C. 1319. The midpoints of the sides of a quadrilateral form a square. The
area of the quadrilateral is 50, and two opposite sides are 5 and v/85. How long are the
other two sides? Exercises upwards of grade 11: C. 1320. Solve the following equation
on the set of real numbers: 422y + 2* + /322y — 622 + 16 = 72> + 4zyz. C. 1321. How
many different simple graphs of 6 vertices and 5 edges are there?

New exercises — competition B (see page 474): B. 4741. How many different
triangles with an axis of symmetry are there in which one side is twice as long as one
of the altitudes? Similar triangles are not considered different. (& points) B. 4742.
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Show that it is possible to label the edges of a complete graph of n > 3 vertices with
1, 2 or 3, so that the product of the labels of the edges be different at each vertex.
(4 points) B. 4743. The inscribed circle of triangle ABC touches sides BC, AC and AB
at points A1, By and C1, respectively. Let the orthocentres of triangles AC1B1, BA1C1
and CB1 A1 be Ma, Mp and Mc, respectively. Show that triangle A; B1C; is congruent
to triangle MaMpMc. (4 points) (Proposed by Sz. Miklds, Herceghalom) B. 4744. Let n
be a non-negative integer. Determine the exponent of 7 in the prime factor representation
of 37" 447", (5 points) (Proposed by K. Williams, Szeged) B. 4745. Let n be a positive
integer. Solve the equation —z— + cos;n - = 2" (4 points) (Proposed by L. Longdver,
Szatmdrnémeti) B. 4746. The inscribed circle of triangle ABC' touches sides BC, AC
and AB at points A;, B1 and C1, respectively. The other intersection of line segment
AA; with the inscribed circle is ). The line through point A parallel to BC intersects
the lines A;C7 and A1 Bi at points P and R. Prove that PQR< = B1QC1<. (5 points)
(Kvant) B. 4747. In a certain lottery game, 6 numbers are drawn every week, out of the
numbers 1 to 45. The draw of the first week of this year produced surprising results, since
five consecutive numbers appeared. The numbers drawn were 37, 38, 39, 40, 41, 45. The
news spread fast in the press. The question arises whether the excitement was justified:
are these numbers so special? Let a number sequence be called perfect if it consists of
six consecutive numbers, and nearly perfect if exactly five numbers out of the six are
consecutive. How many perfect and nearly perfect combinations are there? Considering
that the lottery game has been played for 26 years, and there have been 1227 weekly
draws so far, what is the probability that during a time interval of this length at least
one perfect or nearly perfect sequence of numbers is drawn? (& points) (Proposed by
M. E. Gdspdr, Budapest) B. 4748. A triangle H is rotated about a line lying in its plane
but not intersecting it. Show that the volume of the resulting solid equals the product of
the perimeter of H and the area of the circle described by the centroid of H during the
rotation. (5 points) B. 4749. The feet of the altitudes drawn from vertices B and C' of
an acute-angled triangle ABC on the sides AC and AB are D and E, respectively. The
midpoint of side BC' is F. The intersection of line segments AF and DE is M, and the
orthogonal projection of point M onto the line segment BC is N. Prove that line segment
AN bisects line segment DE. (6 points) (Proposed by B. Bird, Eger — In memoriam Attila
Kélmén)

New problems — competition A (see page 476): A. 653. Let n > 2 be an
integer. Prove that there exist integers ai,...,a,—1 such that a;arctgl + asarctg?2 +
...+ an_1arctg(n — 1) = arctgn if and only if the number n® + 1 is composite. (Based
on a problem of IMC 2015, Blagoevgrad) A. 654. Let p(z) be a polynomial of degree
at most n such that ‘p(m)’ < ﬁ for 0 < z < 1. Prove that ’p(O)’ <n+1i. A. 655 Two
circles, k1 and k2 meet at points A and B. Points C' and D lie on k1, while points E and
F lie on circle k2 in such a way that A, C, E are collinear and B, D, F' are collinear, too.
Points G and H are other two points on lines ACE and BDF, respectively. The line CH
meets F'G and ki the second time at I and J, respectively. The line DG meets EH and
k1 the second time at K and L, respectively. Circle k2 meets the lines EHK and FGI
the second time at M and N, respectively. The points A, B,C,..., N are distinct. Show
that I, J, K, L, M and N are either concyclic or collinear.

Problems in Physics
(see page 507)

M. 354. Attach a spindle perpendicularly to a (preferably uniform density) rod of
length h at a distance of Tloh from the centre of the rod. Hang the spindle horizontally with
threads of lengths L (bifilar suspension), then make the rod swing perpendicularly to the
plane determined by the threads (as shown in the figure). Investigate how the two types
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of swinging motions (the wobbling of the rod and the waggling of the spindle) couple.
Choose different thread lengths, and determine that ratio of L/h at which the period of
the alternation between the two types of oscillation is the longest.

P. 4768. How long does the Earthraise take on the Moon? P. 4769. The motion
of points A and B is determined — but otherwise not restricted. How can the velocity
and the acceleration of the midpoint of the line segment AB be expressed in terms of
the appropriate data of points A and B? P. 4770. A child of mass m is bouncing on
a trampoline. What is the average acceleration of the child during one complete jump
(up and down motion)? P. 4771. A graduated cylinder of cross-section 50 cm? is filled
with some salt solution of density 1.2 g/cm® up to a height of 10 cm, and then carefully
(without mixing the layers) 10 cm-high clean water is stratified onto it. a) What is the
pressure at the bottom of the cylinder? b) What is the total gravitational potential energy
of the two samples of liquid with respect to the bottom of the cylinder? By what amount
will these quantities change if the two samples of liquid are mixed? (Neglect the change
in the volume of the whole mixture due to the mixing process.) P. 4772. A negligible
mass and homogeneous spring spring of spring constant D and of length L is cut into
n pieces. The small pieces of the spring are alternately attached to bodies of mass m each,
thus creating a chain (at its end there is a body of mass m). Then the chain is hung.
How should the spring be cut, in order to gain the same lengths of springs in the chain
when it is hanging at rest. b)) What distance does the centre of gravity move down if the
bottom of the chain is pulled down by a distance of §? (Let for example DL = mg and
n=>5.) P. 4773. A uniform thin rod of length L =2 m is suspended with a hook at
the ceiling. The rod is raised into horizontal position and it is released with zero initial
velocity. After passing the vertical position, when the rod encloses an angle of 30° with the
vertical, the rod leaves the hook. a) What is the least distance between the ground and
the hook, if the rod arrives to the ground in a vertical position? b) What is the maximum
height of the bottom end of the rod during the motion? P. 4774. A bumper is mounted
to a vertical rod, hinged at its bottom end, at a distance of d from the hinge. There is
a small bead at rest on the bumper. The rod is started to vibrate and executes SHM
about its original position with a small angular amplitude of 8y, as shown in the figure.
What should the frequency of the vibration be in order that the bead flies off? (Friction is
negligible.) P. 4775. Thin copper and iron strips are riveted together along their length
to form a bimetallic strip. The distance between the two strips is 1 mm. The bimetallic
strip is flat at the temperature of 0 °C. What will the radius of the bent strip be at
a temperature of 200 °C? P. 4776. What is the resistance Rs of the bridge circuit shown
in the figure if the equivalent resistance between points A and B is 9 Q7 Data: R4 =5 €,
Ry=12 Q, R3 =15 Q, Ry =8 Q. P. 4777. At a radar station where electromagnetic
impulses of 20 cm wavelength are emitted, a difference of 2778 Hz is detected between the
frequency of the emitted and reflected impulses. What was the velocity of the air-plane
which reflected the emitted beam? P. 4778. We would like to enhance the efficiency of
a rectangular solar PV panel with using two plane mirrors. The mirrors fit along the
whole length of the two longer edges of the panel at a sort of optimal angle. Consider the
situation when the incident solar rays are nearly perpendicular to the panel. Our aim is
to achieve that all the rays coming from the Sun and reflected from the mirrors should
fall onto the panel thus the illumination of the panel is doubled. What should the optimal
angle and the width of the mirrors be if the material used is to be minimum? P. 4779.
At a height of h above a broad grounded metal sheet there is a metal sphere of radius R
in the air (R < h). The sphere is joined to the sheet with a very thin piece of metal wire.
A point charge is brought near the sphere, such that its distance from both the sphere
and the sheet is h. Then we first remove the wire and after the charge. What will the
potential difference between the sphere and the sheet be?
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