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Beszamold az 59. Nemzetkozi Matematikai
‘ : ir Didkolimpiarél

Az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiat julius 3—14. kézott Kolozsvarott
rendezték meg. A versenyen 107 orszdg 594 didkja vett részt. (Eredetileg 597 volt
a résztvevok szama, de az iizbég csapat 3 didkjat szabdlytalan versenyzés miatt
kizartak.)

A legtobb orszag a megengedett maximalis 1étszam, 6 f0s csapattal szerepelt;
az aldbbi listdban az orszagnév utdn zardjelben tiintettem fel az adott orszédg
versenyzoinek szamat, ha ez hatnal kevesebb volt.

A résztvevd orszagok: Albdnia, Algéria (4), Amerikai Egyesilt Allamok,
Argentina, Ausztrdlia, Ausztria, Azerbajdzsan, Banglades, Belgium, Beloruszszia,
Bolivia, Bosznia-Hercegovina, Botswana, Brazilia, Bulgdria, Chile (4), Ciprus (5),
Costa Rica (5), Csehorszdg, Ddnia, Dél-Afrika, Dél-Korea, Ecuador, Egyip-
tom (4), Elefantcsontpart, E’sztorszdg, Finnorszag, Franciaorszdg, Filop-Szigetek,
Ghana (5), Gérdgorszdg, Grizia, Guatemala (3), Hollandia, Honduras (3), Hong
Kong, Horvdtorszdg, India, Indonézia, Irak, Irdn, frorszcig, Izland, Izrael, Japdn,
Kambodzsa, Kanada, Kazahsztan, Kina, Kirgizisztdn, Kolumbia, Koszovo, Lengyel-
orszdg, Lettorszdg, Litvdnia, Luzemburg (2), Macedonia, Magyarorszdig, Makad,
Malagzia, Marokko, Mexikd, Moldova, Mongdlia, Montenegro (4), Myanmar, Nagy-
Britannia, Németorszdg, Nepdl, Nigéria (3), Norvégia, Olaszorszdg, Oroszorszdyg,
Orményorszdg, Pakisztdn, Panama (4), Paraguay, Peru, Portugdlia, Puerto Rico,
Romdnia, El Salvador (2), Spanyolorszdag, Sri Lanka, Svdjc, Svédorszdg, Szaid-
Ardbia, Szerbia, Szingapir, Sziria, Szlovdkia, Szlovénia, Tadzsikisztin, Tajvan,
Tanzdnia (3), Thaifold, Torékorszag, Trinidad és Tobago (8), Tunézia, Tiirk-
menisztdn, Uganda (4), Uj—Zélcmd, Ukrajna, Uruguay, Uzbegisztdn (6 —3=3),
Venezuela (1), Vietnam.

A versenyen szokas szerint mindkét napon négy és fél ora alatt 3-3 feladatot
kellett megoldani. (A feladatokat aldbb kozoljiikk.) Mindegyik feladat helyes meg-
oldasaért 7 pont jart, igy egy versenyzé maximaélis teljesitménnyel 42 pontot sze-
rezhetett. A verseny befejezése utdn megallapitott ponthatdrok szerint aranyérmet
a 31-42 pontot elért, eziistérmet a 25-30 pontos, mig bronzérmet a 16-24 ponttal
rendelkez6 tanuldk szereztek.

A magyar csapatbdl
Bukva Balazs (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. 0.t.) és
Gaspar Attila (Miskole, Féldes Ferenc Gimn., 12. 0.t.) egyardnt 29 ponttal,
Imolay Andras (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. o.t.)

28 ponttal,

Janzer Orsolya Lili (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. o.t.)
pedig 26 ponttal eziistérmet szerzett.
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Egri Maté (Szombathely, Bolyai Jénos Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. o.t.) 24 pont-
tal és

Matolcsi David (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. o.t.)
21 ponttal bronzérmet nyert.

A magyar csapat vezetOje Pelikdn Jézsef (ELTE TTK, Algebra és Szdmelmélet
Tanszék), helyettes vezetdje Dobos Sdndor (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Al.
Isk. és Gimn.) volt.Kés Géza (MTA SZTAKI, ELTE TTK) a feladatkivélaszt6
bizottsag tagjaként és koordinatorként miikodott kozre az olimpian.

Az orszagok (nem-hivatalos) pontversenyében Magyarorszag a résztvevd 107
orszag kozott a 15. helyen végzett. A csapatverseny élmezoényének sorrendje igy
alakult (megszerzett pontszdmaikkal):

1. USA 212, 2. Oroszorszag 201, 3. Kina 199, 4. Ukrajna 186, 5. Thaifold
183, 6. Tajvan 179, 7. Dél-Korea 177, 8. Szingapur 175, 9. Lengyelorsziag 174,
10. Indonézia 171, 11. Ausztralia 169, 12. Nagy-Britannia 161, 13-14. Japan és
Szerbia 158, 15. Magyarorszag 157, 16. Kanada 156, 17. Olaszorszag 154,
18. Kazahsztéan 151, 19. Irdn 150, 20. Vietnam 148, 21. Bulgdria 146, 22. Horv&t-
orszag 145, 23. Szlovakia 140, 24-25. Svédorszag és Torokorszag 138, 26. Izrael
136, 27. Gruzia 133, 28-30. Brazilia, India és Mongoélia 132, 31. Németorszag 131,
32. Orményorszag 130, 33-34. Franciaorszdg és Romania 129, 35. Peru 125, 36-37.
Hollandia és Mexiké 123, 38. Fiilop-Szigetek 121, 39-40. Argentina és Csehorszag
115 ponttal.

Szeretnék koszonetet mondani a versenyzok tanarainak. Az alabbi felsorolds-
ban minden tandr neve utdn monogramjukkal jeloltem azokat a didkokat, akik
a tanitvanyaik:

Dobos Sandor (BB, EM, GA, TA, JL, MD), Gulyds Tibor (GA), Gyenes Zoltdn
(BB, IA, JL), Gyéry Akos (GA), Hujter Bdlint (BB, 1A, JL), Janzer Barnabds
(JL), Juhdsz Péter (MD), Kiss Gergely (MD), Kiss Géza (MD), Nagy Zoltin
Lordnt (JL), Németh Gyula (EM), Pdsa Lajos (GA, IA), Surdnyi Ldszlé (BB),
Sziics Gabor (GA).

Ugyancsak szeretnék koszonetet mondani Dobos Sandornak, mint a kézponti
olimpiai el6készité szakkor vezetGjének, tovabbd mindazoknak, akik a felkészitésben
koézremiikodtek.

Az olimpiai csapat kijelolése idén is valogatéversenyek formdjiban tortént.
A valogatéverseny utolso, kétnapos részét Kecskeméten rendeztiik. Szeretnék ko-
szonetet mondani a kecskeméti Mategye Alapitvanynak azért, hogy a versenyt
nagyvonalian vendégiil lattak.

A legutébbi olimpidkon visszatérd probléma volt, hogy a nehéznek szant fel-
adatok tul nehezek voltak. Tavaly példaul a legnehezebb 3. és 6. feladatot a 615
résztvevibdl csak 2(1), illetve 14 oldotta meg. Idén valamit javult a helyzet: a 3. és
6. feladatra 11, illetve 18 teljes megoldds érkezett az 594 versenyz6tol. A konnyi
feladatok sem voltak olyan konnytiek, mint tavaly: tavaly az 1. és 4. feladatra 446,
illetve 394 teljes megoldds érkezett, idén ezek a szamok 381, illetve 271 voltak. Két
versenyzének (egyik az USA-b6l, a masik Nagy-Britanniabdl) sikeriilt megszereznie
a maximalis 42 pontot — tavaly a legmagasabb pontszam 35 volt.
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Voltak szervezett kirdnduldsok (elsésorban a didkoknak); koziilikk a legemlé-
kezetesebb a tordai sébanydk meglatogatasa volt.

A kovetkezd matematikai didkolimpidt Anglia rendezi Bath varosaban, 2019.
jalius 11-22. kozott.

Pelikan Joézsef

Az 59. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia feladatai*

Els6 nap

1. feladat. Legyen I' a hegyesszogli ABC haromszog koriilirt kore. D és E
legyenek az AB, illetve AC szakaszok olyan pontjai, amelyekre AD = AFE. A BD és
CFE szakaszok felezémerdlegesei a I' kor rovidebb AB, illetve AC iveit az F, illetve
G pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy a DFE és F'G egyenesek parhuzamosak
vagy egybeesnek.

2. feladat. Hatarozzuk meg azokat az n > 3 egész szamokat, amelyekre létez-
nek aj,asg, ..., ano valos szamok, amelyekre a, 11 = a1, ap42 = ag és

;i1 +1=a;190

teljestil minden i = 1,2,...,n esetén.

3. feladat. Nevezziik anti-Pascal hdromszognek szdmoknak egy olyan, szaba-
lyos haromszog alaki elrendezését, amelyben az utolsé sorbeli szamok kivételével
minden szam a kozvetleniil alatta 1év két szam kiilonbségénak az abszolut értéké-
vel egyenld.

Alabb lathaté egy példa egy olyan anti-Pascal haromszogre, amelynek 4 sora
van, és 1-t0l 10-ig minden egész szam eléfordul benne.

Létezik-e olyan anti-Pascal hdromszog, aminek 2018 sora van, és 1-t6l (1+2+...+
+ 2018)-ig minden egész szam eléfordul benne?

Masodik nap
4. feladat. Helynek nevezziik a stk minden olyan (x,y) pontjdt, amelyre x és
y olyan pozitiv egészek, melyek mindegyike kisebb vagy egyenld, mint 20.

Kezdetben a 400 hely mindegyike szabad. Anna és Balazs felvaltva zsetonokat
raknak a helyekre, Anna kezd. Anna minden 1épésekor egy 1ij piros zsetont helyez
egy még szabad helyre olymddon, hogy semelyik két piros zseton helyének tavolsaga

*Az olimpia honlapja: http://www.imo2018.org/.
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se legyen v/5-tel egyenls. Baldzs minden lépésekor egy 1j kék zsetont helyez egy
még szabad helyre. (Egy kék zseton &ltal elfoglalt hely tévolsdga barmely mésik
foglalt helytol tetsz6leges lehet.) A jaték akkor ér véget, ha valamelyik jatékos nem
tud 1épni.

Hatarozzuk meg a legnagyobb K értéket, amelyre igaz az, hogy Anna biztosan
el tud helyezni K darab piros zsetont, barhogyan is jatszik Baldzs.

5. feladat. Legyen a1, as, . . . pozitiv egészeknek egy végtelen sorozata. Tegyiik
fel, hogy van egy olyan N > 1 egész, hogy minden n > N-re
a a Gy a
Sy 2yl
az  ag an ai
egész szam. Bizonyitsuk be, hogy van egy olyan M pozitiv egész, hogy a,, = a1
minden m > M-re.

6. feladat. Az ABCD konvex négyszogre teljesiil AB-CD = BC' - DA. Az X
pont az ABC'D négyszog olyan bels6é pontja, amelyre teljesiil

XAB<«=XCD« é XBC«=XDA«.

Bizonyitsuk be, hogy BX A<+ DXC< = 180°.
Olimpiai valogatéversenyek (IMO, MEMO)

A 2019. évi IMO és MEMO versenyekre a csapatok kivdlasztdsa az ideihez
hasonléan valogatéversenyeken torténik. A lebonyolitds menete a KoMal. 2016.
szeptemberi szamaban leirtakhoz hasonld, az idei kiiras részletei elérhetok Dobos
Sandor honlapjan:

dobos.felhasznalo.fazekas.hu/olimpia/csapat.htm.

Budapest, 2018. augusztus Pelikan Jé6zsef, Dobos Sandor

Olimpiai el6készit6 szakkorok a 2018/2019. tanévben

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat dltal szervezett Olimpiai felkésziilés az aldbbiak
szerint torténik:

Budapest: az els6 alkalom szeptember 14-én lesz, utdna kéthetente pénteken, a Budapesti
Fazekas Mihaly Altaldnos Iskola és Gimnéziumban (Budapest, Horvath M. tér 8.),
14.30-t61, szakkorvezeté: Dobos Sdndor.

Csongrdd megye: az elsd szeptember 20-dn lesz, utdna kéthetente csiitortokon, a Szege-
di Tudomdnyegyetem Bolyai Intézetében (Aradi vértanuk tere 1., I. emelet, Riesz
terem), 15.00 és 17.00 kozott, szakkorvezetd: Kosztoldnyi Jozsef.

FErdds Pdl Matematikai Tehetséggondozo Iskola veszprémi és szolnoki foglalkozédsai 11-12.
évfolyamosok szdmara. Az egyes foglalkozdsokra a jelentkezést a didkok egyénileg vé-
gezhetik el az Erdds Iskola honlapjan: https://erdosiskola.mik.uni-pannon.hu/
index.php/foglalkozasok/jelentkezes-foglalkozasra.html. Az idei elsé foglal-
kozasok Szolnokon és Veszprémben is szeptember 28. és 30. kozott lesznek.
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Barangolas kockas papiron

Szeretjiik, ha egy szamsorozat &ltalanos tagja megadhatéd képlettel. Példaul
a paratlan szamok, a paros szamok, a haromszogszamok, a négyzetszamok elal-
litdsara gyorsan tudunk képletet adni. A szdmok megjelenitése egy-egy megfelel
figurdval sokat segithet a képlet el6allitasaban. A figuralis szamokat régen egyforma
kavicsokkal abrézoltak, ma kirakhatjuk ket példaul szines kupakokbdl.

A ,kockas papir” négyzetracsan is szemléltetheték ezek a szamok.

Az n-edik péaratlan szdm:
ap=n+Mn-1)=2n-1.
1 3 5 7
. Az n-edik péaros szam:
i a, = 2n.
2 4 6 8
Az n-edik haromszogszam:
ap=1+2+4.. . +n= w
1 3 6 10
Az n-edik négyzetszam:
an =n2.
1 4 9 16 ...

Milyen képlettel tudnank megadni a kdvetkezd szamsorozat n-edik tagjat?
(1) 1,5,13,25,41,61,85,113, 145,181, 221,265, ... .

Ha két szomszédos négyzetszam figurdjat egymaésra illesztjiik, azonnal lathatéva
valik a képlet.

Vagyis a sorozat n-edik tagja:

(2) an =n*+ (n—1)>%
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Az (1) sorozat szdmait latva érthetetlen lett volna, ha négyzetszdmoknak ne-
vezziik ezeket. Az dbrakat szemlélve viszont jogosnak érezhetnénk, de ez az elneve-
zés mar foglalt. Mivel a négyzetszamok megszokott abrajan minden kis négyzetnek
a kozepét is bejeloltiik, ezért ezeket a szamokat kozéppontos négyzetszamoknak
nevezi a szakirodalom. A kozéppontos négyzetszamok szemléltetésénél észrevehetd
az is, hogy egy pont van kozépen, és azt négyzet alaku pontrétegek veszik koriil.
Adott réteg minden oldala eggyel tobb pontot tartalmaz, mint a kordbbi réteg. FEzt
felhasznalva bevezethetjiik a kozéppontos sokszogszamok fogalmét is. Az dbrdn
példaként a kozéppontos hatszogszamok sorozatat szemléltetjiik kockds papiron.

1 7 19 ..

A (2) képlet esziinkbe juttathatja a Pitagorasz-tételt. Tekintsiik azokat a de-
rékszogli haromszogeket, amelyekben a két befogd hossza két egymést kovetd egész
szammal adhaté meg:

Az igy kapott m-edik derékszogii haromszog atfogdjanak hosszat az n + 1.

kézéppontos négyzetszam négyzetgyoke adja: ¢, = 1/ (n + 1)* + n?. Az dbrasorozat
harmadik tagja a jél ismert 3, 4, 5 oldalhosszisagokkal megadott Pitagorasz-féle
haromszog.

Van-e még a sorozatban Pitagorasz-féle hdromszog? A kérdésre az (n+ 1) +
+n? = ¢ mésodfoku diofantoszi egyenlet megoldésa adja a valaszt. Ezekkel a kér-
désekkel tanéran is foglalkoztunk, de az ilyen tipusi egyenletek megolddsa nem
szerepel a kozépiskolai tananyagban, ezért fliggvénytablazat, szamologép, illetve
szamitogép segitségével probaltak a didkjaink ilyen haromszogeket keresni.

A fliggvénytablazatban a ¢ < 100-hoz megtaldljuk a Pitagorasz-féle szamhar-
masokat. Ezek kozott csak egy tovabbi megfelelé van: 20, 21, 29. Grafikus sza-
molégéppel tovabbi szamharmasokat is kaptunk. A szadmol6gép tdblazatanak elsd

oszlopdban az n, a masodik oszlopdban a 4/ (n + 1)2 + n? értékeit irattuk ki. fgy
a ¢ < 1000-hez taldltunk még két megfelel6 haromszoget: 119, 120, 169, illetve 696,
697, 985.

Ovatosan kell kezelniink a szamologép tablazatdnak szamait. A szamolégép
példaul a 288, 289, 408 szamhdrmast is megadta, de ez nyilvanvaléan rossz, hiszen
a 2882 4 2892 utols6 szamjegye 5, mig 4082 utolsé szamjegye 4. A tablizat szamait

két tizedesre kerekitve a gép 408-nak vette a /2882 + 2892 ~ 408,001 -et.
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Szondy Daéniel szamitogéppel a ¢ < 225058 682 feltétel mellett Gsszesen 11
szamharmast talalt:

an by, Cn
1. 3 4 5
2. 20 21 29
3. 119 120 169
4. 696 697 985
5. 4059 4060 5741
6. 23 660 23661 33461
7. 137903 137904 195025
8. 803 760 803761 1136689
9. 4684659 4684 660 6625109
10. 27304 196 27304197 | 38613965
11. | 159140519 | 159140520 | 225058 681

Ezeket egyszerli "favagd” modszerrel kereste, ezért kijelenthetjiik, hogy eddig
teljes a lista. Az ennél nagyobb szamok keresése el6tt egy érdekességet vett észre.
Megfigyelte, hogy az els6 oszlopban a két egymdés utdn kovetkezd szam hanyadosa
5,83 koriili értéket vesz fel. Ezen érdekesség alapjan elkészitett egy 1j keresési
algoritmust:

A legnagyobb ismert ilyen a,, értéket (azaz a hdromszdg legrovidebb

3) oldaldnak hosszdt) szorozzuk meg az utolsd két szdm hdnyadosdval, és
ennek vegyiik az egészrészét, és csak az igy kapott szam kornyezetében
keresstiink megfeleld szamokat.

az,

Vagyis az 1j derékszogli haromszog legkisebb oldalanak hosszat [ ] kornyé-

An—1
kére varjuk. Ez a sejtés sikeresnek mondhatd, mert ilyen médon jelentés mennyiségii

1j szdmharmas adédott, de mar nem lehetiink biztosak listank teljességében:

an b, Cn
12. 927538 920 927538921 1311738121
13. 5406 093 003 5406 093 004 7645370045
14. 31509019100 31509019101 44560482149
15. 183648 021 599 183648 021 600 259717522849
16. 1070379110496 1070379110497 1513744654 945
17. 6238626 641 379 6238 626 641 380 8822750406 821
18. 36 361380737780 36361380737 781 51422757785 981
19. 211929657785 303 211929657785 304 299713796 309 065
20. | 1235216565974040 | 1235216565974041 | 1746 860020068 409

Mi lehet az a titokzatos 5,83 koriili szam?
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A megtalalt hiisz derékszogli haromszog két befogdja majdnem egyenld hosszi-
sagid. Minél nagyobb sorszamu haromszogeket néziink a sorozatbdl, annal jobban
az egyenlOszari derékszogli haromszogeket juttatjak az esziinkbe, amelyekben a be-
fog6 hosszanak v/2-szorése adja az atfogé hosszat. Ez adhatta azt a megérzést,
hogy az 5,83 és a /2 kozott keressiink kapcsolatot. Mivel 2v/2 4+ 3 ~ 5,8284, ezért

7 % = 2v/2 + 3 sejtést is megfogalmaztuk. A fenti majdnem egyenlSszari de-
rékszggﬁ héromszogeket a tovabbiakban réoviden MED haromszogeknek fogjuk ne-
vezni.

Az eddigi oldalhosszakat nézve rekurziv képletet is taldltunk:
ap41 = 6an —Qp—1+ 27
bn+1 = 6bn - bn—l - 27

Cn+1 = 6cp — Cp_1.

Probaltunk a Fibonacci-sorozathoz hasonlé explicit képletet adni az a.,-re.
A kisérletezgetések alapjan igaznak tlinik a kovetkezd képlet:

(3+2v2)" - (3—2v2)"
V2

ahol 1-nél nagyobb egész szam az n. Ez egy szép sejtés, de nem az a,,-re vart képlet.

(4)

=an + ap—1 +1,

Ezek utan utananéztiink az interneten, hogy vajon masok is foglalkoztak-e mar
a MED haromszogekkel, s ha igen, akkor 6k mire jutottak. Nem meglepé moédon
igen sok taldlatot kaptunk, a kérdésnek gazdag irodalma van. Sok érdekességre is
bukkantunk, ezek koziil — a teljesség igénye nélkiil — itt csak néhanyat emlitiink.
Az [1]-ben péld4ul taldlunk egy bizonyitést arra, hogy végtelen sok ilyen haromszog
van, és egy konstrukcidt is kapunk ilyenek eléallitasara. Az azonban nem deriil ki
ebbdl a bizonyitasbdl, hogy az igy konstrualhaté haromszogeken kiviil is vannak-e
MED héaromszogek.

A [2])-ben taldlunk egy rovid bizonyitdst arra nézve, hogy végtelen sok olyan
haromszogszam van, amely egyben négyzetszam is. Konnyi ellenérizni, hogy ha
H(n)= % (tehét az n-edik haromszdgszam) négyzetszdm, akkor H (4n(n+ 1))
is az. Ez a konstrukcié nem adja meg az 6sszes ilyen tulajdonsigu szamot, viszont
a [3]-ban olvashaté egy bizonyitds, ami megadja az Osszest. A [4] szerint pedig
Euler 1778-ban altaldnos formulat taldlt az Ej-ra, azaz a k-adik hdromszogszam-

négyzetszamra:

o ((3+2\/§)’“(32x@)k>2
k= NG .

Ezt azért tartjuk érdekesnek, mert nagyon hasonlit az a, + a,_1 + 1-re altalunk
taldlt (4) osszefiiggésre. Kis atrendezéssel kapjuk, hogy a, + an_1 + 1 = 4V E},.

A [2] egyik allitdsa haromszogszdm-négyzetszdmok és a MED hdromszogek
kozti szoros kapcsolatot is igazolja.
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Allitas: Végtelen sok MED haromszog van, s ezek oldalhossziségainak alta-
lanos alakja:

ANEL -1+ 8B, +1 4VE, + 14+ 8E; + 1
(f’“ ;r RT . VB + ;r i ;2\/Ek+\/8E;€+1>.

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az F1 =1 a (3,4,5), az Fy = 36 pedig
a (20,21,29) MED héaromszoget adja. Az érdekl6dé olvasé az allitas (kozépiskolds
ismeretekkel is kévethetd) bizonyitdsét a [2]-ben megtalalja.

Végiil [5] nem csak a majdnem egyenlészari derékszogii haromszogekkel, ha-
nem a majdnem derékszogi, ezen beliil a majdnem derékszogii egyenlOszariu ha-
romszogekkel is foglalkozik, s6t a hdromszogek e két osztdlya kozott kapcesolatot is
teremt.

Egy hiromszoget majdnem derékszogiinek neveziink, ha oldalaira 22 + y? =
= 22 £ 1 teljesiil. Ezek kozott mar sok egyenlészérit taldlunk. Ilyenek példaul az
(5,5,7), (29,29,41), (169,169, 239) vagy a (12,12,17), (70,70,99), (408,408,577)
haromszogek. Az elsé tipusba tartozd haromszogek szara épp egy MED héaromszog
atfogdja, alapja pedig ugyanebben a MED haromszogben a két befogd Gsszege.
A maésodik tipusba tartozé haromszogeknek az alapja két egymaést koveté MED
héromszog atfogdjanak a szdmtani kdzepe, szdra pedig a kisebbik MED haromszog
hérom oldaldnak Gsszege.

A kockds papiron a tovabbi barangoldshoz vélasszuk a KéMaL 1989/10. sza-
méban megjelent Gyakorlo feladatok egyetemi felvételire cimii 6sszeallitasbdl a ko-
vetkez6 feladatot:

1. feladat: Hatdrozzuk meg a K(—2;1) kizépponti ésr =5 egység sugard kor,
. CO11Y 4o S 13 , , , »
valamint az F (1, _I) fokuszi, y = — 7 vezéregyenesii parabola metszéspontjait.

Ez a feladat egy kicsit atszovegezve igy hangzik:

2. feladat: Hatdrozzuk meg a K(—2;1) kézépponti, r =5 egység sugard kor,
valamint az f(x) = 2% — 22 — 2 hozzdrendeléssel megadott fiigguény képének kézos
pontjait.

Nézziik roviden ennek a megoldasat, de természetesen ezzel az els6t is megold-
juk.

Legyen P(x;y) a feltételeknek megfelelé pont. Ekkor PK = 5, vagyis Pita-
gorasz-tétellel:

(5) (z+2)° + (y — 1) = 25.

A P pontnak a megadott masodfoku fiiggvény képére, a parabolara is illeszkedni
kell, ezért az

(6) y=ax>—22—2

Osszefiiggésnek is teljesiilnie kell.
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Az (5) és a (6) egyenletekbdl 4116 kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsai
adjsk a P pont koordinatait. Behelyettesitéssel az (z + 2)° + (22 — 2z — 3)2 =25
egyenlethez jutunk, amit

(7) ot — 4% — 2% 4 162 - 12 =10

alakra tudunk rendezni. Ha ennek a negyedfoku egyenletnek van egész megoldésa,
akkor az xt — 423 — 2?2 + 162 (ami egy egész szammal egyenld) oszthaté lenne ezzel
az x-szel. Vagyis ebben az esetben az x csakis a 12 osztdi koziil keriilhet ki.

A 12 osztéi: £12, £6, +4, £3, £2, +1. y
A tizenkét lehetdség kiprébaldsdval most j
szerencsénk van, mert megkapjuk a (7)
egyenlet 0sszes megoldasat:

1‘1:—27 Igzl, $3:2, I4:3.

A (6) felhasznaldsdval pedig megadhatd
a kapott négy kozos pont masodik koordi-
nataja is, vagyis a keresett pontok:

Pi(=2:6), P2(1;-3), P5(2;-2), Pu(3;1).

Szeretjiik, ha a gyakorlé feladatokat olyan szépre tervezik, hogy a megolddsok
egészek. Ebben az esetben is ez tortént. Adott volt a racson egy kor, amelynek
a kozéppontja racspont, sugaranak hossza pedig egész. Adott volt tovdbbé az x2
hozzérendelésti fiiggvény képének egy olyan eltoltja, hogy a tengelypontja récs-
pontra keriilt. Szerettiik volna, hogy legyen négy koézos pontjuk, és ezek racspontok
legyenek.

Van-e més elrendezés a fenti feltételek mel-
lett? Ha van, keressiink ilyeneket. Ha elkezdiink
rajzolgatni a kockds papiron, akkor hamar észre- Ry =55 P =Qu
vehetjiik, hogy specidlis elrendezést érdemes keres-
niink, mert ekkor gyorsan lehet sikerélményiink. X
Az origéban 4ll6 normaélparabola racspontjait be- T
jelolve egymasra rakott hirtrapézokbdl all6 torony
jelenik meg el6ttiink. Az épitmény egy egyenld Ry =S4 Pr=Qs

15¢
szaru derékszoglt haromszoggel indul, ahogyan ezt
s e 1 . K3
az dbrdan is lathatjuk.
Barmely ilyen hurtrapéz koré irt kore és P v P=Q
7z . 7 7z 2 = 2 3= E
a normalparabola ezek szerint négy racspontban ’ . '
2

metszi egymast. Vagyis végtelen sok olyan kort ta-
laltunk, amely a normélparabolat négy racspont- Ri= 55X ¥p, — 0
ban metszi. Vajon ezeknek a koroknek hol van K
a kozéppontja? Van-e kozottiik olyan, amelyiknek
a sugara egész?

ot

St Py
420 2 4z
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3. feladat: Vegyiik az f(x) = x? hozzdrendeléssel adott fiigguény képérél a
P,(n;n?), Qn(n+1;n%2 +2n+1), R,(—n — 1;n% +2n + 1); S, (—n;n?) pontokat,
ahol n eqy tetszbleges pozitiv egész szamot jelol. Igazoljuk, hogy a P,Q, RS, hir-
trapéz korilirt korének kozéppontja racspont. Adjuk meg a kézéppont koordindtdjat
és a kor sugardnak hosszdt.

Az dbra alapjan a P;Q, Ry S; hiirtrapézhoz a K1 (0;3) kozéppont és az r; = /5
sugar, a P9 RoSo hiirtrapézhoz a Ky (0;7) kézéppont és az ro = /13 sugér tarto-
zik. Mivel 3 = 12 +2, 7 = 22 + 3, ezért K, (0;n% +n + 1) a sejtésiink. Alkalmazzuk
most is a Pitagorasz-tételt a racson. Szamitasunk eredménye:

K,P, = KnQn =1/ n? + (Tl + 1)27

ami a sejtésiink bizonyitasat jelenti. Ezek alapjan a P, Q. R,.S, hurtrapézok koriil-
irt korének kozéppontja minden esetben rdcspont lesz: K, (0;n% +n + 1), a korok

sugardnak hossza pedig: r, = \/n2 + (n +1)%.

Az r,, akkor lesz egész szém, ha az n2 + (n + 1)? kézéppontos négyzetszam egy-
ben négyzetszam is. Mi 20 ilyen kozéppontos négyzetszamot talaltunk szamitogép-
pel. Vagyis akkor lesz a sugar hossza egész szammal megadhaté, ha K, P, = K,Q,,
egy MED héromszog atfogdja, és mar tudjuk, hogy végtelen sok MED haromszog
van.

Vizsgalataink alapjan kideriilt, hogy végtelen sok szimmetrikus dbra létezik,
ahol a normélparabolat négy racspontban metsz egy racskozepii, egész sugarhosszu-
saga kor. A kockas papiron rajzolgatva szerettiink volna a 2. feladatban latott to-
vabbi, nem szimmetrikus elrendezést is taldlni. A véletlen keresgélés nem kecsegte-
tett nagy reményekkel. Elsoként Ratki Barnabas szamitogép segitségével talalt egy
megfeleld 1j abrat. Szamoldssal ellendrizhetd, hogy az altala megadott A(15;20),
B(20; —15), C(24; —7), D(25;0) pontok illeszkednek az origd kdzépponti 25 sugarti
koérre, és az f(x) = (v — 21)2 — 16 hozzarendeléssel megadott fiiggvény képére is.
Ugyanennek az elrendezésnek kiilonbozo eltolt valtozatait masok is megtalaltak.

Ebben az irdsban izelitét szerettiink volna mutatni abbdl, hogy a fiizetlapunk
racsa milyen sok érdekességet tartogat szamunkra, milyen sok felfedezés varhat
rank, ha egy kicsit barangolunk a kockas papiron. Végezetiil egy rovid feladatsor-
ral szeretnék minden érdekl6dét biztatni erre a kalandozasra, tjabb és tjabb ér-
dekes kérdések megfogalmazdsara. A figurdlis szamokra vonatkozd bizonyitdsokat
féltétleniil szemléltessiik racson is. A kovetkezd feladatok kiilonb6zé nehézségiiek,
de reméljiik, hogy mindenki taldl kedvére valét.

Ajanlott feladatok

1. Adjunk meg néhany haromszogszamot, amely négyzetszam is.

2. Milyen figuralis szamot és hanyadikat kapjuk, ha az n-edik négyzetszambol
elvessziik az n-edik pozitiv paratlan szamot?

3. Adjunk meg két egymdst kdveté haromszogszamot, melyek kiilonbsége két-
jegyl négyzetszam.
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4. Adjunk az n-edik négyzetszdmhoz n-et. Igazoljuk, hogy az igy kapott szdm
egy haromszogszam duplaja.

5. Igazoljuk, hogy a 2n-edik haromszdgszam az n-edik négyzetszam és az
n-edik haromszogszam duplajanak az Osszege.

6. Egy hdromszogszamhoz adjuk hozza valamelyik szomszédjanak haromszo-
rosat. Igazoljuk, hogy haromszogszamot kapunk.

7. Az els6 kozéppontos négyzetszam az 1. Adjuk meg a 77. kdzéppontos négy-
zetszamot,.

8. Igazoljuk, hogy minden kézéppontos négyzetszam paratlan.

9. Mutassuk meg, hogy ha a (2n + 1)-edik négyzetszdmhoz hozzdadjuk az
n-edik vagy az (n + 1)-edik négyzetszdm négyszeresét, akkor kiozéppontos négy-
zetszamot kapunk.

10. Igazoljuk, hogy a kézéppontos négyzetszamok néggyel osztva egyet adnak
maradékul.

11. Igazoljuk, hogy egy haromszogszam négyszereséhez 1-et adva kdzéppontos
négyzetszamot kapunk.

12. Adjuk meg az n-edik kozéppontos hatszogszém képletét. (Az elsd ilyen
szém az 1.)

13. Igazoljuk, hogy ha a (2n + 1)-edik négyzetszdmbdl elvessziik az n-edik
hiromszogszam kétszeresét, akkor az n-edik hatszogszdmot kapjuk.

14. Igazoljuk, hogy ha az (n+ 1)-edik k6zéppontos négyzetszamhoz hozzdadjuk
az n-edik haromszogszam kétszeresét, akkor az n-edik hatszogszamot kapjuk.

15. Igazoljuk, hogy egy haromszogszam hatszorosahoz 1-et adva kézéppontos
hatszogszamot kapunk.

16. Adjunk meg egy-egy olyan pitagoraszi szdmharmast, amelyben a leg-
nagyobb szdm (vagyis a derékszogli hdromszog dtfogdjanak hossza): 5, 13, 25, 41,
61, 85.

17. Bizonyitsuk be, hogy a masodiktdl kezdve minden kézéppontos négyzet-
szam egy pitagoraszi szamhérmasban a legnagyobb tag.

18. Hasznaljuk a cikk 3. feladatanak jeloléseit.
a) Adjuk meg a P,Q, R, S, hiurtrapéz teriiletét n fiiggvényében.
b) Adjuk meg a K,,Q, K, +1S,+1 deltoid teriiletét n fiiggvényében.

19. Megadtunk a cikkben két nem szimmetrikus kor és parabola elrendezést
a kivant feltételek mellett. Van-e tovabbi ilyen elrendezés?

20. A cikkben szereplé n-edik nevezetes derékszogi haromszog befogéi a,,, by,
az atfogdja pedig c,,. Igazak-e a kovetkezd Osszefiiggések?

a) CnCp—1 = 2ap0n_1+ ap + ap_1 +2;

b) CnCn—1 = Apan_1 + bpby_1 + ]-7
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C) a'nbn—l + bnan—l + 1= ApAp—1 + bnbn—l;
d) a2 + a2 _| = 6ana,_1 + 2a, + 20,1 + 3;
e) 2(apt1 — apn) = Cpy1 + Cp.

21. Illeszkedik-e végtelen sok racspont az
1\2
@ (v+3)

(2 &)

2

egyenlettel megadott hiperbolara?

22. Hasznaljuk a cikk 3. feladatdnak jeloléseit. Adjuk meg n fiiggvényeként
a K,QnK,t+1Sn,+1 deltoid keriiletét. Lehet-e valamelyik deltoid minden oldal-
hosszanak mérészama egész szam?

Hivatkozasok

[1] https://proofwiki.org/wiki/Generator_for_Almost_Isosceles_Pythagorean_
Triangle

[2] http://www.fq.math.ca/Scanned/36-4/nyblom.pdf

[3] http://mathworld.wolfram.com/SquareTriangularNumber.html

[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Square_triangular_number

[5] https://www.hindawi.com/journals/ijmms/2016/5189057/

Koncz Levente, Szamadé Laszlo

% Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Egy szabdlyos n-szog alapt egyenes hasab lapatléinak szama, testatldinak
szama és a 24 valamilyen sorrendben egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjait
alkotjék. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit. (11 pont)

2. Tekintsiik a kovetkezo allitasokat.
A: Két irracionélis szam 6sszege mindig irraciondlis.
B: Van olyan szamsorozat, amely korldtos, nem monoton és nem konvergens.

C: Ha egy 6tpontu egyszer(i graf minden cstcsa legalabb harmadfoki, akkor
biztosan tartalmaz kort.

a) Dontsiik el, hogy igazak vagy hamisak az éllitasok. Vélaszainkat indokoljuk.

(8 pont)

b) Fogalmazzuk meg a C allitds megforditdsat. Dontsiik el, hogy igaz vagy
hamis az dllitds megforditdsa. Vélaszunkat indokoljuk. (4 pont)
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3. Egy négyszog két szomszédos oldalanak hossza 3, illetve 4 cm, koézbezart
szogiik 60°. A négyszog hur- és érinténégyszog is egyben.
a) Mekkora a négyszog mdsik két oldala? (7 pont)
b) Szémitsuk ki a négyszdg beirt és koré irt korének sugarét. (7 pont)
(Véalaszainkat cm-ben, két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.)
21

— 2741
fiiggvény. (7 pont)

4. a) Mutassuk meg, hogy az f(x) filggvény pératlan és korldtos

b) Egy gomb alakd higanycsepp n egyforma, kisebb cseppre esett szét. Ezéltal
a kis cseppek Osszfelszine éppen négyszerese lett az eredeti higanycsepp felszinének.
Hatarozzuk meg n értékét. (7 pont)

II. rész

5. a) Cinkelt érmét szeretnénk késziteni. A | Triikkos hatos” nevii jatékban ak-
kor nyeriink, ha az érme hatszori feldobasakor pontosan négyszer lesz fej és kétszer
fras. Milyen médon cinkeljiik az érmét (vagyis mekkora legyen a fej dobdsdnak a va-
16szintisége), ha a lehetd legnagyobb valésziniiséggel szeretnénk nyerni? (8 pont)

b) Legfeljebb hany kiilénb6z6 pozitiv primszam adhaté meg gy, hogy koziilitk
barmely hiarom Osszege is primszam legyen?

Adjunk példat a maximalis elemszamra és mutassuk meg, hogy tobb primsza-
mot nem tudunk megadni a kivant médon. (8 pont)

6. a) Egy csalddban hirom gyerek van: Anna, Béla és Csaba. Minden nap
kisorsoljdk, hogy ki vigye le sétaltatni kutyajukat, Buksit (egy kalapba teszik egy-
egy céduldra frva a neviiket, majd hiznak egy céduldt).

Hany olyan sorsolds van, amelynél egy hetes idoszakot véve, minden gyerek

sorra keriil a kutyasétaltatds sordn? (9 pont)
b) Igazoljuk (teljes indukciéval vagy mds mddszerrel), hogy ha n > 9 pozitiv
egész szam, akkor 2" > 32n. (7 pont)
7. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet: (8 pont)

1
tgx - sindx = ok

b) Adjuk meg azokat a t pozitiv egész szdmokat, amelyekre a fenti egyenletnek
a [2018;¢] intervallumon pontosan 2018 darab valés megolddsa van.

Szamitasaink soran a m minél pontosabb értékével szamoljunk. (8 pont)

8. Huizzunk érintSket az y = 22 parabola A(—1;1) és B(2;4) pontjaiba.

a) Irjuk fel az érinték egyenletét. (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy az érinték a C (%;72) pontban metszik egymast.
(2 pont)
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A parabola két részre osztja az ABC héromszoget, egy konvexre és egy kon-
kavra.

¢) Szdmitsuk ki az ABC' haromszog teriiletét. (5 pont)

d) Hatdrozzuk meg a konvex és a konkdv alakzat teriiletét. (6 pont)

9. A Biéstya SE sakkcsapata nemrég indult el6szor a nemzeti csapatbajnok-
sagban. Egy talalkozén 2 csapat kiizd meg egymassal, mindkét csapat 12 jatékossal
jatszik. Ennek a 12 jatékosnak van egy elOre rogzitett erésségi sorrendje és az egyik
csapat legerdsebbje jatszik a mésik csapat legerosebbjével, a masodik legerésebbek
is egymaéssal, stb. fgy egy talalkozén 12 partira keriil sor. Egy partinak 3 kimene-
tele lehet: gy6zelem esetén 1, vereség esetén 0, mig dontetlen esetén fél pontot kap
a jatékos. Tegyiik fel, hogy egy-egy parti kimenetele nem fiigg a jatékosok sakktu-
désatdl, mindegyik kimenetel egyforméan valészinii. A csapat altal elért pontszdmot
gy kapjuk meg, hogy 0sszeadjuk az egyes csapaton beliili jatékosok altal elért pon-
tokat.

a) Mutassuk meg, hogy csak gy lehet dontetlen (azaz amikor 6 pontot ér el
mindkét csapat) egy taldlkozd, ha egy csapaton beliil ugyanannyiszor nyernek és
veszitenek. (2 pont)

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy — a fenti feltételek mellett — a Béstya
SE dontetlent ér el els6 mérk6zésén? (7 pont)

¢) Mennyi annak a valdszintisége, hogy az els§ harom taldlkozéjuk dontetlen
lesz és a negyedik meccset megnyerik? Az egyes taldlkozokon elért eredményeket
egymaéstol fiiggetleneknek tekinthetjiik.

Viélaszainkat négy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (2 pont)

A csapat legjobb pontszerzdje 9 partit jatszott az idény folyamén. Az &ltala
szerzett pontok atlaga 3 mig a szordsnégyzete 5

d) Hatdrozzuk meg, hogy a jatékos hdny partiban nyert, vesztett illetve ért el
déntetlent. (5 pont)

Fridrik Richéard (Szeged)

Tajékoztato a folydirat el6fizetésérol

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok megrendelheté a kiadénal,
a MATFUND Alapitvanyndl a szerkesztOség cimén; valamint a koévetkezd ci-
men: http://www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml. El6fizetési dij
a 2018-2019-es tanévre (2018 szeptemberétsl 2019 mdjusdig) 8100 Ft. Azonos cimre
kiildend6, 6-nél nagyobb példanyszamu megrendelés esetén a csoportos elofizetési
dij a kordbbi évekhez képest valtozott, a részletes arak a fenti oldalon olvashatdk.
Csekket és szamlat a szeptemberi szammal egytitt kiildiink, a fizetés csak ezutan
torténhet.

Lapunk eldfizetdi az eldfizetett példiny cimlapjan ldthatd eldfizetéi azonosito
segitségével a kitiizott feladatainkhoz mdr a lap nyomtatott vdltozatdnak megjelené-
sével egyidejileg hozzdaférhetnek.
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A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat (BJMT) tagjai dltal igénybevehetd ked-
vezményekrol kérjik, olvassa el a Tdrsulat honlapjin a ,Tagsdgi informdciok™at:
www.bolyai.hu.

Azok, akik az idén kérik felvételiiket a Bolyai Jdanos Matematikai Tarsulatba,
felvételi kérelmiik elbirdlasa utén (legkdzelebb varhatéan oktéberben) értesitést és
tagdijbefizetési csekket kapnak, ezért kiilon nem sziikséges elobb jelentkezniiik.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok példanyonként 950 Ft-ért meg-
vasarolhaté a szerkesztOségben.

Kérjiik versenyzbéinket, hogy a KéMal. 2018-2019-es tanévi matematika, fizika
és informatika pontversenyének versenykiirdsat figyelmesen olvassak el!

Versenykiiras*
a KoMalL 2018-2019-es tanévre kiirt pontversenyeire

A most indulé pontversenyek 2018 szeptemberétél 2019 méjusdig tartanak,
havonta az Ujonnan kitlizott feladatcsoportok megoldasait lehet bekiildeni.

Kedves Versenyz6nk!

Matematikabol, fizikdbdl és informatikabol, 6sszesen 21 kategéridban inditunk
kiilonféle nehézségii pontversenyeket. Ezek a versenyek 9 hénapon keresztiil, 2018
szeptemberétol 2019. junius elejéig tartanak. Minden honapban 4j feladatokat ti-
ziink ki, és a megolddsokat a kovetkezd hoémap elejéig kiildheted be. A verseny
végeredményét 2019. szeptemberi szamunkban hirdetjiik ki. A dijakat jovo Osszel,
a KoMalL Ifjusagi Ankéton adjuk at.

Pontversenyeinkben a részvétel a 2018/2019-es tanévben is téritésmentes. Kér-
jiikk azonban versenyzoink sziileit, hozzatartozoit, vagy az Oket tdmogatd intézmé-
nyeket, cégeket, hogy el6fizetésiikkel és adoményaikkal segitsék Lapunk fennmara-
dasat.

Nevezés a versenyre

Versenyeinkben minden &altaldnos iskolas és kozépiskolas kort tanuld részt
vehet.

Az Eurépai Unié Altalinos Adatvédelmi Rendelete (GDPR) értelmében sziiléi
engedély sziikséges a 16 évesnél fiatalabb versenyzoink adatainak nyilvantartdsdhoz.
Az 6 esetiikben egy sziiléi nyilatkozatra is sziikség van. Adatkezelési szabalyzatunk
a https://www.komal.hu/info/adatkezeles.h.shtml cimen olvashaté.

Regisztracié

Ha még soha nem vettél részt a KoMal versenyeiben, az els6 1épés a regisztra-
ci6 a honlapunkon (https://www.komal.hu/u?a=reg). A regisztricié soran alap-
vetd adatokat (név, iskola, osztdly, e-mail cim) kériink. A késébbi bejelentkezéshez
sziikséges jelszavadat e-mailben kiildjiik el.

A nagyon gyakori csalddnevii versenyzéknek (Horvéth, Kiss, Varga stb.) java-

soljuk, hogy valasszanak egy haromjegyii jelz6szamot, amit masodik vezetéknév-
ként haszndlnak (pl. Kiss 349 Anna, Szab6 344 Péter). Kérjiik, hogy mind a re-

*Kérjiik, hogy azok is figyelmesen olvassék el a versenykiirdst, akik tavaly mar részt
vettek valamelyik versenyiinkben.
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gisztraciokor, mind pedig a tanév soran bekiildott dolgozataidon is minden esetben
az igy kibovitett nevet hasznald.

A sikeres regisztracié utdn adhatod meg tovabbi adataidat (pl. levelezési cim:
ide szoktuk kiildeni az érettségizettek oklevelét; felkészits tandrok neve), és nyilat-
kozhatsz a részletes pontszamok nyilvanossagarol vagy egyes konkrét versenyekben
vald részvételrdl.

Ha kordbban mar regisztraltdl, akkor nincs sziikség ujabb regisztraciora; a ta-
valyi jelszavadat tovabbra is hasznalhatod; ugyanakkor sziikséges lesz a személyes
beallitdsaid attekintése, feliilvizsgélata.

Az egyes pontversenyekre az els6 dolgozat bekiildésével nevezhetsz be.

A versenyekbe a tanév soran késébb is be lehet kapcsolédni.

FONTOS! A versenyben csak a regisztracié utan bekiildott megol-
dasokat értékeljiik! Regisztracié nélkiil bekiildott megoldasokat utdlag
sem vesziink figyelembe!

Az osztalyok szamozéasa

A KoMalL versenyeiben az osztalyokat 1-t61 12-ig szamozzuk. Lehet, hogy a sza-
mozas nem azonos az iskoldban hasznalt szammal. Azok szamitanak 12. osztélyos-
nak, akik most kezdik az érettségi vizsga el6tti utolsé évet. 11. és 10. osztalyosnak
szamitanak azok, akik varhatéan 2020-ban, illetve 2021-ben fejezik be a kozépisko-
lat.

Azok, akik 8 4+ 5 éves képzésben vesznek részt, példaul a nyelvi el6készitd osz-
talyok tanuldi, két egymas utdni évben is 9. osztalyosnak szamitanak. Kérjiik, ha
az osztalyod sorszama nem 1-gyel nott tavalyhoz képest, ezt jelezd a szerkesztOség-
nek e-mailben.

A regisztracié médositasa

A regisztracié utan az azonositashoz sziikséges adataidat (név, iskola, osztéaly,
e-mail cim) 6nélléan nem médosithatod. Ha ezek megvaltoztak, kérjiik, hogy fordulj
e-mailben a szerkesztOséghez.

Mindenkit 6vunk a regisztracié 6nkényes megismétlésétol, a tobbszoros regiszt-
raciotol. Nincs olyan helyzet, amikor a tobbszoros regisztracié segitene; csak még
nagyobb zavart okoz. (Ugye nem szeretnél kétszer szerepelni a pontversenyben,
feleakkora pontszdmmal?)

Arcképek

Ha szeretnéd, hogy fényképed megjelenjen honlapunkon a pontverseny eredmé-
nyében, kiildd el a szerkesztOségnek e-mailben. Ha lehet, valassz vildgos, egyszinii
hétteret. A képeket tobbnyire atméretezziik és megfelelé méretiire vagjuk, ezért
érdemes nagyobb felbontast hasznalni.

Matematika versenyek

Négyféle versenyt inditunk, névekvé nehézségi sorrendben K, C, B és A kate-
géridban. Egy tanulé tobb pontversenyben is indulhat, de K-ban és B-ben egyszerre
nem. Ha kilencedik osztalyos vagy, akkor a személyes beallitasaid kézott nyilatkoz-
hatsz, hogy melyik versenyben szeretnél részt venni.

Mindegyik versenyiinkre érvényes, hogy egy feladatra csak egy megoldast
értékeliink.
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Természetesen 6rommel varunk altaldnositasokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, sot, a pontver-
senyen kiviil kiilond{j forméjaban is elismerjiik.

K-jelii matematika feladatok — az ABACUS és a KoMaL, K6z6s pontversenye
Kilencedikes Kezd6knek

A K-pontversenyben csak kilencedik osztalyosok indulhatnak. Azoknak ajanl-
juk, akik még csak most ismerkednek a K6Mal-lal. Szeptembert6l marciusig hét for-
duléban, havonta 6t feladat jelenik meg; ezek koziil harom feladat az ABACUS
pontversenyével kozos. Mindegyik feladat teljes megoldasa 6 pontot ér. A feladato-
kat az ABACUS matematikai lapok bocsatja a KoMal rendelkezésére.

Az ABACUS pontversenyében tovébbra is az altaldnos iskolak 3-8. osztélyos
tanuldi vehetnek részt.

C-jeld matematika gyakorlatok

A C-pontverseny gyakorlatait azoknak az olvasdinknak ajanljuk, akik til ne-
héznek vagy szokatlannak taldljak a B és az A kategoria feladatait. Itt rendszeresen
kozliink az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat, azok talal-
hatnak itt kedviikre valét, akik valamivel — de nem sokkal — szeretnének tullépni
az iskolai matematika keretein, vagy emelt szintili érettségit kivannak tenni mate-
matikabdl.

A gyakorlatok egy része altalanos iskoldsoknak is ajanlhatd, méas résziik azon-
ban a 11-12. évfolyam tanulméanyaira tdmaszkodik. Minden hénapban hét gyakor-
latot tliziink ki, ebbdl az 1-5. gyakorlatokra a legfeljebb 10. évfolyamosok, a 3-7.
gyakorlatokra pedig a 11-12. évfolyamosok kiildhetnek be megoldast. Minden dol-
gozatra legfeljebb 5 pont kaphato.

A C-pontversenyt harom korcsoportban értékeljiik: 1-8., 9-10., illetve
11-12. osztalyosok.

B-jeld matematika feladatok

A B-pontversenyben havonta 6sszesen nyolc feladatot tiiziink ki, de havonta
mindenkinek legfeljebb hat megoldédséat szamitjuk be a pontversenybe (amelybe
azonban el6szor a nem versenyszeriieket szamitjuk be, 1ldsd lejjebb). Az eredményes
versenyzéshez tehat nincs sziikség valamennyi feladat megoldéséra; ki-ki gondolja
végig, mely példakkal foglalkozna szivesen, hogyan érhetné el a legtobb pontot.

A B-feladatok sorrendje megfelel az iskolai tananyagnak: egy feladatsoron beliil
az alacsonyabb sorszamuakat ajanljuk a fiatalabbaknak. A feladatok — szandékaink
szerinti — nehézségét a kozolt pontszam jelzi (t6bbnyire 3-6).

A B-pontverseny eredményét 6t korcsoportban tartjuk nyilvan: a 8. évfolyamig,
a 9., 10., 11., illetve 12. évfolyamokban.

A -jelii nehezebb matematika feladatok

Az A-pontverseny a legfelkésziiltebb didkok szamara jelent kihivast. Azoknak
ajanljuk, akik tudoméanyos kutaté palydra vagy nemzetkozi versenyekre késziilnek.

Havonta harom A-feladatot tiiziink ki, mindegyik feladatra legfeljebb 7 pont

kaphaté. Az A-verseny résztvevéit nem kiilonitjiik el évfolyamonként, mindannyian
egylitt versenyeznek.
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Fizika versenyek

Héromféle fizika versenyt inditunk: M, G és P kategéridban. Egy tanulé tobb
pontversenyben is indulhat, de a G- és a P-pontversenyek koziil csak az egyiket
valaszthatja. A legfeljebb 10. osztdlyosoknak honlapunkon, a személyes beallitasaik
kozott kell nyilatkozniuk, hogy a P és G versenyek koziil melyikben kivannak részt
venni.

Természetesen 6rommel varunk altaldnositdasokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, s6t, a pontver-
senyen kiviil kiiléndij formajaban is elismerjiik.

M-pontverseny — fizika mérési feladatok

Havonta egy mérési feladatot tiiziink ki, valamennyi korosztdly szaméra kozo-
sen. A feladatok megolddsaval 6-6 pontot lehet szerezni.

A mérés elvégzéséhez szabad egy személy (csalddtag, osztalytdrs, bardt) se-
gitségét is igénybe venni. A segité személy adatait a mérési jegyzbkonyv elején
a versenyz6 adatai mellett tiintessétek fel. Idén elsd alkalommal (kisérleti jelleggel)
megengedjiik, hogy a mérést két versenyzo kozosen, méréparban végezze el. A mé-
répar tagjai — akik jarhatnak kiilonbozé iskoldba és kiilonb6z6 évfolyamokba — egy-
méstol fliiggetleniil nevezzenek be az M pontversenybe. A mérésiik jegyz&konyvét
elegendé 1 példanyban bekiildeni, de annak fejlécén minden hénapban szerepeljen
mindkett6jiik neve, iskoldja, osztalya, e-mail cime. A mérési jegyz6konyvért jard
pontszdmot a mérépar mindkét tagja kiilon-kiilon megkapja.

G-jeli fizika gyakorlatok

A G-pontversenyben legfeljebb 10. osztalyosok vehetnek részt. Azoknak az ol-
vasdinknak ajanljuk, akik til nehéznek vagy szokatlannak taldljak a P-feladatokat.
Toébbnyire az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat talalnak
a versenyzok, igy azok is eséllyel indulhatnak, akik még nem rendelkeznek feladat-
megoldé rutinnal, de a gyakorlatok megoldasaval és bekiildésével felkésziilhetnek ar-
ra, hogy a kovetkez6 években eredményesen szerepelhessenek a P-pontversenyben.

Minden hénapban négy G-gyakorlatot tlizlink ki, az elérhet6 pontszamokat
a feladatok utan feltiintetjiik. Mindenki szabadon valaszthat a kitlizott gyakorlatok
koziil, de havonta legfeljebb harom feladat megolddsat (elészor a nem verseny-
szerlieket) szdmitjuk be a pontversenybe. A G-pontversenyt hdrom kategdridban
(legfeljebb 8. évfolyam, 9., 10. évfolyam) kiilon-kiilon dsszesitjiik és értékeljiik.

P-jeli fizika feladatok

Havonta kb. tiz elméleti feladatot tiiziink ki, nem nehézségi, hanem az életkor-
nak megfelel$ sorrendben. A pontszdamokat a feladatok utén feltiintetjiik. Mindenki
szabadon valaszthat a kitizott elméleti feladatok koziil. Az 1-8. évfolyamosok-
nak havonta legfeljebb harom, a 9-12. évfolyamosoknak legfeljebb &t
megolddsat szamitjuk be a pontversenybe (azonban eldszor a nem versenyszerti-
eket).

Az elméleti versenyt korosztdlyonként (8. éviolyamig, 9., 10., 11., 12. évfolyam)
kiilon-kiilon osszesitjiik és értékeljiik.
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Informatika versenyek

I-pontverseny — informatika alkalmazasi és programozasi feladatok

Havonta hérom I jeld és egy I/S jelii feladatot tiiziink ki. A feladatok egy
része altalanos iskoldsoknak is ajanlhatd, nagyobb része azonban a kozépiskolai ta-
nulményokra tdmaszkodik. Alapvet6 célunk, hogy e feladatok segitsék a felkésziilést
az informatika versenyekre és az emelt szintli érettségire. Minden hénapban a négy
kitiizott feladatbdl a harom legmagasabb pontszamot elért feladat pontszamat szé-
mitjuk be az I pontversenybe.

Az I-pontversenyben minden hénapban egy programozasi, egy informatika al-
kalmazéi feladatot, valamint egy érdekes problémat tiiziink ki. Ez utébbi tartalma-
ban vagy a megoldas eszkozében szokatlan: Lehetséges, hogy egy kevésbé ismert
szoftver megismerése sziikséges hozza, vagy egy kiegészité programcsomag segit-
ségével pl. grafikus feliilet programozéasat igényli. A feladatok egyike jellegében és
forméjaban is lényegében megegyezik az érettségin kitiizott feladatokkal, ezt az (E)
betiivel jelezziik a feladat sorszdma mellett. Versenyzbink ezen feladatok megolda-
saval a vizsgédra val6 felkésziilést gyakorolhatjak és lemérhetik tudasukat.

Az 1/8 jelii feladatok az I jeli programozasi feladatokndl nehezebb, de az S je-
lieknél kénnyebb programozési feladatok. A megolddshoz sziikséges ismeretek és
algoritmusok megtalalhaték a két verseny honlapjan, a http://tehetseg.inf.
elte.hu/nemes és a https://www.oktatas.hu/kozneveles/tanulmanyi_
versenyek/oktv_kereteben/aktualis_versenyidoszak oldalakon.

S-pontverseny — nehezebb programozasi feladatok

Az S pontverseny egy S-jelii nehezebb programozasi feladatbdl és az I-pontver-
senyben is résztvevd I/S feladatbdl 4ll. Mindkét feladat a programozési versenyekre
valé felkésziilést szolgalja. A megoldashoz sziikséges ismeretek és ajanlott algorit-
musok korét a Nemzetkozi Informatikai Didkolimpidkon alkalmazott angol nyelvii
lefras (IOI Syllabus) tartalmazza, ldsd https://ioinformatics.org/files/ioi-
syllabus-2018.pdf. Az S és I/S feladatok értékelésénél az eredmény helyességén
kiviil azt is figyelembe vessziik, hogy az algoritmusok mennyire hatékonyak, nagy-
méretli bemend adatok esetén is lefutnak-e a megadott id6korlaton beliil.

A feladatok megjelenése

Uj feladatokat havonta, szeptembertol méjusig tliziink ki. A feladatokat meg-
taldlod nyomtatott szamunkban és honlapunkon.

Honlapunkon a feladatokat, szeptember kivételével, az adott hénap 28. nap-
jan hozzuk nyilvanosségra. Elofizet6ink azonban a lap nyomtatott véaltozatanak
megjelenésével egyidejiileg, azonnal elérhetik a feladatok szovegét, és elkezdhetik
a munkat. Amennyiben eléfizettél a KéMalL-ra, a személyes bedllitasaid kozott add
meg el6fizetdi kédodat. Az el6fizetdi azonositét megtaldlod a szeptemberi szam cim-
lapjara raragasztott cimkén.

Azok az el6fizetéink, akik (példdul életkorukndl fogva) nem versenyzdink, re-
gisztracid és az eldfizetéi kdéd megaddsa utdn, a versenyzdékkel egyiitt szintén elér-
hetik a feladatok szovegét.

Egy elofizet6i kodot csak egy személy hasznalhat.
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A dolgozatok tartalma

Kérjiik, tanulmanyozd a korabbi szamainkban és honlapunkon megjelent meg-
oldasokat, ezek sokat segithetnek annak megértésében, hogy milyen formét és rész-
letességet varunk el a bekiildott megoldasoktol.

Matematika és fizika elméleti megoldasok

A megoldés leirdsa azt jelenti, hogy az olvasét végigvezeted a megolddsod
lépésein. Torekedj a rovid, olvashatd lefrdsra. Prébald még egyszer atgondolni
a lépések sorrendjét, és leroviditeni a megoldast. A gondos leirds sok idét igényel;
ne hagyd az utolsé pillanatra.

Maximalis pontszam csak teljes megoldasért jar; puszta eredménykozlésért
nem adunk pontot. A kimondott allitasokat igazolni kell. Levezetés és hivatkozas
nélkiil csak a kozépiskolai tananyagban szerepl6 tételeket fogadjuk el. Kozismert
tételekre (pl. Menelaosz-tétel, Holder-egyenl6tlenség stb.) elegendé a neviikkel hi-
vatkozni, egyéb esetekben ki kell mondani a felhasznalt tételt, és fel kell tiintetni
az idézett forrdst (cim, oldalszdm vagy internet-cim). Tételekre valé hivatkozédskor
azt is meg kell mutatni, miért teljesiilnek a tétel feltételei, és hogyan kovetkezik
a tétel allitasabol a bizonyitds gondolatmenetének kovetkezo 1épése.

Tobbszor el6fordult mér, hogy egy-egy feladat szerepelt valamely példatarban,
vagy megtaldltdk az interneten. Arra is lattunk példat, hogy egy folydiratcikkben,
vagy éppen a KoMaL egy korabbi feladatdban a feladatban kitlizottel lényegében
ekvivalens, vagy anndl dltalanosabb allitds bizonyitasa szerepelt. Célunk tovabbra
is versenyzoink problémamegoldé képességének fejlesztése, nem pedig a keresOprog-
ramok tesztelése, ezért nem adunk pontot azokra a dolgozatokra, amelyek
csak a megoldas helyét kozlik, vagy azt mutatjak meg, hogy a feladat
egy nehezebb tétel specidlis esete vagy trividlis kovetkezménye; a vég-
eredményhez vezet6 megoldast részletesen le kell irni.

Ha a megolddshoz koényvekben vagy az interneten taldlt irdsokat hasznalsz fel,
és ezekbdl idézel, tiintesd fel a felhasznalt forrdsokat.

A hosszabb, 6sszetettebb gondolatmeneteket érdemes tagolni, részekre bonta-
ni; hasznélj, bekezdéseket, részeket, cimeket és alcimeket. A kiilonbozé segédallité-
sokra, képletekre és abrakra konnyebb hivatkozni, ha megszamozod.

A geometria feladatok megolddsanak fontos részei az abrék, amelyeken kévetni
és ellendrizni lehet a 1épéseket. Mindig rajzolj dbrat, az abra nélkiili megoldasokat
nem tekintjiik teljesnek. Bonyolultabb abrak esetén az egyes geometriai objektu-
mokat szovegesen is definidld (pl. ,legyen P’ a P pont tiikérképe az e egyenesre”).
Elektronikus bekiildés esetén tigyelj a megfeleld felbontasra. A felbontéds akkor meg-
felel6, ha a szamitégép képernyGjén elfér, és a fontos részletek is jok kivehetdek.
A jé dbra mérete tobbnyire 500-1000 pixel kozott lehet.

A matematika példik megolddsaként csupdan szamitégépes programot nem
fogadunk el! Ha harmincndl tobb esetet vizsgdlsz, pedig lényegesen le lehetett volna
sziikiteni az esetek szdmdt, azt is agy tekintjiikk, mintha programot irtal volna.

Mérési feladatok

A mérési jegyzOkonyv feltétleniil tartalmazza a mérés elvének attekintheto le-
frasat (a mérési elrendezés vazlatos rajzdval, esetleg fotdkkal), megfeleld szdmu és
pontossagi mérési adatot (dttekinthetd tablazatban, a mértékegységeket is meg-
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adva), a mérési adatok kiértékelését (lehetSleg grafikusan dbrdzolva), és a hiba
nagysagrendjének becslését. A mért és szamitott mennyiségeket ne adjuk meg in-
dokolatlanul sok tizedesjeggyel, hanem csak a becsiilt hibaval 6sszhangban allé
pontossaggal. A mérési jegyzékonyv legyen viszonylag témor, de annyira dttekint-
hetd, hogy annak alapjan barki meg tudja ismételni a leirt mérést. Nagyon sok
(50-nél tobb) mérési adat esetén elegendd azoknak csak egy ,reprezentativ’ részét
bekiildeni és a tobbinek csak az atlagét kozolni. A 6 oldalndl hosszabb jegyz6konyv
tartalmazzon egy rovid (kb. 1/2 oldalas) osszefoglaldst.

Informatika megoldasok

Fontos a feladatok be/kimenetének helyes és pontos kezelése. A standard I/0O-
rél tobb feladat megoldasa kapcsan is irtunk, a lefrdst tartalmazé stdio.pdf f4jl
honlapunkon elérhet6 a https://www.komal.hu/verseny/stdio.pdf cimen.

Az I-jelli programozasi feladatok megoldaséat Basic, C, C++, C#, Java, Pascal,
Python nyelvek egyikén kell elkésziteni. A fejlesztéshez barmilyen fejlesztékornyezet
(IDE) hasznalhatd, azonban az értékelés mindenképpen a kovetkezdkkel torténik:

e Code::Blocks 17.12 (MinGW) GCC 5.1,

e FreePascal 3, Lazarus 1.8,

e Visual Basic, C++, C# Visual Studio 2013 Express,
Python IDLE 3.7,

NetBeans 8.2 JDK 8, Eclipse Java Oxygen 3.

Bekiildés elott ellenérizd, hogy a forraskdd a fenti listdban szereplé eszkozzel
is fordithato, illetve helyesen miikodik.

Az I-pontversenyben kitlizott alkalmazéi feladatok megoldasdhoz a Microsoft
Office 2013/2016 vagy a LibreOffice 6.1 vagy az OpenOffice 4.1 irodai szoftver-
csomagok valamelyike hasznalhaté. A tovabbi hasznalhaté alkalmazasokat egy-egy
feladat leirdsa tartalmazza, ezek jorészt szabadon folhasznéalhatd programok, eset-
leg kereskedelmi szoftverek idékorldtos prébavaltozatdhoz kapcsolédnak.

Az 1/S és S-jelii feladatok megolddsat C, C++, Pascal vagy Java nyelvek va-
lamelyikén kell elkészitened. A megolddshoz dokumentéciot kell irnod és a forras-
kédot kommentekkel kell kiegészitened. A kiilonallé dokumentéacidoban a megoldas
elvi menetének, algoritmusanak ismertetését varjuk. A forraskéd kommentezésének
lényege, hogy segitségével — a dokumentacié ismeretében — kénnyen megértheto le-
gyen az egyes kodsorok, kédrészletek feladata, szerepe a megoldas menetében.

Az1/S és S-jelii feladatok megoldédsét ahttp://mester.inf.elte.hu automa-
tikus értékeld rendszer segitségével kiprébalhatod, tesztelheted. Egyszer(i regiszt-
racié utdn (pl. Google azonositéval) a kitiizott feladatok megtaldlhaték a K6MaL
2018/19 téma alatt. Innen letolthetd a feladatok értékeléséhez hasznalt tesztal-
lomanyok egy része. Az értékel6 rendszernél fontos a formai szabélyok betartasa,
mivel az értékelés a program kimenete alapjan torténik. Javasoljuk, hogy figyelme-
sen olvasd el a http://mester.inf.elte.hu/faces/tudni.xhtml leirast és an-
nak megfeleléen jarj el. A feladatok megolddsat (a forraskédot és a dokumentéciot)
a KoMaL honlapon az Elektronikus Munkafiizetbe to6ltsd fel.
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A megoldasok elkészitése és bekiildése

Megoldasokat e-mailben nem fogadunk.

A matematika és fizika dolgozatokat postan kiildheted be, honlapunkon meg-
szerkesztheted vagy kész fajl formajaban feltoltheted. Az informatika feladatok
megoldasat csak elektronikusan adhatod be.

A dolgozatok bekiildése postan

A matematika és fizika feladatok megoldasdt papiron leirva vagy nyomtatva,
postan is bekiildheted.

A szerkeszt6ség munkatarsainak altaldban nagy mennyiségti dolgozatot kell r6-
vid id6 alatt feldolgozniuk. A postan bekiildott dolgozatok szétvalogatasa, javitdsa
és a pontszamok gyors konyvelése akkor lehetséges, ha betartod az aldabbi formai
kovetelményeket:

e Minden egyes megoldas kiilon lapra keriiljon. Ez azért nagyon fontos, mert
a kiilonboz6 feladatok mas-mds javitéhoz keriilnek. A lapok A4 méretiiek (kb.
21 x 30 cm) legyenek.

e Minden egyes bekiildott dolgozat bal fels6 sarkaban nyomtatott betiikkel sze-
repeljen:

o a példa betiijele (A, B, C, K, M, G vagy P) és szdma pirossal,
o a teljes neved és osztalyod,

o az iskolad neve varosnévvel egyiitt,

o az e-mail cimed.

e Minden egyes postan kiildott megoldast — feladatonként kiilon-kiilon — négyrét
hajts 6ssze (tobb lapbdl all6 dolgozatokat egybe) gy, hogy a fejléc kiviilre
keriiljon.

Azokat a dolgozatokat, amelyeken nincs feltiintetve osztdly és iskola varosnév-
vel egyiitt, nem értékeljiik; azokat, amelyek tobb feladat megoldasat tartalmazzék
egy lapon, vagy kiilalakjuk miatt értékelhetetlenek, nem versenyszeriinek tekintjiik.

Postai bekiildés esetén a dolgozatokat a kévetkez6 cimre varjuk:

Ko6MalL feladatok
Budapest 112, Pf. 32. 1518

A matematika és a fizika feladatokat kozos boritékban is bekiildheted. Ugyelj
a helyes cimzésre. A rossz cimre kiildott dolgozatokat nem tudjuk értékelni.

A postan bekiildott megoldasokhoz kisérdjegyzéket kériink a minta szerint,
a boritékban egy kiilon papiron felsorolva az Osszes bekiildott dolgozat jelét és
szdmat. A név, osztaly és iskola feltétleniil szerepeljen a kisér6jegyzéken!

Kisérojegyzék

Szabé 172 Istvan 10. évf.

Miskolc, Foldes Ferenc Gimn.

A 2019. évi 6. szambdl a kovetkezd feladatokra kiilldok megoldast:

B. 4966., B. 4968., B. 4969., B. 4971., B. 4973.
Osszesen 5 dolgozat.
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A megoldasok on-line szerkesztése az Elektronikus Munkafiizetben

Az Elektronikus Munkafiizet a honlapunk része. Webes feliilet, amely lehet&-
séget ad a megoldéds kozvetlen beirdsara, szerkesztésére. A megolddsaidat médosit-
hatod, atszerkesztheted a bekiildési hataridéig.

Képletek szerkesztéséhez a TEX rendszert hasznaljuk. Javasoljuk, hogy honla-
punkon jérd végig a TeX tanfolyamot (https://www.komal.hu/mf?a=tk).

Kész fajlok feltoltése

Megoldasaidat az otthoni vagy iskolai szamitégépeken is elkészitheted, és a kész
fajlt honlapunkon feltoltheted. Kérjiik, hogy szoveges dokumentumok esetén a tobb-
féle operécids rendszerben olvashaté PDF formatumot haszndld. A dokumentum
elején ugyanolyan fejléc (tehat a feladat szdma, név, osztdly, varos, iskola, e-mail
cfm) szerepeljen, mint a postén kiildétt dolgozatokon.

Kézirassal késziilt megoldast csak postai titon fogadunk el. Ha kéz-
zel rajzolsz abrat, és azt jél lathaté minGségben beszkenneled, majd beilleszted
a megoldasba, azt elfogadjuk.

Az informatika megoldasok bekiildése

Az informatika feladatok megoldasait kizardlag elektronikus forma-
ban, a K6MaL honlapjan kiildheted be. Amennyiben a megoldds tobb fajlbdl
all, gy egy, a fajlok mindegyikét és a dokumentdciot is tartalmazd, a feladat sor-
szaméval egyez6 nevii mappat kell ZIP témoritéssel becsomagolva egyetlen fajlként
bekiildened. Ugyelj arra, hogy a téméritett dllomanyokba futtathaté fajlok (pl.
a fejlesztéskor 1étrejove .exe dllomény) ne keriiljenek.

A programozési feladatokndl a forraskéd elsé soraiban megjegyzésként szere-
peljen

e a feladat szama;

e a versenyz teljes neve (jelzészdmmal) és osztélya;

az iskola neve varosnévvel egyiitt;

e a versenyz0 e-mail cime;

az alkalmazott forditéprogram neve és verziészama.

Kérjiik, hogy a programozasi feladatoknél a program be- és kimenete mindig
a feladatban megadott mdédon valdsuljon meg. Erre azért van sziikség, mert a bekiil-
dott programokat sokféle tesztadatra lefuttatjuk, és ezt igyeksziink automatizalni.

Az informatika feladatokkal kapcsolatos barminemii kérdéseket, esetleges rek-
laméciokat az inf-szerk@komal.hu cimre varjuk.

A bekiildési hataridé

A bekiildési hatdridé minden kategéridban a lap megjelenését koveté hénap
10. napja; szombat, illetve munkasziineti nap esetén a kovetkezé munkanap. A ha-
tarid6 azt jelenti, hogy a kiildeményt legkésobb a hataridé napjan 24 éraig kell
postara adnod. (Kérjiik, ellendrizd a postai bélyegzé ddtumat, mert kés6bbi datu-
mot nem fogadunk el.) A hatdrid§ betartdsat szigorian ellendrizziik. A hataridd
utan a személyesen behozott dolgozatokat sem fogadjuk el! Elektronikus
bekiildés esetén vedd figyelembe az internet esetleges hibait és a bekiildési hataridé
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ido el6tti orakban a szerver gépiink esetleges tulterheltségét; ilyen okokra hivatkoz-
va sem fogadunk el késedelmes dolgozatokat.

Ertékelés
A pontversenyek allasat és versenyzéink részletes eredményeit a honlapunkon
folyamatosan kozoljiik. Versenyzéinket e-mailben is értesitjitk a pontszdmok valto-
zasairél.
Szabalytalan versenyzés

FONTOS! A versenyek egyéni versenyek; a versenyzéknek 6nalléan
kell elkésziteniiik a példdk megolddsait. A mérési verseny kivételével (lasd
az M pontverseny leirdsét) tilos a kitiizott feladatokat a bekiildési hatéridé elStt
mésokkal megvitatni, méasoktol segitséget kérni vagy elfogadni a feladatok meg-
oldasdhoz. A kozosen készitett vagy mdsolt dolgozatokat — beleértve az eredeti
szerzOét is — mem versenyszerinek értékeljik. A csoportosan masolt dolgozatokat
visszakiildjiik az osztalyt tanitd tandrnak. Stlyosabb, az egész pontversenyt veszé-
lyeztet6 esetekben (pl. a feladatok megtdrgyaldsa internetes férumokon) az érintett
versenyzoket kizarjuk a versenybdl.

Reklamaciék

A dolgozatok értékelése utan az Elektronikus Munkafiizetben rovid kérdést
vagy tlizenetet kiildhetsz a javitonak, 6 pedig ugyanott valaszolhat. A kiilonbozd
feladatokat kiillonbozé javitok javitjak, ezért mindig csak az adott feladatrol kér-
dezz.

Ugyelj az udvarias hangvételre. Olyan médon kérdezz, amit szemtSl-szembe,
akar a tanaraiddal vagy a sziileiddel szemben is helyesnek tartanal.

Eldontetlen vita, reklamacié esetén a szerkesztéséghez fordulhatsz. Reklaméa-
ciokat a feladat értékelése utan két hétig fogadunk el a szerk@komal.hu cimen.

Javasoljuk, hogy bekiildott dolgozataid mésolatat 6rizd meg, hogy a lapban

kozolt megoldéssal 6ssze tudd hasonlitani. Ha a dolgozat esetleg elvész a postan,
csak masolat esetén tudjuk elfogadni a reklaméciot.

A végeremény kozzététele

A versenyek végeredménye az Osszes dolgozat kijavitdsa utdan, varhatéan au-
gusztus elején a honlapunkon, majd a 2019. szeptemberi szamunkban jelenik meg.
A legeredményesebb versenyzok arcképét 2019. decemberi szamunkban kozoljiik.
A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany péalya-
dijait és targyjutalmakat kapnak a 2019. évi KoMalL Ifjusdgi Ankét rendezvényén.
Az okleveleket postan kiildjiik el.

Néhany megjegyzés

A versenyben résztvevo hozzdjarul a dolgozatdnak név nélkiili, valamint a szer-
kesztett véaltozat névvel torténd kozléséhez.

Orémmel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkori munkardl sz6l6 be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kézleményei-
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ket elkiildhetik postan, vagy személyesen juttathatjak el szerkesztéségiinkbe. Szép,
érdekes és nem kozismert feladatokat barki javasolhat kitlizésre. A javasolt felada-
tokat (megolddsokkal egyiitt) a szerkesztéség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott
javaslatait év végén beszamitjuk a kiilondijért folyé versenybe.

Szeretnénk, ha a kittizott kérdések nem zarulndnak le véglegesen a bekiildési
hataridével, a kozolt megoldédssal. Erre teremt lehet6séget az internetes KoMalL f6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédé megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a SzerkesztOség

Matematika feladatok megoldasa

B. 4921. Bizonyitsuk be, hogy ha n és k pozitiv egészek, akkor n+ k egész
szam kozil mindig ki lehet vdlasztani legaldbb (k+ 1)-et gy, hogy az dsszegiik n-nel
oszthato legyen.

(5 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)

I. megoldas. Azt fogjuk bizonyitani, hogy ha k természetes szam és n pozitiv
egész szam, akkor igaz az allitas.

Alkalmazzunk k-ra vonatkozé teljes indukciét. Tegyiik fel, hogy minden ter-
mészetes szamra igaz az allitas k-ig, be kell latnunk, hogy k + 1-re is igaz.

Ha a szamok ay,as,as,...,antrt1, akkor az indukcids feltevés alapjan az aq,
a2,as, ..., 0n4+) szamok kozill kivalaszthatoé x > k4 1 darab, amelyeknek az 6sszege
oszthat6 n-nel. Ha = > k + 2, akkor az 4llitas igaz, ugyanezt a legaldbb (k+ 1)+ 1
darab szdmot ki tudjuk vélasztani az ay,a9,as,...,ay+k+1 szdmok koziil is. Ha
xr =k + 1, akkor vegyiik ki a szdmhalmazbdl ezt a k + 1 darab szamot, az igy
megmaradé by, bs, . .., b, szamok koziil, az indukcids feltevés miatt, szintén ki lehet
valasztani legaldbb 0+ 1 =1 szamot, ugy hogy az Osszegiik n-nel oszthatd. Ezt
a néhany szdmot és az elobb kivett k£ + 1 szamot Osszeadva szintén n-nel oszthatd
lesz az Gsszeg, ezért kivalaszthato legalabb k + 2 darab szam.

A befejezéshez mar csak azt kell igazolnunk, hogy k = O-ra is igaz az &llités,
azaz n darab szam koziil kivalaszthato legalabb 1 darab gy, hogy az Osszegiik
oszthaté n-nel.

Ha a szamok ko6zott van olyan, amelyik oszthatd n-nel, akkor vegyiik ezt
a szamot.
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Ha nincs kozottitk n-nel oszthatd, akkor a szamokat aq,as, ..., a,-nel jelolve
tekintsiik az alabbi Gsszegek n-es maradékait:

Sl = az,
S2 = a1 + az,

S3 = a1 +az +as,

S, =a1+as+...+a,.

Mivel mindegyik egész szam, és n-nel osztva az egész szamok n-féle maradékot ad-
hatnak, a skatulya elv miatt vagy van kozottiik 0 maradékot add, vagy van legalabb
két azonos maradékot adé 6sszeg. Ha el6fordul a 0 maradék, akkor talaltunk néhany
szamot, amelyeknek az Osszege oszthaté n-nel. Ha pedig van legalabb két azonos
maradéku osszeg, S; és S; (i > j), akkor S; — S; = aj41 + aj42 + ... + a; osztha-
t6 m-nel, ezért szintén talaltunk kozottiik olyan szdmokat, amelyeknek az Gsszege
oszthatd n-nel.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Felhasznaljuk azt az ismert, és az el6z6 megoldasban is bi-
zonyitott tényt, hogy n egész szam koziil mindig kivalaszthatdé néhany gy, hogy
az Osszegiik oszthaté n-nel.

Ennek ismeretében eljardst adunk a megfelels legalabb (k + 1) darab egész
szam megtaldlasara.

Vélasszunk ki az n + k darab egész koziil n szdmot. Ebbdl az n darab egész
szambdl azt a néhanyat, amelynek Osszege oszthatd m-nel félretessziik. Ezutan
a megmarado szamok koziil ismét kivalasztunk n darabot. Ezek koziil is félretessziik
azokat, amelyek Osszege oszthat6 n-nel. Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig csak
lehetséges, vagyis amint az eljards véget ér, legfeljebb n — 1 szamot nem raktunk
félre. A félretett szdmok szdma tehdt legaldbb (k + 1) és olyan csoportokban tettiik
félre, hogy mindegyik csoport 0sszege oszthaté n-nel, tehdt az Osszesnek az Osszege
is az n tObbszorose. Ezzel az allitast igazoltuk.

Szabd Blanka (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 74 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 62 tanuld, 4 pontot szerzett 2 ver-
senyz6, 3 pontos 1 dolgozat. 2 pontot kapott 5, 1 pontot 3, 0 pontot 1 tanulé.

B. 4925. Igazoljuk, hogy ha az ai;aso;...;as017 nemnegativ valos szamok dt-
laga 1, akkor teljesiil a kovetkez6 egyenldtlenség:

ai a2

- +
a%018+a2+a3+...+a2017 a§018+a3+a3+...+a2017+a1
a
SoTS 2017 < 1.
a3p17 + a1 +az + ...+ a2016
(4 pont)
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Megoldas. Mivel a szamok atlaga 1, ezért az Gsszegitk 2017. A szamok nem-
negativak, és van koztiik pozitiv is, ezért az egyenlétlenség bal oldalan szerepld
kifejezés értelmes, hiszen mindegyik nevezében legaldbb egy pozitiv 6sszeadando
szerepel, és igy valamennyi nevez6 pozitiv.

Megmutatjuk, hogy az egyenl6tlenség bal oldaldn szereplé 6sszegben mind
a 2017 osszeadandd legfeljebb 20% Az 6sszeg szimmetridja miatt elegendé igazolni,
hogy
ay 1

< .
a?® 4 ay +az+...+agr 2017

Szorozva a pozitiv nevezdkkel:
2017a71 < afow +ag +as+ ...+ ago17-
Mindkét oldalhoz a;-et adva, és felhasznalva, hogy a1 + as +as =+ . ..+ azp17 = 2017
addédik:
2018a; < a3'® +2017.

Osztva 2018-cal és a 2017-et szétbontva 2017 darab 1 Gsszegére:

a4 1414+, +1
a1 <
2018

Ez pedig a nemnegativ szamok szamtani és mértani kdzepére vonatkozé egyenlot-
lenség miatt teljesiil, hiszen az egyenl6tlenség bal oldalan az a8 1,1,...,1 sz4-
mok (dsszesen 2018-tagi) mértani kozepe, mig a jobb oldalon ugyanezen szdmok
szamtani kozepe all. Egyenloség pontosan akkor teljesiil, ha a; = 1.

Ezzel igazoltuk, hogy a bizonyitandé egyenldtlenség valamennyi tortje nem na-
gyobb, mint =5, és igy a teljes Osszeg nem nagyobb, mint 1. Egyenléség pontosan

2017
akkor teljesiil, ha valamennyi a; megegyezik 1-gyel.

Megjegyzés. A 2018a1 < a3®'® 4 2017 egyenlStlenséget valtozatos médon bizonyitot-
tédk a feladatbekiildék. Ezekbdl mutatunk be kettot.

1. Az egyenl6tlenség ekvivalens a
2017(a1 — 1) < a?mg —a1 = a1 (a%o17 — 1) =ai(a1 — 1) (a%mﬁ + a?015 +...4a + 1)

egyenlOtlenséggel. Itt, ha a; = 1, akkor nyilvan az egyenléség igaz, kiilonben osszunk a nem
nulla (a1 — 1)-gyel.

Ha a1 > 1 (nem véltozik az egyenlStlenség irdnya), akkor
2017 < a1 (a?”'® +a?*" + ...+ a1 + 1)

nyilvan teljesiil, hiszen a jobb oldalon egy 1-nél nagyobb, és egy 2017-nél nagyobb szam
szorzata 41l (ugyanis a jobb oldali zdrdjelben 4116 2017 tag koziil 2016 nagyobb, mint 1,
az utolsé pedig pontosan 1).

Ha viszont a1 <1 (a negativ (a1 — 1)-gyel osztva megvaltozik az egyenlStlenség
irdnya), akkor pedig a

2017 > a1 (afow + a§015 +...+a1+ 1)
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teljesiil nyilvan, mert ekkor a jobb oldalon egy 1-nél kisebb, és egy 2017-nél kisebb szam
szorzata &ll (hiszen most a jobb oldalon 1év8 zdrdjelben 1évd 2017 tag koziil 2016 kisebb,
mint 1, az utolsé pedig pontosan 1).

2. Haszndljuk a kovetkezé, in. Bernoulli-egyenlGtlenséget: Barmely valés a > —1 és
n € N szamok esetén teljesiil:

(14a)">14n-a.

2018-nak vélasztva kapjuk, hogy a3°*® > 1+ 2018(a; — 1) = 2018a; — 2017, ami — 2017-et
adva mindkét oldalhoz — éppen a bizonyitandé egyenlGtlenség.

Tobb dolgozat alapjdn

Osszesen 72 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 61 versenyz8, 3 pontos 2, 2 pontos 4,
1 pontos 4, 0 pontos tovabbi 1 tanulé dolgozata.

B. 4928. Az égig érd fa torzse egy lab magasan kétfelé dgazik. A tovdbbiakban
agnak két eldgazds kozti részt tekintink, amin nincs tovdbbi eldgazds. Az égig érd
fa minden dga egyenes és eqy ldbbal magasabban végzddik, mint a talajhoz kidzelebbi
vége. Eqy dg gyermekeinek tekintjik az dg magasabban lévd végébdl kiindulo dgakat,
amiket egyuttal egymds testvéreinek is neveziink. Az €gig érd fa minden dganak van
legaldbb két gyermeke, és ha nem pont két gyermeke van, akkor van olyan testvére,
akinek pontosan két gyereke van. A testvéreknek mindig kilonbozé szdmi gyerekiik
van. Ha egy dgnak tobb mint két gyereke wvan, akkor van olyan testvére, akinek
pontosan eggyel kevesebb gyereke van, mint neki. Hany dg indul ki azn ldb magasan
lévé eldagazdsokbol?

(6 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eldd (Budapest)

Megoldas. Irjuk r4 minden &gra (és a torzsre), hogy hdny gyermeke van.
Legyen X egy dg (vagy a torzs), aminek x gyereke van. Legyen y az X gyermekeire
irt szdmok maximuma. Legyen z az X gyermekein nem szerepld, y-nél kisebb pozitiv
egész szamok maximuma. A z biztosan 1étezik, mert az 1 nem szerepelhet az dgakon.
Ekkor a z + 1 szerepel X valamelyik gyerekén. Ha z > 1, akkor 2+ 1 > 2, ezért a z
szerepel X valamelyik gyermekén. Ez ellentmondés, ezért z = 1. fgy a23,...,y
mind szerepelnek X gyermekein. A testvéreknek kiilonbozé szamu gyermeke van,
ezért ezekbdl pontosan egy van. fgy X gyermekeinek a szama y — 1, tehat y = x + 1.
Tehat az X gyermekeire irt szdmok a 2,3,...,x + 1.

Vegyiink fel az dgak kozott egy iranyitott grafot, ahol kétféle él van: az egyik
fajta egy ,fiiggleges” él, amely egy x feliratu agtdl az x + 1 felirati gyermekéhez
vezet, a masik fajta egy ,vizszintes” él, amely egy x felirati agtol az x — 1 felira-
tl testvéréhez vezet, ha x > 2. Lathatd, hogy a grafban minden dghoz pontosan
egyféleképpen lehet eljutni a fa torzsétél, mert egy agtdl az Osszes gyermekéhez
pontosan egyféleképpen lehet eljutni. Az Gsszes agtdl pontosan egy fiiggdleges és
pontosan egy vizszintes €l indul, kivéve a 2-es agakat, ahonnan csak fiiggoleges él
indul.

Az n 14b magasan indulé dgak szdma megegyezik az n + 1 14b magasan in-
duld 2-es 4dgak szamaval, mert minden agnak pontosan egy 2-es gyermeke van.
Vélasszunk ki egy n + 1 1ab magasan indulé 2-es X agat. X-hez létezik pontosan
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egy utvonal a grafban, ami a fa torzsétdl indul. Nevezziik a + és — jelekbdl 4ll6 vé-
ges sorozatokat (+/—) sorozatnak. Az dtvonalat lefrhatjuk egy (+/—) sorozattal,
ahol a + fiiggbleges élet jelent, a — pedig vizszintes élet. Az igy kapott (4/—)-
sorozat egyértelmiien meghatarozza X-et. Lathato, hogy egy + esetén eggyel né
a jelenlegi agra irt szdm, és a — esetén eggyel csokken, ahogy a sorozat alapjan
haladunk a grafban. Az ttvonal els6 és utolsé agan is a 2 szerepel, ezért a +-ok
és —-ok szdma megegyezik. Az X-hez tartozé (+/—) sorozat n + 1 darab + jelet
tartalmaz, mert a fiiggoleges élekkel egy labbal né a magassag, a vizszintes éleknél
nem valtozik. fgy a —ok szama is n + 1. Nevezziink egy n + 1 darab + jelet és
n+ 1 darab — jelet tartalmazé (4+/—) sorozatot jonak, ha az elsd i tagja kozott
legalabb annyi + van, mint — mindegyik i-re. Az Gtvonal Gsszes 4gan a szdam leg-
aldbb 2, és az els6 dgon a szam 2, ebbdl koénnyen lathatd, hogy az X-hez tartozéd
(4+/-) sorozat jé. Az is ldthatd, hogy ha a (4+/—) sorozat jd, akkor nem fordulhat
eld, hogy egy 2-es agrél egy vizszintes élen prébalunk tovabblépni. Igy a jé (+/—)
sorozatok szdma megegyezik az n 1l4b magasan indulé agak szamaval.

A jo sorozatokat gy szamolhatjuk meg, hogy az 6sszes n + 1 darab +-t és
n+ 1 darab —-t tartalmaz6 (+/—) sorozat szamdbdl levonjuk a nem jé sorozatok
szamat. Az Osszes ilyen sorozat szama (2;l+12). Vegyiink egy olyan sorozatot, ami
nem jé. Van olyan minimalis ¢, amelyre teﬁesﬁl, hogy az els6 i tag kozott tobb —
van, mint +. A minimalitds miatt az elsé ¢ — 1 kozott kozott legfeljebb annyi — van,
mint +. Ez csak gy lehet, ha az els6 i — 1 tag kozott ugyanannyi + van, mint —,
és az i-edik tag —. Valtoztassuk meg az i-edik tag utani Gsszes tagot, ezt nevezziik
mddositott sorozatnak. Ha az i-edik tagot is megvaltotatnank, akkor nyilvan nem
véltozna meg a +-ok és —ok szdma (mert egyenléek). Igy a médositott sorozatban
n darab + van, és n 4+ 2 darab —. Lathatd, hogy egy n darab +-t és n + 2 darab
—-t tartalmazod sorozat esetén is van olyan i, amire az elsd i elem kozott tobb
— van, mint + (mert az egész sorozatban is tobb van). Vegyiik észre, hogy ha
a minimalis i-edik tag utdan megvéltoztatjuk az Osszes tagot, akkor visszakapjuk
az eredeti sorozatot. fgy a nem j6 sorozatok szama megegyezik az n darab +-t és

n + 2 darab —-t tartalmazé sorozatok szamaval, ami (2n;2).

Tehat az dgak szama: (27?;_12) - (2n:—2

Gaspdr Attila (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

), ami az (n + 1)-edik Catalan-szam.

Megjegyzés. A helyes megoldést ad6 versenyzék tobbsége valamilyen ismert problémé-
ra visszavezetve eljutott oda, hogy az n 14b magasan kiindulé dgak széma az (n + 1)-edik
Catalan-szam. Ezutdn ennek a kiszdmitdsat méar nem részletezte.

Osszesen 57 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 24 versenyzé: Biczé Benedek, Busa
Ma4té, Dardczi Sandor, Dedk Bence, Dobak Déniel, Dobrontei David Bence, Fiiredi Erik
Benjamin, Géaspar Attila, Gyérffy Adam Gyorgy, Gy6rffy Agoston, Gyérffy Johanna,
Hegediis Déniel, Hervay Bence, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Molnar Bélint, Nagy
Néndor, Noszaly A,ron7 Péta Balazs, Schifferer Andréas, Soés Maté, Téth Baldzs, Weisz
Maété, Zsigri Balint. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 3 pontos 7 tanulé dolgozata. 2 pontot
szerzett 5, 1 pontot 14 tanulé. 0 pontos 2 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiliz6tt gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(589-593.)

Kérink, hogy minden egyes postan kilddtt megolddst — feladatonként kilon-kilon —
négyrét hajts dssze (t6bb lapbdl dllé dolgozatokat egybe) gy, hogy a fejléc kiviilre keriljon.
A részleteket ldsd a Versenykiirdas Megoldasok elkészitése és bekiildése részében.

K. 589. Egy cég egy viallalkozéval nyirat le egy adott nagysagu fiives teriile-
tet. A véllalkozé kiszallasi dija alkalmanként 5000 Ft. Ha havonta haromszor kell
lenyirnia a fiivet, akkor 1,8-szer annyi pénzt kér el alkalmanként munkadijként,
mint ha havonta négyszer kell lenyirni, mert az elsé esetben nagyobb a fii, igy tob-
bet kell vele dolgoznia. Ezen feltételek mellett a meghizé cégnek jobban megéri
havonta négyszer nyiratni a fiivet, mint havonta haromszor. Legalabb hany forint
az egy alkalomra es6 munkadi{j havi négyszeri nyirds esetén? (Az egy alkalomra esd
munkadij havi 4 nyirds esetén 100 Ft-ra kerek Osszeg.)

K. 590. Andris, Béla és Csaba egy futéversenyen vettek részt. A verseny
végén az deriilt ki, hogy Andrds a célba érkezésekor 15 méterrel verte Bélat, és
35 méterrel verte Csabat, Béla pedig a célba érkezésekor 22 méterrel verte Csabat.
Hény méter volt a futoverseny tavja, ha a harom fiu végig egyenletes tempdban
futott a versenyen?

K. 591. Egy gyerekcsapat egy buszos kirdnduldson vesz részt. A buszban
52 iilés van, amibdl kettén a tandrok iilnek. A maradék helyeken vagy egy gye-
rek iil, vagy a csomagja van. A busz csomagtartdjaba a gyerekek egyharmadanak
a csomagja fért be. Hanyan voltak a kirdndulé gyerekek, ha a buszban minden iilés
maximalisan ki volt hasznalva?

K. 592. Anna, Bea és Cili egyiitt dolgoznak egy munkén. Egyiitt 6 6raval
kevesebb id§ alatt végeznek, mintha Anna egyediil dolgozott volna, 1 éréval korab-
ban végeznek, mint ha Bea egyediil dolgozott volna, és feleannyi ido alatt végeznek,
mint ha Cili egyediil dolgozott volna. Ha Anna és Bea Cili nélkiil dolgozna, akkor
80 perc alatt végeznének. Hany perc alatt végezné el a munkat Anna, illetve Bea
kiilon-kilon?

K. 593. Egy renitens osztaly bojkottalni akarja a testnevelés orat, ezért a kis-
labhajitasnal arra torekszenek, hogy a labdédkat atdobjak a keritésen, és a labdak
begytijtéséig alljon az 6ra. Az osztdly 1/6 része 5-5 labdat dob, fele 4-4 labdat,
1 tanul6 6 labdét, a tobbiek pedig 2-2 labdat. A labddk 75%-4t sikeriilt is 4tdobni
a keritésen. Elég sok id6 elment azzal, hogy mind a 66 kirepiilt labdat osszeszedték,
ezért a tanar biintetésbol fejenként 3-3 kort futtatott az osztallyal a 200 méteres
futépalyan. Hany km-t futottak 6sszesen a renitens osztaly tanuléi?

Bekiildési hatarid6: 2018. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1490-1496.)

Kérink, hogy minden egyes postin kilditt megolddst — feladatonként kilon-kilon —
négyrét hajts dssze (t6bb lapbdl dllé dolgozatokat egybe) gy, hogy a fejléc kiviilre keriiljon.
A részleteket ldsd a Versenykiiras Megoldédsok elkészitése és bekiildése részében.

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1490. Milyen maradékot ad az N = 86399 .. .9 (ahol a szam végén 2018 db
9-es szdmjegy 4ll) 32-vel osztva? 2018 db

C. 1491. Az ABCD téglalap AD oldala 1 cm hosszi. A BAD< szogfelezbje és
az AC 4tl6 felez6 merdlegese a C'D oldalon metszi egyméast. Adjuk meg a C'D oldal
pontos értékét.

Feladatok mindenkinek

AT =2B

C. 1492. Hanyféleképpen juthatunk el az db- e

ran lathaté 15 egységkockabol felépitett test
A csicsabdl a B cstcsdba racsvonalak mentén,
ha csak a harom megjelolt irdnyba haladhatunk?

AT 4
C. 1493. Az egységnyi teriiletdi haromszog

a, b, c oldalaira fennall: a > b > ¢. Mutassuk meg,
hogy b > V2.

C. 1494. Bizonyitsuk be, hogy ha p és q A
3-nal nagyobb ikerprimek, akkor szamtani koze-
piik oszthaté 6-tal, a szorzatukat 1-gyel novelve pedig 36-tal oszthaté szamot ka-
punk.

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1495. Tekintsiik az alabbi egyenlOségsorozatot:

(1) 1+2=3,
(2) A4+54+6=T7+8,
(3) 9410411+ 12 =13+ 14+ 15.

A megfigyelt szabély alapjan irjuk fel a k-adik sort és bizonyitsuk annak helyességét.

Javasolta: Kertész Addm (Miami Beach)
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C. 1496. Egy haromszog csicsai koriil vett 1, 2, illetve 3 cm sugard korok
péaronként kiviilrdl érintik egymast. Mekkora teriiletet nem fednek le a korok a hé-
romszogbol?

O

Bekiildési hatarid6: 2018. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4966-4973.)

Kérink, hogy minden egyes postin kilddtt megolddst — feladatonként kilon-kilon —
négyrét hajts dssze (t6bb lapbdl dllé dolgozatokat egybe) gy, hogy a fejléc kiviilre keriiljon.
A részleteket ldsd a Versenykiiras Megoldasok elkészitése és bekiildése részében.

B. 4966. Hatarozzuk meg a 19. legkisebb olyan pozitiv egész szamot, amely-
ben a szamjegyek Osszege 2018.

(3 pont)

B. 4967. Az ABCA belsé pontja P, az AB oldal felez6pontja Ci, a BC
oldalé A;, a CA oldalé B;. Hizzunk parhuzamosokat rendre az AP, BP és CP
egyenesekkel az A;, Bj, illetve C; pontokon keresztiil. Mutassuk meg, hogy ez
a harom egyenes egy pontban metszi egymaést.

(3 pont) Javasolta: Kozma Jozsef (Szeged)
B. 4968. Oldjuk meg a kovetkez$ egyenletrendszert a pozitiv valés szamok
halmazan:

1 1 1 1
1+a—|—ab+abc+l+b—|—bc+bcd+ 1—|—c—|—cd—|—cda+1—|—d—|—da+dab_

b

at+b+c+d=4.

(4 pont)

B. 4969. A T téglalap oldalai a < b. Tudjuk, hogy valamely két r sugaru kor
egyiittesen lefedi T-t, valamint azt is tudjuk, hogy két r-nél kisebb sugaru korrel
ez nem lehetséges. Hatdrozzuk meg r-t.

(4 pont)
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B. 4970. Adott a sikon két pont A és B, tovabba egy ezeket elvélasztd
e egyenes. Valasszunk az e egyenesen P és ) pontokat dgy, hogy PAQ< = 90°
teljesiiljon. Mutassuk meg, hogy 1étezik egy olyan, B-t0l kiillonb6z6 pont, amelyen
a B, P és @ pontokra illeszked6 kor — a P és (Q pontok valasztdsatdl fliggetleniil —
athalad.

(& pont) Javasolta: 11. C. osztdly, Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

B. 4971. Milyen p primszamokhoz létezik olyan a pozitiv egész, amelyre
l+a+a®+...+aP!

oszthaté p2-tel?
(5 pont)

B. 4972. Az ABC hegyesszogii héi-
romszog belsé P pontjanak az oldalakra
vett merGleges vetiiletei az dbra szerint
D, E és F. Az oldalakon keletkez& hat
szakaszra kifelé négyzeteket rajzolunk,
amiket felvaltva két szinnel szineziink
az abra szerint. Az azonos szini négy-
zetek , kiilsé” oldalegyenesei egy-egy hé-
romszoget hataroznak meg. Mutassuk
meg, hogy ez a két haromszog egybe-
vago.

(6 pont)

B. 4973. Legyenek aq,as, ..., as01s olyan nemnegativ valés szamok, amelyek
Osszege 1. Adjuk meg az

Osszeg lehetd legnagyobb értékét.
(6 pont) (Argentin feladat alapdn)

O

Bekiildési hatarid6: 2018. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Figyelem! Az idei Kiirschék Jozsef Matematikai Tanul6verseny 2018. oktéber

5-én, pénteken 14 érakor keriil megrendezésre. A versenyzdknek elézetesen

regisztralniuk kell a versenyre, az ezzel kapcsolatos informécié a
http://bolyai.hu/kurschak.htm

oldalon talalhaté.

Az A pontversenyben Kiti{izott
nehezebb feladatok
(728-730.)

Kériink, hogy minden egyes postdn kilddott megoldast — feladatonként kilon-kilon —
négyrét hajts dssze (t6bb lapbdl dlld dolgozatokat egybe) gy, hogy a fejléc kiviilre keriiljon.
A részleteket ldsd a Versenykiirds Megoldasok elkészitése és bekiildése részében.

A. 728. Egy bolha ugral a pozitiv egész szamokon. Els6 nap tetszéleges pozitiv
egészre ugorhat. Ezutan minden nap atugrik egy olyan szamra, amely legfeljebb
kétszerese az el6z6 napi alloméashelyének.

a) Mutassuk meg, hogy a bolha megtehet végtelen sok ugrast ugy, hogy soha
ne érkezzen olyan szamra, amelynek a tizes szdmrendszerbeli jegyeinek Osszege
megegyezik egy korabbi adllomashelyén vett jegyosszeggel.

b) Tud-e {gy ugralni, ha a szdmok kettes szdmrendszerbeli alakjdban vizsgaljuk
a szamjegyek Osszegét?

Diirer verseny (2015)

A. 729. Az ABCD hirnégyszog atléinak metszéspontja E, az AB oldal felez6-
pontja F', és az E pont merdleges vetiiletei a DA, AB és BC egyeneseken rendre P,
Q, illetve R. Igazoljuk, hogy a P, Q, R és F pontok egy korre illeszkednek.

Javasolta: Weisz Mdté (Szeged)

A. 730. Legyen F, az n-edik Fibonacci-szam (Fy = Fy =1, F,41 = F, +
+ F,,_1). Konstrualjunk végtelen sok olyan n pozitiv egész szamot, amelyre Fg,
oszthaté n-nel, de F,, nem oszthaté n-nel.

O

Bekiildési hatarid6: 2018. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Informatikabdl kitiizott feladatok

1. 460. Egy téglalap alaku iiveglapra gondolatban egy N x M-es (10 < N, M <
< 10000) négyzethdlét helyeziink. Az iiveglapot rd merdlegesen P (0 < P <
< N x M) pontban egy-egy nem polarizélt fénysugdrral megvildgitjuk gy, hogy
minden fénysugédr pontosan egy négyzetre essen. Az iiveglapra K (0 < K < 1000)
darab kiilonboz6 szélességli és hosszusagu, téglalap alaku polarsziirot helyeziink el
agy, hogy oldalaik a négyzethdl6 racsvonalaira esnek. A poléarszirdk érintkezhet-
nek és atfedhetik egymast, de a laprdl nem loghatnak le. Kétféle polarszir6 van:
az egyik a beérkezo fényt az iiveglap fels6 oldalaval parhuzamosan, a masik arra me-
rélegesen polarizalja. Az a fénysugér, amely két, egymaésra merdlegesen polarizald
polarsziirore esik, nem jut at az iiveglapon.

Készitsiink programot 1460 néven, amely a kévetkezd problémékat oldja meg.

A program olvassa be a standard input elsé sorab6l N-et, M-et, P-t és K-t.
A kovetkez6 P sorbdl a megvilagitott négyzetek bal alsé sarkdanak koordinatait,
utdna K sorbdl a polarsziir6k bal also, illetve jobb fels6 sarkdnak koordinatait
és a polarizéciét (p vagy m). A koordindtdk egész szamok, az iiveglap bal alsé
sarkanak koordinatai 1,1. A program irja a standard output egyma&s utani hdrom
soraba a kovetkezo feladatok megoldasat:

— soroljuk fel a beolvasas sorrendjében
azoknak a fényforrasoknak a sorszamat,
amelyek fénye nem jut at az iiveglapon
a polarsziirék miatt;

— adjuk meg, hany olyan négyzet van,
amelyet nem vilagitunk meg, de a po-
larsziir6k miatt nem atlatszo;

— adjuk meg, melyek azok a polarszii-
rok, amelyeket eltavolitva a fénysugarak
atlépése nem valtozik (t6bb lehetséges
megoldds esetén elég egyet megadni).

Példa:
Standard bemenet (a / jel djsor karaktert jeldl): Standard kimenet:
15121315 3678
22/26/28/211/411/76/77 6
108/134/1311/141/146 /149 14812

1284p/16310m/28610p /411613 m
56107p/75812m /921111p/991412p
1081210 m /11111213 m /123157 p /131162 p
134146m /1381510 m /13111513 p
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Bekiildend6 egy tomoritett 1460.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 461 (E) Hanna és Panna palacsintazot tizemeltet. Szeretnének mindenkit
friss palacsintaval kiszolgdlni, ezért a hozzavaldkat egész napra elére elkészitik, és
a palacsintdt magdat akkor siitik, ha valaki éppen kér. A vevd belép az iizletbe,
rendel, és rendelését — a tobbiek rendelésének teljesitése utdn — azonnal elkészitik.

Feladatunk, hogy ezt a folyamatot tablazatkezelovel modellezziik. Ehhez egy
munkafiizet négy munkalapjat hasznéaljuk. A V&sdrlds munkalap tartalmazza a ve-
vO érkezési idejét, a rendelés adatait, a fizetett Gsszeget és a kiszolgdlas id6pontjat.
A Palacsintak munkalapon a palacsintak izesitése, ara és az a darabszdm szerepel,
amennyihez elegendé téltelék 1l rendelkezésre. Az Uzleti adatok munkalap tartal-
mazza a nyitas és zaras idopontjat, valamint a Vasarlds munkalap kapcsan lentebb
emlitett T', Db, t értékeket. A Segéd munkalapon a feladat megolddsdhoz sziikséges
segédszamitésokat végezhetjiik.

A Viésarlas munkalap kitoltését az aldbbiak szerint készitsiik, legfeljebb 1000 v&-
sarlora szamitva:

1. Az érkezés oszlopban a vevok belépési idépontja szerepel. Az idépontokat
véletlenszertien allitsuk el6. A vevék nyitastdl zarasig legfeljebb masodpercnyi
stirtiséggel kovethetik egymadst, de feltételezhetjiik, hogy T' percnél tovabb nem
marad 1j vasarlé nélkiil az iizlet.

2. A darabszam oszlop a vevd altal rendelt mennyiséget tartalmazza. Egy ve-
v csak egyfajta palacsintdt kérhet, abbdl is legfeljebb Db darabot. Ertékét
véletlenszertien kell eléallitanunk.

3. Az izesités oszlopban jelenjen meg, hogy milyen izesitésiit vélasztott. Ertékét
véletlenszertiien allitsuk el6 gy, hogy a Palacsinta munkalapon szereplé minden
izesitésnek azonos valoszintlisége legyen.

4. A fizetés oszlopban a rendelt darabszamtol és izesitéstdl fiiggd értéket kell
megjeleniteniink. Figyelembe kell venniink azonban, hogy ha az adott izesi-
tésti palacsintdhoz mér nem &ll rendelkezésre elegendd toltelék, akkor csak
az elkészitett palacsintdk utan fizet a vevé.

5. A kiszolgalas oszlopban a kiszolgalas idépontjat kell meghataroznunk az aldb-
biak ismeretében. A palacsintdkat egyesével, egymds utan siitik. Egy palacsinta
elkészitéséhez sziikséges id6 t masodperc. Siitése akkor kezdddik el, ha minden
korabbi vevl kiszolgdldsa megtortént. A betérd vésarlé biztosan kivérja a so-
rat, valamint ha zards el6tt 1épett az iizletbe, biztosan kiszolgédljak. A rendelés,
fizetés id6igényétdl eltekintiink.

6. A Vasarlds munkalapon csak a zards elétt érkezd vasarlok sorainak adatai
jelenjenek meg. Annak a vasarlénak a sora, aki utoljara kapott a valasztott
izesitésbil, sarga, akit pedig egyaltalan nem tudtak kiszolgélni, sziirke hattérrel
latszodjon.

A szdmitasok sordn egész méasodpercekkel dolgozzunk, a szamot tartalmazd
celldkban egész értékek szerepeljenek.
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Bekiildendd egy i461.zip tomoritett alloményban a megoldédst tartalmazd
1461 munkafiizet és a dokumentdciét magaban foglalé i461.pdf fajl. A dokumen-
tacié tartalmazza a hasznalt tdblazatkezel6 nevét és verzidszamat.

I. 462. Az irodai munkaban gyakran el6fordul, hogy ugyanazt a részfeladatot
szamtalanszor kell végrehajtani. A ,rabszolgamunka” automatizdlasiaval sok idét
lehet megspoérolni. Egy ilyen gyakran ismétlodé probléma, hogy egy munkafiizet
lapjain taldlhat6 adatok alapjan kell diagramot késziteni.

Jelen feladatban legfeljebb 100 munkalappal kell dolgoznunk. Minden mun-
kalap els6 sora tartalmazza a kategéridk nevét, az elsé oszlop pedig az adatsorok
feliratat. A munkalapok legfeljebb 12 sornyi és 12 oszlopnyi adatot tartalmaznak.
Az 6sszes munkalapra kell késziteniink egy halmozott oszlopdiagramot az ott taldl-
haté adatokbdl. A diagram cime az Al-es cella tartalma legyen. Az 6sszes diagramot
egyetlen makréinditassal kell elkésziteniink.

Bekiildend6 egy i1462.zip tomoritett allomanyban a megoldast tartalmazo
1462 munkafiizet és a dokumentaciét magaban foglalé 1462 .pdf fajl. A dokumen-
tacié tartalmazza a haszndlt tablazatkezel¢ nevét, verzidszamat és a megoldast
jelentd makré(k) lényeges elemeinek magyardzatét és inditdsdanak maodjét.

I/S. 28. Egy hatalmas telekre Y
sportkomplexumot terveznek. A telek- 14
re gondolatban egy koordinata-rendszert 12

helyeznek. A kialakitandé6 N darab
sportpalya mind téglalap alaki, oldalaik
a koordindta-rendszer tengelyeivel par- 8
huzamosak. Ismerjitk minden péalya két
szemkozti csicsanak koordinatdit. A pé-

10

6

lydknak nincs kozos teriilete, de oldalaik 4 |

érintkezhetnek egymassal. A tervek sze- 2

rint két pélya kozott pontosan akkor ké-

szill majd atjard, ha legalabb D hosszi ol 2 4 6 8 10 12 4 16

szakaszon érintkeznek egymadssal. Egy
pédlya egy oldalét a vele érintkezd mas palydk tobb szakaszra osztjak (ha nem, ak-
kor a teljes oldalt egy szakasznak tekintjiik). Vegyiik azokat a szakaszokat, amik
a kiils6 térre néznek, vagyis nem részei mas palya oldaldnak. Egy-egy ilyen, leg-
aldbb D hosszu szakaszra bejaratot terveznek. Adjuk meg, hogy a sportkomplexum
tervében Gsszesen hany bejarat és hany atjard van.

Bemenet: az els6 sor a palydk N szamét és a D hosszusigot tartalmazza.
A kovetkezé N sor mindegyike négy egész szamot tartalmaz: egy-egy palya két
szemkozti csucsanak koordinatait.

Kimenet: egy sorba irjuk ki az atjardk, aztan a bejaratok szamat.

Bemenet (a / jel sortérést helyettesit) Kimenet

92 9 22
28104 /71398/99128/106124 /1210142
9141510 /21178 /3452 /7493
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Korldtok: 1< N <10°, —10° < koordinatak < 10%, 1< D <10°, egész
szamok.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphaté, ha D = 1; tovabbi 20% kaphaté, ha a pé-
lydk 1 x 1-es négyzetek; tovabbi 20% kaphatd, ha N < 1000; tovabbi 40% kaphatd
az eredeti korlatokra.

Ido6limit: 0,3 mp, memorialimit: 100 MiB.

S. 127. Egy orszdgban N darab véros van, amiket kétiranyd utak kotnek
Ossze. Az uthalézatra teljesiil, hogy barmelyik varosbdl barmelyikbe el lehet jutni.
Két varos kozott legfeljebb egy kozvetlen 1t van. Minden tutra adott egy stlykorla-
tozéds, hogy rakoméannyal egyiitt legfeljebb mekkora tomegii teherauté mehet rajta.
Egy aruszallité cég nyersanyagokat széllit varosok kozott. A cégnek nem szamit,
hogy két varos kozott a szallitds milyen hosszi uton torténik, de a lehetd legtobb
nyersanyagot szeretnék elvinni egy-egy teherautéval. Adott @ darab varospér, amik
kozott nyersanyagot kell szallitani. Minden varosparra adjuk meg, hogy legfeljebb
milyen nehéz lehet a teherauté szallitmannyal.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a varosok N szamat, az utak M szamat és
a varosparok @ szamét. A vérosokat 0-t6l (N — 1)-ig indexeljiik. A kovetkez6 M sor
mindegyike harom szamot tartalmaz: egy adott Ut mely varosokat kot ossze, és
mekkora ra a sulykorlatozas. A kovetkez6é @ sor mindegyike két szamot tartalmaz:
egy adott varospar indexeit, amik kozott széllitani kell.

Kimenet: @ sor mindegyikébe egy szamot irjunk: azt a maximalis sulyt, ami-
lyen nehéz teherautd indulhat az adott varospar kozott.

Bemenet (a / jel sortdrést helyettesit) Kimenet

675 4/3/2/5/3
512/103/144/235/213/346/032
14/03/35/24/20

Korldtok: 2 < N,Q < 105, N-1<M<K5- 105, 1 < sulykorlatok < 1097 egész
szamok.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphatd, ha egy ttra a silykorldt csak 1 vagy 2
lehet; tovabbi 20% kaphat6, ha N < 100; tovabbi 20% kaphaté, ha M - Q < 10%;
tovabbi 40% kaphaté az eredeti korldtokra.

Ido6limit: 0,7 mp, memorialimit: 100 MiB.

O

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. oktéber 10.

O
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Négy érem a 49. Nemzetkozi Fizikai
Diakolimpian
(Lisszabon, Portugdlia, 2018. julius 21-29.)

A magyar csapat 1 eziist-, 3 bronzéremmel és egy dicsérettel végzett a Lissza-
bonban jilius 21. és 29. kozott megrendezett versenyen. Az orszagok kozotti nem-
hivatalos pontversenyben Magyarorszag 89 orszag koziil a 22. helyet szerezte meg.

A csapat és eredményeik:
Németh Baldzs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. oszt.)
eziistérem (32,8 pont), felkészité tandrai: Csefkd Zoltdn és Dvordk Cecilia;

Szakaly Marcell (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. oszt.)
bronzérem (26,3 pont), felkészité tandrai: Csefkd Zoltdn és Dvordk Cecilia;

Marozsak Tébias (Obudai Arpad Gimndzium, 12. oszt.) bronzérem (25,2
pont), felkészit§ tandrai: Mezei Istvan és Gdrtner Istvdn;

Elek Péter (Debreceni Ref. Koll. Déczy Gimnaziuma, 11. oszt.) bronzérem
(19,25 pont), felkészits tandra: Tdfalusi Péter;

Hajdi Csanad (Budapest, Eotvos Jozsef Gimn., 12. oszt.) dicséret (16,2
pont), felkészit§ tandra: Gulyds Erzsébet.

Az orszagok kozotti nemhivatalos verseny (pont- és éremtéablazat, az elsé 30
helyezett):

Orszag Pontszam Orszag Pontszam
1. Kina 209,15 16. | Franciaorszig 145,85
2. Dél-Korea 195,40 17. | Indonézia 142,80
3. Oroszorszag 190,55 18. | Ukrajna 141,13
4. India 189,65 19. | Irén 140,45
5. Szingapur 177,35 20. | Brazilia 130,50
6. | USA 176,60 21. | Egyesiilt Kiralysag 129,60
7. Tajvan 172,95 22. | Magyarorszag 119,75
8. Vietnam 165,70 23. | Németorszag 116,25
9. Thaifold 165,05 24. Esztorszég 115,25
10. | Izrael 163,50 25. | Ausztrilia 113,10
11. | Torokorszag 161,05 26. | Olaszorszag 113,00
12. | Japan 159,70 27. | Fehéroroszorszag 110,60
13. | Romaénia 150,85 28. | Bulgaria 110,50
14. | Szerbia 150,40 29. | Kazahsztan 106,70
15. | Hongkong 146,55 30. | Csehorszag 102,90
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Orszag Arany- | Eziist- | Bronz- | Dicséret
érem érem érem
1. Kina )
2. India )
3. Dél-Korea 4 1
4. Oroszorszag 4 1
5. Szingapur 4 1
6. Tajvan 4 1
7. USA 3 2
8. Izrael 2 3
9. Vietnam 2 2 1
10. | Thaifold 1 4
11. | Torokorszag 1 4
12. | Japan 1 4
13. | Franciaorszag 1 4
14. | Hongkong 1 3 1
15. | Roménia 1 2 2
16. | Indonézia 1 1 3
17. | Ausztralia 1 2 2
18. | Spanyolorszag 1 2 1
19. | Szerbia 5
20. | Ukrajna 3 2
21. | Irdn 3 2
22. | Fehéroroszorszag 2 2 1
23. | Németorszag 2 1 2
24. | Esztorszég 2 1 2
25. | Bulgaria 2 1 2
26. | Dania 2 1
27. | Tadzsikisztan 2 1
28. | Brazilia 1 4
29. | Egyesiilt Kirdlysag 1 4
30. | Magyarorszag 1 3 1

Az olimpidra valé késziilés szokds szerint a budapesti (Szdsz Krisztian, Tas-
ndadi Tamds, Vankd Péter, Vigh Mdté), a miskolci (Zdmborszky Ferenc), a pécsi
(Kotek Ldszlo), a szegedi (Hilbert Margit, Sarlds Ferenc) és a székesfehérvari (Orosz
Tamds, Ujvdri Sdndor) olimpiai szakkorokon, valamint a BME Fizika Tanszékén
szervezett mérési foglalkozdsokon kezd6dott. A csapatot a szakkorok résztvevéi és
az orszagos versenyeken kimagaslé eredményeket elért tanuldk koziil a marciusban
megrendezett, kétforduldés Kunfalvi Rezsé versenyen vélogattuk ki. A résztvevdk-
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nek a versenyen az olimpidn szokasos stilusu és nehézségii elméleti és mérési felada-
tokat kellett megoldaniuk. Az egymdst kvetd fordulék — az olimpidhoz hasonléan —
a versenyzoOk fizikai alloképességét is probéra tették. A csapat kivdlasztasdnal a vé-
logatoversenyen elért eredmény mellett a korabbi versenyeredményeket és a KéMaL
mérési versenyében elért eredményt is figyelembe vettiik.

A felkésziilés els6 lépéseként a csapat tagjai részt vettek a II. Eurdpai Fi-
zikai Didkolimpidn (EuPhO, Dolgoprudnij, Moszkvai teriilet, Oroszorszag, 2018.
méjus 28.—junius 1., http://eupho2018.mipt.ru). A versenyen Szakdly Marcell
aranyérmet, Marozsdk Tébids eziistérmet, Elek Péter bronzérmet, Németh Baldzs
és Hajda Csandd dicséretet kapott. Ezt kovette egy kétnapos felkészités a BME
Fizikai Intézetében. (A hagyomdnyos Roman-Magyar El6olimpia idén nem keriilt
megrendezésre.)

A csapat Vanké Péter (BME Fizikai Intézet) és Tasnddi Tamas (BME Mate-
matikai Intézet) csapatvezetékkel, valamint Sarkadi Tamds (BME Fizikai Intézet)
megfigyelovel juilius 21-én, szombaton hajnalban indult volna Lisszabonba, azonban
a repiilétéren kideriilt, hogy a jaratot torolték. fgy csak 15 éra késéssel, éjszaka ér-
keztiink meg a szallashelyekre. Vasarnap délelétt volt a megnyitd, a csapatvezetok
ezutdn vitattdk meg és forditottdk le (reggelig tarté munkéval) a mérési feladato-
kat, amelyeket a versenyzOknek mdsnap (hétfén) kellett megoldaniuk.

Az elsé mérési feladatban a versenyzdk kiilonb6z6 térvezérlésli tranzisztorok
karakterisztikdit mérték meg. A feladat érdekessége az volt, hogy a fesziiltségoszto
aramkorok, az ellendllasok és az egyik tranzisztor is egy papirlapra volt nyomtatva.
A versenyzok eziist vezetétintas tollal tovabbi Osszekoto vezetékeket, grafitceru-
zaval pedig ellendllasokat rajzolhattak. Csak a telep, a multiméter és egy JFET
tranzisztor nem volt a lapon, ezeket krokodilcsipeszes vezetékekkel lehetett a papir
aramkorhoz csatlakoztatni.

A masodik mérési feladatban egy kiilonleges miianyag szal mechanikai tulaj-
donséagait vizsgaltak, mely egyszerre mutat a Hooke-torvénynek megfelel6 rugalmas
viselkedést, valamint belsd sturlédédsra utald viszkézus tulajdonsagokat. A szal meg-
feszitésekor fellépo erd idObeli valtozasa alapjan kovetkeztetni lehetett a szal visz-
kézus és elasztikus anyagi paramétereire. A mérési feladat kiilonos nehézsége, hogy
a szal ,egyszer hasznalatos” volt, hiszen viszkézus tulajdonsigai miatt maradandd
alakvéltozast szenvedett a mérés soran. Hibas mérés esetén tehat sok id6t veszit-
hetett a versenyzd. A csapat tagjai azonban jol végezték el a mérést, a nehézséget
tobbnyire csak a mérési adatok kiértékelése jelentette.

Mindkét mérési feladat érdekes volt, az eszkozok otletesek és jol kivitelezettek.
Azonban a két mérés egyiitt rengeteg, 5 dra alatt elvégezhetetlen mennyiségii,
tobbnyire mechanikus munkat igényld részfeladatbdl allt (még a mezdényt magasan
verd, abszolut gybztes kinai didk se tudta végigmérni). A magyar csapatnak nem
kedvezett ez a stilus, az id6hiany miatt a feladatoknak csak kisebb részét tudtdak
megoldani.

A csapatvezet6k kedden folytattak a munkat: reggeltdl éjszakdig megvitattak
és leforditottak az elméleti feladatokat.
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Az els6 elméleti feladat a gravitdciés hullamok detektaldsardl szolt. A Fol-
don keresztiilhaladé gravitacios hullamokat a tudomanytorténetben legel6szor 2015.
szeptember 14-én figyelték meg a specidlisan erre a célra épitett LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-wave Observatory) csillagdszati obszervatériumban.
Az észlelt eseményt két egymas koriil egyre kisebb sugaru spirdlpalyan keringé fe-
kete lyuk osszeiitkozése valtotta ki. A versenyzok a LIGO &ltal észlelt jelbdl — a fel-
adatban adott utmutatasok alapjan — az Osszeiitkozé égitestek tomegére, sugarara
kovetkeztettek. El6szor a klasszikus fizika keretein beliil a gravitacids kéttestprob-
lamat korpalyak esetében tanulméanyoztak. Az altaldnos relativitaselmélet szerint
a vizsgalt kéttestrendszer gravitaciés hullamokat bocséat ki, igy az energidja folya-
matosan csokken; a két égitest egymashoz egyre kozelebb keriil, és a keringés szog-
sebessége felgyorsul. A feladat mésodik részében a LIGO detektorai dltal észlelt,
novekvo frekvencidju jelbdl lehetett kovetkeztetni a forrasként szolgald égitestek
paramétereire. Ez a rész tartalmazott hosszabb szamitasokat, amik a feladatban
szereplO Utmutatdsok segitségével megoldhatdak voltak. A magyar didkok tobbsége
j6 eredménnyel birkézott meg ezzel a feladattal.

Erdekességként megjegyezziik, szinte csoddnak szamit, hogy az emberiség képes
volt a gravitaciés hulldmok koézvetlen észlelésére. Ehhez ugyanis az interferométer kar-
janak hosszvaltozasit 10™2! relativ hib4val kellett megmérni, ami olyan, mintha a F&ld—
Alfa Centauri tavolsidgot egy hajszal vastagsdgnyi pontossiggal hatdrozniank meg. A gra-
vitdciés hulldimok kutatdasaban tobb magyar csoport is részt vesz.

A misodik elméleti feladat téméjat a CERN kutatékézpontban miikod6é Nagy
Hadroniitkozteté (LHC) részecskegyorsité ATLAS-detektora adta. A gyorsitott
hadronok a henger alaku detektor tengelyén haladva titk6znek egymassal. Az titko-
zés eredményeképp keletkezo részecskék pedig a detektor tengelyével parhuzamos,
homogén magneses térben mozognak. A feladat els6 részében a versenyzdk a de-
tektor terében mozgd, nagy energiaju elektron mozgasat ultrarelativisztikus koze-
litésben vizsgdltdk, illetve megbecsiilték a gérbe vonali pédlyan mozgd, gyorsuld
részecske altal kisugarzott energia mennyiségét is. A maésodik részben a verseny-
z6k két proton iitkozésekor keletkezé részecskék ATLAS-detektor altal mért adatai
alapjan hataroztdk meg az ugyancsak az iitkdzés soran keletkezo, a detektor &l-
tal nem érzékelhet6é neutriné impulzusat. A témakor nehezen megfoghatéd elméleti
hétterét ellensulyozta, hogy a feladat szovege tobb hasznos formuldt is a didkok
rendelkezésére bocsajtott. A nehézséget legtobbszor a relativisztikus formuldk szé-
moldstechnikai kortilményessége okozta.

A harmadik feladat két bioldgiai kérdéssel foglalkozott: a hajszédlerek véraram-
lasat és (ettdl nem teljesen fiiggetleniil) a daganatok novekedését vizsgalta. A szét-
agaz6 érhélézatban viszkozusan, de a sziv dobogasa miatt nem egyenletesen folyd
vért egy valtéaramu hélézattal modellezték. A daganatok novekedése a szoveten
beliili nyomas névekedésével jar, amely akar a daganatot taplalé hajszalerek elzard-
désahoz is vezethet. A rakterdpia egyik lehetséges mddja a daganatsejtek szelektiv
melegitése, amely szintén azok elpusztitasat eredményezheti. A feladatban ezekkel
kapcsolatos szamitdsokat végeztek a versenyzdk. A feladat nem okozott nagyobb
nehézségeket, de a magyar csapat tagjai koziil csak egy versenyzének maradt elég
ideje, hogy — lényegében hibatlanul — végigszdamolja ezt a problémat.
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Szerda délel6tt, a mérési forduldhoz hasonldan, a versenyzéknek ismét 5 orajuk
volt a feladatok megolddsara. A szokasos rend szerint a csapatvezetdk és a rende-
z8k is kijavitottak a dolgozatokat, megallapitottdk a ponthatérokat (idén 35 ponttdl
arany-, 27,2 ponttdl eziist-, 17,8 ponttél bronzérmet, 14,05 ponttdl pedig dicsére-
tet lehetett kapni), majd ezt kovette a végsé pontszdmokat kialakité egyeztetés
(az dgynevezett moderdcid).

A két fordulé kozott és a verseny utdan a szervezék kiilonbozé programokat
szerveztek. A muzeumokon, el6adason, jatékokon kiviil a didkok Obidosban, Alco-
bacgaban, Nazaréban, Belémben és Estorilban jartak, a tandrok pedig Evoréba és
Sintrdba utaztak. A maradék szabad id6 alig volt elég felfedezni Lisszabon hihe-
tetleniil izgalmas belvarosat. Az épitészetileg is valtozatos fovarosban éjjel-nappal
pezsgd az élet. A nagyon bonyolult domborzati varos sziik utcain 900 mm-es nyom-
tav, aprd villamosok kanyarognak, néhdany meredek utcan pedig siklé kozlekedik.
A héazak kozil hirtelen gyonyori kildtoteraszokra lehet érkezni, ahonnan beldthaté
a Tejo sok kilométer széles tolcsértorkolata, a folyét ativel hatalmas Apm'lis 25.
hid és mogotte, tavolabb az Atlanti-Gcedn. A verseny idejére esett egy teljes hold-
fogyatkozas, amelyet — bar Lisszabonban mér a teljesség bedllta utdn kelt csak fel
a Hold — megcsodélhatott a csapat. Ezt egészitette ki esténként az egyszerre a hori-
zont felett 16v6 négy legfényesebb bolygd (keletrdl nyugatra az épp szembendlldsban
1évé, kiilonssen fényes Mars, a Szaturnusz, a Jupiter és a Vénusz) ldtvanya.

Szombat délelott keriilt sor a dijkiosztéra, majd a zarévacsordara. A csapat
jalius 29-én délutan érkezett haza.

Koszonettel tartozunk az Emberi Erdforrdsok Minisztériumanak és a BME
Fizikal Intézetnek.

Jovére az olimpidt Izraelben (Tel Avivban) rendezik meg jilius kozépén. A ver-
senyre valo felkésziilést négy vidéki szakkor, valamint a budapesti elméleti és méré-
si szakkor segiti (a szakkorokrdl a legatfogébb informdcié a http://ipho.elte.hu
honlapon taldlhatd):

Székesfehérvar: Orosz Gdbor (Obudai Egyetem Alba Regia Miiszaki Kar,
Székesfehérvér, Budai ut 45.),

Szeged: Hilbert Margit (Szegedi Tudoményegyetem, Dém tér 9. I. em. Budd
Agoston terem),

Pécs: Kotek Ldszlé (Pécsi Tudoményegyetem, Fizikai Intézet, Ifjusdg ttja 6.
II. em. A408-as terem),

Miskolc: Zdmborszky Ferenc (Foldes Ferenc Gimnézium, 3525 Miskolc, Hsok
tere 7.),

Budapest: Vankd Péter (Budapest, BME, Fizikai Intézet, 1111 Budafoki 1t 8.
Fizikus Hallgat6i labor, F épiilet, III. 1épcs6hdz, I1. emelet). Az elméleti szakkort
hétfonként 3-tél 5 draig tartjuk, jelentkezni nem kell, az els6 foglalkozds 2018.
szeptember 24-én lesz. Info: http://eik.bme.hu/~vanko/labor/Bpszakkor.pdf.

A tehetséggondozé mérési szakkorre irdsban jelentkezni kell (errdl ldsd még
kiilon felhivdsunkat). Info:

http://eik.bme.hu/~vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf.
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A fenti szakkorokon valé aktiv részvétel mellett elsdsorban 6ndllé munkéval,
a KoMal elméleti és mérési feladatainak rendszeres megoldasaval lehet késziilni
a jovo évi Fizikai Didkolimpidra.

Eredményes felkésziilést kivanunk!

Sarkadi Tamas, Tasnadi Tamas és Vanké Péter

Tehetséggondozas
Meérési szakkor a BME Fizikai Intézetében

A fizika irant érdekl6dd, tehetséges kozépiskolds didkok szamara a BME Fizikai Inté-
zet gyakorlati foglalkozdsokat tart. A foglalkozdsokon lehet&séget biztositunk arra, hogy
a tanulék mérépdarokban fizikai kisérleteket és méréseket végezhessenek. A foglalkozasokra
oktébertdl kezd6dden kéthetente, kedden 15.00-t61 18.00-ig keriil sor, 6sszesen nyolc alka-
lommal. Informécié: http://mono.eik.bme.hu/"vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf.

Az érdekléddk e-mail-ben jelentkezhetnek 2018. szeptember 30-ig az aldbbi cimen:
vanko@eik.bme.hu.

Elsésorban a gimnaziumok utolsé két évfolyamara jardk jelentkezését varjuk. A je-
lentkezék irjanak par sort magukrdl, ismertessék a fizika és a matematikai tanulméanyaik
sorén elért eredményeiket (versenyeredmények, K6Mal. szereplés, stb.), és tovdbbtanulési
elképzeléseiket.

A foglalkozdsok ingyenesek! Minden jelentkez6t e-mail-ben értesitiink (aki nem kap
vélaszt, kiildje el még egyszer a jelentkezését).

Vanké Péter

A 2. Nemzetkozi Eurdpai Fizikai Diakolimpia
(EuPhO) elméleti feladatai

(Dolgoprudnij, Oroszorszag,
2018. méajus 28.—jdnius 1.)

EuPh@ ‘18

1. feladat. Harom golyé. Harom (A, B és C jelil) kicsi, egyforma, m tomegii
golyé két elhanyagolhaté tomegi, ¢ hosszusagu raddal van Gsszekotve gy, hogy
az egyik rud az A és B goly6t, a masik rid a B és C golyét kapcesolja Ossze. A B
golyénél a kapcsolddas csuklos, igy a rudak kozotti szog akadalytalanul valtozhat.
A rendszer a silytalansdg allapotdban nyugalomban van, és a harom goly6 egy
egyenes mentén helyezkedik el.

Az A golyénak pillanatszertien a rudakra meréleges sebességet adunk. Mekkora
lesz a rendszer ezt kioveté mozgdsa sordn az A és C golydk kozotti minimélis
d tavolsag? (A surlédds mindenhol elhanyagolhatd.)
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2. feladat. Szolenoid. Egy ¢ =20 cm hosszisagu szolenoid
egy liveghol késziilt, vizzel toltott, fliggoleges kémeso koré van te-
kercselve. A szolenoid termikusan el van szigetelve a viztol. A viz-
szint koriilbeliil £ = 20 cm magasan van a szolenoid fels6 vége f6lott,
a kémes6é atméréje 1 cm, a tekercs menetszama N = 6000. A 1égko-
ri nyoméas pg = 101 kPa, a viz hémérséklete 293 K. A viz magneses
szuszceptibilitdsa xy = p, — 1 = —9,04 - 1076, pp = 47 - 10~7 H/m.

A szolenoidon &tfolyé aramot lassan noveljiik amig a tekercs-
ben 1év6 viz forrni kezd. Mekkora aramerdsségnél kovetkezik ez be?
Ha sziikséges, észszerti kozelitések hasznalata megengedett. Vegyiik észre, hogy ez
az aramerosség a mai technolégia szaméra kissé nagy.

3. feladat. Lépcso. A testek egyensulyi alakjat gravitdcidémentes esetben a fe-
lilleti energia minimuma hatarozza meg. Igy példdul a vizcsepp egyensiilyi alakja
gomb lesz, mert az azonos térfogatu testek koziil a gdbmbnek a legkisebb a felszine.

Alacsony homeérsékleten a kristdlyok egyensilyi alakja siklapokbdl allhat.
A kristaly feliiletének az a része, amely egy kicsiny ¢ szoget zar be egy ilyen siklap-
pal, a valésagban egy, a siklapon ritkasan elhelyezkedd fokokbdl 4116 1épcsé. A fokok
magassaga megegyezik a kristdlyracs h periédusaval.

Az dbra egy bizonyos kristaly y(x) egyensilyi feliiletprofiljét és a hozzé tarto-
z6 mikroszkopikus 1épcsot abrazolja vazlatosan, ahol n jelenti a 1épcsé sorszamat
az x = 0 helytdl szdmolva. A profil alakja x > 0 esetén az y(z) = —(x/)\)3/2h fiige-
vénnyel kozelitheto, ahol A = 45 ym és h = 0,3 nm.

a) Fejezziik ki a szomszédos 1épcsk kozotti d,, tdvolsdgot n fiiggvényében
n > 1 esetében!

b) Két lépcsé F kolesonhatési energidja fiigg a 1épesék kozotti d tavolsagtol:
1) B(d) = pd”,

ahol p egy allando. Tegyiik fel, hogy csak a szomszédos 1épcsok kozott van koleson-
hatés. Hatarozzuk meg a v egyiitthaté numerikus értékét!
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A 2018. évi Kunfalvi Rezs6
olimpiai valogatéoverseny
néhany elméleti feladata'

Hodbcserélo

A hécseréls olyan eszkoz, amelyben egy meleg és egy hideg (folyékony vagy
légnemil) kozeg kozott héesere jon létre. Az eszkozt igen széles korben alkalmazzak
flitési rendszerekben és erémiivekben.

Az 1. dbrdan lathaté hdcserélé két L hosszisagu, téglalap keresztmetszetii
cs6bél all, melyek szélessége w, magassaga h. A két csovet d vastagsagu, X hdvezetési
tényez6jli fémlap valasztja el egymastol. A kezdetben meleg kozeg az alsé csében
aramlik v sebességgel jobbrdl balra, mig a kezdetben hideg kozeg a felsé cs6ben
dramlik ellentétes irdnyban (balrél jobbra) ugyancsak v sebességgel. Mindkét kozeg
térfogategységre es6 hokapacitasa c.

1. dbra

A hécseréldbe vald belépéskor a meleg kozeg hémérséklete ATy, értékkel maga-
sabb, mint a belépd hideg kozegé. Amikor a kozegek elhagyjak a hécseréldt, a ko-
zottiik 1évé hémérséklet-kiilonbség ATy-re csokken. Feltételezziik, hogy mindkét

csOben a homérséklet csak hosszanti iranyban valtozik, és hoatvitel csak a fémlap-
ban val6 hévezetéssel, valamint a kozegek mozgasaval torténik.

Igazoljuk, hogy a fenti feltevések mellett a hémérséklet gy vdltozik mindkét
csében hossziranyban, hogy a fémlap két oldaldn a hémérséklet-kiilonbség mindenditt
dllandd!

Hatdrozzuk meg a ATy, kilépési hdmérséklet-kiilonbséget a megadott paraméte-
rek figguényében! ElSfordulhat-e, hogy a kezdetben hidegebb kizeg végsd hdmérsék-
lete melegebb, mint a kezdetben meleg kizeg kilépd hémérséklete?

Fotonrakéta

A fotonrakéta olyan elképzelt rakéta, amely fotonokat hasznal hajtéanyagként.
Tegyiik fel, hogy a hajtémi idedlis, tehat a rakéta tomegének egy részét fotonokka

1A versenyt két forduléban, Budapesten rendezték meg 2018 marciusiban. A felada-
tokat Tasnddi Tamds, Szdsz Krisztidn és Vigh Mdté allitotta Ossze.
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alakitja, amiket egyirdnyban, parhuzamosan kilovell. A rakéta nyugalombdl indul,
és kezdeti (nyugalmi) témege M.
Hatdrozzuk meg a hajtomi bekapcsoldsa utdn a rakéta v sebességét a rakéta m

(nyugalmi) tomegének figgvényében! (A v sebességet abban a rendszerben mérjiik,
amelybdl a rakéta indult.)

Faraday-effektus

Ha atlatszo szigeteld anyagot homogén magneses mezdébe helyeziink, és az anya-
gon a méagneses indukcidvektorral azonos irdnyba haladd, linedrisan polarizalt fény-
nyalabot bocsatunk keresztiil, akkor a kozegbdl kilépé fény tovabbra is linearisan
polarizalt marad, azonban polarizaciéjanak irdnya a B magneses indukciéval aré-
nyos 6 szogben elfordul (2. dbra). Ebben a feladatban ennek az optikai forgatasnak
(az Gn. Faraday-effektusnak) a leirdsaval foglalkozunk.

2. dbra

Tekintsiink egy vakuumban elhelyezkedd, L hossztsagu, tomor szigetelé hen-
gert, melynek szimmetriatengelye egybeesik a z tengellyel. Ha a henger egyik (z = 0-
ndl elhelyezkedd) korlapjira egy y irdnyban linedrisan polarizélt, z irdnyba terjedé,
w koérfrekvencidju fényhulldmot ejtiink, akkor az a hengerbe belépve a z = 0T he-
lyen (azaz a korlaphoz nagyon kozel) az

(%) E.(t) =0, E,(t) = Epcos(wt)
térerGsség-komponensekkel irhaté le, ahol Fy pozitiv konstans. Ez a hullam egy-

értelmfien eléallithaté egy jobbra és egy balra cirkuldrisan polarizalt? fényhulldm
szuperpozicidjaként.

2A cirkuldris polarizécié azt jelenti, hogy a tér tetszéleges pontjiban az elektromos
térerdsségvektor nagysaga idében allandd, irdnya pedig w szogsebességgel forog a terjedési
irdnyra merdleges sikban. A jobb- és balkezességet a térerésségvektor forgési irdnya szabja
meg.
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Bontsuk fel a fenti egyenletekkel megadott beesd fényhulldimot kétféle cirkuld-
risan polarizdlt hulldmra, és adjuk meg ezek EI°PP(t) és EI°PP(t), valamint EY™(t)
és E;;al(t) térerdsség-komponenseit a z = 0 helyen. A vdlaszt Ey és w felhasznd-
lasdval adjuk meg.

A Faraday-effektus oka az tn. cirkularis kett6storés: a magneses mezé jelenlé-
tében a jobbra, illetve balra cirkuldrisan polarizalt fényre vonatkozdan a szigeteld
torésmutatdja kiilonbozo, njopn és npa értékii.

Hatdrozzuk meg, mekkora 0 szdggel fordul el a beesd fényhulldm polarizdcids
sitkja, mialatt dtjut a szigeteldbdl készilt hengeren. A vdlaszt L, njobn, Nbal €5 a fény
vakuumbeli X\ hulldmhossza segitségével adjuk meg, a henger korlapjain torténd
esetleges visszaverddést hagyjuk figyelmen kivil!

Az njobb €s npal torésmutatok kozotti kiilonbség megértéséhez a kozeg atomja-
inak a fénnyel és a homogén méagneses térrel valé kolcsonhatasat kell vizsgalnunk.
A tovébbiakban tegyiik fel, hogy a szigetelé henger anyaga paraméigneses®, azaz
olyan atomokbdl all, melyeknek van magneses momentuma. Tekintsiik az atom egy
klasszikus modelljét, melyben az egymassal nem kolcsonhatd, pontszert elektro-
nok a sokkal nagyobb tomegii mag koriil korpalyan keringenek. Az elektronok és
az atommag spinjétél mindvégig tekintsiink el!

Adjuk meg az atom p eredd mdgneses momentumdnak és az elektronok eredd
N perdiiletének hdnyadosdt! A vdlaszt az e elemi toltéssel €s az elektron m tomegével
fejezziik ki!

Ha a paramdgneses anyagban z irdnyi, B indukcidji mdgneses mezd is jelen
van, akkor a kézeg véletlenszeri, orientdcioji, p mdgneses momentumi atomjas
elkezdenek a z tengely koril precesszdlni. Hatdrozzuk meg ennek a precesszionak
az wy szogsebességét! A mdgneses indukcio irdnydhoz képest milyen koriljardsi ez
a mozgas?

Most vegyiik figyelembe, hogy a homogén magneses téren kiviil az anyagban
a () osszefiiggéssel megadott, linedris polarizdcidji fényhulldm is jelen van. Az elé-
z0 részfeladatban leirt precesszié miatt a fényhullam kétféle cirkularisan polarizalt
Osszetevijének térerdsségvektora az atomokhoz képest w + w;, nagysagi szogsebes-
séggel forog. Laboratériumban eléallithaté magneses terek esetén w, sokkal kisebb
a lathaté fény w korfrekvencidjanal. Ismert tovabba, hogy B = 0 esetén a kozeg t6-
résmutatdja (mind a jobbra, mind pedig a balra cirkuldrisan poldros fényre nézve)
n(\) fiiggvény szerint fiigg a benne haladé fény vakuumbeli A hulldmhosszatol.

Az eddigi eredmények felhaszndldsdval adjuk meg a kiézeg optikai forgatdsdt
jellemz8 V = 0/(LB) tun. Verdet-dllandd értékét! Eredményiinket a ¢ fénysebesség,
a fény vikuumbeli X\ hullimhossza, valamint e, m és dn/d\ felhaszndldsdval adjuk
meg!

A szigeteld henger utdn eqy siktikrot helyeziink el a fény utjdra merdlegesen,
igy a fényhullim még egyszer dthalad (ellenkezd irdnyban) a kizegen. Osszesen
mekkora szoggel fordul el a fény polarizdcidja? A wvalaszt a V Verdet-dllanddval,
valamint B-vel és L-lel adjuk meg!

3 A paramégnes olyan anyag, melynek relativ permeabilitdsa p; &~ 1, mikézben g, > 1.
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MISKOLCIG |

8 PERCET
SEM NYER.

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 636. Vajon Miskolctol milyen
messze helyezték el az autopdlya mellett
a képen ldthato tdblat?

Kozli: Részegh Anna, Vicduka
MEGERI?

(4 pont)
Megoldas. A magyarorszagi autépalydkon a megengedett legnagyobb sebes-
ség 130 km/h. Legyen s az a tavolsag, amelyen éppen 8 percet nyernénk, ha a meg-
engedett legnagyobb sebesség helyett végig 160 km/h-val haladndnk. Felirhatjuk,
s s _ i h,
60

km km
130 km 160 K

hogy
832
s = — km ~ 92,4 km.

ahonnan
A képen lathatéd tablat tehat Miskoletdl koriilbeliil 92 kilométernyire, vagy

ennél kisebb tavolsagra helyezhették el, ha igaz a rajta olvashaté allitas.
Barta Gergely (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

61 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos

(1-2 pont) 25, hibds 10 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4990. Egy fiiggéleges tengelyti, rogzitett csé szélesebb részének keresztmet-
szete Ay, a keskenyebb részé pedig As. A csében két dugattyi és kozottik o stirisé-

gt folyadék van. A dugattyikat € hosszisdgu, merev rid kiti ossze. A dugattyik és

a rid tomege elhanyagolhato. A kiilsé légnyomds pg.
Mekkora és milyen irdnyd erd hat a ridban, ha a csé

a) a keskenyebb,
371

b) a szélesebb
részére tamaszkodik eqy vizszintes lapon?
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A2 Al
| ,, |,

a) b)
Milyen furcsasag torténik akkor, ha £ wiszonylag nagy”?

(6 pont) A Kvant nyoman

Megold3és. a) Legyen a viz nyomdsa a felsd dugattytindl p, és tételezziik fel,

hogy a rid K erével hizza lefelé a felsé dugattyut. frjuk fel az egyensulyban 1év6
felsé dugattyira a dinamika alapegyenletét:

(1) OZpAl—poAl—KZO.

A fels6 dugattyd K erével hizza a rudat felfelé, és mivel a rid gyorsuldsa is nulla,
ugyanekkora K nagysagu erovel kell hiizza az alsé dugattyu a rudat lefelé. Ezek
szerint — Newton III. torvénye alapjan — a rid is K erovel hat az alsé dugattytra,
ekkora erével huzza azt felfelé.

Az alsé dugattytra felirhaté (egyenstilyi) egyenlet:
(2) (p+ 09f) Az — poAs — K = 0.

(Felhasznéltuk, hogy a folyadék nyomédsa az aljan a hidrosztatikai nyomdsnak meg-
felels pgl értékkel nagyobb, mint a tetejénél.)

Az (1) egyenletet (2)-bél kivonva kapjuk, hogy:
p(Ar — Az) + po(A2 — Ay) — 0glAs = 0.

Ebbdl a folyadék nyomasa a felsé dugattyu kozelében:

ogt
= 714 s
Ly +Ppo
amit a felsé dugattytra felirt (1) egyenletbe behelyettesitve a rudat fesz{té huzé-
erére oA
K = pA; — pgAy = ogf——2"2
pAL —pod1l = 09 A, — A,
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adodik. Mivel K > 0, a ridban — a feltételezésiinkkel 6sszhangban — valéban hizd-
erd alakul ki. Az is ldthatd, hogy £ értékének novelésével a folyadék p nyomédsa is
és a rudat feszité K er6 nagysédga is egyre nagyobb lesz.

b) Az el6z6 feladatrészhez hasonléan, annak jeloléseivel oldjuk meg ezt az ese-
tet is. ElObb a felsé, majd az alsé dugattyira felirva az egyensuly feltételét:

(1) O:Z)/1271)0/127[(:07

Ebbol a folyadék nyomasa a felsé dugattytindl:

I
P =Do Al—AgAl’

a rudat ,feszit6” erd pedig

A1 Ay

K =pA; —poAy = —pgl———.
bAz — poA2 QgEAl—Ag

Mivel most K < 0, a radban ténylegesen nyomderd hat, és p < py.

Erdekes helyzet &ll el6, ha ¢ | viszonylag nagy”. Ha

A=A o

> ,
Ay 09

akkor (formadlisan) negativ nyomdsértéket kapunk, aminek nincs fizikai értelme.
Ilyen esetben a folyadék a fels6 dugattyd kozelében mar korabban forrni kezd, a t6-
megkozéppontja egyre lejjebb keriil, és a gravitacios helyzeti energidjanak csokke-

nése fedezi a forrdshoz sziikséges belsGenergia-valtozast.
Konddakor Mdark (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

25 dolgozat érkezett. Helyes Elek Péter, Fekete Andras Albert, Fekete Baldzs Attila,
Kondakor Mark, Marozsak Tébids, Mdth Benedek, Olosz Adél és Sal Ddvid megolddsa.
Kicsit hidnyos (5 pont) 10, hidnyos (1-4 pont) 7 dolgozat.

P. 4996. Egy mdl hélium térfogatdt kétszeresére noveltik a p = % folyamat-
ban (« dllandd), mikizben belsd energidja 2493 J-lal csikkent.

a) Mennyi volt a hélium kezdeti hémérséklete?

b) Mennyi hét adott le a folyamat sordn?

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. a) A héliumgédz anyagmennyisége n = 1 mol, és a hélium nemesgéz,
ezért f = 3.

Legyenek a hélium kezdeti allapotjelzéi pg, Vy és Ty, a folyamat végén pedig
p1, V1 és T1. Tudjuk, hogy a gaz térfogata kétszeresére nétt, tehdt V3 = 2V4.
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A folyamat sordn végig teljesiil, hogy p = %, tehat a folyamat kezdetén

a folyamat végén pedig

A géztorvény szerint

pO'V():Pl'V1
1o AT

1
po-Vo 1°P0-2Vo  po-Vp
T, T, on

vagyis
T
lego.

A géz bels6 energidjanak csokkenése:

AEzgnRAT,
—2493J—§ 1 mol - 8,31 J (Th — To)
2 " mol-K ! 0/
T T
Tl—TOZ?O—Toz—?O:—QOOK.

A hélium kezdeti hémérséklete tehdt 400 K (= 127 °C) volt.

b) Az idedlis gz allapotegyenletét felirva a folyamat valamely dllapotédra:

pV =nRT,
%V — nRT,
ahonnan
o

A gaz munkavégzése a p(V) = 55 folyamat soran integralszamitdssal (vagy
példaul a Coulomb-erétérrel valé analégia felismerésével) szamithaté ki:

V1 Vll
« (0%
e — d = 7(1 = — — —.
Wh /p(V) v a/V2 14 AT
V(J VO
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A térfogatokat a hémérsékletekkel kifejezve:

J
Wye =nRTy —nRTy =nR- (Tp — T1) = 1 mol - 8,31 ———— - 200 K = 1662 J.
mol - K

A gaz altal leadott h6 a hétan elsé fététele alapjan szamithato:

Q=AE-W =AFE + Wy = —2493 J + 1662 J = —831 J.

Janosik Aron (Gyér, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

59 dolgozat érkezett. Helyes 41 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 7, hidnyos
(1-3 pont) 9, hibas 2 dolgozat.

P. 5016. Egy homogén timegeloszldsu rud fekszik a vizszintes asztallapon.
A rudat az egyik végén hatd, a ridra mindenkor merdleges erdvel lassan fiiggd-
leges helyzetbe akarjuk hozni. Legaldbb mekkora a surloddsi egyiitthato a rid és
az asztallap kézott, ha a rid o feldllitds kozben nem csuszik meg?

(5 pont) A Kvant nyomdn

Megoldas. Tekintsiik a lassan (gyorsuldsmentesen) mozgatott rid azon alla-
potdt, amikor « szoget zar be a vizszintessel (0 < o < 90°). Az £ hosszd ridra négy-
féle er6 hat: a rud megemelt végénél a riudra meréleges F' ero, a rud felezOpontjanal
fliggblegesen lefelé haté G nehézségi erd, a rad alsé végénél pedig a fiiggdlegesen
felfelé haté IN nyomder§ és a vizszintes S surlédasi erd (lasd az dbrdt).

Az er6k és a forgatényomatékok egyenstlyanak feltétele:

(1) Fsina =8,
(2) Fcosa+ N =G,
l

(3) F€:G§cosog.
Ezekbdl megkaphatjuk, hogy

G
(4) F = —cosa,

2
(5) S = 5 sin v cos a,
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(6) N = (1 - COS; O‘) G.

Annak a feltétele, hogy a rid az « szogi helyzetben nem csiszik meg;:

S(a) sina cosa

(7) Ko P N(Oé) = 2 _ cos2a = f(Ot),

ahol pg a rud és az asztallap kozotti tapadoé sturlédési egytitthato.

A rid akkor allithaté fel a megadott médon, ha a (7) egyenlStlenség tetszd-
leges 0 < o < 90° szognél teljesiil, vagyis pp nem kisebb, mint az f(«) fiiggvény
maximalis értéke.

f(a) legnagyobb értékét numerikus médszerekkel (tablazat készitésével), diffe-
rencidlszamitassal vagy a WolframAlpha program felhasznédlasival kaphatjuk meg,
de elemi modszerekkel is célhoz érhetiink. Ha sin a-t és cos a-t kifejezziik tg a-val,
a vizsgdlando fliggvény reciprokara a kovetkezo kifejezést kapjuk:

1 1

. — i 2tga.
fla) tga+ s

Alkalmazva a szamtani-mértani kozépre vonatkozé egyenlétlenséget:

1 1
— > 2,/— 2tga = V8.
fla) tga

Ezek szerint f(a) legnagyobb értéke, vagyis a csiszdsmentes emeléshez sziikséges
legkisebb surlodasi egyiitthaté nagysaga:

Mlgrltlkus -~ 0,35

V8
Vaszary Tamds (Gy6r, Kazinczy F. Gimn., 10. évf.) dolgozata alapjin
50 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 9, hidnyos
(1-3 pont) 3, hibas 2 dolgozat.

P. 5034. Mennyi ideig esett eqy vy kezddsebességgel vizszintesen elhajitott test,
amig az eldobds helyétdl s tdvolsdgra keriilt? (A légellendlldstol tekintsink el!)
Adatok: vo =5 m/s, s = 20 m.
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
Megoldas. Jelolje a test vizszintes irdnyban megtett utjat x, a fiiggdleges
irdnyban megtettet pedig y. Amikor az eldobés helyétdl s tavolsagra keriil, akkor

a Pitagorasz-tétel alapjan:
2

s =a2%+ y2.
Vizszintes irdnyban a test egyenletes mozgassal halad, igy

T = vot,
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fliggbleges iranyban pedig szabadeséssel zuhan, vagyis egyenletesen gyorsul:
y= %gtz.
Ezek alapjan:
s% = ’uth + 1gzt4.
4
Alkalmazzuk a k = t? helyettesitést:

g2
T k? +vik — s =0.
4
Az egyenlet pozitiv megolddsa:

_2y/v5 + g%s? — 202

k 7

9

ahonnan a kérdéses (¢t > 0) esési id6:

2
t= \[\/\/vé—FngQ—vg ~ 1,9 s.
)

Pszota Mdté (Révkomarom, Selye Jénos Gimn., 12. évf.)

67 dolgozat érkezett. Helyes 54 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 7 dolgozat.

Orszagos Kozépiskolai Csillagaszati Verseny ® aa
és Didkolimpiai Valogaté 2018,/19 "l@ '

Erdekel a csillagaszat és az lirkutatds, és nem all toled tévol a fizika és a ma-
tematika sem? Hazai vagy hataron tuli magyar ajka kozépiskolas didkként tanulsz
a 2018/19-es tanévben?

Akkor ne habozz — jelentkezz, és érdeklddy fizikatandrodndl!

Vegyél részt az iskoldkban lebonyolitdsra keriil, haromfordulds versenyen,
amelyre a felkésziilésedet irodalomjegyzékkel, online segédanyagokkal és megoldé-
sokkal ellatott gyakorld feladatsorokkal is segitjiik.

Ha bekeriilsz a legjobb teljesitményt nyujté 20-25 didk kozé, részt vehetsz
tavasszal az orszdagos dontében, ahol a dijazottakat értékes nyereményekben része-
sitjiikk — egyuttal akar a 2019-es, Magyarorszagon rendezendd nemzetkozi olimpiai
dontére késziilo magyar keret tagjava is véalhatsz.

Jelentkezési hataridé (egyben az 1. iskolai fordulé idépontja):
2018. oktéber 16. (kedd).

Részletes informacidk: http://www.bajaobs.hu/ioaa/.
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Eo6tvos-verseny

Az idei E6tvos-versenyt

2018. oktober 12-én

pénteken délutéan 15"-tél 20"-ig rendezi meg az Eotvos Lordnd Fizikai Tarsulat.

A versenyen azok a didkok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk,
vagy a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulményaikat. Nemcsak magyar
allampolgarsidgi versenyzok indulhatnak, hanem Magyarorszagon tanuld kiilfoldi
didkok, valamint kiilf6ldon tanul6, de magyarul ért6 didkok is.

A megoldasokat magyar nyelven kell elkésziteni, a rendelkezésre &ll6 idé
300 perc. Minden {rott vagy nyomtatott segédeszkéz hasznélhato, de zsebszamolos-
gépen kiviil minden elektronikus eszk6z hasznélata tilos.

El6zetesen jelentkezni nem kell, elegend6 egy személyazonossag igazolasara
szolgalé okménnyal (személyi igazolvény, didkigazolvany vagy utlevél) megjelenni
a verseny valamelyik helyszinén.

A helyszinek és a versennyel kapcsolatos minden tovabbi informéacié megtalal-
hat6 a verseny honlapjan:

http://eik.bme.hu/"vanko/fizika/eotvos.htm.

Versenybizottsag

Fizikabdl kitlizott feladatok

Meérési feladat

FIGYELEM! A mérési feladat megolddsdt azok az egyéni versenyzdk, illetve (idén
elsé alkalommal, kisérleti jelleggel) mérépdrok kiildhetik be, akik beneveztek az M pont-
versenybe. (A mérdpdrok versenyzési feltételeit részletesen ismertetjik a ?22. oldalon.)
Az egyéni versenyzék egqy személy (csalddtag, bardt) segitségét is igényve vehetik a mérés
elvégzésekor.

Kéryiik, hogy a postin kildétt megolddst négyrét hajtsd Gssze (t6bb lapbdl dllé dol-
gozatokat egybe) dgy, hogy a fejléc kiviilre keriljon. A részleteket ldsd a Versenykiirds
Megoldésok elkészitése és bekiildése részében.

M. 379. Mérjiik meg, milyen magassaghdl kell fiiggblegesen leejteni egy rugos
golyéstollat, hogy az {réhegye ennek kovetkeztében kipattanjon! Ha méar kipattant,
milyen magassagbdl kell fiiggdlegesen leejteni, hogy a hegye visszapattanjon?

(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata
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Gyakorlatok

Kérink, hogy minden egyes postin kilditt megolddst — feladatonként kilon-kilon —
négyrét hajts dssze (t6bb lapbdl dllé dolgozatokat egybe) gy, hogy a fejléc kiviilre keriiljon.
A részleteket ldsd a Versenykiirds Megoldasok elkészitése és bekiildése részében.

G. 641. Az dbrdn lathaté csigasorban a csigdk tomege =
1 kg. Mekkora F' er6 sziikséges ahhoz, hogy a ketreccel egyiitt
9 kg tomegii majmot egyenstlyban tartsuk?

(3 pont)

G. 642. Egy 2R sugaru kor keriiletének bels6 oldalan csu-
szasmentesen gordiil kérbe egy R sugard kerék. Milyen palyan
mozog a kis kerék egy keriileti pontja?

(3 pont) @

G. 643. Egy karos mérlegen egy vizet tartalmazé edény van kiegyensulyozva.
Megbomlik-e a mérleg egyensiilya, ha egyik ujjunkat bemeritjiik a vizbe tigy, hogy
az edényhez nem ériink hozza? Milyen véalaszt adhatunk a kérdésre, ha

a) egy csepp viz sem folyik ki az edénybdl;
b) a sziniiltig t6lt6tt edénybdl kifolyd viz lecsurog a mérleg tényérja mellett?
(3 pont)

G. 644. Az abrdn lathaté kapcsolasban
négy egyforma villanykortét kotottiink a telep-
re. Melyik vilagit legerésebben? Rakjuk sorba
az izzokat fényerejiik szerint!

(3 pont)

Feladatok

Kérink, hogy minden egyes postin kilditt megolddst — feladatonként kilon-kilon —
négyrét hajts dssze (t6bb lapbdl dllé dolgozatokat egybe) gy, hogy a fejléc kiviilre keriiljon.
A részleteket ldsd a Versenykiiras Megoldasok elkészitése és bekiildése részében.

P. 5045. A Holdon egy szabadon esO test teljes esési magassiga m-szer na-
gyobb, mint az utols6 masodpercben megtett tutja. Hatdrozzuk meg az esés magas-
sdgat és az esés idejét!

(4 pont) Farags Andor (1877-1944) feladata nyomén
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P. 5046. Egy M tomegi deszkat az dbrdn lathatd
modon, szimmetrikus elrendezésben rogzitiink. Az allo-
csigdk és a kotelek tomege, valamint a tengelysirlédés
elhanyagolhaté. (A m témegli testek nincsenek a M t6-

m m megll deszkdhoz ragasztva.)
M Milyen m/M ardny esetén lehet egyensilyban
a rendszer?
(3 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdria, Dunakeszi
P. 5047. Az dbrdn lathaté M tome- m
gl kiskocsi és a rajta levé lapos, m tome- 1 D
gl hasab v sebességgel halad a falhoz rogzi- —> M
tett, D rugdalland6ji nyomérugé felé. A ha-
sab és a kiskocsi feliilete kozotti surlodasi Q Q

egyiitthato pu.
a) Utkozéskor megestiszik-e a haséb?
b) Mennyi ideig tart az iitkozés?
Adatok: M =0,2kg, m=0,1kg,v=1m/s, D =44 N/m, p=0,4.
(4 pont) Kozli: Németh Ldszld, Fony6d

P. 5048. Becsiiljiik meg, mekkora nyomdskiilonbség alakul ki egy (4116 hely-
zetben mondjuk 2 bar tilnyomésd) autéguminak az abroncsnél 16v6 ,belsd” és
a futéfeliileténél 16vE ,kiilsd” része kozott! Az autépalyan a megengedett maximalis
sebesség 130 km/h.

(4 pont) Kozli: Tichy Géza, Budapest

P. 5049. Legalabb mekkora sebességgel kell elinditani egy rakétat a Foldrol,
hogy eljusson a Holdra? Hasonlitsuk Gssze ezt a sebességet a méasodik kozmikus
sebességgel! (Az egyszerliség kedvéért a Fold és a Hold mozgdsat ne vegyiik figye-
lembe!)

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5050. Egy zart edényben viz, a viz felett vizgéz van. Mi torténik a vizzel, ha
a vizgbzt szivattytuzni kezdjiik, mikézben a viz homérsékletét allandénak tartjuk,
ha ez a hémérséklet

a) 100,00 °C;

b) 20,00 °C?
(3 pont) Ko6zli: Radnai Gyula, Budapest
380 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/6
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P. 5051. Héliumgéz allapota az dbran lathaté p
modon valtozik. Mekkora a folyamat soran felvett 4 bar
hé?
(4 pont) Példatari feladat 2 bar
v

30 dm® 80 dm?®

P. 5052. 1,5 cm vastag iiveglemez alatt kicsiny szemcse fekszik. Hol keletkezik
a szemcse lathato képe, ha a latésugar merGleges a lemez feliiletére, és az iiveg
torésmutatdja n = 1,57

(3 pont) Példatdri feladat

P. 5053. Hatarozzuk meg egy olyan csillag teljes fényteljesitményét, amely-
nek felszini homérséklete 7500 K, dtmérdje pedig a Nap datmérdjének 2,5-szerese!
A Nap felszini hémérsékletét vegyiik 5800 K-nek, fényteljesitményét tekintsiik egy-
ségnyinek.

(4 pont) Csillagdszati versenyfeladat nyomdn
P. 5054. Egy M nyugalmi tomegl, kezdetben &ll6 atommag képes elnyelni

egy hf energiaju y-fotont. Hatarozzuk meg, hogy mekkora az atommag gerjesztési
energidja (vagyis a nyugalmi energidjanak névekedése) ebben a folyamatban!

(5 pont) Kozli: Légrdadi Imre, Sopron
P. 5055. Egy vizszintesen kifeszitett gumikotél egyik végét fliggoleges irdny-
ban periodikusan mozgatjuk, emiatt a kotél mentén transzverzalis hulldmok futnak

végig. A kotél egy kis darabjanak mozgésardl filmfelvételt készitiink, ennek hdrom
egymast koveto filmkockajat mutatja az dbra.

v —

t=5,20 s t=524s t=528s

Merre terjed a kotélben az energia: balrdl jobbra, vagy jobbrol balra?
(6 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

O

Bekiildési hatarid6: 2018. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 6. September 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 352): K. 589. A company
regularly hires the same man to mow a certain grassy area. In addition to the labour cost,
the man charges a call-out fee of 5000 forints (HUF, Hungarian currency). If he mows the
grass three times a month, the labour cost is 1.8 times as much per occasion as it is in
the case when he mows the grass four times a month, since in the former case the grass
will grow higher which requires more work. On the whole, it is more economical for the
company to have the grass mowed four times a month. What is the minimum possible
labour cost per mowing in the case of 4 occasions a month, given that it is an integer
multiple of 100 forints? K. 590. Andrew, Bill and Charlie participated in a running race.
At the end, Bill and Carlie, respectively, were 15 metres and 35 metres behind when
Andrew finished. When Bill finished, Charlie was still 22 metres behind him. What was
the distance covered by the runners, given that each boy was running at a uniform speed?
K. 591. A group of children participated in a bus excursion. In the luggage compartment
of the bus, there is room for the luggage of one third of the children. The bus has 52 seats.
The teachers are sitting on two seats. On each of the remaining seats, there is either
a child sitting, or there is the luggage of a child. How many children are there on the trip
if all seats are used? K. 592. Ann, Belle and Charlotte are doing a job together. The
three of them finish it 6 hours sooner than Ann would finish it alone, 1 hour sooner than
Belle would finish it alone, and they take half as much time together as Charlotte would
take alone. If Ann and Belle work together without Charlotte, they finish the job in 80
minutes. How long would it take each girl Ann and Belle to do the job alone? (Express
your answer in minutes.) K. 593. A disobedient class were trying to boycott the PE
lesson. Therefore, when given the task of throwing a ball along the running track as far as
they can, they threw the balls towards the fence instead, in the hope of getting the balls
across the fence and halting the lesson while the balls are collected. 1/6 of the students
threw 5 balls each, half the class threw 4 balls per student, one student threw 6 balls and
all the rest of them threw 2 balls each. They managed to throw 75% of the balls over
the fence. Since it took a lot of of time to get all these 66 balls back, the students were
punished. They were made to run 3 laps each on the 200-metre running track. How many
kilometres did they run altogether?

New exercises for practice — competition C (see page 353): Exercises up to

grade 10: C. 1490. What is the remainder if the number N =863 99...9 (with 2018
2018 times

digits of 9 at the end) is divided by 327 C. 1491. The length of side AD of a rectangle
ABCD is 1 cm. The angle bisector of ZBAD and the perpendicular bisector of diagonal
AC intersect on the side C'D. Find the exact length of side C'D. Exercises for everyone:
C. 1492. The solid in the figure consists of 15 unit cubes. In how many different ways
is it possible to get from vertex A to vertex B along the grid lines if it is only allowed
to move in the three directions indicated? C. 1493. A triangle of unit area has sides
a, b, ¢, such that a > b > c. Show that b > /2. C. 1494. Prove that if p and ¢ are
twin primes greater than 3, then their arithmetic mean is divisible by 6 and the number
greater by 1 than their product is divisible by 36. Exercises upwards of grade 11:
C. 1495. Consider the following sequence of equalities: (1) 1+2 =3, (2)4+54+6 =T7+38,
(3) 94+ 10+ 11+ 12 = 13+ 14 4 15. By observing the rule, state the kth row, and prove
your statement. (Proposed by A. Kertész, Miami Beach) C. 1496. Disks of radii 1, 2 and
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3 cm are drawn about the vertices of a triangle. The three disks pairwise touch each other
from outside. What is the area in the triangle that is not covered by the disks?

New exercises — competition B (see page 354): B. 4966. Find the nineteenth
positive integer in which the sum of the digits is 2018. (3 points) B. 4967. Let P be an
interior point of AABC, and the midpoint of sides AB, BC and CA are C1, A; and Bi,
respectively. Through the points A1, By and C;, draw parallels to the lines AP, BP and
CP, respectively. Show that these three lines are concurrent. (3 points) (Proposed by
J. Kozma, Szeged) B. 4968. Solve the following simultaneous equations on the set of
positive real numbers:

1 1 1 1
=1
1—|—a—|—ab—|—abcJr 1—1—()—&—bc—i-bccl+ 1—|—c—l—cd—&—cda+ 14+ d+da+ dab ’

a+b+c+d=4.

(4 points) B. 4969. The sides of a rectangle T' are a < b. Given that the union of two
appropriate disks of radius r covers T" but this is impossible with two disks of radii smaller
than r, determine the length r. (4 points) B. 4970. A line e in the plane separates two
given points A and B of the plane. On the line e, select points P and @ such that
ZPAQ = 90°. Show that there exists a point different from B that lies on all circles
drawn through B, P and @, independently of the choice of P and Q. (5 points) (Proposed
by the class 11C of Fazekas Primary and Secondary School, Budapest) B. 4971. For
which primes p is there a positive integer a such that 1 + a4 a® +--- 4+ aP ! is divisible
by p*? (5 points) B. 4972. Let P be an interior point of an acute-angled triangle ABC.
Let D, E and F be the orthogonal projections of P onto the sides, as shown in the figure.
Outside the triangle, a square is drawn over each of the six line segments formed on
the sides. The squares are then alternatively coloured by two colours according to the
figure. Consider the two triangles formed by the lines of the “outer” sides of the squares
with the same colour. Show that these two triangles are congruent. (6 points) B. 4973.
Let a1, a2, ...,a2018 denote non-negative real numbers that add up to 1. Find the largest

possible value of the sum S'= %, . ; - aia; (6 points) (Based on an Argentinean problem)

New problems — competition A (see page 356): A. 728. Floyd the flea makes
jumps on the positive integers. On the first day he can jump to any positive integer. From
then on, every day he jumps to another number that is not more than twice his previous
day’s place. a) Show that Floyd can make infinitely many jumps in such a way that he
never arrives at any number with the same sum of decimal digits as at a previous place.
b) Can the flea jump this way if we consider the sum of binary digits instead of decimal
digits? (Diirer competition, 2015) A. 729. In a cyclic quadrilateral ABC D, the diagonals
meet at point F, the midpoint of side AB is F', and the feet of perpendiculars from E
to the lines DA, AB, and BC are P, Q, and R, respectively. Prove that the points P,
Q, R, and F are concyclic. (Proposed by M. Weisz, Szeged) A. 730. Let F,, be the nth
Fibonacci number (Fy = F» =1, F41 = F, + Fy,—1). Construct infinitely many positive
integers n such that n divides Fr, but n does not divide F,.

Problems in Physics
(see page 378)

M. 379. Measure the height from which a retractable ballpoint click pen should
be dropped from a vertical position in order that it is clicked on. When the tip of the
pen is already out, from what height should it be dropped vertically in order that it is
clicked off?
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G. 641. The mass of each pulley in the pulley system shown in the figure is 1 kg.
What is the magnitude of the force F' with which the monkey in the cage can be kept
in equilibrium? The total mass of the monkey and the cage is 9 kg. G. 642. A wheel of
radius R is rolling without slipping along the inner circumference of a circle of radius 2R.
What is the path of a point on the rim of the small wheel? G. 643. A bowl of water
is placed on one of the plates of a beam scale, which is balanced. One of our fingers is
immersed into the water, such that the bowl is not touched. Will the scale remain balanced
or not, if a) not a drop of water flows out of the bowl; b) the bowl was full to the brim,
and the water flows off the plate of the scale? G. 644. Four alike bulbs are connected as
shown in the figure to a battery. Which one is the brightest? List them in the order of
their luminous power.

P. 5045. An object falls freely on the Moon. The total height from which the object
was dropped is n times greater than the distance covered by the object in the last second of
its fall. Determine the height from which it was dropped and the time of the fall. P. 5046.
A board of mass M was fixed symmetrically as shown in the figure. The masses of the
fixed pulleys and the ropes, as well as friction in the shaft are negligible. (The objects
of mass m are not glued to the board of mass M.) At what m/M ratio will the system
be in equilibrium? P. 5047. The cart of mass M and the flat block of mass m on the
cart are moving at a speed of v towards a compression spring fixed to a wall, and having
a spring constant of D. The coefficient of friction between the block and the cart is pu.
a) Will the block slip or not when the collision occurs? b) How long does the collision last?
Data: M =0.2kg, m=0.1kg,v=1m/s, D =4.4N/m, u = 0.4. P. 5048. Estimate the
pressure difference in the tyre of a car between an ,inner” point next to the rim of the
wheel, and an ,outer” point next to the tread area. The excess pressure of the tyre when
the car is at rest is 2 bars, and the maximum allowed speed on the motorway is 130 km /h.
P. 5049. To what minimum speed must a rocket be accelerated, in order that it reaches
the Moon from the Earth? Compare this speed to the escape speed on Earth. (For the sake
of simplicity, do not consider the motion of the Earth and the Moon.) P. 5050. There is
some water and some water vapour above it in a closed container. What happens to the
water if the water vapour is sucked out of the container, whilst the temperature of the
water is kept constant, if this temperature is a) 100.00 °C; b) 20.00 °C? P. 5051. A sample
of helium is taken through the processes shown in the figure. How much thermal energy is
absorbed during the process? P. 5052. There is a small grain under a 1.5 cm wide glass
sheet. Where is the visible image of the grain, if the light rays are perpendicular to the
surface of the sheet, and the refractive index of the glass is n = 1.57 P. 5053. Determine
the total luminosity of a star whose surface temperature is 7500 K, and whose diameter
is 2.5 times bigger than that of the Sun. The surface temperature of the Sun is 5800 K,
and express the luminosity of the star in terms of the luminosity of the Sun (which is
considered to be 1). P. 5054. A nucleus of rest mass M, which is initially at rest can
absorb a gamma quantum of energy hf. Determine the excitation energy of this nucleus
in the process. (So by what amount does its rest energy increase in the process?) P. 5055.
One end of a horizontally stretched rubber thread is moved periodically in the vertical
direction, so transverse waves are travelling along the thread. A film is recorded about the
motion of a small part of the thread, and three consecutive frames of this film are shown
in the figure. In which direction does the energy propagate in the rope, from the left to
the right or from the right to the left?
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