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Koszonjiik, hogy ebben a tanévben veliink tartottak. A kovetkezd tanévre sz6lé
megrendelésrél az informaciok varhatéan augusztus kozepén keriilnek fel a hon-
lapunkra.

Varjuk szives megrendelésiiket.

A Kiado

Fraktalok és dimenzidészamok

Kivonat: Cikkiinkben koriiljarjuk a rekurzié alapveté példait, ennek kapcsan
ratériink a végteleniil 6nhasonlé fraktalokra, ahol pedig felmeriil a dimenzié-
szam kérdése. ijabb alapozés utan leirunk egy modellt, melynek segitségével
értelmezhetjiik egy alakzat dimenzidészamat.

Akit érdekel, hogyan késziiltek a cikk abrai, tekintse a dolgozat végén a forra-
sok jegyzékét, illetve nézze meg az Informatika rovatban megjelen$ Onhasonlé
fraktalok abrézolasa IXTEX-ben cimi cikket a 289. oldalon.

1. A rekurzié

Az 6nhasonlé fraktalok megértéséhez hasznos, ha el6szor tisztazzuk a rekurzid
fogalmat, egy-két példaval kiegészitve.

1.1. Sorozatok

Az iskolai anyag keretei kozt a legtobben elGszor itt taldlkoznak a rekurzid
fogalmaval:
a, = 2" = ag=2 AN a,=2 1.

Ebben a sorozatban az els6 elem 2, minden ezt kovetd elem pedig az 6t megel6z6
elem kétszerese, tehat kifejezheté az el6z6 elembdl, ez a tulajdonsdg a rekurzié
alapja. Az egyszerilibb sorozatok hozzarendelési szabalyait dltalaban meglehetésen
egyszeril ilyenné atalakitani, bar ez altalaban nem elényds, hiszen ebbdl az alakbdl
egy adott elemhez csak az 6t megel6z6 Gsszes elem ismeretével, lépésenként tudunk
eljutni. Viszont vannak olyan sorozatok, amelyeknek kozponti tulajdonsaguk, hogy
rekurzivan adjuk meg elemeiket. Taldn a legismertebb ezek koziil a Fibonacci-
sorozat:
F1:1 AN F2:1 A Fn: n72+Fn—1~
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A Fibonacci-sorozatnak is létezik egy, a kivdntndl bonyolultabb kézvetlen hozza-
rendelési szabdlya, amelyhez nem kell végigszamolnunk az Gsszes elemet. Ennek
ellenére van benne valami megragadd, hogy minden elem ,fiigg” az 6t megelézéek-
t6l. Persze tetszolegesen sok ilyen rekurziv sorozat alkothaté, a Fibonacci-sorozat
egyszeriisége és érthetGsége folytan lett ennek a kategéridnak a legismertebb tagja.

1.2. Mashol az életben

Eqgyszer volt, hol nem volt egy icipici hdzikd,

Ottan €lt, éldegélt egy icipici lencsi lany,

Icipici anyukdval til az Operencidn.

Icipici lencsi ldnyka lencsi babdt ringatott,

Anyuka is ezt csindlta, s boldogsdgban éltek ott.

Amikor este lett, az icipici lanyka félt,

S icipici anyukdja mondott egy mesét, HOGY
(Kozismert gyermekdal)

Ahogyan az Icipici kis mesében is lathatjuk, a torténet tartalmazza Snmaganak
tokéletes masolatat, végteleniil sokszor. Igy akdr azt is mondhatnank ré, hogy
végteleniil 6nhasonld.

Hasonl6 a helyzet akkor is, ha egy kameraval felvesziink egy TV-t, ugy, hogy
koézben ugyanerre a TV-re folyamatosan kiildjiik a kamera altal felvetteket. Ennek
a jelenségnek egy modernebb verzidja lathato az elsé belsé boritén.

1.3. Végteleniil 6nhasonlé fraktalok

De mi lenne, ha szamok, torténetek vagy képek helyett geometriai alakza-
tokat (els8sorban szakaszokat) ,dgyazndnk énmagukba”? Nos, az ilyen végteleniil
onhasonlé részekbdl allo alakzatokat nevezziik végteleniil 6nhasonlé fraktdloknak.
A fraktdl sz6 a latin ,fractus” szébdl ered, jelentése torott, toredezett. Ez az elne-
vezés Benoit Mandelbrot lengyel szarmazasi matematikustél szarmazik, aki 1975-
ben publikalta elsé konyvét (Les objets fractals, form, hasard et dimension) ezekrél
a végteleniil komplex geometriai alakzatokrél. Nézziik is meg, hogyan épiilnek fel.

A kovetkez6 harom példa mindegyikében ezeket 1épéseket ismételgetjiik: lesz
egy-egy egyszerl szabalyunk, hogy minden, az dbran talalhaté szakaszt mivel fo-
gunk helyettesiteni a kovetkezo6 lépésben. Ezek a valamik kisebb szakaszokbdl allnak
majd, amik ezutan még tobb kis valamivé fognak valtozni. Nézziik is a példakat.

(A kovetkezOkben a kifejtett szabélyok alapjan generalt abrak lathatdk, ezek-
kel a kedves olvasé mér taldlkozhatott a KéMaL informatika rovatédban is [1], [2]).

1.3.1. Koch-giérbe. A Koch-gorbe a legegyszeriibb végteleniil onhasonlé frak-
talok kozé tartozik. A rekurziv szabdly a kovetkez6: minden szakasz kozépsé har-
madat az afolé emelhet6 szabdlyos hdromszog masik két oldalaval helyettesiti. Fi-
gyeljiik meg, hogy minden 1épés harmadolja az dbran lathaté szakaszok hosszat
— ez a késébbiekben még fontos lesz. Emellett jelentés az is, hogy minden 1épés
%—szorozza a gorbe hosszat, a végtelen sok lépéssel kapott tokéletes Koch-gorbe
tehat végteleniil hossz.
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1.3.2. Sarkany-gorbe. Ez mar egy leheletnyivel bonyolultabb. Itt minden
szakaszt a f6lé emelhetd egyenl6 széari, derékszogli haromszog masik két oldalaval
helyettesitiink, de tgy, hogy egyszer a gorbe egyik oldalara, masszor a masik ol-
daléra essen a harmadik cstcs. (Ez egy cséppet bonyolult lefrva, {gy az els§ pér
iteraciondl az tjabbikat vastagitdssal jeloltiik, az el6z6 iteracidt feketével meghagy-
va. Reméljiik, ez segiti a megértést.) Itt a szakaszok hossza a Pitagorasz-tételnek
megfelel6en \% = /2-szeresére valtozik. Erdekesség, hogy egy mésik hozzarendelé-
si szabdllyal is ugyanehhez a gérbéhez jutunk: ha a gorbét a jobb oldali vége koriil
pozitiv irdnyba elforgatjuk, és hozzatiizziik az eredetihez. Ebben az esetben termé-
szetesen a kapott alakzat egyre novekszik, hiszen a szakaszok hossza nem valtozik,
viszont a szamuk kétszerezodik — ha ezzel a szabdllyal is dllandé ,,méreti” gorbét

szeretnénk kapni, minden lépés utan \/Li—vel kell megszorozni az dbra tavolsagegy-

ségét.
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De véarjunk csak. Ezt a mintat ismerjiik, de altalaban nem igy szoktunk eljutni
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Itt minden fekete hdromszognek fehérre festjiik a kézépvonalhdromszogét. Vi-
szont az elsé esetben hosszisagokkal, itt pedig teriiletekkel dolgoztunk, mégis
ugyanahhoz az dbrdhoz jutottunk. Ha utanaszamolunk, az elsé esetben a vonal
hossza a végtelenbe tart, mert minden 1épéssel konstans %—szeresére né a hossza,
a masodik esetben a teriilet viszont nulldhoz, mert minden lépéssel konstans %-ére
csOkken. Ez az egész sok kérdést felvet, de a legégetSbb talan az, hogy: akkor hany

dimenzios is a Sierpinski-haromszog?

2. A dimenzié fogalma

2.1. Hogyan értelmezziik a val6 életben?

A tovabbiakban érdemes bevezetniink egy fogalmat, ami dltaldnositja a hossz,
teriilet, térfogat fogalmat minden dimenziészamra. Hivjuk tomegnek. Ez gyakorla-
tilag annyit mutat meg, hogy az adott alakzat megépitése esetén mennyi anyagot
hasznélndnk fel. A kiilonb6z6 dimenzidszamu esetekben az alakzat ,méretének”
valtoztatasaval kiilonbozo osszefiiggéseket fogunk kapni a ,,méret” és a tomeg kozt.

Képzeljiik el, hogy egy drotdarabot felosztunk feleakkora oldalhosszi egységek-
re. Egy idedlis, egydimenzids drét esetén két tokéletes, kicsinyitett mést kapunk,
ezeknek tomege tehat feleakkora lesz, mint az eredeti drété.
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Ha egy négyzet alaku fémlapot sze-
retnénk feleakkora olalhosszu kis négy- <1>2 1

zetekre felosztani, négy darabot kap-
nank, a tomeg pedig értelemszertien
a negyedére csokkenne.

A szemléletesség kedvéért vizsgal-
juk meg a fémkocka esetét is. A fele- N
akkora élhosszusagu kockdakbol nyolcra <—> =_
lesz sziikség, ezeknek tomege igy az ere- 2 8

deti tomegének nyolcada lesz.

Taldn gy nyer a legegyszeriibben értelmet a dimenziészam fogalma, ha rakér-
deziink, hogy a vizsgalt dolgot hany olyan kis darabra tudjuk szétosztani, ami 6n-
maganak egy bizonyos hosszardannyal kicsinyitett mésa. ]1’Tszrevehetj1'ik7 hogy fennall
egy szép egyenlség:

KP =N,
ahol N a kis alakzatok és az eredeti alakzat kozotti tomegarany, K a kis alakzatok
és az eredeti alakzat kozotti hosszarany, D pedig a dimenzié szama. Ha pedig a di-
menziészamot szeretnénk kifejezni, a logaritmus pontosan az ilyen jellegli kérdések
megvélaszolaséara lett kitalalva:

D =log; N.

2.2. A végteleniil 6nhasonlé fraktalok dimenzidja

Ertelemszeriien ugyanezt a képletet a végteleniil 6nhasonlé fraktaloknal is be
lehet vetni, hiszen egyik alapvetd tulajdonsaguk, hogy énmaguk kisebb masolatai-
bol allnak.

2.2.1. Sierpinski-haromszoég

D =log,3 ~ 1,585

Az egészen magatdl értet6do: a Sierpinski-haromszog dnmaganak harom olyan
maésolatabdl all, amelynek oldalhossza fele az eredeti oldalhossznak. fgy akarmilyen
hihetetlen, az alakzat dimenziészama nem egy egész szam, s6t irraciondlis. Ez meg-
valaszolja a korabban felvetett kérdésiinket: a Sierpinski-haromszognek azért nem
volt kielégito tulajdonsaga sem a hossz, sem a teriilet, mert abban a dimenzidészam-
ban, amiben 1étezik, ezek a tulajdonsagok nem vonhaték parhuzamba a tomeggel.
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A hossz csak egydimenzids, a teriilet csak kétdimenziés alakzatokndl mitkodképes
helyettesitése az dltaldnosabb témeg koncepcidjanak.

2.2.2. Sarkany-gorbe

D =log 5 =2

Az el6z6 részben leirtaknak megfeleléen tudjuk, hogy ha két sarkanygorbét egy
derékszoggel elforgatva a végeiknél osszeillesztiink, egy v/2-szor akkora ,nagysagi”
sarkanygorbét kapunk. Ha ezt ismerve kiszamoljuk a Sarkany-goérbe dimenzidsza-
mat, kettét kapunk. Ebbe kicsit hunyorogva bele lehet latni az értelmet: az alakzat
belsejében tokéletes négyzethdld alakul ki, errél pedig intuitivan jon, hogy kétdi-
menzios.

2.2.3. Koch-gorbe

JM U, D logd 2 1262

Itt a Sierpinski-haromszoghtz hasonlé moédon indulunk el: négy kis Koch-
gorbébol egyetlen, hdromszoros nagysagu Koch-gorbét lehet épiteni. Még egy ir-
raciondlis dimenziészamu alakzat.

2.3. Nem végteleniil 6nhasonlé fraktalok dimenzigja

Felvetédik a kérdés, hogy milyen fraktél létezik még, ha a korabbi példainkat
a ,végteleniil 6bnhasonld” jelzd el6zte meg. Ami azt illeti, léteznek nem végteleniil
onhasonlé fraktalok is. S6t, tokéletlen vilagunkban ezek gyakorlatilag mindenhol ott
vannak. Egy klasszikus példa erre Norvégia partvonalanak hossza, ennek vizsgala-
ta. Ugyanis minél kozelebbrdl figyeljiik meg, anndl tobb részletet véliink felfedezni,
annal hosszabbnak tiinik a partvonal. Bizonyos értelemben a vizsgalat pontosita-
saval a végtelenbe tart (az, hogy ennek egy szinten til fizikailag nincs értelme, ne
legyen akaddly: a matematikai kiteljesedés érdekében kezeljitk a partvonalat toké-
letesen, végteleniil részletesnek). Ez a tulajdonsdg emlékeztethet minket példdul
a Sierpinski-hdromszog végtelen keriiletére. Ha viszont eljutottunk iddig, egysze-
riien nem tudjuk nem feltenni magunknak a kérdést: Hdny dimenzids Norvégia
partvonala?

3. Egy masik modell a dimenziészamra

Mivel a nem végteleniil 6nhasonld fraktalok nem épithetéek fel snmaguk ma-
solataibdl — igy Norvégia partvonala sem —, egy mésik modellt kell alkalmaznunk.
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3.1. Egész dimenzidészamu alakzatok dimenzidja

Vegyiink fel egy egység-négyzetriacsot. Ha ebben felvesziink egy (tetszoleges)
szakaszt, annak valahany egységnégyzettel lesznek kozos pontjai, szdmoljuk meg
ezeket. Valtoztassuk meg a szakasz hosszat, szamoljuk meg, hogy igy hiny egység-
négyzettel van kozos pontja és jegyezziik fel a hossz-egységnégyzetszam szampart.
Ismételjitk meg ezt a folyamatot tetszolegesen sokszor, majd eredményeinket abra-

zoljuk grafikonon.

, , ,
~
2 A
2 A
2 A

N az . érintett” egységnégyzetek szama, ¢ egy konstans egyiitthatd, s pedig
a szakasz hossza. Az e egy olyan konstans, ami a viszonylag kicsi mért alakzatok
miatt 1ép fel, nagyobb skélan teljesen elhanyagolhato lenne, de a korrektség kedvéért
— hogy a képlet pontos legyen — feltiintettiik.

Ha ugyanezt egy négyzettel végezziik el (egyszer(i hossz helyett az oldalhosszt

vizsgalva), a kovetkezére jutunk:

Sajnos papiralapon nem szemléltetheté megfelelden, de egységkockahal6val,

kockakkal és élhosszal dolgozva a kovetkezo Osszefliggés jon ki:
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200 +

40 1 N=c-(s+e)’

Levonhatjuk tehat azt a kovetkeztetést, hogy a modelliink a kovetkez6 Gssze-
fliggés szerint adja meg az alakzat dimenzidszamat:

N =c-sP.
A logaritmus alapvet6 azonossagai alapjan:
InN =In(c-sP),
InN =1Inc+ D -Ins.

(Itt c-hez hasonléan In ¢ egy konstans, ezért a jovében legyen ¢’ := Inc.) Tehdt ha
a mért adatokat logaritmikus beosztasu skalan abrazoljuk, egy linedaris Osszefiiggést
kapunk, ahol D az egyenes meredeksége.

Vegyiik észre, hogy a kapott dsszefiiggések midegyikében a kapott meredekség
egyenlé a vizsgalt alakzatok dimenzidszdmaval (ahogy ¢ a nulldhoz tart). Ez egyel6-
re egy jo jel, nézziik meg, hogy a végteleniil nhasonlé fraktalokra is alkalmazhato-e
ez a modell.

3.2. Végteleniil 6nhasonlé fraktalok

(A kovetkezOkben dbrazolt esetek tul kicsik ahhoz, hogy ilyen tiszta dsszefiiggés
sziilessen beldliik, de a szemléletesség érdekében inkabb ezt védlasztottuk. Ahhoz,
hogy korrektebb és pontosabb képlethez — és igy dimenziészamhoz — jussunk,
nagysdgrendekkel nagyobbra kellene novelniink a vizsgalt alakzatokat.)

A Sierpinski-hdaromszoget megvizsgalva az els6 belsd borité koézéps6 abrdjan
lathato esetet, hasonléképpen a Koch-gorbét vizsgalva ugyanitt az alul levoé dbran
lathaté esetet kapjuk.

Amint latjuk, a modelliink végteleniil bnhasonlé fraktalokra is kival6an miiko-
dik. A szakirodalom egyébként ezt a mddszert angolosan box counting médszernek
hivja.

3.3. Nem végteleniil 6nhasonlé fraktalok

Ezzel tehdt leirtunk egy olyan modellt, ami nem csak ugyanazokat a dimen-
ziészamokat adja eredményiil, mint az els6, intuitivabb modelliink, hanem barme-
lyik tetszoOleges alakzat dimenzidszamat is meg tudja adni. Ennek ismeretében mér
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minden eszkoziink megvan, hogy vélaszt kapjunk arra, mi Norvégia partvonala-
nak dimenziészama. A kovetkezd részben a sajat mérésiink lathatd, amit a leirt
moédszerrel hajtottunk végre: kiilonbozo méreteknél megszamoltuk az érintett do-

bozokat.
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: pri
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A mérésiink szerint tehat Norvégia partvonala egy nagyjabdl 1,32-dimenzids
alakzat. Sajnos ez nem teljesen stimmel, nagyobb skédlakon, méasok altal elvégzett
mérések alapjan a dimenzidészam 1,522 koriil van. Ez nem hatalmas gond, hiszen
tudtuk, hogy ilyen kis skdlan nem varhatunk pontos eredményt, a célunk inkabb
a modszer szemléltetése volt.

Ez a témakor természetesen még sokkal szélesebb, mint amit ebben a cikk-
ben feldolgoztunk. Nem beszélhetiink tgy a fraktdlokrdl, hogy ne emlitenénk meg
példaul a Mandelbrot-halmazt. Azonban ez a téma annyira komplex és sokoldald,
hogy ismertetése 6nmagaban is megérdemelne egy hasonld hosszusagu cikket. Ha
a kedves olvasénak felkeltette az érdeklédését a cikk, kiillonbozébbnél kiilonbozébb
irdnyokba eldgazo cikkeket és feladatokat talalhat a KoMal kordabbi szédmaiban.
Van koztiik fizikafeladat, amely kihaszndlja a végtelen énhasonlésagot [3], mate-
matikai cikk a lazdn kapcsol6dd kdoszelméletrdl [4], a fraktdlok fényelhajlitdsdnak
bemutatédsa [5], és a Mandelbrot-halmaz véltozatossdganak kriptogréfiai hasznosi-
tasardl szolé cikk is [6].

Forrasok

A cikkben lathaté abrak sajat készitéstiek, a rekurziv képernyékép kivételé-
vel az osszes a WTEX TikZ csomagjdval késziilt (néhdny helyen az alacsonyabb
szint(l, a TikZ alapjat alkoté PGF nyelvet haszndlva). A fraktdlokat Lindenmayer-
rendszerekkel programoztuk.

e PGE:
https://mirror.szerverem.hu/ctan/graphics/pgf/base/doc/pgfmanual . pdf
o TikZ:
https://www.bu.edu/math/files/2013/08/tikzpgfmanual . pdf
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e Lindenmayer-rendszerek:
https://texample.net/tikz/examples/lindenmayer-systems/

A cikk alapveto gondolatainak oroszlanrésze a kovetkez6 két videdbol szarma-
zik:
e Vihart — Doodling in Math Class: DRAGONS:
https://youtu.be/EdyociU35u8

e 3BluelBrown — Fractals are typically not self-similar:
https://youtu.be/gBIn2gHsHN4

Hivatkozasok

[1] I. 188. feladat
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=1188&1=hu

[2] S. 41. feladat
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=S41&1=hu

[3] Fehér Szilveszter, Kovécs Péter Tamds — 4789. fizika feladat
http://db.komal.hu/KomalHU/felhivatkoz.phtml?id=54239

[4] Simonovits Andrds — Egyensily, ciklus és kdosz dinamikus rendszerekben
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=201845

[5] Fényelhaglds fraktdlon
http://komal.elte.hu/cikkek/szines/fenyelhajlas/feny.h.shtml

[6] Genda Attila — Titkositds fraktdlok segitségével
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=201755

Szép Emma, Varga Pal Patrik
Budapest V. Keriileti E6tvos Jozsef Gimnazium végzés didkjai

Megoldasvazlatok a 2021/4. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. FEgy hdromszdg csicsai a derékszégii koordindta-rendszerben A(—1;4),
B(7,-2) és C(5;8).

a) frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a C' ponton és

a hdaromszoget két eqyenld teriileti részre osztja. (4 pont)
b) Szdamitsuk ki, hogy az y tengely melyik pontjabdl lathatd derékszigben az AB
szakasz. (6 pont)

Megoldas. a) A keresett egyenes a C' ponton atmend stlyvonal egyenese.
Az AB szakasz felezépontja: F'(3;1). A stlyvonal egyenesének (egy) normélvektora:
n(7; —2), egyenlete 7x — 2y = 19.
—
b) L megolda’s._}egyen a keresett pont P(0;y). Ekkor PA(—1;4 —vy) és
ﬁ (7;—2—y). A PA és ﬁ vektorok pontosan akkor merodlegesek egymasra, ha
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skalaris szorzatuk 0.
(1) 7+ @ -y (-2-y) =0,
y?—2y—15=0,
y1=5 és yo = —3.

Tehét P;(0;5) és P»(0; —3).
II. megoldds. (Felhasznalva az a) feladatban kiszamitott F' pont koordindtéit

vagy az ebben a feladatban kiszamitott szakasz felez6pontjanak koordinatait.)

Mivel az AB szakasz Thalész-kore azon pontok halmaza, amelyekbdl az AB
szakasz derékszogben latszik, igy ennek a kornek és az y tengelynek a metszéspontjai
a keresett pontok.

A kor (kozéppontja: F(3;1),) sugara:

A ) (-9 - )
2 2

r = 5.

A kbr egyenlete: (z —3)> 4 (y — 1)> = 25. A kér y tengellyel valé metszéspontjat
az = = 0 helyettesitéssel kapjuk, igy y2 — 2y — 15 =0, y; = 5 és yo = —3.
Tehat Py(0;5) és Po(0; —3).

2. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenletet:
|z — 2\2w2711$+l4 =1. (6 pont)

b) Oldjuk meg az 1-nél nagyodbb egész szimok halmazdn az aldbbi egyenletet:

7(;‘)2(";2) (7 pont)

Megoldas. a) Egy nemnegativ alapi hatvany értéke csak akkor lehet 1, ha
alapja 1 vagy kitevGje 0 és alapja nem 0.

Ha z > 2, akkor x — 2 = 1, ahonnan x = 3.

Ha z < 2, akkor —x + 2 = 1, ahonnan =z = 1.

Ha 222 — 112 + 14 = 0, akkor z; = % és xo = 2.

Mivel 0 nem lehet a hatvdny alapja, ezért a 2 nem megoldds (a tobbi érték vi-
szont igen, mert megfelelnek a feltételeknek). Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink,

igyaz 1,a 3 és a % gyOke az eredeti egyenletnek.

Megjegyzés. Ha a megoldé mind a négy gyokot megoldasnak tekinti, akkor megoldé-
séra legfeljebb 5 pontot kapjon.

) 7'n-(n—1):2.(n+2)~(n+1)~n.
2-1 3-2-1
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(Mivel n > 1, {gy mindkét oldalt n-nel osztva:)

n—1_ (n+2)-(n+1)
7- 7 = 3 .

Nulldra rendezve: 2n2 — 15n+25 =0, n; =5 és ny = g Az g nem egész szam, igy
az egyetlen megoldas csak az 5 lehet.
Ellen6rzés: 7-10 = 2 - 35 = 70 valéban.

3. Egy céllovioldében az dbran ldathaté maodon felfiggesz-
tettek hat kiilonbozd szind lufit. Azt a szabdlyt vezették be, hogy
csak arra o lufira szabad l6ni, amelyik a két felfiiggesztés bar-
melyikében éppen legalul van.

a) Hdny kiilonbozd sorrendben 6hetd le a fenti szabdly
szerint a hat lufi? (5 pont)

Ebben a céllovildében egy nyolcfés tarsasdag szorakozott,
ahol az elsé ot személy 3, 1, 5, 2 és 3 lufit taldlt el.

b) Hdny lufit taldlt el a maradék harom személy kilon-
kiilon, ha a tdrsasdg taldlatainak dtlaga 3, medidnja 2,5 lett?
(5 pont)

Nagyszamu megfigyelés alapjin megdllapitottdk, hogy 0,4 annak a valdszinisé-
ge, hogy eqy céllovd elsdre eltaldlja a kiszemelt lufit.

¢) Mennyi a valdszinisége annak, hogy a céllovd 6 lvésbdl legaldbb 5 lufit
eltalal? (4 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Jelolje B, ha a bal oldali felfiiggesztés legalsé lufijat,
J pedig, ha a jobb oldalit 16vik le. Mivel mindegyik felfiiggesztésen 3 lufi van, ezért
haromszor 16viink balra és hdromszor jobbra, igy egy adott sorrendet 3 db B és 3 db
J betli valamilyen jelsorozatdval irhatunk le. Ezt tekinthetjiik 6 elem ismétléses
permutaciéjanak, amelyben 3-3 elem megegyezik, igy a keresett sorrendek szama:

6!
331 = 20.

270 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/5



éf 2021.5.6 — 21:43 — 271. oldal — 15. lap KoMalL, 2021. méjus %

— P

1I. megoldds. Ha az elsé taldlat a kék lufi, akkor a lehetséges folytatast az dbrdn
kovethetjiik végig.
Ebben az esetben 10-féle 16vési sorrend alakulhat ki.

Ha az els6 taldlat a fehér lufi, akkor (a K és I, az S és L, illetve a P és Z
betiik cseréje miatt) ugyancsak 10-féle 16vési sorrend keletkezik.

Osszesen tehat (10 + 10 =)20-féle kiilonbzd 16vési sorrend lehetséges.

Megjegyzés. Ha a megold6 rendezetten felsorolja az Gsszes lehetOséget, és ez alapjan
helyes véalaszt ad, akkor teljes pontszamot kapjon.

b) 1. megoldds. Jeldlje az ismeretlen taldlatokat x, y és z (ahol x <y < 2 < 6

és x,y,z € N).

Ha a taldlatok atlaga 3, akkor x + y + z = 10.

Ha az elsé 6t taldlat (nem csokkend x|0]O0|1|1|2[2]2]3
sorrendben) 1, 2, 3, 3, 5, akkor a kévetkezd yl4|53[4]2]3/4]3
esetek lehetségesek: 161516151615 44

A medidnra vonatkozé feltétel miatt nem lehetséges a 0, 4, 6, a 0, 5, 5, az 1,
3,6,az 1,4,5,a2 3,5 a2 4,4és a3, 3,4 eset (ekkor a medidn 3).

Tehat a maradék harom személy egyike 6, a masik ketto pedig 2-2 taldlatot
ért el.

11. megoldas. A taldlatokat nem csokkend sorrendbe rendezve a medidn miatt

a 4. és 5. talalat csak az 1 és 4 vagy a 2 és 3 lehet. 1 és 4 nem lehet, mert ekkor
nem lenne 3-as talalat.

Innentdl mutatunk két megoldasi modot.

1. mod: Ha a 4. és 5. taldlat 2 és 3, akkor az 1. taldlat lehet az 1, a 6. pedig
a 3, igy a 7. vagy 8. taldlat lehet 5. A 2. és 3. taldlat legfeljebb 2. Ha a 8. taldlat
lenne az 5, akkor a 7. taldlat 3, 4 vagy 5 lehet. De ekkor a 2. és 3. taldlatok Osszege
rendre csak 7, 6 vagy 5 lehetne, ami 1 és 2 talalatokbdl nem lehetséges.

Tehat a 8. taldlat csak 6, a 2. és 3. taldlat csak 2 lehet, igy a maradék harom
személy egyike 6, a masik kettd pedig 2-2 taldlatot ért el.

2. mdd: A hidnyzé 3 szam Osszege 10, hiszen az dtlag miatt a 8 szam Osszege 24,
a megadottaké pedig 14. Mivel két osszeadando kisebb 2,5-nél, egy pedig nagyobb,
és valamennyi 0 és 6 kozotti egész, ezért csak a 2 + 2+ 6 = 10 lehetoség marad.
Tehat a maradék harom személy egyike 6, a masik kettd pedig 2-2 taldlatot ért el.

Megjegyzés. Ha a megoldé indoklés nélkiil megadja a helyes megoldéast, akkor 2 pontot
kapjon.

¢) Annak a valdszintisége, hogy a céllvo elsére nem taldlja el a kiszemelt lufit
0,6. Annak a valdsziniisége, hogy 5 lufit talal el:

(g) 0,45 .0,6' ~ 0,037.
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Annak a valdszinfisége, hogy 6 lufit taldl el: 0,4% ~ 0,004. A keresett valészinfiség
ezek osszege: (0,037 + 0,004 ~)0,041.

4. Egy mértani sorozat elsé hdrom tagja ebben a sorrendben sin «, sin2a és
2cos? a. Ennek a sorozatnak nem tagja a nulla és hinyadosa negativ szdm.
a) Szamitsuk ki a sorozal mdsodik tagjanak pontos értékét. (6 pont)

Az {ay,} sorozatot a kovetkezéképpen adtuk meg:

3n — 2, ha n pdaros,

0,1-(=1,1)", han pdratlan.

ap =

b) Szamitsuk ki a sorozat elsé 101 tagjdnak dsszegét. Az eredményt egész szamra
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A mértani sorozat definicidja szerint:

sin 2« 2cos? «

- = — (ahol sina # 0 és cosa # 0).
sin «v sin 2«
Mivel sin2a = 2sinacosa, ezért az egyenlet bal oldalat sina-val, jobb oldaldt

2 cos a-val egyszertisitve: 2 cosa = Zﬁfg Mivel cosa # 0, igy a sina = % egyenletet
kapjuk.

Tudjuk, hogy sin® a + cos? a = 1, ezért

“l%

cos = -, vagy cosa=-—

Mivel a hanyados negativ szdm, ezért a sorozat méasodik tagja csak —‘/73 lehet.

11. megoldds. A mértani sorozat definicidja szerint:

in2 2 cos?
51.n e (.:OS a (ahol sin« # 0 és cosa # 0).
sin «v sin 2«

Mivel sin2a = 2sinacosa, ezért az egyenlet bal oldalat sin a-val, jobb oldalat
2 cos a-val egyszertisitve, majd a nevezével szorozva:

sin 2a = cos a.

Mivel tetszoleges a sz6g esetén

. m
COS (v = SIn (a—|— f) ,
2
a kovetkezd egyenletet kapjuk:
. . 7T
sin 2a = sin (a + 5) .
Az el6bbi egyenletet megoldva:
7r

6

2
a1 = +Zkm vagy ay= +2m, abol k€L
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1
3 2
lehet. Mivel a hanyados negativ szdm, ezért a sorozat masodik tagja csak —-5° lehet.

Mivel a harmadik tag pozitiv és a hanyados negativ, ezért az elso tag csak sina =

b) Mivel asy, = 6k — 2 és a2 = 6k +4, {gy asp12 — asi = 6, ezért a paros sor-
szamu tagok (minden k € ZT esetén) szdmtani sorozatot alkotnak. Ennek a szam-
tani sorozatnak az elsé tagja 4, differenciaja 6.

Mivel agpiq = 0,1 (=1,1)*" és agp_y = 0,1+ (=1,1)**7" gy

A2k+1 _ (_1’1)2 — 121,
a2k—1

ezért a pdratlan sorszamu tagok (minden k € ZT esetén) mértani sorozatot alkot-
nak.

Ennek a mértani sorozatnak az elsé tagja —0,11, hdnyadosa 1,21. Az els6 101
tag kozott 50 tagja van a szamtani sorozatnak és 51 tagja a mértani sorozatnak.

A szdmtani sorozat 50 tagjanak Gsszege:

8+49-6

Ss0 = — 50 = 7550.
A mértani sorozat 51 tagjanak osszege:
1,21°0 —1
Ss1 = (=0,11) - =———~ ~ —8733,76.
1= ) 121 — 1

(Mivel Sso + S51 ~ —1183,76 igy) a keresett Osszeg egészre kerekitve —1184.
II. rész

5. Az a és b pozitiv szamok szamtani kézepe 4, mértani (geometriai) kézepe 2.

a) Szamitsuk ki a két szam négyzetes kizepének pontos értékét. (5 pont)
Az x tengely, az x =p, az x =q €s az y = m—lg egyenletii gorbe dltal hatdrolt

stkidom teriilete megegyezik az x tengely, azx =q, azx =1 és azy = :ci? egyenleti

gorbe dltal hatdrolt sikidom teriletével, ahol p,q,7 >0 ésp < q <.
b) Igazoljuk, hogy a q szdm a p és r szamok harmonikus kézepe. (5 pont)

Az ABC' hdromszig A csucsdndl lévd belsé szdgének nagysaga 70°, B csucsdndl
lévd belsd szdgének nagysdga pedig 35°. Jelolje D a BC' oldal C'-n tuli meghosszab-
bitdsanak azt a pontjat, amelyre a DAC< = 35°.

¢) Igazoljuk, hogy az AD szakasz hossza a BD és CD szakaszok hosszdnak
mértani (geometriai) kozepe. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A feladat szovege alapjéan:
a+b=38,
ab=4.
Az els6 egyenlet mindkét oldaldt négyzetre emelve:

a® + 2ab + bv* = 64.
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Mivel ab = 4, igy a? + b* = 56.
A két szdam négyzetes kozepe: # =4/28.

11. megoldas. A feladat szovege alapjdn:

a+b=3,

ab = 4.

Az elsé egyenletbdl kifejezve b-t, majd behelyettesitve a méasodik egyenletbe:
a(8 — a) = 4. Rendezve és megoldva:

a1 =4+2V3 és ay=4—2V3,
by =4—2V3 és

A két szam négyzetes kozepe:

by =4+ 2V3.

\/(4+2\/§)242r(42\/§)2 _JE.

Megjegyzés. Ha a megoldo a négyzetes kozép értékét kozelitd értékkel adja meg, akkor
megoldasara 4 pontot kapjon.

b) Tekintsiik a megadott gorbének azt a részét, amely a pozitiv valés szamok

halmazdn értelmezett g(x) = 9%2 fiiggvény grafikonja. A ¢ fiiggvény primitiv fiigg-
vényei (hatdrozatlan integralja):

1 1
/—2dx=—f—|—c.
x x

A ¢ fiiggvény minden fiiggvényértéke pozitiv, ezért a [p; ], illetve a [g; 7] interval-
lumon a gorbe alatti teriilet:

q r
1 1 a 1 1 1 1 " 1 1
/de:{——l—c] —— 4+ - és /de:[ } .
x X q
p

——+c ——+ -
» P / x x ; r o q
A feltétel szerint: —é + % = —% + %7 ahonnan ¢-t kifejezve:
2
q=73 1
p

ami valéban a p és r szamok harmonikus koézepe.
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¢) Az ACD haromszog ismeretlen

D
szogei 40° és 105°. w C
Az ABD haromszog hasonlé az CAD t

haromszoghtz, mert szogeik paronként

egyenlék. A megfelel6 oldalak aranyat fel- v

irva: 70° 35°
BD AD A B
AD  CD’

Ebbdl AD-t kifejezve: AD? = BD-CD, ami valéban a BD és C D szakaszok hossz4-
nak mértani (geometriai) kozepe.

6. Egy n ponti egyszeri graf minden pontjdnak 15 a fokszdma. Komplementer
(kiegészitd) grdfianak 18 éle van. (A G grdf komplementere az a grdf, amelynek
pontjai megegyeznek G pontjaival, és amelyben két pont pontosan akkor van dssze-
kitve éllel, ha G-ben nincs dsszekitve.)

a) Hdny ponti ez a grdf? (6 pont)
Egy 18 ponti teljes grdf éleit a piros, fehér és zold szinekkel szineztik ki gy,

hogy a fehér élek szdma kélszerese a piros élek szamdanak, €s a hdrom kilonbozo
szint €l szamanak a szorzata a legnagyobb.

b) Hdny z6ld éle van az igy kiszinezett grafnak? (6 pont)
Internetes ismeretséqgi hadlozatokban, mint példdul a Facebook vagy a LinkedIn,
két személy kozott akkor jon létre a kapcsolat, ha azt mindkét fél visszaigazolta. Ilyen

maodon barmely két személy kozott vagy egydltalan nincs kapcesolat, vagy pontosan
eqy kapcsolat létezik.

Egy 18 f6bdl dllo mintdban 16 résztvevonek 2, a tébbi 2 résztvevdnek pedig
1 egymas kozotti kapesolata van. Azt is tudjuk tovdbbd, hogy jelenleg barmely két
személy kozott létezik kozvetlen vagy kozvetett kapcsolat, azaz az ismeretségeket
kovetve barmelyik résztvevdtol barmelyik mdsikig el tudunk jutni a hdlozaton beldl.

¢) Mutassuk meg, hogy a mar létezd kapcsolatok kizil barmelyiket megsziintetve
a hdlozat szétesik, azaz biztosan lesz legaldbb két olyan személy, akik kozott sem
kozvetlen, sem kozvetett kapcsolat nem marad. (4 pont)
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Megoldas. a) Az n ponti egyszerti grafban a fokszdmok dsszege 15n. A komp-
lementer graf éleinek szama 18, igy ebben a grafban a fokszamok 6sszege 2- 18 = 36.

Az egyszerii és a komplementer graf fokszamainak Osszege egyenld egy teljes
graf fokszamainak 6sszegével, azaz n(n — 1) = 15n + 36. EbbSl n? — 16n — 36 = 0.
Ennek pozitiv gyoke a 18, (negativ gyoke a —2), tehit a grafnak 18 pontja van.

Ellenérzés a szoveg alapjan: A 18 pontu egyszerii graf fokszdmainak osszege
270, a kiegészito grafé 36, melyek Osszege valoban 306. Vagy a 18 pontu egyszeri
grafnak 135 éle van, a kiegészitd grafjanak 18, melyek 6sszege 153, ami val6ban egy
18 pontu teljes graf éleinek szama.

b) 1. megoldds. A 18 pontu teljes graf éleinek szama: (128) = 153. Jeldlje a piros

élek szamat p, ekkor a fehér élek szama 2p, a zoldeké 153 — 3p, igy
f(p) =p-2p- (153 — 3p) = —6p° + 306p”

(ahol 0 < p < 51 és p egész szam).

Terjessziik ki az f fiiggvény értelmezési tartoménydt a [0; 51] zért interval-
lumra. Ekkor az f(p) = —6p> + 306p? fiiggvénynek csak ott lehet szélséértéke, ahol
a derivaltja 0.

f'(p) = —18p? + 612p.
f'(p)=0, ha p=0 vagy p=34

A p =0 helyen f’ negativbdl pozitivba, a p = 34 helyen pozitivbdl negativba megy
at, ezért a f-nek p = 0-ban minimuma, p = 34-ben maximuma van.

Az igy kiszinezett gréafnak 51 darab zold éle van.

b) II. megoldds. A 18 pont teljes graf éleinek szdma: (128) = 153. Jelolje a piros

élek szamat p, ekkor a fehér élek szdma 2p, a z6ldeké 153 — 3p, igy
f(p)=p-2p- (153 — 3p).

Az f(p) kifejezés pontosan akkor maximédlis, ha a g L.

A szamtani és mértani kozép kozti Osszefiiggés alapjan:

(51 — p) szorzat maximalis.

p p
E+B4 (51—
TERNE Y ha hd it N

ahol egyenléség csak g =51 — p, azaz p = 34 esetén &ll fenn.

Az igy kiszinezett gréafnak 51 darab zold éle van.

¢) I. megoldds. Ha barmelyik 1 kapcsolattal rendel-
kez6 személy kapcsolatat megsziintetjiik, akkor & telje-
sen el lesz szigetelve a tobbiektdl, ekkor ezzel az allitast
bebizonyitottuk.

Az a 16 6, akiknek 2 kapcsolata van, nem ismer-
heti , korbe” egymast, mert ekkor az 1 kapcsolattal bird
személyek nem tudnanak hové csatlakozni.
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Ezt figyelembe véve az egyetlen lehetséges megoldas a lancszer(i héldzat.

Ebben pedig csakugyan igaz, hogy barmelyik kapcsolatot megsziintetve a ha-
l6zat szétesik.

1. megoldds. Ha 18 f6bél all6 Osszefiiggd haldzatot szeretnénk épiteni, akkor
a legels6é embertdl eltekintve minden 4j belépének legalabb 1 kapcsolattal csatla-
koznia kell a méar meglévo halézathoz. Ez minimalisan 17 kapcsolatot jelent.

. *——o

Jelenleg pontosan 16242 _ 47 kapcsolat taldlhaté a halézatban. Ez az Gssze-

fiiggd halozathoz szitkséges minimalis érték, ha ezt csokkentjiik, a halézat tényleg
szétesik.

Megjegyzés. Ha a megoldé a kapcsolatok és a személyek szadma kozotti viszonyrdl
felismeri, hogy fagrafrdl van szo, és hivatkozik a tanult tételre, mely szerint ez a minimélis
éli Osszefiiggd graf, akkor megoldasara teljes pontszamot kapjon.

7. Az 1. abran lathato kézfertétlenitdt tartalmazo flakon azon részét modellez-
tik a 2. dbrédn, ameddig megtoltik fertdtlenitdszerrel. Ez a toltési rész ugy keletke-
zett, hogy az ABCD négyzet alapi egyenes hasabbol a megadott mddon levagtunk
eqy testet. Az igy keletkezett flakon belsé méretei: AB = 6,5 cm, AE = 13,5 cm,
EF =4 c¢cm és BG =10 cm. (A flakonban lévé adagold pumpa dltal elfoglalt tér-
részt nem vesszik figyelembe.)

a) Szamitsuk ki a toltési rész tér- H I
fogatat. A wvdlaszt egész mi-re kerekitve
adjuk meg. (5 pont)

A fertétlenité 96% hatdanyagot
tartalmaz, azaz 96%-os téménységil.
Eqgy felhaszndlo elhaszndlja o flakon-
ban 1évé mennyiség 1%-dt, majd az el-
hasznalt mennyiség helyére ugyanannyi
vizet ont. (Feltételezziik, hogy a ha-
toanyag és a viz egyenletesen kevere-
dik.) Tudjuk, hogy a fertStlenitdszer B
még 50%-o0s toménységben is elfogadha-
to hatdsfokkal véd.

b) Legfeljebb hanyszor lehet a fenti miveletet megismételni, ha azt szeretnénk,
hogy a fertétlenitdszer tovabbra is elfogadhatéan hatdsos legyen? (5 pont)

Az alabbi tablazat egy vdllalkozdsban dolgozdk koreloszlasat mutatja, valamint
az adott korcsoportra vonatkozo tiinetmentesen fert6z6 tulajdonsdg eléforduldsi va-
loszintségét a jarvany eqy adott szakaszaban.

1. dbra 2. dbra

Korcsoport 20-30 éves | 31-40 éves | 41-50 éves | 51-65 éves
Dolgozdék szama 20 40 30 10
Tiinetmentesen 0,4 0,3 0,2 0,1
fert6z6 valésziniiség
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¢) Mennyi a valdszinisége annak, hogy ha taldlkozunk két dolgozdval, akkor
lesz koztik legaldbb eqy fertéz6? A wvdlaszt eqy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.
(6 pont)

Megoldas. a) A négyzet alapi hasdb térfogata:
Vi = 6,5% - 13,5 = 570,375 (cm?).

A levégott test olyan (derékszogll) héromszog alapi (egyenes) hasdb, melynek
alapélei 2,5 cm és 3,5 cm hossziiak, magassiga pedig 6,5 cm. A levagott test

térfogata:
2,5-3,5
Vo =2 5 = 6,5 = 28,4375 (cm?).
A toltési rész térfogata a négyzet alapi és a hdromszog alapi hasab térfogatanak
kiilonbsége:

Vi — Vo = 570,375 — 28,4375 = 541,9375 (cm?),
ami kb. 542 (ml).
b) Minden toltésnél 1%-kal csokken a toménység, ezért az n. toltés utdn
0,96 - 0,99" lesz a toménység. Megoldandé tehat a 0,96 - 0,99 > 0,5, azaz a
0,5
0,96

0,99" >

egyenldtlenség. Mindkét oldal 10-es alapt logaritmusét véve és a logaritmus meg-
felel6 azonossagat alkalmazva:

0,5

n~lg0,99>lg096.

Ebbdl n < 64,9. fgy az ujratoltést legfeljebb 64-szer lehet megismételni.
¢) I. megoldds. A tiinetmentesen fertéz6 alkalmazottak szdma az egyes korcso-
portok létszamanak és a hozzajuk tartozo el6forduldsi valoszintiségeknek a szorzata,

azaz
20-0,4+40-0,3+30-0,2+ 10-0,1 = 27.

100-bdl 2 dolgozdt Gsszesen (180) (= 4950)-féleképpen vélaszthatunk ki (dsszes
eset szdma).

27 fert6zottbdl és 73 nem fertézottbol 1 fertézot és 1 nem fert6zot (27) . (73)

1 1
(= 1971)-féleképpen, 2 fertéz6t (227)(: 351)-féleképpen valaszthatunk ki (a fel-

adat megolddsdnak szempontjabdl kedvezd esetek szdma). A kérdezett valdszin(iség
(a kedvezd esetek szdmdnak és az Osszes eset szdménak a hdnyadosa:)

19714351 2322
4950 4950

0,5.

1I. megoldds. A tiinetmentesen fertéz6 alkalmazottak szama az egyes korcso-
portok létszdmanak és a hozzajuk tartozo eléforduldsi valdszinliségeknek a szorzata,
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azaz 20-0,4+40-0,3430-0,2+10-0,1 = 27. A kérdezett valésziniiséget megkap-
juk, ha a biztos esemény valészintiségébdl kivonjuk annak a valészintiségét, hogy
a két alkalmazott egyike sem fert6zo.

100-bél 2 dolgozdt Gsszesen (120) (= 4950)-féleképpen vélaszthatunk ki (6sszes
eset szdma). 73 nem fertézottbdl 2 nem fert6zét (723) (= 2628)-féleképpen vilaszt-
hatunk ki (a feladat megolddsdnak szempontjabol kedvezd esetek szdma).

Annak a valészintisége, hogy a két alkalmazott egyike sem fert6z6: %. A Kkér-

dezett valdszintiség:
2628 2322

~ 1950 ~ 2950 = 0%

8. Egy tdrsasjdatékban a jatékosok killonbozé méreti kockdkbol ,tornyot” épite-
nek (ldsd 3. édbra). A legalsd kocka éle 16 cm, a rdrakott kockdké 8 cm és 4 cm.
Az épitést tovabdb folytatva minden djonnan felrakott kocka élhossza a kéozvetlendil
elétte felrakott kocka élhosszdnak a fele.

a) Mekkora lenne a keletkezd torony” felszine, ha az épitést végtelen sokd-
ig lehetne folytatni? (A felszinhez a legalsd szint alaplapjanak teriiletét is vegyiik
figyelembe.) (6 pont)

3. dbra 4. dbra

Egy masik jatékban egyforma méreti gomboket rakunk az dbrdn ldathato dtlat-
$z0 miianyag tartéba. A tartd legaljan, annak oldalaival pdarhuzamosan, 5 sorban
soronként 8 gomb érintkezik egymdssal, a vizszintes talajjal és a szélsok a tarto-
val is. Az igy elhelyezett gombdok kozotti ,,gidrokbe” ujabb gombdoket tesziink, ezdltal
eqy ujabb szint jon létre. Ezt az eljarast folytatva ujabb és ijabb szintek keletkeznek,
majd kialakul eqy hdztetd alakid ,prizma” (ldsd 4. dbra). Tekintsik az igy keletke-
zett legfelsd szintet elsének, €s lefelé haladva sorrendben a tobbit mdsodik, harmadik,

.., ésn. szintnek. Ekkor megfigyelhetd, hogy azn. szinten n? +3n darab gomb lesz.

b) Szdmitsuk ki, hogy hdanyadik szinten fejezddik be az eljdrds, ha a ,prizma”
épitését képzeletben lefelé csak addig folytatjuk, amig a legalso szinten legaldbb 2021
darab gomb lesz. (4 pont)
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¢) Igazoljuk, hogy ha az n. szinten pontosan n? + 3n darab gomb van, akkor

n(n+1)(n+5)
3

az n szintd prizmdban 6sszesen gomb van. (6 pont)

Megoldas. a) Az épitmény oldallapjainak teriiletosszege:
S=4-(16*+8+4*+...).
A zargjelben egy végtelen mértani sor Osszege szerepel, ahol g = %.
Mivel |g| < 1, a mértani sor konvergens, {gy az dsszegképletet haszndlva:
256 4096
T =

=3

S =4 (~ 1365,33) (cm?).

Az alaplap és a fedOlapok teriiletosszege:
S' =162 + (16% — 8%) + (82 —4%) + ... =216 = 512 (cm?).

Tehat az épitmény felszine:

4 2
<O396 +512 _) % ~ 1877,33 cm?.

b) Az n? + 3n > 2021 egyenlétlenség legkisebb pozitiv egész megolddsét keres-
sitk. Az n? + 3n — 2021 = 0 egyenlet gyokei: n; ~ 43,48 és ny ~ —46,48.

Mivel a masodfoku kifejezés foegytitthatdja pozitiv, ezért az egyenlétlenség
megoldasa: n < —46,48 vagy n > 43.,48.
Tehat a 44. szinten fejezédik be az eljaras.

Megjegyzés. Ha a megoldé tovabbi indoklds nélkiil, prébélgatassal taldlja meg az
n = 44 megoldést, akkor 1 pontot kapjon.
¢) I. megoldds. Teljes indukciéval bizonyitunk.

n = 1 esetén az allitas igaz, mert

1-(1+1)-(1+5)

ap=1243-1=4 é S, = 2

=4.

Ha valamely k € Nt esetén igaz az allitds, akkor azt kell beldtnunk, hogy k + 1
esetén is igaz, vagyis

k-(k+1)-(k+5)
3
Mindkét oldalt (k + 1)-gyel osztva (k # —1):

+ (k412 +3(k+1) = (k+1)'(k;2)'(k+6).

k- (k+5)
3

Mindkét oldalt 3-mal szorozva:

+(k+1)+3:—<k+2)é(k+6).

k2 +5k+3k+3+9=Fk+8k+12.
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Az 6sszevonasok utan:
k2 4+ 8k +12 = k2 + 8k + 12.
Ez azonossdg, ami minden k € N7T esetén igaz.
Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az eredeti allitasunk is igaz.
II. megoldds. Az bsszeget az egyes tagok segitségével felirva:
Sp=(12+3-1)+(22+3-2)+...+(n* +3-n).
A jobb oldali 6sszeg tagjait csoportositva:

n-(n+1)-(2n+1) n+1

Sp=124+224+ . +n*+3-(1+2+...4+n) = +3- “n.

6 2
Ezek alapjan:
~n-(n+1)-(2n+1) n+1  n-(n+1) (2n+1 B
Sp=" 5 +3 o n= 5 5 T3)=
_n-(n+1)-(n+5)
3 7

ami a bizonyitand¢ allitas.

9. Nyari sziinetben a 4 éves Peti és
a 10 éves Kati mem jdrt dvoddba, illetve
iskolaba. Napkdzben sokféle jdatékot jatszot-
tak, de a legnépszeribb a céltibldara dobd-
las volt. A céltabla eldtt bizonyos tavolsdgra
eqy csikot ragasztottak a padlora, ezzel je-
lolve meg azt a helyet, ahonnan dobni lehet.
Napkézben, ha a csaldd barmelyik tagja ar-
ra jdr, véletlenszerien dob a tdbldra egy
Ldobonyillal”. A céltdblajukon mind a négy
korgytri szélessége a kozépen elhelyezke-
dé kis kor sugardval egyezik meg, €s azo-
nos nagysagu teriletet ugyanakkora valo-
sziniiséggel taldlnak el. Ha valaki eltaldl egy
korgydrit vagy a belsé kort, akkor annyi pontot szerez, amekkora szdm van arra
a részre irva. Ha valaki a kérvonalat taldlja el, akkor a nagyobb pontszam jdr neki.

a) Mennyi a szerzett pontszdmok vdrhato értéke, ha nagyon sok dobdst hajtanak
végre? (5 pont)
Kati lemdsolta a céltabla koncentrikus koreit eqy papirra. Hatféle szinezdje volt.
A kozépsd kis korlapot és a négy korgyldrit gy szinezte ki, hogy a kis korlap és
a kiilsé korgyirid azonos szint, de bdrmelyik két szomszédos rész kilonbozd szini

lett.

b) Hatdrozzuk meg a kiilonbdzd szinezések szdmdt, ha egy szinezéshez legaldbb
3 szint haszndlt. (7 pont)
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200 cm Az dvoddban a 29 ballagé gyerek mind-
egyike kapott egy 10 cm sugard korlapot, ami-
55 cm re bucsuajindékként tetszdleges rajzot készit-
hettek. Az cvodapedagogusok gy raktak ki
az alkotdsokat egy 200 cm széles és 55 cm
magas parafalemezre, hogy barmelyik két korlap még részben sem fedte eqymdst, és
egyetlen korlap se nyult tiul a lemezen.

¢) Adjuk meg a kérlapok egy ilyen lehetséges elhelyezését. (4 pont)

Megoldas. a) Az egyes részek eltaldldsdnak valdszin{iségét a megfeleld részek
és a céltabla teriiletének ardanydval szamithatjuk ki. Jelolje r a legkisebb kor sugarat,
ekkor a céltdbla sugara 5r. A részek teriilete névekvé sorrendben:

r2m, 3w, brim, Trim és 9rim.

Az egyes valésziniiségek novekvd sorrendben:

35T 9
p1725, p27257 p3*257 p4725 p5725-

A szerzett pontszamok varhaté értéke:

1 3 5 7 9
100 52 +90 - o2 +80 - o2 70+ 52 + 60 oo == 72,

b) (Esetszétvélasztds a szinek szdma szerint.)

Ha Kati pontosan 3 szint haszndl: Jelolje a harom szint A, B, C, a legbels6
korlemezt és a korgytirtiket kifelé haladva sorban 1., 2., 3., 4. és 5. Ha a legbels6
korlemez (1.) és a kiilsé korgy(iri (5.) A szinfl, akkor a kozottiik 1évd 3 korgytirii
(2., 3., 4.) kozil a kozéps6 vagy A, vagy nem A szinfi.

Ha a kozépsé korgytirii (3.) A szinti, akkor a két szomszédja sorrendben BC
vagy C'B.

Ha a kozéps6 korgyfirti (3.) nem A szinti, akkor a hdrom belsé korgytirti C BC
vagy BCB szinii lehet csak.

Tehat ha a két szélsé A szinti, akkor 4 lehetdség van.

A s781s6 korgytrik szine 3-féle lehet, igy harom adott szinnel 3 - 4 = 12-féle-
képpen szinezheték ki. Mivel Kati a 6 szinbdl harmat (g) = 20-féleképpen vélaszt-
hat ki, ezért hdrom szinnel 6sszesen 20 - 12 = 240-féle szinezés lehetséges.

Ha Kati pontosan 4 szint hasznal: Jeldlje a négy szint A, B, C és D.

Ha a legbelsd korlemez (1.) és a kiils6 korgyfirti (5.) A szinti, akkor a kézépsd
korgytlrt (3.) nem lehet A szinl (mert 4 szint kell felhaszndlni), {gy a 2., 3. és 4.
korgytirt 3! = 6-féleképpen szinezhetd ki.

A széls6 korgytiriik szine 4-féle lehet, igy négy adott szinnel 4 -6 = 24-féle-
képpen szinezhetdk ki. Mivel Kati a 6 szinbél négyet ($) = 15-féleképpen vélaszt-
hat ki, ezért négy szinnel Gsszesen 24 - 15 = 360-féle szinezés lehetséges.
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Ha Kati pontosan 5 vagy 6 szint hasznal: 5 vagy 6 szinnel a megadott feltételek
mellett nem szinezhet6 ki az dbra, mert ekkor 5 mez6t kell szinezni ugy, hogy
ezekbOl kettd azonos szinti legyen, igy a maradék harom helyre legfeljebb hdrom
szin hasznalhaté.

Tehét sszesen (240 + 360 =)600 lehetéség van a szinezésre.

¢) Az als6 sorban 10 egymadst érintd korlap helyezhet el. Ha a mdsodik
sorba is 10 korlapot helyeziink el, akkor ezek folé a harmadik sorba méar csak
szomszédos koroket érinté korlapok férnének el. Ekkor a harom egymést érint6 kor
kozéppontja altal alkotott szabalyos haromszog oldalanak hossza 20 cm, magassaga
10v/3(~ 17,32) cm lesz. Igy a hdrom sorbdl 4ll6 sav szélessége 10 + 10v/3 + 30 =
=40 + 10v/3 ~ 57,32 > 55 cm lenne, tehat igy nem fér el a 29 korlap.

Ha az alsé sor f6lé gy helyeziink el koroket, hogy barmely hdrom egymast
érinté kor kozéppontja 20 cm oldalhosszusagu szabalyos haromszoget alkosson,
akkor a masodik sorban 9 kor fér el. Ekkor a folotte 1évé harmadik sorba ismét
10 kor helyezhetd el, ha a harom sor magassiga 55 cm-nél nem nagyobb.

Tekintsiik azt a szabdlyos haromszoget, amelynek egyik oldalanak végpontjai
az alsé sorban az els6 és a harmadik korok kozéppontja. Ekkor ennek a haromszog-
nek az oldala 40 cm, magassaga 20v/3 ~ 34,64 cm hossz1i lesz.

Igy a hérom sorbdl 4ll6 sav szélessége: 20v/3 4 20 ~ 54,64 < 55 cm, tehat
az elrendezés 1étezik, és eleget tesz a feltételeknek.

Megjegyzések. Ha a megoldé megad egy helyes elrendezést, de annak 1étezését nem
bizonyitja, akkor legfeljebb 2 pontot kapjon.

Fridrik Richéard (Szeged), Kovacsné Hadas Ildiké (Budapest),
Németh Laszl6 (Fonydéd), Safar Lajos (Réckeve),
Varga Péter (Budapest)

Matematika feladat megoldasa

B. 5008. Adottak az A kézépponti ka és a B kézépponti kp korok. Az ly
egyenes Ai-ben érinti ka-t és By-ben kp-t; az ly egyenes pedig As-ben érinti k-t
és Bo-ben kp-t. Bizonyitsuk be, hogy az A1As és a B1Bs szakaszok AB egyenesre
vett merdleges vetiilete egyenld hosszusdgu.

(3 pont)

Megoldas. Amennyiben két kiils§ vagy két belsé érint6t hiuztunk be, a megfe-
lel6 pontok vetiiletei egybeesnek, nincs mit bizonyitanunk. A feladat valodi allitasa
arra az esetre vonatkozik, ha mindkét korhoz huzhato kiils6 és belsd érinté is és
az egyik egyenes kiils6, a méasik bels6 érint6. Legyen [y a kozos kiilso, lo pedig
a kozos bels6 érinto.
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I. megoldas. Hasznaljuk az 1. dabra jeloléseit.

1. dbra

Felhasznalva a kiils6 pontbdl kérhoéz hizott érintészakaszok egyenléségét:

A\B] = A\C+CBy=CAy+ OB, = CAy + CAs + A3 By = 20 A5 + A3 Bo,
A\By = A1By = A1D+ DBy = A3D + DBy = A3Bs + BoD + DBy =
= AyBs +2DBs.
Tehat
AllBi =2CAs + AyBy = A3 By + 2D Bs,
amibdl C' Ay = DBs. Legyen
CAQ == CAll == DB2 == DBl = xT.
Ay meréleges vetiilete az AB egyenesre megegyezik A} merdleges vetiiletével,
ugyanigy B és Bj vetiilete is megegyezik. Tehdt
Aj Az vetiilete = A Ay vetiilete = A C vetiilete + C Ay vetiilete =
=x-cosa+ x-cosf,
B1 By vetiilete = By D vetiilete + DBy vetiilete = x - cosa + x - cos 3,

tehdt az A1 As és a By By szakaszok vetiiletének hossza valéban megegyezik.
Geretovszky Anna (Szegedi Radnéti Miklds. Kis. Gimn., 11. évf.)

IT. megoldas. Vegyiik a két kor hatvanyvonaldt. Ez felezi az érintési szaka-
szokat és merdleges AB-re, tehat az érintési szakaszok AB-re meroOlegesen vetitett
képét is felezi. Jelolje Ay, As, B1, Bo vetiilletét rendre X, Xo, Y7, Y5, a hatvany-
vonal és az AB egyenes metszéspontjat pedig S a 2. dbra szerint.

A hatvényvonal felezi az X1Y] és az XoY5 szakaszt, azaz

XlS = SYl és XQS = 51/2
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ly A
ka
X5
A Xy
Ay
2. dbra

Ekkor a két-két szakasz kiilonbsége is egyenld, vagyis
X1 Xo =X15 — XoS =8Y] — SYo =1Ys,
ezzel az allitast belattuk.

Gydrffy Johanna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
megoldasa alapjan

45 dolgozat érkezett. 3 pontos 25, 2 pontos 6, 1 pontos 1, 0 pontos 13 dolgozat.

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1672-1678.)

Feladatok 10. évfolyamig

ptr
p—r

C. 1672. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan p, r szampart, amelyre p, r és
is pozitiv primszam.

C. 1673. Egy trapézt atléi négy haromszogre bontanak. A trapéz alapjain
fekvé haromszogek teriiletének Osszege a trapéz teriiletének % része. Mekkora lehet
a trapéz masik alapja, ha az egyik 5 cm hosszi?

Feladatok mindenkinek

C. 1674. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan derékszogli haromszog van, mely-
ben az oldalak mérGszamai pozitiv egészek és az atfogd egy egységgel hosszabb
az egyik befogoénal.

Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)
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C. 1675. Az ABC haromszog AB oldaldanak egy D belsd pontjara

AD _m 1
DB n 2

ahol m, n pozitiv szdmok. Az E pont a hdromszog keriiletének egy, a D-t6l kiilon-
b6z6 pontja gy, hogy a DE egyenes a haromszog teriiletét 1 : 2 ardanyu részekre
osztja. Adjuk meg, hogy az m és n szamoktdl fiiggden az E pont mely oldalra esik
és milyen aranyban osztja azt.

C. 1676. Mutassuk meg, hogy 2019202! 1 20212019 oszthaté 4040-nel. Igaz-
e a feladat kovetkezo altalanositasa: ha a és b egymast kovetd pozitiv paratlan
szédmok, akkor a® + b® oszthaté a + b-vel?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1677. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az

1
2-logo Va2 —r4+3+ —————| =2
52 log, Va2 —x

egyenletet.

C. 1678. Egy négyoldalu szabdlyos gula minden éle a hosszusagu. Kossiik
Ossze a gula lapjainak kozéppontjait minden lehetséges médon. Bizonyitsuk be,
hogy az igy keletkezett szakaszok koziil barmelyik harmat kivalasztva a szakaszok-
bdl lehet haromszoget szerkeszteni.

L1

Bekiildési hataridé: 2021. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5174-5181.)

B. 5174. Mutassuk meg, hogy tetszoleges pozitiv egész n esetén
(2n)! < (n® +n)".

(3 pont) Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)
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B. 5175. Az ABC hédromszogben AC = BC, az AC oldal egy belsé pontja D,
az ABD kor kozéppontja K. Mutassuk meg, hogy BC' DK hirnégyszog.

(3 pont)

B. 5176. Egy korre tgy szeretnénk rairni az elsé n pozitiv egész szamot
(mindegyiket pontosan egyszer), hogy barmely hdrom szomszédos szdmot dsszeadva
pontosan kétféle érték forduljon el6. Adjuk meg n lehetséges értékeit.

(4 pont) (Skdt versenyfeladat)

B. 5177. Az ABC' derékszogi haromszogben az AB atfogéhoz tartozé magas-
sdg a C'D szakasz. A C'D atmérdjl k kor az AC és BC befogdkat mésodszor rendre
az F és I pontokban metszi. A k kérhoz az E pontban rajzolt érinté a BC' befogd
egyenesét a P, az AB atfogét az M pontban metszi, a k korhoz az F' pontban szer-

kesztett érinté az AC befogd egyenesét a Q, az AB atfogdt az N pontban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy

4-MN?=PE? 4+ QF*+2-EF?.

(5 pont)

B. 5178. Legyen z pozitiv valés szam. Mutassuk meg, hogy

V6x + 9+ V162 + 64 < <\/§+\;’E) (\/5+55>.

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

B. 5179. Van-e olyan egész szamokbdl alld6 H halmaz, amelyre teljesiil, hogy
a 0 kivételével minden egész szam végtelen sokféleképpen felirhaté néhény, egymas-
t6l kiilonbozo H-beli elem Osszegeként, de a 0 nem irhaté fel ilyen médon?

(6 pont)

B. 5180. Az ABCDEFG szabalyos hétszog koré irt kor sugara r. Igazoljuk,
hogy az A koézépponti, 2r sugari kér atmegy a BC'E hiaromszog magassagpontjan.
(5 pont)

B. 5181. Adott a sikon nyolc pont, melyek koziil semelyik harom nem esik

egy egyenesre és semelyik 6t nincs egy koron. Legfeljebb hany olyan kor lehet,
mely az adott pontok koziil négyre illeszkedik?

(6 pont) Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(800-802.)

A. 800. Egy véges, egyszerti, tsszefiiggd G graf mindegyik cstcséat kiillonb6z6
szintire szinezziik, és a kovetkezd jatékot jatsszuk. Egy 1épés soran véletlenszertien,
egyenletes eloszlassal kivalasztunk egy csucsot, majd véletlenszeriien, egyenletes
eloszlassal kivéalasztjuk annak az egyik szomszédjat, és atszinezziik olyanra, mint
az eredetileg valasztott csics (ha mdr eleve egyszintiek, nem csindlunk semmit).
A jéték akkor ér véget, ha az dsszes cstcs szine egyforma.

Allapl’tsuk meg a G graf ismeretében minden egyes csucsra, hogy mekkora
valoszintiséggel ér véget a jaték tigy, hogy az Gsszes cstics olyan szinii, mint az adott
csucs.

Javasolta: Matolcsi David (Budapest)

A. 801. Az m pozitiv egész szam mely értékeire lehet taldlni p,q € C[z] leg-
aldbb masodfokii polinomokat, melyekre z(z +1) ... (z +m—1) = p(q(x)) teljesiil?
Javasolta: Navid Safaei (Teherdn)

A. 802. Legyen P egy adott szabdlyos 100-szog. Bizonyitsuk be, hogy ha

vessziik két P-vel egybevagd sokszog unidjat, a kapott alakzat keriiletének és terii-
letének aranya legfeljebb akkora, mint P keriiletének és teriiletének ardnya.

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

| Ada-Winter Péter |
(1923-2020)

Nemrég értesiiltiink rola, hogy Ada-Winter Péter, egykori szerkeszténk el-
hunyt. Az 6 kezdeményezésére és vezetésével indult el elsé izben informatika rovat
lapunkban, 1976 szeptemberében, akkor még Szédmitastechnika Rovat cimen. A ro-
vat célja egy akkor divatos programnyelv, a Fortran megismertetése mellett az volt,
hogy feladatokon keresztiil bemutassuk, hogyan alkalmazhaté a szamitégép mate-
matikai feladatok megolddséban. A bizottsag tagjaként (1976 és 1981 kozott) tobb
értékes cikket és megoldandé feladatot adott kozre lapunkban.

A KoMalL Szerkesztisége

288 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/5



éf 2021.5.6 — 21:43 — 289. oldal — 33. lap KoMalL, 2021. méjus %

— P

Onhasonlé fraktalok dbrizoldsa BTEX-ben

A kedves olvasé mar olvashatott ebben a szdmban a fraktdlokrdl és dimen-
ziészamokrol a 258. oldalon. Most abba szeretnénk beavatni, hogyan lehet ezeket
az alakzatokat abrézolni a IMTEX nyelv segitségével.

A cikkben taldlhaté 6sszes abrdhoz a TikZ csomagot hasznéltuk, a ,,mindenre is
jO0” \draw paranccsal egyiitt. A csomagot a \usepackage{tikz} paranccsal tudjuk
elérhet6vé tenni, rajzolni pedig az alabbi forméaban tudunk:

\begin{tikzpicture}
\draw [];
\end{tikzpicture}

No de mit szeretnénk rajzol(tat)ni? Az ©énhasonlé fraktilok megjelenitésé-
hez a Lindenmayer Arisztid, magyar biolégus altal formalizalt L-rendszereket fog-
juk haszndlni, a TikZ erre kifejlesztett csomagjanak segitségével. Az L-rendszerek
hasznalatahoz be kell szirnunk a \usetikzlibrary{lindenmayersystems} paran-
csot is.

El6szor azonban meg kell érteniink, hogy hogyan is miikédnek ezek az L-
rendszerek. Ebben a jelolésrendszerben vonalak és szogelfordulasok valtjdk egy-
mast, megadva egy utat, amit ceruzankkal kovetve megrajzolhatjuk a kivant alak-
zatot. Ez a koncepcid ismerds lehet azoknak az olvasdknak, akik taldlkoztak mér
a tekndOcgrafikdval, amelyet el6szor csak a Logo nyelven, de ma mar tébb progra-
mozasi nyelven is elérhetiink.

A vonalakat szokds szerint tetszéleges nagybetiikkel (ndlunk a ,forward” szébdl
indulva F, és ha tobb kiilonboz6 vonal kell, az dbécében innen elindulva G, H, ... ),
a szogeket pedig a + és — jelekkel jeloljiik, attol fiiggéen, hogy pozitiv vagy
negativ irdnyba fordulunk (az alapértelmezett kezddirdny 0°, tehdt az = tengely
pozitiv irdnya). A szogeknek nem itt szabhatjuk meg a nagysdgét, minden + és —
ugyanakkora szoget jelent. A szogek nagysagat az dbra parancsanak meghivasanal
tudjuk majd megadni. Ekkor tehat a 45°-kal vett ,FF + F — F ++F — — — FF”
képe példaul:

(Az édbra forrdsaban egyébként mar itt is L-rendszereket haszndltunk, ez egy nul-
ladrendii alakzat. Nemsokara ezt b6vebben is kifejtjiik.)

Igen, de itt nem hogy fraktalokrdl nem beszéliink, még az 6nhasonlésdgrol sem
esett szd. Itt jonnek képbe az L-rendszerek: ezeknek a segitségével megadhatunk
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egy szabdlyt, ami alapjan egy alakzat tovabbfejlodik, minden szakaszat kicserélve
valami mdsra. Az érthet6ség érdekében nézziink meg egy példat: az eldbb latott
alakzatnak minden szakaszan a menetirany szerinti bal oldalra rakjunk egy ,.kidudo-
rodast” (ennek gyakorlati megvalsitasat a kovetkez6kben bemutatjuk). Szeretnénk
hangsilyozni, hogy egyelore még nem beszéliink énhasonlé alakzatrol, az énhason-
l6sag akkor fog elkezdédni, amikor a ,kidudorodasokra” is kisebb , kidudorodasokat”
tesziink majd.

A triikk az, hogy a szabalyunk szerint minden ,F”-et ,F + F — —F + F”-re
cseréliink, ezzel elérve a ,kidudorodas” hatasat. Természetesen az 1j abrank tobb
vonalbdl &ll, mint az el6z6. Annak érdekében, hogy elférjen a papiron, a vonalak
hosszusagat csokkentjiik. Kis elemi geometridval gyorsan kiszamolhato, hogy az ere-
deti hosszt (2 +2 )—vel kell elosztani. Az olvasénak javasoljuk ennek belatdsat.

Az altalunk hasznalt L-rendszer definicidja tehédt:

\pgfdeclarelindenmayersystem{example}{
\rule{F -> F+F--F+F}
}

ahol az ,,example” az adott L-rendszer neve, amivel kés6ébb hivatkozni tudunk ra.

A bemutatott két gorbe a hozzajuk tartozé programkdddal egyiitt:

\begin{center}
\begin{tabular}{cc}
\begin{tikzpicture}
\draw
[1-system={example, step=35pt, angle=45,
axiom=F+F-F++F---FF, order=0}]
lindenmayer system;
\end{tikzpicture}
&
\begin{tikzpicture}
\draw
[1-system={example, step=10.2513pt, angle=45,
axiom=F+F-F++F---FF, order=1}]
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lindenmayer system;
\end{tikzpicture}
\end{tabular}
\end{center}

ahol a ,center” és a ,tabular” az abrik oldal kdzepén valé egymas mellé rende-
zéséért felelOs, tehat egy egysoros, kozépre igazitott tablazatot hozunk létre a se-
gitségiikkel. Az l-system paraméterei koziil a ,,step” a vonalak hosszat, az ,angle”
pedig a + és — szogek nagysdgat adja meg. Az ,order” annyit mutat meg, hogy
az ,axiom”-ban definidlt alakzatra hanyszor alkalmazzuk a szabdlyt. Ezért a 0-ad-
rendi alakzat kodja megegyezik az axiéméaban definialttal, az elsérendii kédja pedig

(F+F——-F+F)+(F+F—-F+F)— (F+F——-F+F)++
(F+F——-F+F)———(F+F——-F+F)(F+F——-F+F),

ahol a zardjelek csupdn a megértést igyekeznek segiteni. Ertelemszerien a mé-
sodrendii alakzatot Ugy kapndnk meg, ha ez elsérendli kédjaba minden F helyére
behelyettesitenénk az (F + F — —F + F)-et. (A szogletes zardjelekben 16v4 program-
kédot azért tordeltiik, hogy kiférjen az oldalra, egyébként egy sorban is miikodik.)

Az irracionalis szammal valo osztds miatt a step-re csinydcska értékeket ka-
punk. Ez megkeriilhet6 a \foreach parancs hasznalataval, ennek részleteit azonban
itt nem kozoljitk, mert tilsdgosan elkanyarodnank a cikk téméjatol. A kedves ol-
vasot azonban batoritjuk, hogy nézzen utana.

Az 1jsdg matematika rovatabdl mar megismerhettiik a Koch-gorbét, melynek
képzési szabalya kisértetiesen hasonlit arra, amit az el6z6 példdban lattunk:

N T
S PP o I

A szabdly tehat itt is pont ugyanaz, mint az elsé példaban volt, a két f6
kiilonbség, hogy egyetlen egyenes szakaszbdl indulunk ki (az dbrdn az els6tél a ne-
gyedrendiiig szerepelnek az alakzatok), illetve, hogy 45°-0s szgek helyett 60°-os
szogekkel dolgozunk. Emiatt a szogvaltozas miatt az egymést koveto iteracidkban
az oldalak hosszédnak aranya is valtozik, 2 + v/2 helyett 3 az arany.

Mivel a kidudorodasok egyre kisebbek, nem kell t1l sok iteracion végigmenniink
ahhoz, hogy eljussunk a szabad szemmel (akdr képerny6n, akdr nyomtatdsban) nem
kivehet6 kiilonbségekhez.
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A kovetkezOkben lathaté egy hatodrendit Koch-gorbe, a hozza tartozé kéddal
egylitt:

\pgfdeclarelindenmayersystem{koch}{
\rule{F -> F+F--F+F}}

\begin{center}
\begin{tikzpicture}
\draw
[1-system={koch, step=0.4pt, angle=60, axiom=F, order=61}]
lindenmayer system;
\end{tikzpicture}
\end{center}

A mésik cikkiinkben lathaté tobbi fraktdl hozzarendelési szabélyai az ott leir-
taknak megfelelGen:
e Sirkdny-gorbe:
\pgfdeclarelindenmayersystem{sarkany}{
\symbol{G}{\pgflsystemdrawforward}
\rule{F -> +F--G+}
\rule{G -> -F++G-1}}

e Sierpinski-haromszog:
\pgfdeclarelindenmayersystem{sierpinski}{
\symbol{G}{\pgflsystemdrawforward}
\rule{F -> +G-F-G+}
\rule{G -> -F+G+F-}}

A két fraktdl rajzoldsanak parancsat nem adjuk meg, ezt az elébbiek alapjan
az olvasora bizzuk.

Ahogyan a kedves olvasé ebben a cikkben latta, a ITEX-ben valé szerkesztés
megkonnyiti a matematikai dbrazolast és szép, letisztult formdt ad. A IATEX-es
programozéashoz mi az overleaf.com feliiletét ajanlanank, ahol a kedves olvasé ki
tudja probalni a fentebb leirt alakzatok szerkesztését és akar masokkal kozosen is
szerkesztheti a programkédot.

Szép Emma, Varga Pal Patrik
Budapest V. Kertileti E6tvos Jézsef Gimnazium végzos didkjai
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 538. A puzzle jaték soran lapokat kell abrarészlet, illetve az oldalak illesz-
kedése alapjan osszerakni. Készitsiink programot 1538 néven, amely egy N x N-es
puzzlet kirak az Osszekevert lapokbdl. A puzzle biztosan kirakhaté, a lapok mind
rendelkezésre allnak és nem kell 6ket forgatni. A lapok 1-t6l N x N-ig szdmozot-
tak, és az oldalakat, ezzel az illeszkedést a szomszéd lapokhoz nem ismétlodé pozitiv
egész szamok adjak. Ha a lap egyik oldalan 0 érték szerepel, akkor az a puzzle szélén
helyezkedik el.

A program standard bemenetének els6 sordban N
(N < 10), a sorok és oszlopok szama van. A kovetkezd
N sorban, soronként 5 darab nemnegativ szam szerepel.
Az els6é a lap sorszdma, a mintdn a 3-as, majd feliilrél
indulva az éramutatd jarasanak megfeleléen az oldalakat
azonosité szamok. Azokat a lapokat lehet 6sszerakni, ahol
az illesztendo oldalakon azonos szam szerepel. egy lap mintdja

A program standard kimenetén szokozzel elvalasztva a kirakott puzzle kartya-
inak sorszama szerepeljen sorfolytonosan.

Bemenet (a / jel sortorést jelent) Kimenet
3/19104/281292/33270 489327516
40630/57400/610001/
7501012/801186 /9005 11

Magyarazatul a kirakott puzzle:

Bekiildend6 egy tomoritett 1538.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.
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I. 539. A Sudoku népszertisége a sakkéval és a Rubik-kockaéval vetekszik.
A Rubik-kockéhoz hasonléan sok valtozata van, a 4 X 4-es, a 9 x 9-es, a 16 x 16-0s
és az egynél tobb tablat osszeilleszt6 lancolt feladatok. Ebben a feladatban a ha-
gyomanyos 9 x 9-es Sudoku megoldasidhoz készitiink némi segitséget. A Sudokuval
mar foglalkoztunk 2006 szeptemberében az I. 136. és 2007 novemberében az S. 29.
szamu feladatokban, de mas aspektusokbdl.

Hozzuk létre tablazatkezel6ben az 1539 nevii munkafiizetet, abban pedig a Su-
doku nevii munkalapot. Ezen allitsunk be 14 pt méretit Calibri tipusu betiiket és
a megfelel6 sormagassagot és oszlopszélességet, rajzoljuk meg a mintan lathaté sze-
gélyeket és készitsiik el a mintdn lathatéd tablazatokat.

AIA_S_C_D_E_F_G_H_I_l_K_L_M_N_O_P_Q_R_S_T_U_}
1

2. 1(2|3)|4|5(6|7|8|9 {
3 1]2|3]a|s|s|7]8]s 3
4 1(2|3|4|5|6|7|8|9 ;
5 1]2|3]|als|s|7]|8]e f
6 123 45 6 7 89 .
7 1]2/3]a|s|s|7]8]e i
8 1/2/3 /4| 5|6|7|8|9

9 | 1.2/ 3 4/ 5/ 6,7,8|9 f
10 1(2]/alals|6]|7]s]0] [}
11_ {
12 1j1]1]1]111}]1]1]1 1/ 2/311/2 /31|23 a
13 212|2|212|12|]2)2]|2 4|15|6|4|5|6]4|5|6 )
w |3]3[3|3|3]3]3]3]3 7 8 9|7 8 9|7 8 o 4
s |a|a|alafafa]a|a]a 1]2|afa2]z]2]2]a

16 5]15|5|5|5|5|5|5]5 415/6|4 | 5|6]4|5|86

t?i 6|6|6|6|6|6|6|6]|6 7 8/ 9|17 8 9|7 8|9

w  |7|7|7|7|7]7]7|7]7 1]2]al1|z2]a]1]2]3 ¢
19 | g8|8|8|8|8|8|8|8|s8 4 5 6|4 5 6|4 5 6

20| 9|19|9|19|9]9|9|9]9 7 8 9|7 8 9|7 8 9

21
e e R L T P Y Y et AT P SR L P

A négy szegélyezett teriilet koziil a jobb fels6be keriil majd a Sudoku feladvény,
a jobb felsd, bal alsé és jobb also teriilet rendre azt fogja megmutatni, hogy az egyes
sorokbdl, oszlopokbdl és szegmensekbol melyik szamjegyek hidnyoznak még.

SR olsla 5 Keressiink a neten egy Sudoku feladvanyt,

vagy gépeljiik be az itt adott minta alapszama-

Siii6 - 5131 it. Az alapszamokat emeljiik ki félkovér betii-
= S uBHIES stilussal és halvanysziirke hattérszinnel.

[ 2 Li Gondoskodjunk arrdl, hogy a mésik harom

2iIEL S8 teriileten csak azok a szamok legyenek lathatdk,

5 6 amelyek az adott sorbdl, oszlopbdl vagy szeg-

9/4|1 8 mensbdl hidnyoznak.

1L 8 a Segitség a Sudoku kitoltésekor, ha egy sza-

1 863 4|2 mot kivalasztva a munkalap feltiinGen megjele-

niti a mar beirt ilyen szamokat, az egyes szam-
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jegyek darabszamat, tovabbd azt, ha hi-
bazunk a kitoltéskor, azaz olyan sor-
ba vagy oszlopba irnank be egy szam-
jegyet, ahol ez a szam mér szere-
pel. Mindezek érdekében hozzuk 1ét-
re a kovetkez6 mintan lathato celldkat.
A sziikséges helyeken alkalmazzunk cel-
laegyesitést, eltérd betliméretet, egyéni
szamformatumot. Az X2 cella kitolté-
se legordiilo lista segitségével torténjen.
A listdban a szamjegyek mellett szere-
peljen a — (kivonds) jel. 13|

|
<

w X ¥ Z

AR AN st b Sa gy adnr by e

[s
[Szém kivdlasztdsa: - Elhasznalt

5db

5db

5db

5db

5db

6db

1db
6db
5db

R

Wiloo |~ |oh|wv | |wn |-

A munkalapon csak a Sudoku nem | HIBA
alapszamot tartalmazo mezo6i és az X2 . i
mezé adatét lehessen megvaltoztatni, | Gratulalok!
lapvédelemre a komal szét hasznéljuk al n}

. . [ P S PRI P
jelszoként. WS- O

Ugyeljiink arra is, hogy a Z3:Z11 tartomény adatai akkor is helyes értékeket
mutassanak, ha Gjabb szamok keriilnek a Sudoku tablajaba.

Feltételes formazassal szabalyozzuk, hogy az aldbbi harom &bra példaiban
szereplo feliratok, szinezések csak a megfelel¢ esetben, tehat szam kivélasztasa,
hiba vagy sikeres befejezés esetén jelenjenek meg.

Segédszamitasokat az AB oszloptdl kezd6dGen végezhetiink. A feladatban nem
hasznalhaté sajat fiiggvény vagy makrd. A feladathoz tartozé harom dbra a héatsé
belsé boritén talalhato.

Bekiildend6 egy 1539.zip tomoéritett mappaban a tdblazatkezel6 munkafiizet
és egy rovid dokumentdacid, amelyben szerepel a megoldashoz alkalmazott tabla-
zatkezel6 neve, verzidészama.

I. 540. Lapunkban két cikk jelent meg 6nhasonlé alakzatokrdl, azok tulajdon-
sagairdl, illetve az alakzatok IXTEX nyelven torténé megrajzolasarol. Készitsiik el
a KoMaL logéra emlékeztetd alabbi fraktalt:

A cikkekben bemutatott Lindenmayer-rendszer segitségével dolgozzunk, a min-
tan az 1-4-edrendii abrak szerepelnek.

Bekiildend6 a négy abrat megrajzolé IXTEX forraskdd.
I/S. 54. N darab gyongyot fliztek koérbe nyaklancnak. Minden gyéngyszem
vagy piros vagy kék. Egy 1épésben kivalaszthatunk harom szomszédos gyongyot és

mindegyik szinét az ellenkez@jére véalthatjuk. Adjuk meg, hogy megoldhaté-e az,
hogy az 0sszes gyongy ugyanolyan szinii legyen.
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Bemenet: az elsé sor tartalmazza az N szamot. A kdvetkez6 sor tartalmaz N
betiit, ami az egyes gyongyszemeket irja le: P betii jelol egy piros, K egy kék gyon-
gyot. A szemeket korbe flizték, tehdat az els6 és utolsé gyongyszemek szomszédok.

Kimenet: egyetlen sorba frjunk ki 1-et, ha lehetséges, —1-et ha nem lehetséges
hogy minden gyéngyszem ugyanolyan szinii legyen.

Bemenet Kimenet
5 / PKPPK 1

Egy lehetséges lépéssorozat: PKPPK — KPPPP — PKKPP — KKKKK.
Korldtok: 2 < N < 10°. Idékorlat: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 30%-a kaphat6, ha N < 10.

Bekiildendo egy is54.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 153. Van egy derékszogli koordinata-rendszeriink, amelyben kezdetben hé-
rom pont helyezkedik el. Egymés utan ijabb pontokat vesziink hozza a ponthal-
mazhoz. Minden egyes 1j pont utan szeretnénk tudni, mekkora a legkisebb teriiletii
konvex sokszog teriilete, mely minden eddig felvett pontot tartalmaz — a matema-
tikusok ezt a sokszoget konvex buroknak nevezik. (Egy konvex sokszog tartalmaz
egy pontot, ha a pont a sokszog belsejében, élén, vagy csticsdn helyezkedik el.)

Bemenet: Az elsé harom sorban az eredeti hdrom pont x és y koordindtai
szerepelnek. A negyedik sorban az ezekhez hozzdvett pontok N szdmét adjuk
meg. A kévetkezé N sor mindegyike egy tjonnan felvett pont = és y koordindtéit
tartalmazza.

Kimenet: N sort kell kifrni, melyek mindegyike az i-edik pont hozzavétele
uténi teriilet kétszeresét tartalmazza (ez mindig egész szdm).

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
-1-1/1-1/11/2/-11 8 / 12
2 2

Korldtok: 1 < N < 10, —10% < zy < 108, a koordinatdk egész szamok, a kez-
deti harom pont nincs egy egyenesen. Iddékorldt: 1 mp.
Ertékelés: a pontok 30%-a kaphat6, ha N < 100.

Bekiildendo egy s153.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldésai regisztracié utan a kdvetkez6 cimen tdlthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. junius 15.
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M. 400. Vizsgaljuk meg, hogy egy, a tévénél levdgott fenyddg sulypontja a hosz-
szanak hdnyad részénél helyezkedik el! Végezzik el a mérést a levagott oldalagakra
18, figyelve, hogy a fenyddagak ne nagyon hajoljanak meg! Hasonlitsuk dssze a kapott
eredményeket! A fenyddg lehet egy kardacsonyfa legalsé dga, amelyet tében vdalasztunk
le a torzsrol, mieldtt a tartolabakat felszereljiik.

(6 pont) Kozli: Horvdth Norbert, Budapest

Mérési feladat megoldasa

Megoldas. 1. Felhaszndlt eszkozok:
— 3 db hosszabb feny6ag, amit a torzsrél vagtunk le,
— mérészalag,
— metsz6ollé,
— szék (aminek a hattamldjdt haszndljuk aldtdmasztdsnak).

2. A mérés menete. Ha egy test alatamasztdsi pontja a sulypontja alatt van,
akkor a test egyensulyban van, tehdt nyugalomban marad. A stlypont helyének
megallapitdsandl ezt a tényt hasznédljuk ki. A mérendé agat helyezziik a szék hét-
tamldjanak tetejére tgy, hogy egyensilyban legyen (ne billenjen el), vagyis a stly-
pontja keriiljon az alatamasztasi feliilet folé. Mivel a szék hattamlédja elég keskeny,
a sulypont helyzete viszonylag pontosan meghatdrozhaté. Ugyanezt meg lehetne
tenni a ,klasszikus” médon is, amelynél az ujjunkon egyensulyozzuk az agat, de
ennél szdmos technikai nehézség lépne fel (pl. a tiiskék akaddlyozzdk az ujjunk
csUsztatdsat).

Ezutan a mérészalaggal lemérjiik a silypont és az ag tove kozotti tavolsagot,
majd az ag teljes hosszat. Az adatokat feljegyezziik, majd kiszamoljuk a tavolsdgok
aranyat. A kovetkezd 1épésben vagjunk le harom oldalagat, és végezziik el a mérést
azokra is az elobb ismertetett médon. Ezt az egészet ismételjitk meg a masik két
nagy ag esetében is, majd foglaljuk tablazatba az adatokat.

3. Mérési adatok:

Megnevezés ‘ hossz [cm] ‘ sulypont [cm] ‘ arany ‘

1. féag 82 38 0,46
1.1 mellékag 53 28 0,53
1.2 mellékdg 59 28 0,47
1.3 mellékig 48 24 0,50
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Megnevezés ‘ hossz [cm] ‘ sulypont [cm] ‘ ardny ‘

2. f64g 79 40 0,51
2.1 mellékdg 51 2 0,51
2.2 mellékag 54 27 0,50
2.3 mellékag 28 20 0,71
3. {64g 63 30 0,48
3.1 mellékdg 38 17 0,45
3.2 mellékdg 53 26 0,49
3.3 mellékdg 40 20 0,50

Az adatokbdl megallapithatjuk, hogy a sulypont az 4g méretétol és alakjatol
fiiggetleniil j6 kozelitéssel az ag feléndl helyezkedik el. (Ez elég meglepd, mert egy
homogén haromszog-lemez silypontja a magassdg harmadandl taldlhaté. A két eset
kozotti eltérést a tiiskék nem egyenletes eloszldsa okozhatja.)

4. Hibalehetdségek, hibabecslés. A hosszisidgmérés pontossdga kb. 0,5 cm (ezért
az adatokat centiméterre kerekitve adtuk meg). Ennél pontosabban azért nem
lehetett mérni, mert a tilevelek akadalyoztdk az 4g finom mozgatasat, és a szék
karfdjanak mérete is korlatozta a hosszisdgok mérését. Ezeknél 1ényegesebb volt
a kiilonbozo dgakndl mért adatok szorasa. A kérdezett ardnyszamra végiil azt
mondhatjuk, hogy 50 + 5 szdzalék kozotti érték.

Jeszendi Sdra (Kecskemét, Katona J. Gimn., 10. évf.)

13 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Csonka Illés, Horvath Aniké, Jeszendi Sara
és Ludényi Levente megolddsa. Kicsit hidnyos (5 pont) 4, hidnyos (3—4 pont) 5 dolgozat.

Fizika gyakorlat megoldasa

%}_E

G. 733. Egy kutbol vizet hizunk fel. A kit mélysége 10 méter, a veder tomege
2 kg, a lanc tomege 3 kg, és a veder drtartalma 12 liter. Mekkora a vizhizds
mechanikai hatasfoka? Fiigg-e a hatdsfok a kit mélységétsl?

(3 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

Megoldas. A vizhizas hatékonysdga a vizen végzett munka (ebben az esetben
a viz helyzeti energidjanak valtozdsa) és az dsszes elvégzett munka hanyadosa:

Whasznos
1 — _ hasmos
( ) ! Wbsszes

A folyamat elején a lancot

298 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/5



GF 2021.5.6 — 21:43 — 299. oldal — 43. lap KoMalL, 2021. méjus %

— P

Fo = (mviz + Mysdor + mlénc)g
er6vel kell hizzuk, a végén azonban méar 170 Lo

140

Fi = (Mmytz + Mysdor)g

er6 is elegendd, hiszen a lancot mar nem kell tar-
tanunk. A vodor lasst emelése soran a gyorsu-
las elhanyagolhatd, az er6 nagysaga csak a lanc
hosszvaltozasa miatt valtozik.

Az dbra a hizéer6t mutatja a vizfelszin felet- h[m]
ti magassag fiiggvényében. Az altalunk végzett 10
munka a trapéz teriiletével egyenlo:

(mviz + Mysdor + mlémc)g + (mviz + mvt')dt')r)

I Ah.
2

Wi’)sszes =

A hasznos munka a viz helyzeti energidgjanak novekedésével egyezik meg:
Whasznos = mvingh7

ahol My, = VisdsrOviz, 68 Ah = 10 m az emelés magassdga, vagyis a kut mélysége.
A hatdasfok tehat (1) alapjan:

2"Tvaz
Myiz + Mysdor + mlénc) + (mvfz + mvddér)

(2) n=
(
Behelyettesitve az adatokat:
212 dm? - 1 15 o

- R = ~0,77.
2-(12dm® -1 55 +2kg) +3kg 31

A vizhtizas hatésfoka tehat kb. 77%.

A (2) osszefiiggésben egyetlen paraméter van, ami fiigg a kit mélységétdl, ez
a lanc tomege, hiszen minél mélyebb a kut, anndl hosszabb, annal nehezebb lanc
kell. Ha az aranyossagi tényezot c jeloli:

Mlgnc = CAh7
vagyis a lanc tomege méterenként 0,3 kg, akkor a hatasfok:

2Tnvfz
Myiz + Mysder + CAh) + (mviz + mvijdér) ’

T

ami a kut mélységének novelésével csokken.
Czirdk Tamds (Budapest, Edtvos J. Gimn., 10. évf.)

39 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldés. Kicsit hidnyos (2 pont) 20, hidnyos (1 pont)
5 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5255. Egy igen hosszu, m = 10 g tomegii, egyenes szigeteldszdl kozéppontja
felett, attél d =5 cm-re eqy Q = 3-10"7 C toltést, pontszerii test van régzitve.
A szigetelészdlat is rogzitjiik, majd egyenletes toltéseloszldssal o = —2-107% C/m

linedris toltésstriséggel feltoltyik. Mekkora gyorsuldssal indul el a szdl, ha rogzitését
lokésmentesen feloldjuk?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. Hatarozzuk meg az ¢ hosszusagu, toltott szigetelGszal elektromos
terét attdl d tavolsagban, ahol £ > d!

Vegyiink fel egy d sugari, £ hosszi hengert, amely teljesen koriilfogja a szigete-
16szélat, és a szal tengelye egybeesik a henger szimmetriatengelyével. frjuk fel erre
az elrendezésre az elektrosztatika Gauss-féle fluxustorvényét. A levegd permittivi-
tasa jo kozelitéssel megegyezik a vakuuméval, illetve £ > d miatt a henger lapjain
kilépé elektromos fluxus elhanyagolhatd, tovabbd a hengerpaldston az elektromos
er6tér nagysaga — jo kozelitéssel — allandé E nagysagunak tekintheto, ezért

af-i:EQdﬂ'-E,
€0
vagyis az elektromos térersség a szaltdl d tavolsaghan
o
- 2d7T<€0 '

fgy a @ toltési testre haté er6:

Qo
2dﬂ'60.

Mivel Q és o ellentétes elGjeliiek, a szal és a rogzitett ponttoltés kozott hatod erd
vonzoerd. Newton I11. torvénye alapjan a szalra is éppen F' nagysagu, felfelé mutatd
elektroszatikus eré hat. Ehhez (el6jelesen) hozzdadddik az mg nagysdgu, lefelé
mutatd nehézségi erd.

F=QE=

Amikor feloldjuk a szal rogzitését, akkor — Newton masodik torvényébdl ko-
vetkezOen — a szal az F' — mg er6 hataséara

F |Qo| m
=2 g= " iang D
“ m 2dmeg m g 52

gyorsuldssal indul el fiiggblegesen felfelé. (A megoldas soran feltételeztiik, hogy
a toltott szal mindvégig vizszintes helyzetii.)

Varga Vidzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)

49 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 25, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibéds 4, nem versenyszer( 4 dolgozat.
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P. 5279. Két nagyon hosszi, egymdstol 20 ta- 20
vol lévd egyenes vezetohuzal mindegyikében I erds-
ségii, de ellentétes iranyu dram folyik. A vezetdk
sikjaban, az egyik vezetétél d = — b tavolsagban '
eqy a €s b oldalhosszusdagu téglalap alaki vezetdke- '
retet helyeztink el, eldszor az abran ldthato 1-es,
majd a 2-es helyzetben (0 < a—b < £). Melyik eset-
ben nagyobb a kereten datmend mdgneses flurus? Il TI

(4 pont) Cserti Jozsef (Budapest)
feladata nyoman !

Megoldas. Egyetlen vezet6tél szdrmazé indukcidévektor nagysdga: B(r) =
= gTOi’ ahol r a vezet6t6l mért tavolsdg. A két egyenes vezeté dramétdl szarmazd
indukciévektorok — a jobbkéz-szabaly szerint — ugyanabbdl az irdnybol metszik a ve-
zetOkeret felilletét, ezért a téglalapok minden pontjaban tsszeadddik a két vezetd
maégneses indukciévektora. Ha egy, a vezeték sikjaban a felez&vonaltdl x tavolsagra

1évé pontot néziink, akkor ott az eredé indukciévektor nagysaga

pol pol ) ) 1
B(x) = = alland6 - ——.
(z) 2n(0 — x) i 2w (0 + x) alando e

Ezek szerint minél nagyobb z (minél messzebb van a pont a felez&vonaltdl), anndl
nagyobb lesz azon a helyen B értéke. A tovabbiakban két allitds érvényességét
fogjuk felhasznalni.

(7) Ha két egybevdgé alakzat az dramok felez6vonaldhoz viszonyitva ugyanigy
(vagy a tiikrozott helyzetben) helyezkedik el, akkor a rajtuk athaladé mdgneses
fluxus megegyezik. Nevezziik ezt A allitasnak.

(74) Ha van két olyan alakzatunk, amelyek altal lefedett teriilet ugyanakkora,
tovabba az egyik alakzat barmelyik pontjat tekintve ott a magneses indukcidévektor
nagysaga nagyobb, mint a mésik alakzat barmelyik pontjaban vett indukciévektor
nagysaga, akkor az elsé alakzathoz tartozé magneses fluxus biztosan nagyobb a mé-
sik fluxusandl. Legyen ez a B allitas.

A megadott hatarok kozott harom esetet fogunk vizsgalni.

1. Ha a < 2b, akkor az 1-es és a 2-es helyzetli vezetOkeretet az 1. @brdn lathatd
modon darabolhatjuk fel két négyzetre és egy téglalapra. A halvanyan, illetve soté-
tebben jelolt négyzetekre vonatkozo fluxus — az A esetnek megfeleléen — paronként
megegyezik, a két helyzetnek megfeleld teljes magneses fluxus , kisebb-nagyobb vi-
szonyat” a fehér téglalapok fogjdk eldonteni. Az 1-es helyzetben a fehér téglalap
minden pontja tavolabb van a szimmetriatengelytdl, mint a 2-es helyzetben, tehat
—a B éllitdsnak megfeleléen — kijelenthetjiik, hogy ®; > .
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1. : b
a—>b
]l b TI Il b TI
b b
b b
a b
2. b 20 00
a<2b § § a=2b
1. dbra 2. abra

2. Ha a = 2b, akkor a keret altal hatarolt téglalap mindkét helyzetben két
egybevigd négyzetre darabolhaté (2. dbra), igy — az A &llitds szerint — fenndll,
hogy &, = 5.

3. Amennyiben a > 2b, a vezetékeretek tégla-
lapjai a 8. dbrdn lathaté médon darabolhatdk két-
két négyzetre és egy-egy téglalapra. A négyzeteken
athaladé méagneses fluxus a két esetben megegye-
b zik (A 4llitds), a téglalapon athaladé fluxus pedig
T (a B éllitasnak megfeleléen) az 1. helyzetben biz-

I

, D1 < Py

a—2b

tosan kisebb, mint a 2. helyzetben, tehédt az ered6
fluxusok viszonya: ®; < P,.

b Pdhdn Anita Dalma (Budapest, Eotvos J. Gimn.,

T 11. évf.)

b 15 dolgozat érkezett. Helyes Mihalik Baélint,
9 b, b P4ahan Anita Dalma, Somlan Gellért, Téglds Panna

és Téth Abel megoldésa. Kicsit hidnyos (3 pont) 2,
hidnyos (1-2 pont) 4, hibds 4 dolgozat.

a>2b

8. abra

P. 5285. Lapos, korong alaki, m tomegii test vizszintes, érdes feliileten nyug-
szik. Eqy D direkcids ereji rugo eqyik végét a korong kozepéhez erdsitjik, majd
a masik végét vizszintes iranyban lassan hizni kezdjik. Kezdetben a Tugo feszi-
tetlen. A test eqy ideig mozdulatlan, majd megindul, és egyenes vonalban mozog.
A korong meginduldsanak pillanatdaban a rugd mdsik végét rogzityik.
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a) Mekkora lesz a test mazimdlis sebessége?
b) Mennyi idd alatt éri el a mazimdlis sebességet?
¢) Mekkora tdvolsdgot tesz meg a korong a mazximdlis sebesséqg eléréséig?

d) Hogyan mozog a korong a tovdbbiakban, feltételezve, hogy a rugd mindig
egyenes marad?

A korong és az érdes felilet kozott a csiszasi surloddsi egyiitthatd p, a tapaddsi
surlodds egytitthatdja pedig po (o > ).

(5 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlé, Budapest

Megoldas. a) Elészor szamitsuk ki, hogy mekkora lesz a rugé o megnytildsa
a test meginduldsa el6tti pillanatban. A testre fiigg6leges irdnyban két erd hat
ebben a pillanatban: az mg nagysagu nehézségi erd, valamint az érdes feliilet altal
kifejtett N nagysdagu nyomoerd. A test fliggbleges irdnyban nem gyorsul, vagyis
a két er6 kiegyenliti egymaést:
mg = N.

A testre vizszintes irdnyban is két eré hat: a rugd Dxzg nagysagu huzdereje és
a tapadasi sirlédasi erd. Az utébbi nagysdga a test meginduléasa el6tti pillanatban
a legnagyobb:

Frnax = poN = pomg.
Ebben a pillanatban a test még nem gyorsul, vagyis a két er6 kiegyenliti egymast:

_ Hotmng

Dzo = pomg = To o)

A testre a meginduldsa utan is négy er6 hat. Fiiggélegesen ugyanaz a ketto,
ami eddig, és ezek tovabbra is kiegyenlitik egymdst (mg = N), vizszintesen pedig
a rugd altal kifejtett erd, valamint az

S = uN = umg

nagysagu surlédasi eré. A rugderd kezdetben gyorsitja a testet, a sirlédéds pedig
lassitja. A korong sebessége addig novekszik, amig a két eré egyenlévé nem valik.
Legyen ebben az ,egyenstlyi” helyzetben a rugd megnytlasa x;.

_ pmg

Dxy = umg = T D

frjuk fel ezutan a munkatételt a test meginduldsa és a maximalis vy,.x sebes-
ségli dllapot kozotti folyamatra. A rugd xzg — x1 Gton gyorsitja a testet, a siurlédas
pedig ugyanekkora tton lassitja.

Z W = AEimozg.a

vagyis (a rugderd atlagos értékével szdmolva)

Dzo+ Dz 1
%(1‘0 — 331) — umg(xo - xl) = imvfnax —0.
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Innen (behelyettesitve az xo-ra és x1-re kapott kifejezéseket) a maximédlis sebességre
a kovetkez6 Osszefliggést kapjuk:

Umax — (NO - .u)g

SE

b) A test a meginduldsa utdn harmonikus rezgémozgést fog végezni a meg-
allasaig, hiszen a ra hatd eredd eré az elmozdulassal aranyosan valtozik. Ennek
a rezgémozgasnak a peridodusideje™:

m
T =22
™D

A test nulla kezddsebességgel indul, igy a periédusidé negyede, vagyis

L 7T m
4 2\VD

id6 miulva lesz a sebessége maximalis.

¢) A rugd megnytldsa a mozgas kezdetekor xg, a test legnagyobb sebességénél
pedig x1, vagyis ezalatt a korong
mg

Aw:xo—xlz(uo—ﬂ)f

tavolsdgot tesz meg.

d) A korong a tovdbbi mozgdsa soran egyre jobban lassul, és valahol megall.
Jeloljiik a rugd megnyulasat ebben a helyzetben xs-vel. Ha x4 > 0, akkor a korong
megallasanak pillanatdban a rugd megnyijtott, ro = 0 esetén feszitetlen, o < 0
esetben pedig Osszenyomott allapotban lesz. Elvben el¢fordulhatna, hogy a korong
ismét megindul, és még tovabbi rezgéseket végez. Megmutatjuk, hogy nem ez
valésul meg, hanem a korong a megalldsa utan megtapad az érdes feliileten.

frjuk fel ismét a munkatételt, de most a korong meginduldsa és a megallasa
kozotti mozgasra:

Dmo —+ DI’Q

5 (o — x2) — pmyg(zo — x2) = 0— 0.

Ez z9-re nézve masodfoku egyenlet, amelynek egyik gyoke: xo = xg. Ez az indulas
pillanatédnak allapota, szémunkra érdektelen. A maésik gyok:

_ 2pmyg

D — Xo,

T2

azaz ro kordbban kiszamitott értékét felhasznélva
_mg
D

*A surlédés jelenléte nem befolydsolja a rezgésidot, csak az egyensily helyzetét tolja
el a surlédasmentes esethez képest.

T2 (2 = o).
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A korong teljes elmozdulasa az induldsatol a megallasdig:

mg mg
S=x9— X2 = —fig — — (21 — = 2Az,
0 2 D Ho D (20 — po)
vagyis éppen kétszer akkora, mint az induldstél a maximalis sebesség eléréséig
megtett 1t.
A surlédasi egytitthatéok szamértékétdl fiiggden elvben harom lehetdség valo-
sulhat meg.
(1) Ha po < 24, akkor zo > 0, és a rugderé Dy = mg(2p — o). Ez biztosan
kisebb, mint a tapaddési surlédasi eré legnagyobb értéke:

mg(2p — po) < mgpo,  hiszen < .

A korong tehat a tovabbiakban nem mozdul meg.

(#i) Ha po = 2u, akkor x5 = 0, tehdt a rugd feszitetlen dllapotban van a meg-
allas pillanataban, és nyilvanvald, hogy a korong a tovabbiakban nyugalomban
marad.

(7i1) Ha po > 2u, akkor xo < 0, vagyis az 6sszenyomott rugd

Dlza| = mg(po — 21

nagysagu toléer6t fejt ki a korongra. Ez kisebb, mint a tapadasi surlédasi erd
legnagyobb értéke, hiszen pg — 2u < g, tehat a korong nem fog megmozdulni.

Toronyi Andrds (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

dolgozatanak felhasznaldasaval

Megjegyzés. A kiilonbozd anyagok sirléddsi egyiitthatéit dsszevetve megéllapithat-

juk, hogy nagy valésziniiséggel az (i) eset valésul meg, de a mdsik két lehetOséget sem
tiltja semmilyen fizikai torvény.

49 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 14, hidnyos
(1-3 pont) 24, hibds 2 dolgozat.

P. 5290. Homogén elektromos mezd 2
P pontjdbol egy pontszert, negativ toltési T E T //'T;\T E T
részecskét lovink ki az elektromos térre me- ol

réleges vy kezddsebességgel. Az E elektro-
mos térerdsségre és a vy sebességuektorra
merdleges, homogén mdgneses mezé is je-
len van. A kétféle mezdt eqy, az elektromos
térerdsségre merdleges sik vdlasztja el egy-
mastol az dbra szerint. Mekkora a mdgne-
ses indukciovektor nagysdga, ha a részecske
visszatér a P pontba?

(Az egész elrendezés vikuumban van, és a nehézségi erd hatdsa a részecskére

elhanyagolhatd.)
(5 pont) Kozli: Németh Laszlé, Fony6d
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Megoldaés. A részecske a homogén elektromos mezében egy parabola mentén,
a homogén magneses mezében pedig valamekkora R sugart korpélya mentén mo-
zog. (Az elektromos térerésséget tekintsiik fiiggélegesen felfelé mutaté vektornak,
a részecske kezdosebessége ekkor vizszintes iranyd vektor. Ezt megtehetjiik, hiszen
a részecskére hatd nehézségi eré elhanyagolhatd, emiatt lényegtelen az egész elren-
dezés térbeli helyzete.) A részecske negativ toltése miatt az elektromos térben lefelé
mutatd eré hat ra, a magneses térben pedig a korpalya kozéppontja felé mutatd
Lorentz-er6 hatdrozza meg a mozgasat.

A részecske akkor tér vissza a P pontba, ha a kétféle mezd hatérfeliileténél
a sebessége akkora o szoget zar be a vizszintessel, amelyre teljesiil, hogy

sina = —,
R
qg P wo ahol a vizszintes elmozdulds a fél parabolaiv
E m \1/(1 E menti mozgas idejével kifejezve
1‘ x L0 1‘
R & xr = U()t
1) ; p g
vy T v (lasd az dbrdt). Emellett
X v
B sina = -2,
v

ahol v, a sikhoz vald érkezés v nagysagu
sebességének fiiggbleges komponense.

Az elektromos térben egy m tomegii és ¢ toltésii részecske a = Eq/m gyorsu-
ldssal mozog, igy
FEq Eq = FEq Rsina Fq R v,

vy =at = —t=—. 2
m m v m o m vy v

Innen kifejezhetjiik a korpalyan mozgo részecske sebességének nagysagat:

EqR

muvg

A maéagneses térben mozgo részecske mozgasegyenlete:

2
Bqu = %, ahonnan B = mo _ | Bak E

—_—=m - —_— = .
qR mvyg qR  vg

A mégneses indukciévektor nagysiga tehdt B = E/vg kell legyen, ekkor valé-
sulhat meg a ,tojas” alaku zart palya.
Selmi Bdlint (Pécs, Lebwey Kldra Gimn., 12. évf.)

38 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(2-3 pont) 3, nem versenyszerii 1 dolgozat.
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P. 5293. Egy feketedoboz tetején sok kivezetés van. Tudjuk, hogy belil minden
kivezetéspdr koz€ egy-egy ismeretlen ellendlldst forrasztottak. Hogyan mérhetjik meg
két tetszdleges pont kozé kotott ellendllds értékét, ha csupdn ellendlldismérénk és
tetszdleges szami répzsindrunk van?

(6 pont) Kozli: Viaddr Kdroly, Kiskunhalas

Megoldas. Az ellendllasmérével megmérhetjiik a rendszer két tetszéleges ki-
vezetése kozotti eredd ellenalldast. A ropzsindrok ellendllasét hanyagoljuk el.

Jeloljitk R;j-vel az i. és a j. kivezetés kozé kotott ellendllast. Legyen A és B
az a két pont, amelyek kozé kapcsolt R4p ellendllas nagysagéat szeretnénk megha-
tarozni. Megmutatjuk, hogy harom kiilénb6z6 ellenallasmérés eredményébdl Ryp
kiszamithatd. Az ellenallasmérét mindvégig az A és B kivezetések kozé fogjuk kap-
csolni, csupan a ropzsinorok szaman és helyzetén véaltoztatunk. Az A és B pontok
kozott mért eredo ellenallds az egyes esetekben legyen rendre Ry, Rs és Rs.

1. mérés. Kapcsoljunk répzsinérokat A és minden i # B kivezetés kozé, vagyis
zarjuk rovidre B kivételével az 6sszes kivezetést. Ekkor a ropzsinérok ellendllasat
elhanyagolva, B-n kiviil minden kivezetés ekvipotencidlis lesz. Az ekvipotencidlis
kivezetések és B kozott minden B-be futé ellendallds parhuzamos kapcsolédsra keriil,
és a méromuiszer altal mutatott R eredd ellendllasra fennall:

1 1

1 - .
. Ry i, i£B Rip

2. mérés. Ugyanazt az elrendezést valdsitjuk meg, mint az 1. esetben, annyi
modositassal, hogy ezittal az A-bodl induléd ellenallasok parhuzamos kapcsoldsat
valésitjuk meg azzal, hogy B-vel 6sszekapcsolunk minden A-t6l eltérd kivezetést.
Ezaltal B és minden més, A-tél kiillonb6zé kivezetési pont lesz ekvipotencidlis.
Az ekkor A és B kozott mért Ry eredd ellendlldsra:

) == =
S Y St

3. mérés. Ezuttal minden i, i # A, i # B kivezetést kapcsolunk 6ssze ropzsi-
norokkal ekvipotencialissa. Ez az elrendezés azonos azzal, mintha R4 p kivételével
minden R 4; ellenallds A-bdl parhuzamosan egy P pontba lenne kétve, minden R;p,
1 # A pedig P-bol parhuzamosan B-be; ezek mellett pedig természetesen R 4p meg-
marad A és B kivezetések kozott. Ekkor a mért R3 ellenallasras:

1 1 1

i + ,
Rs Rap Rap+ Rpp

ahol
1 1 1 1
@ D VIS vaip VIS vl v
g, i#A, =B T g A T
azaz (2) felhasznaldséval
1 _ 1 1
Rap Ry Rap
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Hasonléan kapjuk (1) felhaszndldsaval, hogy

1 _ oy L _1 1
Rpp i’#A’#BRiB " Ri  Ragp’

tehét (3) az aldbbira mdédosul:

1 1 1
4 [
() R3 RABjL 1 1
1 1T T 1

Ro Rap Ri  Ras

A (4) osszefiiggés (meglehetdésen bonyolult médon) mar csak a hdrom ismert
mérési adatot és a kérdezett Rap-t tartalmazza. Fejezziik ki ez utébbit! (4) dtala-
kitaséval: (L_ 1 )(L_ 1 )

R 4 M Rap/\Ry Rap/

R R L 12
3 AB +R2 s

Bevezetve a p = ﬁ jelolést adédik, hogy

2 _ LS
i p ( + )+R1R2
Its R1+R_2_2p

A jobb oldali tort nevezijével szorozva a

Py (R B Y (R Ly L
R, Ry PP P\ R " Ry) T RiRy  RiRs  RyRs Rs’

vagyis a

;2,1 1 1.
D PR T RiRs " RyRs RiRy

masodfoku egyenletet kapjuk. Ennek megolddsa (kihasznélva, hogy Rap > Rs mi-

11 1 L1
Rap Ry \|R} RiRs RsR; RiRy

A kérdéses ellendllas nagysaga tehat a mérhetd mennyiségek bevezetett jelolé-
sével igy irhaté fel:

R3

RS Rs3 Rs-
1\/1+R1R2R_13_2

Varga Vizsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)

Ryp =

10 dolgozat érkezett. Helyes Gurzé Jozsef, Kozaréczy Csaba, Téth Abel és Varga
Véazsony megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (1-2 pont) 3, hibds 1, nem
versenyszeri 1 dolgozat.
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P. 5294. Egy félhenger alaki valyu tengelye viz- Vi
szintes. A walyi eqyik vizszintes sugaranak P fele-
zépontjan dat kilonbozd hajlasszogi lejtdket fektetink.
Mekkora annak o lejtonek a hagldsszdge, amelyen egy
surlodasmentesen lecsiszo piciny test leghamarabb éri
el a valyu feliletét?

(5 pont) Kozli: Holics Laszlo, Budapest

Megoldas. Haszndljuk fel a feladat megolddsahoz az un. Galilei-kért, ami
a P pontra illeszkedd, fiiggbleges sikban fekvé kor, amelynek a kozéppontjat P-vel
Osszekoto egyenes fliggbleges. Ha a P ponton athaladd, kiillonboz6 meredekségii
hirok (lejték) mentén egyszerre egy-egy sturléddsmentesen mozgd, kicsiny testet
inditunk el kezdésebesség nélkiil, akkor ezek a testek ugyanannyi id6 alatt érik el
a korvonalat — allitotta Galilei. A bizonyitdshoz elég annyit tudnunk, hogy az r su-
gard kor a hajlasszogli hurjanak hossza ¢ = 2rsin«, a rajta mozgd tomegpont
gyorsulasa pedig a = gsin a. fgy a lecsuszas ideje:

20 4r sin o T
t= — = - =2 )
a gsin a g

ami valéban fiiggetlen a-tdl, és Galilei éppen ezt allitotta.

A fenti megfontolasbol az is kovetkezik, hogy a kiilonb6zé lejtékon mozgd
testek minden idépillanatban egy olyan koron helyezkednek el, amelynek legfels
pontja a P pont, a sugara pedig az eltelt id6 négyzetével aranyosan né. Esetiinkben
elég megkeresniink azt a legkisebb sugari kort, aminek a legfelso pontja P, és érinti
a valyu sikmetszetét, vagyis a feladat abrajan lathaté félkort.

Feladatunk az, hogy meghatarozzuk
az érintési pont és P kozotti hurnak a vizszin-
tessel bezéart « szogét (lasd az dbrdt).

Mivel P a félhenger 2x-szel jelolt sugara-
nak felezépontja, igy AP = PB = x, valamint
AC = 2z. Az O kozéppontti, OP sugart Galilei-
kor a C' pontban érinti a valyu félkorét. A két
kor kozéppontjat Osszekotd egyenes atmegy S
az érintési ponton, tehdt A, C és O egy egye-
nesre esnek. A Galilei-kor sugardt jeloljik
y-nal.

A kornek P a legfelsd pontja, tehat O P fiiggbleges, azaz merdleges a vizszintes
AB-re, ezért az AOP haromszog derékszogii. A Pitagorasz-tétel szerint

AP? + OP? = AO?,

vagyis
2
1’2+y2 = (2£C—y) )
ahonnan
32?2 —day = x(3x —4y) =0
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kovetkezik, és mivel z # 0, fenndll:

Allitsunk C-bél meroOlegest az AB szakaszra, a talppontja legyen T. Ekkor
a parhuzamos szel6k tétele szerint

AP AT 2 922 8
—_— — aza) = =
A0 ~ AC” s % -y 97_35 5

AT és AC hosszabdl a Pitagorasz-tétel segitségével kiszamithatjuk TC-t:

— s (8 Y 6

Tudjuk még, hogy
PT = AT — AP = §:L'—:v: §x,
5 5

és igy a lejto keresett hajlasszogére
6
TC B

t 5%
ga: _—=
PT ~ %,

=2, vagyis o = 63,4°

adodik.

Pdhdn Anita Dalma (Budapest, Eotvos J. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

52 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(1-3 pont) 11, hibds 7 dolgozat.

P. 5297. Egy konnyt, hajlékony, nyijt-
hatatlan damilszal hossza € =80 cm. A szdl
végeit azonos magassdgban, egymdstol vala-
mekkora tdvolsagban rogzitjik. A szdlon egy
) m =5 g tomegti, kozepén dtfurt acélgolyo tud
e et csuszni. Az acélgolyot olyan helyzetbdl indit-

Juk, aminél a feszes damilszdl eqyik része fiig-
goleges.

a) Legfeljebb mekkora sebességre gyorsul fel az acélgolys, ha a surlddds és
a kozegellenallds elhanyagolhato?

b) Mekkora erd fesziti a damilt, amikor az acélgolys sebessége mazimdlis?

(Az acélgolydt tekintsiik tomegpontnak!)

(5 pont) Holics Ldszlo mérési feladata nyomén
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Megoldas. a) Jeloljitk a damilszal rogzi-
tett végpontjainak tavolsagat x-szel, és fejez-
ziik ki x segitségével, hogy legfeljebb mekkora
lehet az acélgolyd helyzeti energidjanak meg-
valtozasa. A kezdeti elrendezésben az 1. db-
ran hi-gyel jelolt tavolségra felirt Pitagorasz-
tétel:

? b3 = (0 — ),
ahonnan

[2 _ 31‘2
20

(1) hi(z) =

Adott x mellett az acélgoly6 legmélyebb helyzetében (amikor a két damilsz4l
egyforma hosszi) a he tévolsigot ismét a Pitagorasz-tétel alkalmazasaval kapjuk

meg:
AN 9 T \2
(2) =13+ (3)
vagyis
2 _ 2
2) hae) = =

A goly6 graviticios helyzeti energidjanak csokkenése (1) és (2) felhasznaldsdval:

VE=E g
2 2/ '

AE =mg(hy — hy) = mg(

Mivel a surlodas és a kozegellenéllas elhanyagolhatd, a mechanikai energia allandé
marad, tehat a golyd legnagyobb sebességére fennall:

1
§m112 =mg(hs — hy),

azaz

3) =gV - 550,

Vajon mikor (milyen x mellett) legnagyobb a sebesség (és ezzel egyiitt a se-
besség négyzete)? A (3) osszefiiggés igy is felirhato:

v (z) = gy .e- 22(0— 02— 2?),
amelyre felirva a szamtani és mértani kozepekre vonatkozé egyenlotlenséget:

U2($)<g<m+f—m>2_g£
S 2

1
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Az acélgoly6 legnagyobb sebessége tehdt

<[5
[P

(4) Vmax = ~1,4

m
S

Az egyenldség (4)-ben akkor teljesiil, ha

(=02 =22 =12 — 22,

vagyis

¢ = §€%O,69 m.

A damilvégeket ekkora tavolsagban rogzitve a golyd legmélyebb helyzetében a da-
milszélak a fiiggdlegessel

3
« = arcsin - = 60°-0s,

egymaéssal pedig 120°-o0s szoget zarnak be.

b) Mivel a damilszdl nem nyulik meg,
az acélgolyo ellipszispdlyan fog mozogni, hiszen
b a két rogzitett végponttol mért tavolsagok Gssze-
L ge éllandS (2. dbra). Az ellipszis paramétereit
a szokéasos modon jelolve:

x =2c = c:§z0,347m,
l
Y mg {=2a = a:§z0,4m,
2. dbra
tovabba
b=+va%—-c2=02m.

A palya legalsé pontjaban (az ellipszis kistengelyének alsé végénél) a golyo

sebessége — mint lattuk — v = @, és gy a fiiggblegesen felfelé mutaté centripetdlis

2
gyorsulasa % nagysagu, ahol R az ellipszis gorbiileti sugara (simulékorének sugara)
a kérdéses pontban. Ismert (vagy konnyen levezethetd), hogy
a2

R=7=(=08m.
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Ha a damilt K erd fesziti, akkor a két (egymédssal 120°-o0s szoget bezdrd) fonélerd
ered@je fiiggdlegesen felfelé irdnyuld és ugyancsak K nagysigui lesz. Az acélgolyd
mozgasegyenlete:

K—-m mv2 agyis K=m —|—mv2 5m 0,061 N
— — J— Vi = —_— = — = .
g R’ gy g R 1 g )
Ludanyi Levente (Szeged, SZTE Gyak. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Az ellipszis gorbiileti sugarat a kistengely végpontjaban tobbféle mdod-
szerrel is meghatarozhatjuk.

1. Ha egy tomegpont egymaésra merdleges irdnyokban azonos korfrekvencidji, a és b
amplitiddju, 7/2 faziseltoléddsi harmonikus rezgémozgdst végez, akkor a koordindtdi:

z(t) = asinwt; y(t) = bcoswt,
és a palyagorbe egyenlete:
22y
¥ -
a? = b?

A test sebessége ¢t = 0 pillanatban: v, = aw, vy = 0, a centripetalis gyorsuldsa tehat —y ira-
2
nyu és A = % nagysagu, ahol R a gorbiileti sugdr. Masrészt a rezgémozgast végzd test
gyorsuldsa t = 0 idépontban: A, = 0 és A, = —bw?. A gyorsulds kétféleképpen kiszamitott
értékét osszevetve kapjuk, hogy
2 2 2
a“w 2 a
= bw”, azaz R=—
R b

2. Bgy R sugart, az = tengelyt az origéban érint6 kor egyenlete: 2 + (y — R)2 = R?,
azaz 2Ry = 2* +y*. Ha 2 < R és y < R, akkor y? elhanyagolhatéan kicsi 2Ry mellett,
és a kor az

22
T 2R
egyenletii paraboldval kozelithetd. Nyujtsuk meg most ezt a parabolat az y tengely mentén
A-szorosara:

)

, 22 z2

=A%k T 2R
Lathatd, hogy a A-szoros nyujtds sordn a gorbét legjobban kézelité (ahhoz ,simulé”) kor
sugara az eredeti érték 1/\-szorosdra valtozik.

Végezziik el ezt a nyudjtasi transzforméciét egy 2a nagytengelyli, 2b kistengelyt
ellipszissel, amely a kistengelyének végpontjaban érinti az x tengelyt. Ha a nytjtési faktor
A = a/b, akkor a simulékér sugara R’ = ER—re valtozik. De mivel a megnyujtott alakzat
egy a sugari kor, R’ = a, vagyis R = a*/b.

3. Ha egy bolygd a és b féltengelyekkel rendelkez6 ellipszis mentén mozog, akkor
a nagytengely valamelyik végpontjénal felirt Newton-egyenletbél kapjuk, hogy a gorbiileti
sugdr ott b*>/a. A kis- és nagytengely szerepét felcserélve adédik, hogy a kistengely
végpontjaban a simulékor sugara a2/b,

Y

(G. P)

41 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 7, hidnyos
(1-3 pont) 14, hibds 3, nem versenyszer(i 1 dolgozat.
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Tajékoztatas nyari KoMalL fizikataborrodl

Kedves K6MalL-feladatmegoldd!

Az idei tabort — amennyiben erre a jogszabalyok lehetGséget adnak —
meg kivanjuk szervezni. Azt gondoljuk, hogy erre redlis esély mutatko-
zik. Természetesen azonban mindig a jogszabalyi kereteknek megfelel6en
fogunk eljarni. A virushelyzeti egészségiigyi 6vintézkedéseket figyelem-
mel kisérjiik és minden felhivas, értesités alkalmaval errdl is tajékozta-
tast nyujtunk a tdborba jelentkezdknek.

A NYARI FIZIKATABORT
2021. junius 24. és junius 30. k6zott

tervezziik megrendezni a tobb évtizedes hagyomanyokkal rendelkez6 Dombdévar-
Gunaras Udiiléfaluban, az apartman hézakban és a hozzajuk tartozé zoldteriileten.
A taborba varjuk olyan fizika irdnt nyitott tanuldk jelentkezését a 9-11. évfolya-
mokrol, akik tudndk vallalni az aktiv tabori részvételt a vele jar6 utazasi viszontag-
sagokkal egyiitt és van védettségi igazolvanyuk. Elsosorban a KoMaL feladatmeg-
oldoit varjuk, de korlatozott szdmban méas — a fizika irant hatdrozottan érdeklodé —
didk is részt vehet a tdborban, ha valamilyen versenyeredménye, vagy a fizikatana-
ranak ajanlasa ezt alatamasztja, és részvételi szandékat jelzi a salmaria@komal . hu
cimen.

A téborban (kiilon tandrokkal és programmal) részt vesz a Nemzetkozi Ma-
tematikai Didkolimpidra késziilé ,,matematikus csapat” is, és az esti eloadasokat
(nemzetkozileg is ismert eldaddkkal) kozosen hallgathatjitok meg. A tdborba olyan
hataron tuli magyar kozépiskolasokat is varunk, akik aktiv KéMalL versenyzdk, vagy
a fizika irdnt elkotelezett, mas versenyeken eredményesen szerepl6 didkok.

A tédbor koltségét (szallds + napi haromszori étkezés, fiirdébelépd, jutalmak,
eldaddk tiszteletdija stb.) palydzati forrdsbdl biztositja a MATFUND Alapitvény.

Majus kozepén e-mailben kiildjiik el a didkoknak a tdbori felhivédst és a je-
lentkezési lapot, melyet azoknak kell elektronikusan visszakiildeniiik, akik a nyari
KoMalL Fizikatabor résztvevéi akarnak lenni. A jelentkezési hataridé: majus 31.

Trljelentkezés esetén a pontverseny pillanatnyi allasa, illetve a beérkezett
jelentkezések sorrendje lesz a mérvado.

Bizzunk abban, hogy a jarvanyhelyzet kedvezéen alakul, jiniusra
visszatér a normalis élet és a nyari tabor is megtarthaté lesz!

Budapest, 2021. aprilis 26. Salamon Maria Ilona
a MATFUND Alapitvdny munkatarsa
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 405. Mérjiik meg egy keverdesaptelep vizhozamat el6szor gy, hogy a csap-
bol hideg viz folyjék, majd gy is, ha forré viz folyik a csapbol! Mérjiik meg a hideg
és a forré viz hémérsékletét is. Végiil mérjiik meg a csaptelep vizhozaméat langyos
viz esetében is, és szamitsuk ki, hogy a langyos vizhozam hanyad részét adja a hideg
viz, illetve hanyad részét adja a forré viz!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz
G. 745. Milyen halmazallapotokban jelenik meg a gyertya anyaga a gyertya

égésekor?

(3 pont)

G. 746. Egy madarakat szallité kamion zart rakterében madarak {ildogélnek.
Amikor a jarmi hangosan dudél, a madarak megijednek. Megné, lecsokken vagy
valtozatlan marad a kamion és a madarak egyiittes silya a madarak felrebbenése-
kor?

(3 pont)

G. 747. Tegyiik fel, hogy egy kilogramm aranybdl egy atomméret vastagsé-
gu réteget hozunk létre. Becsiiljiik meg, hogy ezzel a réteggel hany futballpalyat
lehetne bevonni!

(3 pont)

G. 748. Egy magas, vizzel telt mérGhenger- l
be szajaval lefelé forditott, 20 cm hosszi kémesovet -
(Cartesius-buvart) helyeziink gy, hogy a kémcso fel- 10 cm
s6 felében levegd, alsé felében pedig viz legyen. Ek- &7
kor a kémcsé uszik, zart, fels6 vége kissé kiemelkedik
a mérdhengerben 1év6 vizb6l. A mérShenger tetejét
gumilappal zarjuk le, majd akkora erével nyomjuk le- l
felé a gumilapot, hogy ennek hatasdra a kémcsében
1év6 levegd nyomdsa 5 kPa-lal megné. Ebben a pilla-
natban a ,buvar” elindul lefelé.

a) A ,buvar” elmeriilésének a kezdetén mekkora
volt a kémcs6be zart levegboszlop magassaga?

b) Legaldbb milyen magas a méréhenger, ha
a ,buvar” lent marad akkor is, amikor eltavolitjuk
a gumilapot a mérGhenger tetejérol?

(4 pont)
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P. 5326. Egy ismeretlen magassagu toronybdl elejtiink egy testet, amely sza-
badon esik. A kozegellenélldstdl eltekintiink.

a) A torony magassigdt gondolatban osszuk két egyenld részre. Hatdrozzuk
meg a két egyenld szakaszon szamitott dtlagsebességek aranyat!

b) Hogyan osszuk fel két részre a h = 45 méteres torony magassigat, hogy
a masodik szakaszon szamitott atlagsebesség négyszerese legyen az els6 szakaszon
szamitott atlagsebességnek?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 5327. Milyen hosszu lenne egy f6ldi nap, ha a valtozatlan alakd Fold sajat
tengelye koriili forgasa miatt ,leesnénk” a Foldrol az Egyenlitén?

(3 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5328. Satuba fogunk vizszintesen egy konnyti, hosszi acélpalcat. A végére
egy nehezéket erdsitiink, ami a palca végét 1 cm-rel nyomja le annak eredeti
helyzetéhez képest. Ha kis kitérésii rezgésbe hozzuk, mennyi lesz a rezgésideje?

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5329. Vizszintes tablan egy krétadarab nyugszik. A tablat meglokve, a tdb-
la hirtelen vizszintes, vy nagysagu sebességet kap, majd T id6 mulva egy falnak
titkozve ugyanilyen hirtelen megall. Milyen hosszi nyomot hagy a kréta a tablan,
ha a kréta és a tdbla kozotti surlédasi egyiitthato p?

(5 pont) A Kvant nyoméan

P. 5330. Képzeljiink el egy folyékony halmazallapoti, gomb alaku égitestet.
A bels6 tomegvonzas hidrosztatikai nyomaést eredményez. Legyen az égitest vizbol,
és a gbmb sugara R = 25 km. Mekkora a hidrosztatikai nyomds a gomb kézéppont-
jaban?
(4 pont) Kozli: Szekeres Béla, Budapest

P. 5331. Régi, népi jatékszer a ,krumplilévetty”, ami egy 12 cm hosszu,
0,3 cm? bels§ keresztmetszetl bodzacss. A cs6 két végét egymds utdn egy-egy
1 ¢m hosszusagi krumplihengerrel dugaszoljuk el.

- !'_

|

lovedék dugattytd

Az egyik krumplidugo a 16vedék, a mésik pedig a dugattyi szerepét tolti be.
A krumplihengerek jol tomitik a csovet, egy ilyen henger megmozditdsahoz (a ta-
padds legy6zéséhez) legaldbb 4 N erdt kell kifejteniink. A cs6ben mozgé krumplidu-
géra 3,5 N nagysagu surldédasi eré hat. Mikozben a 16vedék tavozik a bodzacsébol,
a ra hato surlodasi er6é a cs6ben 1év6 hosszdval egyenesen aranyosan csokken O-ra.
(A krumpli sfirtisége 1,06 g/cm?, a kiils6 légnyomas 10° Pa.)

a) Mennyi a mindkét végén lezdrt, ,,megtoltott” dllapotban 1évé 1ovettyiiben
1évé levegd nyomasa?
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b) Egy fapdlca segitségével a dugattyut lassan addig toljuk a csében, amig
a lovedéknek szant krumplihenger egy pukkanas kiséretében hirtelen ki nem repiil.
Mennyi munkét kell végezniink a megtoltott 1ovettytl elsiitéséhez?

¢) Mekkora sebességgel hagyja el a 16vedék a csovet?

(5 pont) Kézli: Kis Tamds, Heves

P. 5332. L =0,2 m hosszusdgu szigetel6fondlon fiigg egy m tomegl,
Q =1 uC toltésii golydeska. A felfiiggesztés alatt 2L tdvolsdgban van egy ugyan-
akkora, rogzitett, Q ponttoltés.

a) Hogyan fiigg a fondl fiiggblegessel bezart szoge az m tomegtol?

b) Legaldbb mekkora legyen m, hogy a két golyé kozti tévolsag L legyen?

¢) Legfeljebb mekkora lehet m, hogy a két golyé kozti tdvolsdg 3L legyen?
(5 pont) Kozli: Szabd Endre, Végtiizes (Szlovikia)

P. 5333. Hengeres, 2 cm sugaru hosszu egyenes vezetékben dram folyik. A ve-
zeték belsejében, annak tengelyétél 1,5 cm-re a mégneses indukciévektor nagysdga
2-10~* T. Mekkora a magneses indukciévektor nagysaga a vezeték tengelyétdl 4 cm
tavolsagban?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 5334. A fizikai kisérletezést kedveld Rudi sziiletésnapjara elektronikai kész-
letet kapott. Tiistént Ossze is allitotta az dbra szerinti kapcsolast, melyben az
U =30V fesziiltségii aramforrds belso ellenallasa elhanyagolhatd, a teljesen egyfor-
ma fesziiltségmérok és a teljesen egyforma drammérok pedig idedlisnak tekinthetok.
Az ellenéllasok nagysiga R = 50 €.

a) Mennyit mutattak a miiszerek?

b) Majd megcserélte az 1-es drammérdt az 1-es fesziiltségmérdvel, a 2-es dram-
mérét a 2-es fesziiltségmérovel. Mennyit mutattak igy a miiszerek?

¢) Ezt kovetGen visszarendezte a mérémiiszereket az eredeti helyiikre, majd
az l-es arammérot és a 2-es fesziiltségmérdt felcserélte egymaéssal. Mennyit mutat-
tak igy a miszerek?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 5335. Ha tiszta 23®Pu-bdl készitenénk egy 8 cm &tmérdjii, témor golyot,

annak felszine héany Celsius-fok homérsékletre allna be, ha a —270 Celsius-fokos
vilaglir egy mindentdl tavoli pontjan magara hagynank?
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(Tlyen izotépot hasznélnak a Naptdl tdvol haladd, ,,mélytiri” {irszondék ener-
giaelldtdsdra a radioizotopos termoelektromos generatorokban.)

(5 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 5336. Elég nagy kiterjedésii, széles, sik mez6 f6l6tt 2 km magasan repiil egy
szuperszonikus vaddszgép vizszintes irdnyban. A gép hangjit a mezén all6 hérom,

egymadstol paronként 14 km-re 16vé megfigyeld egyszerre hallja meg. A repiil6gép
éppen az egyik megfigyeld feje felett repiil el. Mekkora a vadaszgép sebessége?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

Bekiildési hataridé: 2021. jinius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 5. May 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 285): Exercises up to
grade 10: C. 1672. Find all number pairs p, r such that p, » and % are all positive
and prime. C. 1673. A trapezium is divided into four triangles by its diagonals. The sum

of the areas of the triangles lying on the bases of the trapezium make up 1_8 of the area
of the trapezium. Given that the length of one base is 5 cm, what may ]be the length
of the other base? Exercises for everyone: C. 1674. Prove that there are infinitely
many right-angled triangles in which the measures of the sides are positive integers, and

the hypotenuse is one unit longer than one of the legs. (Proposed by L. Németh, Fonydd)

C. 1675. Let D be an interior point of side AB in triangle ABC, and g—g =1 %, where

m, n are positive integers. A point F, different from D, is marked on the circumference of
the triangle such that line DE divides the area of the triangle in a 1 : 2 ratio. Depending
on the numbers m and n, on which side of the triangle will point E lie, and in what
ratio will it divide that side? C. 1676. Show that 2019°°*" 4-2021°°'? is divisible by 4040.
Determine whether the following generalization of the problem is also true: if a and b are
consecutive odd positive integers then a® + b® is divisible by a + b. Exercises upwards of

grade 11: C. 1677. Solve the equation ‘2 -log, Va2 —x+ 3+ m| = 2 over the
. —

set of real numbers. C. 1678. The length of each edge of a square-based regular pyramid
is a. Connect the centres of the faces of the pyramid in every possible way. Prove that one
can always construct a triangle using any three such line segments.

New exercises — competition B (see page 286): B. 5174. Prove that (2n)! <
(n® +n)" for all positive integers n. (3 points) (Proposed by M. Szalai, Szeged) B. 5175.
In a triangle ABC, AC = BC, D is an interior point of side AC, and K is the centre of
the circle ABD. Show that quadrilateral BCDK is cyclic. (8 points) B. 5176. The first n
positive integers need to be written on the circumference of a circle (each number exactly
once), so that the sums of all sets of three adjacent numbers should form exactly two
different values. Find all possible values of n. (4 points) (Scottish competition problem)
B. 5177. In a right-angled triangle ABC, line segment CD is the altitude drawn to
the hypotenuse. The circle k of diameter C'D intersects the legs AC and BC' again at
points E and F, respectively. The tangent drawn to circle k at point E intersects the line
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of leg BC' at point P, and the hypotenuse AB at point M. The tangent drawn to circle k
at point F' intersects the line of leg AC at point @), and the hypotenuse AB at point N.
Prove that 4- MN? = PE*> 4+ QF? 42 EF?. (5 points) B. 5178. Let a be a positive real

number. Show that v/6x + 9+ /162 + 64 < <\/E+ %) (\/E+ %) (4 points) (Proposed

by J. Szoldatics, Budapest) B. 5179. Is there a set H of integers with the following
property: every nonzero integer can be represented in infinitely many ways as a sum of
some distinct elements of H, but 0 cannot be represented at all? (6 points) B. 5180. The
radius of the circumscribed circle of a regular heptagon ABCDEFG is r. Prove that the
circle of radius 2r centred at A passes through the orthocentre of triangle BC'E. (5 points)
B. 5181. Given eight points on the plane, no three of which are collinear and no five of
which are concyclic, what is the maximum possible number of circles that pass through
four of the points each? (6 points) (Proposed by A. Imolay, Budapest)

New problems — competition A (see page 288): A. 800. In a finite, simple,
connected graph G we play the following game: initially we color all the vertices with
a different color. In each step we choose a vertex randomly (with uniform distribution), and
then choose one of its neighbors randomly (also with uniform distribution), and color it to
the the same color as the originally chosen vertex (if the two chosen vertices already have
the same color, we do nothing). The game ends when all the vertices have the same color.
Knowing graph G find the probability for each vertex that the game ends with all vertices
having the same color as the chosen vertex. (Submitted by Ddvid Matolcsi, Budapest)
A. 801. For which values of positive integer m is it possible to find polynomials p, ¢ € C[z]
with degrees at least two such that z(z+1)---(z+m — 1) = p(q(z))? (Submitted by
Navid Safaei, Tehran) A. 802. Let P be a given regular 100-gon. Prove that if we take
the union of two polygons that are congruent to P, the ratio of the perimeter and area of
the resulting shape cannot be more than the ratio of the perimeter and area of P.

Problems in Physics
(see page 315)

M. 405. Measure the flow rate of a mixing faucet first when cold water flows from
the tap, and then when hot water is flowing from the tap. Also measure the temperature
of cold and hot water. Finally, measure the flow-rate of the faucet also for lukewarm water,
and calculate what proportion of the lukewarm water is cold and hot water.

G. 745. In what states of matter does the material of a candle appear when the
candle burns? G. 746. Birds sit in the closed cargo hold of a truck, carrying birds. When
the vehicle horn honks loudly, the birds get frightened. Does the total weight of the truck
and the birds increase, decrease or remain unchanged when the birds fly off? G. 747.
Suppose that a one-atom thick layer is made from 1 kg gold. Estimate the number of
football pitches that can be covered with this gold foil. G. 748. A 20-cm long upside
down test-tube, whose bottom part is filled with water and whose top part contains air (a
Cartesian diver), is placed into a tall graduated cylinder, filled with water. The top of the
test-tube is a bit above the level of the water in the cylinder. The top of the graduated
cylinder is covered with a sheet of rubber, and then this rubber sheet is pressed down
such that the pressure inside the test-tube increases by 5 kPa. At this moment the “diver”
starts to move downwards. a) What was the height of the air in the test-tube when the
“diver” started to sink? b) What is the minimum height of the graduated cylinder, if the
“diver” stays at the bottom of the cylinder even if the rubber sheet is taken away from
the top of the cylinder?

P. 5326. An object is dropped from a tower of unknown height, and it falls freely.
Air drag is negligible. a) Imagine we divide the height of the tower into two equal parts.
Determine the ratio of the average speeds calculated for the two parts. b) How should
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the height of a 45 m high tower be split into two parts in order that the average speed
calculated for the second part be four times as much as that calculated for the first part?
P. 5327. How long would a day on the Earth be if we would “fall off” from the equator
of the Earth, due to the rotation of the Earth, provided that the shape of the Earth was
not changed? P. 5328. A light thin steel rod is clamped and held horizontally. A weight
is attached to its free end such that it pulls that end to a 1 ¢cm lower position than it
was originally. If it is made to oscillate with small amplitude, what is the period of the
oscillation? P. 5329. There is a piece of chalk at rest on a horizontal blackboard. The
blackboard is suddenly pushed such that it gains a horizontal velocity of v, then it collides
with a wall after a time of 7" and it suddenly stops. How long is the track of the chalk
on the board if the coefficient of friction between the chalk and the board is ©? P. 5330.
Imagine a spherical celestial body which is at liquid state. The internal gravitation causes
hydrostatic pressure. Let the material of the celestial body be water and let its radius
be R =25 km. What is the hydrostatic pressure at the centre of the sphere? P. 5331.
An old, popular toy is the potato rifle, which is made of a 12 cm long elder tube, whose
cross sectional area is 0.3 cm?. The two ends of the tube are plugged one after the other,
each with a 1 cm long potato cylinder. One of the potato plugs acts as the projectile
and the other as the piston. The potato cylinders seal the tube well. We know that at
least 4 N force must be applied to move a potato cylinder (to overcome friction). In order
to move the potato cylinder at a constant speed a force of 3.5 N is required. The latter
force decreases to 0 in direct proportion to the length of the projectile in the barrel when
the potato cylinder leaves the projectile. (The density of potato is 1.06 g/cm?’7 and the
external air pressure is 10° Pa.) a) What is the pressure of the air in the “loaded” rifle,
which is sealed at its both ends? b) By means of a wooden stick, the potato plug is slowly
pushed along the cylinder until the other potato cylinder, the projectile, suddenly pops
out of the barrel. How much work do we have to do in order to “fire” a loaded rifle? ¢) At
what speed does the potato projectile leave the barrel? P. 5332. A small ball of mass m
and of charge @@ =1 pC hangs on a piece of insulating thread of length L = 0.2 m. At
a distance of 2L below the suspension there is another small fixed ball of charge Q. a) How
does the angle between the thread and the vertical depend on the mass m? b) What should
the least value of m be in order to have a distance of L between the two balls? ¢) What
should the maximum value of m be in order to have a distance of 3L between the two
balls? P. 5333. Electric current flows in a long, straight cylindrical piece of wire of radius
2 cm. The magnitude of the magnetic flux density inside the wire at a distance of 1.5 cm
from the symmetry axis of the wire is 2-10™* T. What is the magnitude of the magnetic
flux density at a distance of 4 cm from the symmetry axis of the wire? P. 5334. Rudy, who
loves physical experimentation, received an electronics kit for his birthday. He immediately
assembled the circuit shown in the figure. The internal resistance of the current source
of voltage U = 30 V is negligible, and the totally alike voltmeters and the totally alike
ammeters are considered ideal. The magnitude of the resistances is R = 50 Q. a) What are
the readings on the meters? b) Then he swapped ammeter 1 for voltmeter 1 and he also
swapped ammeter 2 for voltmeter 2. What are the readings on the meters now? ¢) Then
he placed back all the meters to their original positions, and then he swapped ammeter 1
for voltmeter 2. What are the readings on the meters in this case? P. 5335. If a solid
ball of diameter of 8 cm was made of pure ?**Pu, what would the temperature of the
surface of this ball be when it is placed into a point in space at a temperature of —270
degrees Celsius, far away from everything. (Such an isotope is used to power “deep space”
spacecrafts, travelling far from the Sun, in their radioisotope thermoelectric generators.)
P. 5336. A supersonic fighter-plane flies 2 km above a fairly large, wide, flat field along
a horizontal line. The sound of the fighter is heard at the same instant by three observers
standing in the field, 14 km apart pairwise. The fighter is right above the head of one of
the observers. What is the speed of the fighter?
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