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1 Bevezetés

Ma a kozépiskolai matematikaversenyek résztvevsi kozt a geometria igen megoszté témakor. Vannak olyan
versenyzOk, akiknek ez a kedvenciik és ehhez értenek a legjobban, ugyanakkor vannak olyanok is, akiknek
ink4bb elrontjdk a versenyeiket a geometriapélddk és idegenkednek t6liik. Geometriafeladat azonban altaldban
minden verseny minden fordul6jdban van, példaul az IMO-n a hatbdl koriilbeliil kettd. Ezen md alapveten a
legmagasabb szintli kozépiskolai matematikaversenyekre késziild didkoknak és tanaraiknak szol.

A geometriafeladatok megolddsdban hasznalt kedvenc médszeremrdl irok, mellyel szogek és hosszok ismeretében
szogeket vagy hosszokat kaphatunk meg, a szinusztételt és esetleg addiciés képleteket felhasznalva. Az ilyen
szdmoldssal kapott megolddsokat tapasztalatom szerint a geometria kedveldi korében inkdbb undor fogadja,
ugyanakkor ez egy hatékony és az alapok megismerését kovetden kiilonosebb faradalmak nélkiil alkalmazhaté
mdbdszer, f6leg konnyl geometriafeladatokndl (ami ezzel gyorsan kijon, azt a példat nem tartom nehéznek —
utélag). El lehet vele keriilni a tobb szerencsét és munkat igényls, geometriafeladatokndl gyakori, j pont(ok)
felvételét igényld megolddsokat (melyeket a geometria kedvelSi szebbnek tartanak; a tapasztalatom az, hogy
altalaban az adott pontokon dtmend, a megoldashoz sziikséges vonalakra sokkal konnyebb rdjonni, mint 4j pon-
tokra), persze a két mddszer egymast ki is egészitheti.

Fontos tudnivald, hogy egyes versenyeken (pl. az IMO-n €s a hozz4 igazodé olimpiai vdlogatén) a geometri-
afeladatok megolddsat trigonometriai titon probélni nagyobb kockdzattal jar, mert (pl. a koordindtageometriai
megolddsmenethez hasonldan) 1ényegében csak a teljes megolddst honordljdk (azt viszont maximalis pont-
tal), igy idSigényesebb feladatok esetén nem feltétlen ez a célravezet6 mddszer. Ugyanakkor egyszerlibb
részeredmények eléréséhez ekkor is segithet.

2 Elmélet

Ebben a miiben a szokdsos jelolésekkel az A BC haromszog oldal(hossz)ai a, b és ¢, rendre az adott csticcsal
atellenben, mig belsé szogei az A, B és C csticsokndl rendre «, (3 és -y, ekkor természetesen v+ 5+ = 180°.
Szamolasndl egy szakasz hosszét (néha) két végpontjaval jeloljiik.

A geometriafeladatokndl a szinusztétel alkalmazasat néhany szog elnevezése és sz6gszamolds el6zi meg, mely-
hez azonban legtobbszor csak jol ismert dolgok (pl. egy haromszégben a bels6 szogek 6sszege 180 fok, egyenld
szard haromszodgben alapon fekvd bels6 szogek egyenldk) sziikségesek.

Ez a md, mely a szinusztétel alkalmazdsat mutatja be (viszonylag) magas szintli (verseny)feladatokban, nem
lenne teljes a (j6l ismert) szinusztétel legtobbet nyudjté alakjanak kimondasa nélkiil. Lassuk, hogy mi ez:

Tétel 1. Ha az ABC hdromszog koréirt korének sugara R, akkor

a b c

sinaa  sinf  sinvy

=2R.

Vagyis, ahogyan a legtobbet haszndljuk, egy hdromszog oldalai egyenesen ardnyosak a veliik dtellenes belsé
szogek szinuszaival. A szinuszok ebben az irdsban altalaban nem lehetnek 0-k, hiszen 0°-nal nagyobb és 180°-
ndl kisebb szdg szinusza nem lehet 0.

Egy maésik, szinuszokkal szdmol4sndl hasznos allitds a trigonometrikus Ceva-tétel, amely a szinusztételnél joval
kevésbé hasznalt vagy ismert, de egyes feladatok megolddsanal jol kombindlhat6 vele:



Tétel 2. Ha az ABC hdromszdog BC, CA, AB oldaldn van rendre a D, E és I pont, az AD, BE és CF
szakaszok akkor és csak akkor metszik egymdst egy pontban, ha

sin BAD/ sinCBE/ sin ACF/

SnDAC/ smEBA/ smFOBZ _ ©

Ez a Ceva-tételbdl (és megforditasabol) a szinusztétel felhasznalasaval lathatd be. (Ceva olasz matematikus
tétele szerint, ha az ABC haromszog BC, C A, AB oldalan van rendre a D, E/ és F pont, az AD, BE és CF
szakaszok akkor €s csak akkor metszik egymast egy pontban, ha g—g . % . Ifl—g = 1.) A szinusztételre és a
Ceva-tételre szép bizonyitasok taldlhatéak Coxeter és Greitzer konyvében.

Végiil még egy (ismert) képlet, amely szinuszokkal szdmolasnél alkalmazhat6 egyes esetekben:

Tétel 3. Egy hdromszig teriiletét megkapjuk bdrmely két oldala hosszdnak szorzatdt megszorozva az dltaluk
kozrezdrt belsd szoge szinuszdnak felével.

A szinusz és koszinusz fiiggvényekre jellemz6 legalapvetébb azonossdgok, amelyek gyakran elékeriilnek:

sinx = —sin (—xz),

cos z = cos (—x),

sinx = sin (180° — z),
cosx = — cos (180° — x),
sinz = cos (90° — x),
cosx = sin (90° — x),
cos?z +sin’x = 1.

A szinusz és koszinusz fiiggvényeket 6sszekapcsold addicids képletek szintén jol hasznilhatéak a szinusztételes
bizonyitasoknal:

sin (a + ) = sina cos  + cos asin f3,
cos (a+ ) = cosacos B — sinasin 3.

Az el6bbiekbdl levezethetd az alabbi két azonossdg, amelyekkel dltaldban 6sszegbdl szorzatot érdemes csindlni,
de a forditottja is megtehetd:
T+y T—y

sinx + siny = 2sin =~ - €os —5~,

. Lo — zty | =y
COST + COSY = 2CO8 =5~ - COS —5.

Ezen azonossagok koziil tobb felhaszndldsaval természetesen ki lehet szdmolni més, ezekbdl kdvetkezd azonossdgokat
is, amely segithet a feladatmegoldasban, erre kés6bb latunk példat is.

3 Geometriafeladatok szinusztételes megoldassal

Kezdjiik egy IMO-feladattal, mely maga is mutatja a médszer erejét.

1. feladat (IMO 1997/2.)

Az ABC hdromszogben az A-ndl 1évs sz0g a legkisebb. A hdromszog koriilirt korét a B, C pontok két itvre
bontjdk. Legyen U annak a B és C' kozotti ivnek a belsd pontja, amelyik nem tartalmazza A-t.

AB és AC felezémerdlegese az AU egyenest a 'V, illetve W pontban metszi. A BV és CW egyenesek
metszéspontja T. Bizonyitsuk be, hogy AU =TB + TC.

Megoldais.
Els6 rész (szogszamolas). Az ABC haromszog bels6 szogeit a szokdsos médon, a BAU szoget pedig c-nal



jeloljikk. Mivel U az A-val szemkozti BC iven van, AU két részre osztja a BAC' szoget, igy UAC/ = a — e.
Mivel az ABV és ACW egyenld szard haromszogek AB és AC alapokkal, ABV / =¢cés ACW/ =« —¢.
Mivel o az ABC' haromszog legkisebb bels6 szoge, e szogek kisebbek S-ndl és ~v-ndl, V és W az ABC
haromszogben van. Igy CBV/ =  — e és BOW/Z = v — o + e. Mivel T a BV és CW egyenesek
metszéspontja B-t6l V-vel, illetve C-t61 W -vel egyazon irdnyban van, CBT/ = —eés BCT/ = vy—a+e,
ezért a BC'T haromszog harmadik 7-nél 1€vd belso szoge 2. Végiil mivel ABUC hirnégyszog, AUCZ =
ABC/ = 3 ésigy az ACU haromszog két belsd sz6gét ismerve a harmadikat tudjuk, ACU/ = v + ¢.

1. dbra

Masodik rész (szinusztétel alkalmazdsa). A BTC haromszogre kétféleképp és az ABC, illetve AU C hdromszogekre
alkalmazva a szinusztételt megkapjuk, hogy:

BC .
BT = n2g Sin (vy—a+e),
BC .
TC = o -sin (B — ¢),
AC = — sin 3,
sin «
AC .
AU = e -sin (y + ¢€)
Utobbi kett6bdl BO
AU = — -sin(y + ¢).
sin «v

lgyTB+TC=BS  (sin(y—a+e)+sin(8—¢)), AU = ZZ .sin(y +e).
Igy elég beldtni a feladat megolddsihoz, hogy

sin(y —a+¢e)+sin(f—¢)  sin(y+e)
sin 2« a sin av




vagy ami ezzel ekvivalens, sina (sin (7 — a+¢) +sin (8 —€)) = sin2asin (7 + €), ebbdl rendezéssel és
BC'-vel szorzassal kijon az éllitas. Ez pedig a két szinusz 0sszegére vonatkozé azonossagbdl konnyen belathato:

sin(8 —¢) +sin(y — a +¢) = 2s8in(90° — ) cos(90° — v —€) = 2 cos asin(y + ¢)
(hiszen a + B + v = 180°), igy
sina(sin(y —a+¢) +sin(f —€)) = 2sinacosasin(y + €) = sin 2asin(y + €).

Ebb6] mér kovetkezik a feladat allitdsa, melyet igy beldttunk. B

2. feladat (10.-es fazekasos geometriadolgozat feladata)

Az ABC hdromszogben AB < AC. Az AB és AC oldalakon B-bdl és C-bél az A csiics felé felvessziik a BD
és C'E egyenld szakaszokat. A BC és DE egyenesek metszéspontja M. Bizonyitsuk be, hogy AB - M D =
AC - ME.

Megoldas.

Ez egy olyan feladat, ahol a megoldasban az dj pont(ok) felvétele és a szinusztétel haszndlata jol kombindalhatd.
Legyen D, illetve E merdleges vetiilete a BC' egyenesen rendre F, illetve G. A DBF, illetve C'EG haromszogek
F-nél, illetve G-nél derékszogliek. AB < AC miatt § > ~, igy 7 < 90°, ezért ECGZ = ACBZ = v, a
CEG haromszogben EG = EC - sinvy. Ha [ tompaszég, DBF/ = 180° — 3, egyébként DBF/ = 3,
mindkét esetben sin DBF/ = sin 3, igy DF = DB - sin 3. Ezekbdl

DF _DB-sinf _ sinf

EG ~ EC -siny siny’

2. dbra
Mivel az MGFE és M F D hiaromszdgek egymashoz hasonléak, 2 EG = %g, igy M E = :Eg Végiil az ABC
hdromszogre alkalmazva a szinusztételt 45 = :iﬁf Osszevetve MD = 40

Felszorozva
AB-MD =AC-ME.

A feladat allitasat bebizonyitottuk. (AB < AC miatt M 1étezik és a BM szakasz bels6 pontja C.) B

3. feladat (Kiirschak 1999/2.)
Legyen adott a sikon egy hdromszog. Szerkessziik meg a hdromszog belsejében azt a P pontot, amelyikre igaz,
hogy azt a hdromszog oldalegyeneseire vetitve a vetiileti pontok alkotta hdromszog siilypontja éppen P.

Megoldas.
Ez a feladat megmutatja, hogy egyes szerkesztéses, illetve stilyvonalakrdl sz616 feladatoknal is j6l hasznélhatd
a szinusztétel.



A hdaromszog csucsai legyenek A, B és C, az ott 1€vd belsé szogek pedig rendre «, B és . Keressiink
trigonometriai feltételeket a megfeleld P pontra. Legyen P merGleges vetiilete rendre a BC, AC és AB
oldalakra D, E és F. Legyen BAP/ = oy és CAPZ = «p, az EF szakasz felez6pontja pedig G. Mivel
az AEPF négyszog hurnégyszog (két atellenes derékszoggel), PFE/ = PAE/Z = PACZ = ay és
PEF/ = PAF/ = PABZ = «;. Mivel P silypont a DEF haromszogben, P rajta van a DG silyvonalon.
BDPF és CDPE is hurnégyszogek, igy FPGZ = f és EPGZ = ~. Ekkor a két-két megismert belsd

szoggel rendelkez6 PFG és PEG haromszogekre alkalmazva a szinusztételt ?—g = Ssiir;aﬁ? és g—g = Sslfif;l
P _ <« PG _ PG __.: sinag __ sinag
Ebbdl EG = F'G é€s 5 = j& miatt T = smos

sina;  sinvy

sinag  sinf’

Hasonlitsuk 0ssze ezt azzal, hogy milyen trigonometriai feltétel van az ABC' haromszog A-bdl induld

silyvonaldra. Legyen a BC' szakasz felez6pontja H és BAH/ = oy, CAHZ = . Ekkor ismét a szi-

4 - 4 < . AH __ sinf 4. AH __ siny AH _ AH __:
nusztételt alkalmazva ezittal a BAH és C'AH hdromszogekre, 577 = o~ € o = o ay> BH = i miatt

sin8 _ siny 4 sinag __ sinpf
sin oz sin ay sin oy siny *

Lathatjuk, hogy a BAC szbget az AP egyenessel, illetve AH sulyvonallal felosztva a kapott szogeket ugyana-
zon sorrendben véve a szinuszok ardnya egymads reciproka:

sin o 1

sina; e

Ebbdl tudhatd, hogy ha P az AH silyvonal BAC szdg belsd szogfelezbjére vett tiikorképén, az A-bél induld
szimmedidnon van, akkor a szinuszok ardnya megfeleld lesz, oy = a, €s aa = a;, amibdl mellesleg visszafelé
hasonldan kovetkezik, hogy P rajta van a vele képzett DEF' haromszdg D-bdl indulé silyvonaldn (a DP
egyenes felezi az F I szakaszt).

Hasonl6an belathatd, hogy az E'P, illetve F'P egyenesek a P-bdl képzett DF, illetve D E egyeneseket is akkor
felezik, ha az A BC haromszog B-bdl, illetve C-b6l induldé BP, illetve C P egyenesei a csticsoknal 1évo belsd



szogeket gy osztjak, hogy a keletkezd szogek szinuszainak ardnya ugyanaz, mint az e csticsokbdl indulé szim-
medidnokra.

Viszont az ABC haromszognek legaldbb két belsd szoge kisebb 90 foknal, ezekre az 6t 0szt6 egyenesek koziil
barmely kettének kiilonboz6 a csticsnél kapott két kisebb szdg szinuszainak ardnya, hiszen a metsz$ egyenest
elforgatva az egyik szog n6, a masik csokken, és mivel e szogek, melyekre az egyenes a 90 foknal kisebb belsd
szdget osztja, legaldbb 0 fokosak és 90 fokndl kisebbek, a novd szdg szinusza is né, a masiké csokken. Igy
van két olyan cstcs, amelyen dtmend egyenesek koziil csak a szimmedianokén lehet rajta P. A 3 szimmedian
viszont egy pontban metszi egymdst, ez a Lemoine-Grebe pont, a stlypont izogonalis konjugéltja (példaul
trigonometrikus Ceva-tételbdl).

Ez alapjan a szerkesztés egyszerd, barmely két szimmedidn metszéspontjaként megkaphatjuk P-t, a Lemoine-
Grebe pontot. Tehdt megszerkesztjiik a hdromszogben két oldal felezGpontjat, abbdl az azokon dtmend silyvonalakat,
melyeket a megfelels csticsok szogfelezbire tiikrozve kapjuk a két szimmedidnt, €s metszéspontjukként P-t.

4. feladat (EGMO/IMO/MEMO 1. vélogatéverseny 2019/3.)
Legyen az ABC' hdromszoghen CABZ = 2 - ABC/Z. Tegyiik fel, hogy létezik egy P pont a hdromszog
belsejében, amelyre AP = BP és CP = AC. Bizonyitsd be, hogy ekkor PBC / = 30°.

Megoldas.
Jeloljiik a B-nél 1évo belsd szoget 5-val és a PBC' szoget, melyr6l az allitas szol, e-nal.

C

b B-£ B

4. dbra
Szamoljunk ki bel6liik néhdany masik szoget. Mivel P bels6 pont, PBAZ = ABC/Z — PBC/Z = —¢.
Mivel az ABP haromszog egyenld szard, a PAB/ is § — ¢. Emellett CABZ = 20 és CAPZ = [ + ¢,
az egyenld szard APC haromszogben az APC/ is 8 + . Ezért az APC haromszog harmadik belsé szoge
ACPZ = 180° — 23 — 2¢. Mivel az ABC haromszogben a B-nél, illetve A-nal 1év5 belsd szogek [, illetve
28, ACBZ = 180° — 33 és ebb6l BCP/ = ACB/ — ACPZ =180° — 338 — (180° — 283 — 2¢) = 2¢ — 3.
B >¢eés180° — 33 > 0, igy 60° > (> 0°).

A

Most, hogy kiszamoltuk a bels6 szogeket, johet a szinusztétel alkalmazdsa. A PBC haromszogre % =

in (2e—8) ) ) . PA _ sin(180°—28—2) - _ PB _ PA .
=22 a PAC haromszogre pedig 55 = W Mivel AP = BP, 53 = pg» igy

sin (2 — B)  sin (180° — 23 — 2¢)
sine sin(f + ¢€) '

Mivel sin (180° — 28 — 2¢) = sin (23 + 2¢) = 2cos (B + €) sin (S + €), ezért % =2cos(B+¢)



sin (2e—p3)

(hdromszog bels6 szogeként sin (3 +¢) # 0 és sine # 0) . Felhaszndlva ezt ——= = 2cos (f +¢) és

2cos (B + €)sine = sin (2e — ). Addiciés tételekbdl

2cos (4 €) sine = 2 (cos B cose — sin fsine) sine = 2 cos f cosesine — 2sin Bsin’ e,
mig
sin (2e — ) = sin 2e cos (—f3) + sin (—/3) cos 2e = sin 2e cos § — sin f cos 2e =
2

= 2sinecosecos f — (sinﬁcosza — sin fsin 5) = 2cos fsine cose — sin B cos? € + sin Bsin® e.

Ezek egyenl8ségébdl 2 cos B cosesine — 2sin fsin® e = 2cos sine cose — sin B cos? € + sin Bsin? ¢, igy
rendezve
sin f cos? e = 3sin Bsin?e,

2

sin 3 # 0-val leosztva cos? ¢ = 3sin e. Mivel cos? e+sin’ e = 1, ezért ebbdl cos® e = 3, mivel 60° > & > 0°,

ezért cose > 0. Igy cose = \/g = @ és ebbdl ezen az intervallumon csak ¢ = 30° lehet. Tehat

PBC/ = 30°, a feladat allitasat belattuk. H

Végiil nézziink egy olyan feladatot, amely sok nehézséget okozott a 2009-es brémai Nemzetkozi Matematikai
Olimpia magyar csapatdnak, 21 pontot szereztek az elérhetd 42-bdl. (Azdta a 2010-es években nem volt ilyen
nehéz ,,napi els6” feladat a magyar csapatok teljesitménye — 2021-ben sajnos volt a magyar csapat éltal rossz-
abbul teljesitett feladat —, illetve a vildg olimpikonjainak atlagpontszdma alapjdn, utébbi nem ment 3 ald a
2010-es évektdl ,,napi els6” feladatra.)

5. feladat (IMO 2009/4.)

Legyen az ABC' hdromszogben AB = AC. A CAB/ illetve ABC/ szdgek szogfelezdi a BC' illetve C' A
oldalakat rendre a D illetve E pontokban metszik. Legyen K az ADC hdromszog beirt kirének a kozéppontja.
Tegyiik fel, hogy BEK / = 45°. Hatdrozzuk meg a C ABZ dsszes lehetséges értékeit.

Megoldas (a Shortlist 2. megoldasa alapjan az 4dbrajat felhasznalva).

Legyen I az A BC haromszog beirt korének kozéppontja, az AD és B E szakaszok metszéspontja, igy I EK / =
BEK/ = 45°.

(A megoldas kulcsat az jelenti, hogy a feltételek alapjan szogeket szdimolva a K pont DC ET négysz6gon beliili
helyzete igen kotott, sok szoget kifejeziink egybdl, a BAC szogbdl.)

A BAC szoget szokdsosan a-val jelolve az A BC' egyenl§ szart hairomszog masik két belsé szogének nagysaga

90° — 5. Az egyenld szdrd haromszogben AD magassdg is, BDAZ = 90°. Mivel K az ADC haromszog befrt

korének kozéppontja, rajta van az ADC' szog, illetve a DC A szog bels6 szogfelezjén, utdbbi a C'1 egyenes.
Egyszerti szogszamolassal elérhetd az 5. abra, illetve a K -nal 1év6 masik harom sz6g nagysaga is kiszamolhato.

A

YT




5. dbra az IMO Shortlistjébdl

Most johet a szinusztétel alkalmazésa, felirva az ICE, IEK, IDK, illetve I DC haromszogekre:

IC  sin(45° + 3a)
IE  sin(45°— %)’

IE  sin(45° + %)

IK ~—  sin45°

IK  sin45°

ID ~ sin(90° — 9)’
illetve

ID  sin(45° —9)

1C sin 90°

Osszeszorozva ezeket
~ sin(45° + 3a)sin(45° + %)
B sin(90° — §)

(sin90° = 1 miatt), igy

3 3
sin (45° + ) sin (45° + %) = sin (90° — %) - cos% = cos ((45° +50)— (45 + %)) -
o} 3 o « . o 3 . o (0%
= cos (45° + Za) cos (45° + 5) + sin (45° + Za) sin (45° + 5),

tehdt cos (45° 4+ 3a) cos (45° + &) = 0. Ebb&] cos (45° + 2a) = 0 vagy cos (45° + §) = 0, mindkét esetben
0° < a < 180° miatt csak 90° lehet a zaréjelben, vagyis 45° + %a = 90° vagy 45° + § = 90°, igy a = 60°
vagy a = 90°. J6l lathatéan az dbrat megnézve ezekre mindkét esetben a BE K / valéban 45 fokos, ezért a
C AB/Z 6sszes lehetséges értékei 60° és 90°.

4 Feladatok gyakorlasra

Az itt kovetkez§ feladatok jorészt nehezebbek az eddigieknél, de a szinusztétel megoldasukra jol alkalmazhato.
Természetesen méds modszerekkel is megoldhatéak. (A 13. feladatndl az a) rész a szinusztétel segitségével
bizonyithatd, mig a b) rész, amelybdl az a) rész késziilt, az a) rész segitségével mdr viszonylag kdnnyen (szi-
nusztétel nélkiil) belathatd.)

1. feladat (szuper szakkorrdl)
Legyen P egy tetszGleges pont az adott ABC szabdlyos haromszog koréirt korén. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
PA* + PB* 4+ PC* értéke éllando.

2. feladat (OKTV 2004/05 III. kategéria 1. forduld/1.)
Bizonyitsuk be, hogy egy ABC'D hirnégyszdgben

AC  DA-AB+BC-CD
BD AB-BC+CD-DA’

3. feladat (Kiirschdk 1990/2.)

Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja legyen K, a hozzairt korok kozéppontjai Ay, By, Cp. Jelolje
Aj a BC oldal és a BKC szog felezbjének, By az AC oldal és az AK C' szog felez6jének, C; pedig az AB
oldal és az AK B szog felez6jének a metszéspontjat. Igazoljuk, hogy az Ay A1, BoBi és CyC egyenesek egy
ponton mennek 4t.



4. feladat (OKTV 2020/21 III. kategdria dontd/1.)

Az ABC haromszog beirt kore érintse a BC', C A, AB oldalt rendre az A;, By, C1 pontban. Az A1 B1C}
haromszog A;-bdl, B1-bdl, C1-bdl indulé magassaganak talppontja a szemkozti oldalegyenesen legyen rendre
Ao, Bs, Cs. Bizonyitsuk be, hogy az AAs, BB>, C'Csy egyenesek egy ponton haladnak at.

5. feladat (IMO 2003/4. éltalanositasa)

Legyen ABCD egy konvex négyszog. A D pontbdl a BC, C'A és AB egyenesekre bocsatott mer§legesek
talppontjai rendre P, (), R. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor teljesil PQQ = QR, haaz ABC/ és
ADC / szdgek szogfelezdinek metszéspontja az AC' egyenesen van.

6. feladat (Kvant)

Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja legyen L, az AL, BL illetve C'L szogfelez6k A-n, B-n il-
letve C'-n kiviili masodik metszéspontja az A BC haromszog koriilirt korével rendre A1, By és C1. Az ABC
haromszog beirt korének sugara r, koriilirt korének sugara R. Tetsz6leges XY Z hadromszog teriiletét T'xy z-vel

jeloljiik. Bizonyitsuk be, hogy
LA, - LCy

J—1g %
LA-LC
_— :2

b) LB, i

c TA13101 o 2l

TaBc R’

7. feladat (Euler képlete)
Jelolje r egy tetszOleges haromszog beirt kdrének sugarat és R a koriilirt korének sugarat. Bizonyitsuk be, hogy
a két kor kozéppontjdnak tdvolsidga d = v R? — 2rR.

8. feladat (IMO 2007 Shortlist G3)

Az ABCD trapéz atl6i a P pontban metszik egymast. A () pont a BC' és AD parhuzamos oldalegyenesek
kozott ugy helyezkedik el, hogy AQD/ = CQBZ és a CD egyenes elvalasztja egymastdl a P és () pontokat.
Bizonyitsuk be, hogy BQP/ = DAQ/.

9. feladat (IMO 2019 Shortlist G2 — Surdnyi Janos emlékverseny 2020/1.)

Legyen ABC hegyesszogili haromszog, az A, B és C'-b6l indulé magassagok talppontjai legyenek rendre D,
E, F. Legyen ky és k. a BDF' és CDE haromszogek beirt kore, ezek érintsék a DF' és DE szakaszokat
rendre az M és N pontokban. Az M N egyenesnek a k; és k. korokkel vett masik metszéspontja rendre P és
Q. Igazoljuk, hogy M P = NQ.

10. feladat (IMO 2017 Shortlist G3 — Suranyi Janos emlékverseny 2018/2.)

Az ABC hegyesszogli haromszog nem egyenl§ szard, a koré irt kor kozéppontja O, a magassagpont M. Az O A
egyenes a BM és C'M egyeneseket rendre a P és () pontokban metszi. Igazoljuk, hogy a PQQ M haromszog
koré irt kor kozéppontja rajta van az ABC haromszog A cstcsabdl induld stlyvonalan.

11. feladat (1. olimpiai valogatéverseny 2008/3.)
Legyen az ABC' haromszog beirt korének BC-n 1év§ érintési pontja D. Igazoljuk, hogy az AD-re D-ben
allitott mer6legesnek a B, illetve C' csticsnal 1év6 bels6 szogfelezd kozti szakaszat D felezi.

12. feladat (IMO 2014/4.)

P és QQ az ABC hegyesszogii haromszog BC' oldalszakaszan ugy helyezkednek el, hogy PABZ = BCAZ
és CAQL = ABCZ. Az M illetve N pontok az AP illetve AQ egyenesen gy helyezkednek el, hogy P az
AM szakasz felez6pontja és () az AN szakasz felezGpontja. Bizonyitsuk be, hogy a BM és C'N egyenesek az
ABC haromszog koriilirt korén metszik egymast.



13. feladat

a) Legyen I az ABC haromszog beirt korének kozéppontja, I" pedig a haromszog koriilirt kore. Az Al egyenes
masik metszéspontja a I' korrel legyen D. Legyenek E és K a BDC koriv egy-egy pontja, F' pedig a BC' sza-
kasz egy pontja, amelyekre teljesiil, hogy BAF/ = BAK/ =CAE/Z < %BACL Legyen tovabba 1" az £
egyenes és a I kor F-t6l kiilonb6z6 masodik metszéspontja, H illetve X pedig a DT egyenes metszéspontja
az AK, illetve AB egyenessel. Bizonyitsuk be, hogy az I H F' X négyszog paralelogramma.

b) (IMO 2010/2.) Legyen I az ABC haromszog beirt korének kozéppontja, I' pedig a haromszog koriilirt
kore. Az Al egyenes masik metszéspontja a I" korrel legyen D. Legyen E a BDC koriv egy pontja, F' pedig a
BC szakasz egy pontja, amelyekre teljesiil BAF/ = CAE/ < %BAC Z. Legyen tovabba G az I F' szakasz
felezGpontja. Bizonyitsd be, hogy a DG és E I egyenesek a I' koron metszik egymast.

14. feladat (IOM 2020/6.)

Tekintstink egy ABC' DFE konvex 6tszoget. Legyen A, By, C1, D, illetve E; rendre a BD és CE, CFE és
DA, DA és EB, EB és AC, illetve AC és BD atlok metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogyha az AB1 A1 B,
BC1B1C,CD1C1D, DE\D1 E és E A1 Fh A négyszogek koziil négy hirnégyszog, akkor az 6todik is.

15. feladat (IMO 2001/5.)

Az ABC haromszogben legyen AP a BAC/Z felezbje, ahol P a BC' oldalon van, BQ pedig az ABC'/
felezdje, ahol Q a C'A oldalon van. Tudjuk, hogy BACZ = 60° és hogy AB + BP = AQ + QB. Mik az
ABC haromszog szogeinek lehetséges értékei?

16. feladat (IMO 2018/6.)
Az ABCD konvex négyszogre teljesill AB - CD = BC - DA. Az X pont az ABCD olyan bels6 pontja,
amelyre teljesil XAB/ = XCD/ és XBC/ = XDAZ. Bizonyitsuk be, hogy BXA/ + DXCZ = 180°.
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