Bizonyéara mind tudtok mér dbrazolni barmilyen komplex szdmot a szamsikon s arra is rajottetek, hogy a z1-t6l
29-h0z mutatoé vektor zo — 21 (az a vektor, melyet z1-hez hozzdadva, z2-be jutunk); hogy a téglalap tobbi csicsa:
—5—2i = z,5—2i = —z1, 5+2i = —z; és hogy a hatszogé meg V34 1/2i, V/3+3/2i, 2i, —/3+3/2i, —/3+1/2i. A
tobbi kérdésre még nem arulom el a valaszt, hatha van még, aki tori a fejét, az hadd gondolkodhasson tovabb. Most mar
el is tudjuk valahogy képzelni a komplex szamokat, ¢ssze is tudjuk adni 6ket, de szorozni még nem mindig. Ha tiszta
képzetes szamot szorzunk valossal, pl. (=5) - (7¢) = —35¢ kell, hogy legyen az algebra szerint, de két képzetes szamot
is Ossze tudunk szorozni, ha tovabbra is tigy szamolunk, mint az algebraban eddig: (3¢) - (8¢) = (3-8) - (i - 1) = —24,
mert ;2 = —1. Specialisan ki tudjuk szamitani i tovabbi hatvanyait. Tudjuk, hogy i-nek az a jellemzé tulajdonsaga,
hogy i2 = —1. Ennélfogva i® =% i = —i, i* =422 =1, =i*.i =4, =i* .42 = —1,4i" = i* . i®> = —i és mondjuk
pl. i = ()18 . i3 = —i kell, hogy legyen.

— Hat két tetszbleges komplex szam szorzatidn mit értiink? Az algebratol varjuk ismét a megoldast. Probéljuk meg
gy szorozni 6ket, ahogy tobbtagtaakat szoktunk:

(z +yi) - (u+ vi) = zu + yui + zvi + yvi’
és ha nem felejtettiik el még, hogy i2 = —1, akkor lathatjuk, hogy megint komplex szamot kaptunk:

(2) (& + yi) - (u+vi) = (zu — yo) + (20 + yu)i
pl. (342i) - (=2+i) = -8 —1i.

Hat ez elég furcsan hangzik. Mit lehet kiolvasni belsle? Osszhangban van-e azzal, amiket elStte mondtunk a
szorzasrol? Két valos szam szorzatarol szol (2) is, ha y = v = 0 és tényleg ekkor zu-t kapunk. Ha az egyik valos, a
masik képzetes: y = u =0, x - (vi) = (zv)i, vagy x = v =0, (yi) - u = (yu) - i; végiil, ha x = u = 0, két képzetes szam
szorzatara (yi) - (vi) = —yv-t ad (2). Idaig tehat minden rendben van, mégis j6 lenne tudni, mit jelent ez a titokzatos
formula. Els6 ranézésre ezt is nehéznek latszik kiolvasni bel6le, de ha egy kicsit 6vatosan indulunk neki, megkapjuk ra
a valaszt. Az itt kovetkezd gondolatmenet SZELE TIBOR munkatarsunktol szarmazik. A szorzast agy végeztiik komplex
szamokkal, mint kéttagu algebrai kifejezések ,beszorzasat” szoktuk, minden tagot mindegyikkel megszoroztuk. ElGszor
tehat most is azt vizsgaljuk meg, valds és képzetes szamok kozt mit jelent geometriailag a szorzas. A valds egység,
az 1, arrdl nevezetes, hogy a szadmok kozt 6 az, aki e nem oszt, se nem szoroz”’, semmilyen szdm nem véaltozik meg,
ha vele megszorozzuk. Egy valos szam —1-szerese mar azt jelenti, hogy a szamot valtozatlan nagysagban, de O-t6l
épp ellentétes irdnyban kell felrajzolni. Mas valés szdmmal, pl. 5-tel, szorozni egy valés szadmot, annyit jelent, hogy
az 6t abrazolo tavolsagot Otszorosére megnyujtjuk. Ha a szorzo 1-nél kisebb, pl. 2/3, akkor, mar kisebb tavolsaghoz
jutunk, tehat helyesebb volna, ilyenkor Gsszehuzasrol beszélniink, de az egyontetiiség kedvéért ezt is ,,2/3-szorosara
nyuajtas’-nak fogjuk nevezni. Negativ szammal, pl. —2-vel valé szorzatot is a tavolsag kétszerese dbrazolja, de ismét
O-t0l a szorzandoval ellentétes iranyban, (vagyis a szorzandé kétszeresének a —1-szerese).

Hasonlé a helyzet a képzetes tengelyen is: pozitiv valos szdmmal valo szorzéas ismét egy, a szorz6 ardnyaban valo
nyuajtast jelent, a —1-szerest a szorzandéval egyenls tavolsag abrazolja, de O ellentétes oldalan, mas negativ szorzénal
pedig ismét a kettSt egyiitt kell csinédlni: a szorzandét megnyijtva, az O ellentétes oldalan kell abrazolni.
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35. abra

Ha egy komplex szamot szorzunk meg egy valos szammal, pl. 2 - (2 4+ 3¢) = 4 + 6i, vagy (—3) - (2 —1i) = -6+ 3i
(35. abra), akkor a valos rész, a képzetes rész és a komplex szamot abrazolo vektor altal bezart derékszogl haromszog
helyébe kapunk egy mésikat, melynek befogéi az eredetinek elsé esetben kétszerese, masodikban haromszorosa és O-
bol, illetve a valds tengelyrdl kiindulva, pozitiv szorzé esetén az eredetiekkel egyezd, negativ szorzénal veliik ellentétes
iranyban parhuzamosak. Igy valés szammal valé szorzas geometriailag a komplex szam megnytjtasat jelenti a szorzo
abszolut értéke ardnyaban, de negativ szorzo esetén az eredeti vektorral ellentétes irdnyban.

Képzetes szdmmal szorozva, mar a szorzat mindig més irdnyt, mint a szorzand6. Pl. 1 val6s i-szerese mar a ra
merGleges képzetes tengelyen fekszik. i-i = —1 meg még 90°-kal tovabbfordulast jelent az 6ramutato jarasaval ellentétes
iranyban, ha a tengelyeket a szokott moédon rajzoljuk. — Ezt a forgasirdnyt roviden pozitiv irdnynak fogjuk nevezni



tovabb. i-(—1) = —i ési-(—i) = +1 még 90-90 fokkal tovabbfordulast jelent. Abrazoljuk most pl. i-(—4+5i) = —5—4i-t
(35. abra). Rajzoljuk fel ismét a valds rész végpontjabol a képzetes részt is. A keletkezett haromszoget pozitiv iranyaban
derékszoggel elforditva, a mondottak szerint a valos és képzetes tengelyekkel parhuzamos befogéi épp a szorzat valos, ill.
képzetes részét abrazoljak. Igy barmely vektor i-szeresét az ugyanakkora, de pozitiv iranyban derékszoggel elforgatott
vektor abrazolja.

Szorozzunk most mar Sssze két komplex szamot, pl. 34 2i-t és —2+i-t. Ezt végezhetjiik ugy, hogy —2+i-t szorozzuk
meg 3-mal és 2i-vel és a két kapott vektort Osszeadjuk. A szorzast ugyan (2)-vel értelmeztiik és nem igy, tehat

(. +yi) - (u+vi) = z(u+ vi) + yi(u + vi)-vel,

de bontsuk csak valos és képzetes részre (2) szerint utobbi bal- és jobboldalat is, ugyanarra az eredményre jutunk.

36. abra

A fenti szorzatot ebbdl a két vektorbol téve Ossze (36. abra), az egyik a —2 + 4 irdnyaba mutat, csak haromszor
olyan hosszi; a masik vektor erre meréleges, mivel képzetes szaAmmal szoroztunk, még pedig pozitiv irAnyban és kétszer
olyan hosszi, mint a —2 + i vektor, ezt jelenti a 2i szorzo. Igy kaptunk egy derékszogii haromszoget: mintha csak a
3 4 2i komplex szamot abrazoltuk volna, de tgy, hogy elébb a valos tengelyt a —2 + i vektor irdnyaba forditottuk
volna és 1j mértékegységet is valasztottunk volna: a —2 + ¢ vektor hosszat. Ezek szerint a szorzat-vektor irdnya akkora
szoggel van elforditva a —2 4+ ¢ vektorhoz képest pozitiv forgési iranyban, mint amekkora szoget a 3 + 2 vektor zar be
a valos tengely pozitiv felével; a hossza (abszolut értéke) pedig a szorzand6 hosszaszor akkora, mint a szorzoé. Valoban

|(342i)- (=2+i)| = [3+2i]- | —2+i| = VI3- V5 = V65 =
= V82412 =|—8—il

Nevezziik altalaban azt a szoget, amelyet egy z vektor a valos tengely pozitiv felével bezar, a vektor irdnyszégének,
jelolése arg z. (PL. arg(l + i) = 45°, arg(7) = 0, arg(—2) = 180°, stb.) Ekkor a szorzat-vektor irdnyszige a tényezdk
irdnyszogének dsszege; abszolut értéke pedig a két tényezd abszolit értékének (a két vektor hosszanak) szorzata.

Az Gsszeadas geometriai jelentését aranylag konnyt volt leolvasni, ha a szamot valds és képzetes részével jellemeztiik.
A szorzat jellemzésére az irdnyszog és az abszolut érték bizonyult alkalmasnak. Ez is két olyan adat, mely egyértelmien
meghatarozza a vektort. Probaljuk meg ezekkel kifejezni a komplex szamot. Legyen egy komplex szam z = x + yi,
abszolut értéke r, irdnyszoge ¢ (37. abra). Ekkor = r - cos ¢, y = 7 - sin¢ és konny latni, hogy ez minden ¢-re igaz,
nemcsak hegyes szogekre.
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37. abra

Igy 2 = r(cos ¢ + isin ). Most mar a szorzas fenti geometriai értelmét is wjra vissza tudjuk forditani az algebra,
nyelvére. Legyen

z=r(cosp+ising) és w=1t-(cost+isine), akkor
z-w=r(cosp+ising)-t(cosyy +isin) =
(2) = rtfcos(p + ) +isin(p + 9)}

Itt a baloldalon kijelolt szorzast mésképp is el tudjuk végezni: (2) szerint

z-w =rt{(cosp - costh —sinp - siny) + i(sin g cos ¢ + cos psine)}.



(2") jobboldalahoz viszont ugy jutottunk, hogy a (2) szerint elvégzett szorzésnak kihamoztuk a geometriai jelentését
és azt forditottuk vissza a szamok nyelvére. A két eredménynek tehat ugyanazt a komplex szdmot kell jelentenie.
— Még lehet az, hogy ugyanazt a szamot jelentik, de mas alakban irva, ahogy pl. két kiilonb6z6 alakd tort egyenls

7 105
lehet. Azok is két-két szambol tevédnek Ossze, mint a komplex szam valds, meg képzetes részbsl. — Pl — = —

anélkiil, hogy a szamlalojuk, meg a nevezGjiik megegyeznék. Komplex szamoknal azonban ez sem lehet, mert ha pl.

74 8i = 105+ 1201 volna, akkor elsfoku egyenletiink volna i-re, amibdl (és barmely hasonlo Gsszefiiggésbdl) ¢ valosnak

98 7 ;
adodnék: i = ——— = ——, ez pedig lehetetlen. Igy a fenti egyenlGségben is kiilon a valés résznek, kiilon a képzetes

résznek egyenlének kell lennie, amib6l

cos(p + 1) = cosp cos ) — sinpsin 1,
sin(p + ¢) = sin g cos ) + cos sin 1.

Igy a trigonometriai fiiggvények két jol ismert sszefiiggésének egy tjabb levezetését is kaptuk mellékeredmeényiil.
Specidlisan, ha w = z, akkor nyerjiik (2’)-b&l:

22 = 1%(cos 2 + i sin 2¢).
Ha ezt még megszorozzuk z-vel, 2> = 73 (cos 3¢ + isin 3p) és ha ezt folytatjuk, altaldban:
(3) 2" = r"(cosny + isinng).

A (2') és (3) osszefiiggéseket MOIVRE-féle formulaknak nevezziik.
Eddig nem esett sz6 az inverz miiveletekrdl. A kivonashoz nem is kell sok. Akar (2)-b6l, de abbdl is, hogy egy szam

negativja az a szam, amelyet hozzaadva, 0-t kapunk, kévetkezik, hogy —(x + yi) = —x — yi s igy két komplex szam
kiilonbsége:
(4) (utvi) = (2 +yi) = (u—=)+ (v—y)i

Nehezebb valamivel az osztas kérdése, de arra is megtalalhatjatok a valaszt. Ha igy fogalmazzuk a feladatot:
keressiink olyan komplex szamot, amellyel egy adott komplex szamot (pl. —2 + i-t) megszorozva, egy masik adott
komplex szamot kapunk (pl. 3 + 2i-t), akkor a szorzéas geometriai jelentésébdl konnyd megtalalni a valaszt. De az
algebra is utbaigazit, csak az algebra nyelvén kell megfogalmazni a feladatot. Az osztast az algebraban tortekkel

+ 3+2 , i
“ vz. (példankban Z,> és akkor a kérdés az, at lehet-e ezt a tortet alakitani kdzonséges komplex
x i

szamma. Hasonlé feladat, mint a gyoktelenités, ha egy tort nevezdjében négyzetgyokos kifejezés is szerepelt. Olyan
komplex szdmmal kellene ezt a tortet béviteni, hogy a nevezbdl valds szam legyen a bévités utan, tehat, hogy az
1 els6 hatvanyat tartalmazo tag Osszevonas utan ne maradjon. Ilyen van sok is. Egyet kiilonosen konnytd megtalalni.
Keressétek meg! Ha megtalaltatok, akkor meg is tanultatok szamolni komplex szdmokkal és itt lesz az alkalom, hogy
megprobaljuk 4j tudomanyunkat a geometridban is értékesiteni. Egy kérdést azonban még tisztazni kell. TSbbszor
mondtuk azt, hogy valami igaz, ha az 0j szamokkal is ugy lehet szamolni, mint az algebraban szokas. Az 0j miveleteket
minden esetre agy értelmeztiik, hogy azt mondtuk, szamoljunk tovabbra is igy, mint az algebraban. Pl. szorozzunk
két komplex szamot ugy, ahogy kéttagu kifejezést kéttagiuval szoktunk (de ne felejtsiik el azutan, hogy i = —1). De
az mar nem biztos, hogy igaz ez akkor is, ha a kéttaguak tagjai nem vagy valos, vagy tiszta képzetes szdmok, hanem
mindegyikiik egy-egy tetszéleges komplex szam.

Ez viszont kétségbeejts, mert hiszen az algebraban annyi mindent csindltunk, hogy azt mind végigprébalni, hogy
igaz-e komplex szamokra is, az kivihetetlen. Ilyenkor egy reményiink marad: hatha csak sok, de nem lényegesen
mésmilyen dolog az, amit csinaltunk.

A szorzéas geometriai jelentését keresve, a kéttagt szorzasat kéttaguval két lépésben végesztiik el, ami az algebraban
mindig megtehetd, ilyenforméan:

jelolhetjiik ki:

(a+b)(c+d) =alc+d) + blc+d) = (ac+ ad) + (bc + bd).

Itt tehat csak azt kellett tudnunk, hogy kéttagt Osszeggel hogy szorzunk meg egy szamot (tudniillik a (¢ + d)
Osszeadas eredményét), azutan, hogy hogy szorzunk egy szammal kéttagt Osszeget (ezt kétszer is alkalmaztuk). Még
ezek kozil is elég az egyiket tudni, ha a masik helyett csak annyit tudunk, hogy a szorzat tényezéi felcserélheték. Azt
is bizonyéra legtobben tudjatok, hogy tobbtaguak szorzasat mindig szét lehet bontani kéttaguak szorzasara. Pl. a- (b+
c+d) = alb+(c+d)] = ab+a(c+d) = ab+ (ac+ad) = ab+ac+ad, stb. Nagyon sok szamolast megprobéalhatnank még

1Figyeljiik meg azt is, hogy a szokisos meggondolasok csak hegyes szogekre adjak az eredményt és kiilon vizsgaljak az érvényességét az
egyes szognegyedekben. Itt értelmezhetjiik minden negyedre mindjart a cosinus és sinus fiiggvényeket gy, hogy egy komplex szam valos,
ill. képzetes része osztva az abszolut értékével. S ekkor levezetésiink egyszerre adja az Osszefliggést barmekkora szogekre. Ha ezeket az
Osszefiiggéseket felhasznaltuk volna, akkor természetesen sokkal révidebben célhoz értiink volna. Mégis ez a hosszadalmasabb at elemibb
volt, hisz végigjarhattdk veliink olyanok is, akik trigonometridr6l még nem is hallottak és sokkal tanulsagosabb is pl. éppen abban, hogy
ezeket a goniometriai azonossagokat is kézben Gjra bebizonyitottuk.



szétboncolni ilyen egyszertibb lépésekre, mindig azt talalnank, hogy visszavezethets az Gsszeadas és szorzas kovetkezs
0t tulajdonsagéra:

a+b=b+a a-b=b-a (kommutativ miiveletek),
a+(b+c)=(a+b)+c a-(be)=(ab)-c (asszociativ miiveletek),
végiil a(b+c) =ab+ ac (a szorzas az Osszeadéssal szemben disztributiv miivelet).

Ajanlom, prébaljatok meg néhény algebrai szamitast szételemezni ezekre a lépésekre. Lehet, nem mindre fogtok
ratalalni, kiilénosen az asszociativ torvényekre nem, de ne felejtsétek el, hogy tobbtagi Osszeget, ill. tobbtényezés
szorzatot azért irhatunk zardjelek nélkiil, mert ugyis mindegy a végeredmény szempontjabol, melyik két tagnal, ill.
tényezonél kezdem a szorzast és hogy folytatom. (Persze, csak a végeredmény szempontjabol mindegy, a részletossze-
gek és a részletszorzatok egészen masok lesznek.) Igy tobb tagot, ill. t&bb tényezét zardjelek nélkiil irni, az mér az
asszociativ torvény alkalmazasa. Hogy ez nem magatol értet6ds, arra ravilagit a hatvanyozéas példaja. Ez mar nem
asszociativ mivelet, pl. (33)3 = 39 = 19683 még nem is nagy szam, de mar 36% = 327 = 7,625,597,484,961; vagy
(9%)? = 9% egy 76 jegyt szam, két sorban még le lehet frni, 9(99), szamjegyeivel viszont mar egy 740 kiotetes konyvtar
is megtelnék [3.

Igy a feladat mar egyaltalan nem ijeszts, magatok is utanaszamolhattok, hogy ez az 6t tulajdonsag igaz marad
akkor is, ha a, b, c komplex szdmokat jelentenek és a miiveleteket koztiik ugy végezziik, ahogy azokban megallapodtunk.
Lassatok hat ismét munkahoz. Gyors valaszotokat varom a kovetkezGkre:

Mi lesz két konjugalt komplex szdm szorzata? Mi a geometriai jelentése?

Keressiink olyan komplex szamot, mely két komplex szam hanyadosaval egyenls. Mi az osztas geometriai jelentése?
Hogy nyerhetjiik a hdnyadost algebrai aton?

Keressiink olyan komplex szamot, melynek a négyzete i. Hany ilyen szam van?

Mely szamok kdbe 4?7 Hat ilyen hany van?

Melyek azok a szamok, melyeknek hatodik hatvanya 17 Hogy helyezkednek el ezek a szamsikban?

Ha n tetszéleges egész szam és w egy tetszGleges komplex szam, keressiink olyan z szamot, melyre 2" = w. Hany
kiillonbozd ilyen szamot talalhatunk? A tovabbi kérdések méar nem ilyen siirgések, igy azok méar beleszamitanak a
pontversenybe is.

7. Legyen z1, 29, 23 a komplex szamsik harom pontja. Hol fekiisznek azok a z pontok, amelyekre:

23— k1 22— 21 . .
——— : ——— val6s szam?
zZ3 — 29 Zz — Z2

8. Kiszamithatjuk-e egy tetszGleges komplex szam négyzetgyokét agy, hogy kozben csak valos szamokkal végziink

alapmiiveleteket, vagy gyokvonasokat? Ha igen, hogyan?

2V. 5. Elemente der Mathematik. II1I. kot., 20. 1.



