Erdés egy kedvenc problémajarol:

kongruencia-fedérendszerek

Bevezetés

1993-ban a 80 éves FErdds Pal az ELTE diszdoktorava tortént avatasa alkalmabol
el6adast tartott néhany kedvenc problémajarol a zsifolasig megtelt Golyavarban. Idézziink
ebbdl néhany mondatot: ,,Az els6t 1931-ben vetettem fel, olyan régen, hogy nem is vagyok
biztos benne, hogy ez Krisztus el6tt volt vagy Krisztus utan. Egy régi viccem kiilonben,
hogy két és féel milliard éves vagyok. Erre az a bizonyiték, hogy amikor kicsi voltam, a
Fold kora kétmillidrd év volt, és most kozismert, hogy 4,6 millidrd év. Nyilvan a kiilonbség
az én korom, és egyszer Los Angelesben tartottam egy eladast, melynek ez volt a cime:
,Az elsé kétmilliard évemn a matematikiban”, és a didkok készitettek egy abrat, amelyre
felrajzoltak egy diagramot: ,a Fold sziiletése, Erdds sziiletése, a dinoszauruszok sziiletése”,
és volt egy kép, amelyen egy dinoszaurusz hatan iilok.”

Mi most az akkori el6adas masodik probléméjaval foglalkozunk: Fedjiik le a nemne-
gativ egészeket kiilonboz6 differenciaji szamtani sorozatokkal:

{0,1,2,...,n,...} ={a1,a1 + my,a1 +2mq,...}U...U{ak, ar + mg,ar + 2my, ...},

ahol 1 <mqy <mo < ... < my.

Ha 0 < a < m, akkor az a, a+m, a+2m, . .. szamtani sorozat azokat a szamokat jelenti,
amelyek m-mel osztva a maradékot adnak, vagyis ez tulajdonképpen egy maradékosztaly
(pontosabban annak nemnegativ része). Ezt a maradékosztalyt a (mod m)-mel jeldljiik, és
m-et modulusnak nevezziik. Ha egy b és c egész szam m-mel osztva ugyanazt a maradékot
adjak, akkor azt mondjuk, hogy b kongruens c-vel modulo m, és ezt b = ¢ (mod m)
formaban jeloljiik.

Igy a problémat atfogalmazhatjuk arra, hogy az egész szamokat kiilonb6z6 modulusok
szerinti maradékosztalyokkal fedjiik le: Minden t egész szam eleme az

ap; (modmy), as (modms), ..., ag (modmy)

maradékosztalyok koziil legalabb az egyiknek, azaz van olyan i, amelyre ¢t = a; (mod m;).

Hogyan készithetiink ilyen kongruencia-fedérendszert? A modulusok legkisebb kzos
tobbszorosére nézve a szamok maradékai mindegyik modulus szerint periodikusak, igy elég
1-t61 eddig az lIkkt-ig ellen6rizni a szamok lefedettségét. Probalkozzunk a 12-vel mint legki-
sebb koz6s tobbszordssel, ekkor modulusokként a 12 osztoit hasznalhatjuk (azért érdemes
a 12-t nézni, mert nagysagahoz képest elég sok osztoja van). A paros szamokat lefedi a 0
(mod 2), a harommal oszthatokat a 0 (mod 3). Igy 12-ig mar csak az 1, 5, 7 és 11 fedését
kell biztositani a 4, 6 és 12 modulusok segitségével; megfelel pl. 1 (mod 4), 1 (mod 6), 11
(mod 12). Ez az Gsszesen 6t kongruencia tehat egy feddrendszert alkot. Egy masik példa:
0 (mod 2), 0 (mod 3), 1 (mod 4), 7 (mod 8), 11 (mod 12), 19 (mod 24).

A témaval kapcsolatban a leghiresebb megoldatlan probléma, amelynek tisztazasaért
Erdés 1000 dollart ajanlott fel, hogy egy fedérendszerben lehet-e a legkisebb modulus
akdrmilyen nagy, azaz barmely N-hez van-e olyan fed6rendszer, ahol mindegyik modulus
legalabb N.



A jelenlegi rekord N = 40, ezt 2008-ban allitotta fel P. Nielsen, és egy 26 oldalas
cikkben adta meg a konstrukciét, pontosabban az ahhoz vezet6 algoritmust: a modulusok
a 103-ig terjedé primek hatvanyainak bizonyos szorzatai, de sem ezek, sem a megfelels
maradékosztalyok nincsenek explicite leirva.

Egy masik (,csak” 25 dollaros) megoldatlan probléma, hogy lehet-e minden modulus
paratlan.

Nagyon szép tétel, hogy nincs egzakt fedés, azaz nincs olyan fedérendszer, ahol minden
szam pontosan egy kongruenciat elégit ki.

Es most térjiink ra arra a kérdésre, amelynek kapcsan Erdds kitalalta a feddrend-
szereket: ElGall-e minden elég nagy paratlan szdm egy primszam és egy kettGhatvany
Osszegeként?

Ezt Romanov szovjet matematikus kérdezte 1934-ben, és Erd6s 1950-ben a fedérend-
szerek segitségével nemleges valaszt adott: Létezik paratlan szamokbol all6 végtelen szam-
tani sorozat, amelynek elemei nem allnak igy eld.

A kovetkezSkben ezt a tételt fogjuk igazolni.

FElokésziiletek, segédeszkozok

El6szor megmutatjuk, hogy ha ¢ paratlan prim, akkor a 2 hatvanyainak g-val vett
maradékai periodikusan ismétlédnek.

Ehhez elég belatni, hogy van olyan t > 0, amelyre 2¢ maradéka 1, hiszen akkor 2¢+!
maradéka ugyanaz, mint 2-é, 2!72 maradéka ugyanaz, mint 22-¢ stb., azaz a maradékok ¢
szerint periodikusak lesznek.

Mivel végtelen sok kettGhatvany van, de csak g-féle maradék lehet, ezért a skatulyaelv
miatt lesz olyan i < j, amelyre q | 27 — 2¢ = 2¢(2/=% — 1), és igy ¢ paratlansiga miatt
q| 277" — 1, vagyis t = j — i megfelel.

A legkisebb ilyen periédust a 2 rendjének nevezziik mod gq.

Peélda: A kettGhatvanyok 17-es maradékai: 1,2,4,8,16,15,13,9,1,2,..., tehat a 2
rendje 8 mod 17.

A fentiekhez hasonldéan altalaban is megmutathatd, hogy ha h és v relativ primek,
akkor h hatvanyainak v-vel vett maradékai is periodikusan ismétlédnek (és a rend fogalmét
is 4ltalanosan be lehet vezetni).

Sziikségilink lesz még a kinai maradéktételre: Ha elGirunk véges sok paronként relativ
prim modulus szerint tetsz6leges maradékokat, akkor lesz olyan szam, amely egyszerre
teljesiti mindegyik feltételt, és az Gsszes ilyen szam egy, a modulusok szorzata szerinti
maradékosztalyt alkot (azaz egy szamtani sorozatot, amelynek a differencidja a modulusok
szorzata). Képlettel: Ha a vq,..., v, szdmok paronként relativ primek, akkor az

x=b; (modv;), i=1,...,k

szimultan kongruenciarendszer barmely by, ..., by esetén megoldhatd, és a megoldasok egy
modulo vy ...vr maradékosztalyt alkotnak.



A bizonyitds

Tegyiik fel, hogy a ¢ primre a 2 rendje m, és n = a (mod m). Mivel a 2 hatvanyainak
q szerinti maradékai az m periodus szerint ismétlddnek, ezért ekkor 2" = 2 (mod g).

Igy ha ¢ = 2" + p, ahol p prim, és ¢ = 2% (mod q), akkor p = ¢ — 2" = ¢ — 2% =
(mod q), tehat csak p = ¢ lehetséges.

Ez azt jelenti, hogy ha néhany ¢; primmel az 6sszes n-hez tartozd c-ket ,le tudjuk
fogni”, akkor mar csak a 2" + ¢; szamokat kell a c-k koziil kizarni (ami nem lesz tl nehéz).

Legyen ezért a; (mod m;), i = 1,2,...,k egy fedérendszer, legyenek q1,q2, ..., qx
olyan primek, hogy mod ¢; a 2 rendje éppen m;.

Megmutathatd, hogy ha m; # 6, akkor mindig vannak ilyen kiilénb6z6 ¢; primek.
Keressiik meg ezeket a masodik példaként megadott my = 2, mo = 3, mg = 4, my = 8,
ms = 12, mg = 24 modulusu fed6rendszerhez (és ez mar teljesen elegendd lesz a tételiink
bizonyitasdhoz). Az kell, hogy a 2 rendje m; legyen mod ¢;, ami azt jelenti, hogy 2™ = 1
(mod ¢;), azaz ¢; | 2" — 1, és itt m; a minimalis ilyen (pozitiv egész) kitevs. Ekkor
my = 2-nél q; | 22 — 1 = 3, azaz q; = 3 megfelel. Hasonloan adédik go = 7. Tovabbmenve
ms3 = 4-re g3 | 2* —1 =15 = 3-5, de a 3 nem j6, mert mod 3 a 2 rendje 2 volt és nem 4, igy
csak g3 = 5 lehet, ami tényleg jo. Az my = 8 modulushoz ¢4 | 28 —1 = (2*—1)(2*+1), itt ¢4
nem lehet az els6 tényezs osztdja, mert akkor a 2 rendje legfeljebb 4 lenne, igy csak ¢4 = 17
lehet, ami jo. Az ms = 12-t véve g5 | 212 —1 = (26—1)(26+1) = (26 —-1)(22+1)(2*—22+1),
és itt az els6 két tényezd nem johet szoba (miért?), ahonnan g5 = 13. Végil mg = 24-re
g | 224 —1=(22-1)(2*+1)(28 — 2% + 1), ismét csak az utolso tényezsbdl qg = 241. Azaz
a megfelel§ ¢; primek a 3,7,5,17,13, 241.

A bizonyitéas elején vazolt Otletnek megfelelGen tekintsiik most a ¢ = 2% (mod ¢;)
szimultan kongruenciarendszert, és ezt egészitsiik ki egy ¢ = 1 (mod 2%) kongruenciaval,
ahol s értékét tgy valasztjuk, hogy 2°~! > ¢; minden i-re. (Az utols6 kongruencia egyrészt
biztositja ¢ paratlansdgit, masrészt — amint latni fogjuk — a ¢ = 2™ 4 ¢; tipusu elGallitas
lehetetlenségét. )

Ez a szimultan rendszer a modulusok paronkénti relativ primsége miatt megoldhato,
és a megoldasok egy maradékosztalyt alkotnak a modulusok M szorzata szerint, azaz egy
M differenciaju szamtani sorozatot kapunk, amelynek minden eleme paratlan szam (az
utols6 kongruencia miatt).

Megmutatjuk, hogy a sorozat egyik eleme sem all el egy kettGhatvany és egy prim-
szam Osszegeként.

Indirekt, tegyiik fel, hogy ¢ = 2" 4 p. Ekkor a fedérendszer miatt valamelyik i-re
n = a; (mod m;). A bizonyitas elején tett meggondolasok miatt ekkor p csak valamelyik
q; lehetne.

Belatjuk, hogy ez sem teljesiilhet. Han < s—1, akkor 1 < ¢ =2"+4¢; < 257142571 =
25, ami ellentmond a ¢ = 1 (mod 2°) feltételnek. Ha pedig n > s, akkor ¢ = 2" + ¢; = ¢;
(mod 2%), ami ismét ellentmondas.



