Hatvanyokbol épitkeziink

Hany hatodik hatvany kell? Elgallithat6-e minden elég nagy pozitiv egész hat hatodik
hatvany Osszegeként? Azaz megoldhato-e az

2S4S+ 2l =n (1)

egyenlet x; > 0 egészekben, ha n elég nagy?

A valasz nemleges, ugyanis végtelen sok n nem allithato el§ igy. Ehhez keresiink egy
olyan szamot, amivel valé osztasnal egy hatodik hatvany maradéka csak 0 vagy 1 lehet.
Némi probalgatas utan kideriil, hogy a 7 ilyen:

6= 1 (mod 7), ha7/fc; )
~ 10 (mod 7), haT7]ec.

Ez egyébként nem véletlen, hanem a kis Fermat-tétel specialis esete.

Legyen 7 | n, ekkor (1)-et modulo 7 nézve a bal oldal 0, a jobb oldal pedig (2) alapjan
0 és 6 kozé esik. Egyenl6ség tehat csak tgy teljesiilhet, ha a jobb oldal 0, ami azt jelenti,
hogy mindegyik x; oszthat6 7-tel. Ekkor viszont (1) miatt 7% | n. Ha tehédt 7 | n, de 7° fn,
akkor (1) nem é&llhat fenn.

Vajon hét hatodik hatvany elég-e? Most a modulo 8 maradékokkal konstrualhatunk
végtelen sok kivételt, felhasznalva, hogy

6 = 1 (mod 8), ha2fc
~ 10 (mod 8), ha2]ec.

Ebbdl az el6zGekhez hasonléan ad6dik, hogy ha n oszthaté 8-cal, de nem oszthato 64-gyel,
akkor n nem irhat6 fel hét hatodik hatvany Osszegeként.

Ugyanigy kapjuk, hogy még nyolc hatodik hatvany sem elég; ekkor modulo 9 kell
okoskodnunk:

6 _ J 1 (mod9), ha3fc
0 (mod 9), ha3|ec.

(Ez sem véletlen, mert az Euler-Fermat-tétel specialis esete.) Most biztosan rosszak azok
a szamok, amelyek oszthatok 9-cel, de nem tSbbszorosei 36-nak.

Es kilenc hatodik hatvanyra mi a helyzet? Ez egy régi megoldatlan probléma. Jelenleg
csak annyit tudunk, hogy 24 hatodik hatvany Osszegeként mar minden elég nagy pozitiv
egész elsall.

A kovetkezSkben egy kicsit kdrbejarjuk az dltalanosabb kérdést.

A 216 éves torténet. Waring 1770-ben a koévetkezdket irta: Minden szadm négy négy-
zetszam Osszege, kilenc kobszam Osszege, tizenkilenc negyedik hatvany Osszege stb.

Els6 latasra egyaltalan nem vildgos, milyen szabalyossig szerint folytatédik a szadmsor.
Ennél sokkal nagyobb probléma azonban, hogy egyaltalan folytathato-e a végtelenig, azaz
minden k-ra van-e olyan (csak k-t6l fiiggs) ¢ darabszam, hogy barmely pozitiv egész elGall
t darab k-adik hatvany Osszegeként. (A tovabbiakban is k-adik hatvanyon nem-negativ
egeszek k-adik hatvanyat értjiik.) Ezt elszor Hilbert bizonyitotta be 1909-ben(!). A

1



minimélis ilyen ¢ darabszdmot hagyoményosan g(k)-val jelolik. (Mivel az elGéllitasban
0% is szerepelhet, ezért feltehetjiik, hogy minden szam felirasaban pontosan ugyanannyi a
tagok szama.)

Nézziikk meg, mire gondolhatott Waring. A g(k) > s egyenl6tlenség belatasahoz
elég egyetlenegy olyan n-et taldlnunk, ami nem irhat6 fel s-nél kevesebb k-adik hatviny
osszegeként. A 3F-nal kisebb egészek felirasahoz csak (0%,)1F ¢és 2* hasznalhato. Ha
n = r2k —1 < 3% akkor n legrévidebb eldéllitasdhoz r — 1 darab 2F és 28 — 1 darab 1%
sziikséges. Az r legnagyobb értéke |(3/2)%], igy g(k) > 2% + [(3/2)%] —2. Ez k =2, 3
és 4 esetén éppen a Waring altal felsorolt értékeket adja. Waring tehat minden bizonnyal
ezt az als6é becslést talalta meg, és igy gondolta, hogy ez a legrosszabb eset. Ez a sejtése
helyesnek bizonyult, azonban 216(= 63) és sok nagy matematikus munkaja kellett ahhoz,
hogy ezt (egy még mindig fennallo apré bizonytalansagtol eltekintve) bizonyitva lassuk.
Utolsonak éppen a negyedik hatvanyok esete, azaz g(4) = 19 lett igazolva 1986-ban.

Az apré bizonytalansig abban all, hogy nincs teljesen kizarva véges sok olyan k létezése
(ezek mind csak nagyon nagyok lehetnek), amelyeknél a 4% alatti egészekre a fentihez
hasonl6 gondolatmenet adja a legrosszabb lehet&séget, azonban ez nagyon valészinttlen.

Néhany kivételt megengediink. Lattuk, hogy egyes (viszonylag) kis szamok elGal-
litdsdhoz nagyon sok k-adik hatvany kell. Ezért érdemes vizsgélni, hogy mi az a (mi-
nimélis) G(k) darabszdm, hogy annyi k-adik hatvany Gsszegeként mar minden elég nagy
pozitiv egész felirhatd. Az els6 részben azt igazoltuk, hogy G(6) > 9.

Bebizonyitottak, hogy G(k) sokkal kisebb, mint g(k), tehat tényleg néhany kis szam
elgallitasahoz kell aranytalanul sok k-adik hatvany. Azonban (a g(k)-val ellentétben) G(k)
pontos értéke mindossze két esetben ismert: G(2) = 4 és G(4) = 16. Az els6 részbeli
meggondolasokhoz hasonléan kaphatok alsé becslések G(k)-ra, ha k = 27,327, p/(p — 1)
vagy p’(p — 1)/2, ahol p > 2 primszam. Tetsz6leges k > 2-re csak a G(k) > k + 1
alsé becslés ismert. A bizonyitas érdekessége, hogy nem explicite ad meg végtelen sok
olyan n-et, amelyekhez nem elég k darab k-adik hatvany, hanem egy iigyes leszamlalassal
azt igazolja, hogy a ,legtobb” szim ilyen. Az alapotlet a kovetkezd: M-ig a szdmok
eléallitéasahoz csak a v/ M-nél nem nagyobb szdmok k-adik hatvanyai valaszthatok, és az
ilyenekbdl képezhetd k-taga Osszegek szama (az ismétléses kombinacid képlete alapjan)

k
csak kb, ({“/M) k!l = M/k!, tehat M-ig legfeljebb ennyi szam irhat6 fel k darab k-adik
hatvany Osszegeként.

Elgjeles Osszegek. Legyen v(k) a minimalis darabszam, ahény k-adik hatvany eld-
jeles 6sszegébdl minden egész el6all. Ennek létezése persze kovetkezik g(k) vagy G(k)
letezésébdl, s6t v(k) < G(k)+1is rogton adodik (miért?), azonban v(k) létezését kozvetleniil
is joval konnyebben be tudjuk latni, ezt majd alabb vazoljuk. Erdekes viszont, hogy v(k)
pontos értéke csak k = 2-re ismert, v(2) = 3, el&szor ezt fogjuk igazolni.

Mivel (c+1)2—c? = 2c+1 és (c+2)2—c? = 4(c+1), ezért a paratlan és a 4-gyel oszthatod
szamok elGallnak z? — x3 alakban. A kimarad6 4k + 2 alakt szamok viszont nem, mert
egy négyzetszam 4-es maradéka 0 vagy 1 lehet, igy két négyzetszam kiilonbségének 4-es
maradéka nem lehet 2. Ha n = 4k+2, akkor viszont n = 1+ (4k+1) = 1+ (2k+1)?—(2k)?,
tehat v(k) < 3. Ttt egyenlGség all, mert a 8k + 6 alakt szamok nem irhatok fel (nemcsak
két négyzetszam kiillonbségeként, hanem) két négyzetszam Osszegeként sem.



Nézziik a kobszamokat. A négyzetszamok mintajara induljunk ki az
file) =(c+1)?> —c* =32 +3c+1

egyenlGséghdl. A harmadfoka tag kikiisziiboléséhez hasonléan ezutan a masodfoki tagot
is ki tudjuk ejteni:

fale) = file+1) = fi(c) = (c+2)° =2(c+1)> + & =6(c+ 1).

Azaz a 6 tObbszorosei elGallnak négy kdbszam elGjeles Osszegeként. Egy tetszGleges egész
pedig felithat6 n = 6u + h alakban, ahol |h| < 3, tehat a h-t legfeljebb harom +13
Osszegeként elallitva kapjuk, hogy v(3) < 7. Ez a 6 | h3 — h észrevétel alapjan tovabb
javithato:

n=6u+h=6u+ (h—h® +h>=6n"+h,

és 61’ elgall négy kobszam elGjeles 6sszegeként, tehat v(3) < 5. Ez a jelenlegi legjobb felss
becslés. Also becslésként v(3) > 4 adodik, ugyanis egy kobszam 9-es maradéka csak 0 és
+1 lehet, ezért a 9g =4 alakt szamok nem irhatok fel 4-nél kevesebb kdbszam Gsszegeként.

A négyzetszamoknéal és kobszamoknal latott modszer altalanosithatd tetszéleges k-
adik hatvanyokra. Legyen rekurzive fi(c) = (c+1)* —c* és f;(c) = fi—1(c+1) — fj_1(c),
ha 2 < j < k — 1. Ekkor teljes indukciéval adodik, hogy f; egy k — j-edfoku egész
egyiitthatos polinom, amelynek f6egyiitthatoja k(k — 1)...(k — j + 1) és amely 27 darab
k-adik hatvany elGjeles dsszege (ezek akar explicite, képlettel is megadhatok). Igy j = k—1
esetén fr_1(c) = klc+ dy, ahol dj, csak a k-t6l fiiggd konstans, tovabba fi_1 felirhato 281
darab k-adik hatvany elGjeles 6sszegeként. Tetszbleges n-re legyen n — dy = klu + h, ahol
|h| < K!/2. Ekkor n = (klu + di,) + h, és itt klu + dy = fr_1(u) el6all 2°~! darab k-adik
hatvany elGjeles sszegeként, h pedig k!/2 darab 1% és 0% elSjeles Gsszege. Tehat minden
egész szam felirhaté 2! +k!/2 darab k-adik hatvany eljeles dsszegeként. Ezzel belattuk,
hogy v(k) valéban létezik és v(k) < 2¢~1 4 k!/2. Természetesen, mélyebb moédszerek
felhasznalasaval ennél sokkal jobb fels6 becslés is adhato.



