Megjegyzések a haromszogbeirt szabalyos haromszo6gekral

Definicié Azt mondjuk, hogy az A B1C1 haromszog az ABC' hdromszdgbe van irva, ha Ay a BC, By az AC, C4
a BA oldalegyenesre esik.

Az aldbbiakban az ABC haromszogbe irt szabdlyos haromszogeket vizsgaljuk. Ezek kozott vannak az ABC' ha-
romszoggel azonos és ellentétes koriiljarasiaak is. Az el6bbiek halmazat jelolje Hi, az utobbiakét Hs.

Tétel

I. Ha az ABC haromszogben ACB/Z # 120°, akkor az AB oldal barmely C; pontjara egy és csakis egy olyan
A7 € H1 haromszog van, amelynek C; az AB egyenesre illeszkedd cstcsa.

Ha ACBZ = 120° és ezen sz0g szogfelezGjének AB egyenessel valo metszéspontja C1, akkor a végtelen sok Hi-beli
szabéalyos haromszog mindegyikének C7 az AB egyenesre illeszkedd cstcsa.

Ha az ABC haromszogben ACBZ # 60°, akkor az AB oldal barmely Cs pontjara egy és csakis egy olyan Ay € He
haromszog van, amelynek Cy az AB egyenesre illeszked§ csicsa.

Ha az ABC haromszog szabalyos, akkor He iires. Ha viszont ACBZ = 60°, de az ABC héaromszog nem szabéalyos,
akkor végtelen sok Ho-beli szabélyos haromszog van, és ezek mindegyikében az AB egyenesre illeszkedd csucs az
AC B/ kiils6 szogfelezGjének és az AB egyenesnek a metszéspontja.

II. Ha I-ben C; = Cs, akkor a C csucs illeszkedik az A1 B1C1, A3 BoCy szabalyos haromszogek O, Oy kbzéppontjait
0sszekotG egyenesre.

II1. Barmely ABC haromszoghtz létezik egy Hi és egy Ho pont, amelyekre barmely A1 B1C1; € H; esetén az
AB1C1, BC1 Ay, CA;B; haromszogek koriilirt korei atmennek Hi-en, mig barmely A BoCy € Ho esetén az AByCly,
BC3A;, C Ay By haromszogek koriilirt korei atmennek Ho-n.

IV. Az ABC haromszog koriilirt korének O kozéppontja illeszkedik a Hi Ho egyenesre.

V. A H; pontbol a H; haromszogek koziil barmelyik kettd egymasba forgatva nyajthaté. Ugyanez a Hy pontra és
a Hz halmazra is teljesiil.

VI. A H; haromszogek kézéppontjainak és a Ho haromszogek kozéppontjainak is egy-egy egyenes — a tovibbiakban
h1 és ho —a mértani helye.

VII. Az V-ben emlitett hi, he egyenesek egymaéssal parhuzamosak és merdlegesek az ABC haromszog Euler
egyenesére.

VIII. A H; pont és annak az ABC haromszogre vonatkozo H; izogonalis konjugaltja agy helyezkedik el, hogy Hy H
parhuzamos az Euler egyenessel, H; H; felez6mer6legese hy, HyH, felez6pontja az ABC-be irt legkisebb szabalyos
haromszog kézéppontja.

Bizonyitasok
1. Lemma

Ha z; és 2o tetsz6leges komplex szamok, akkor a rajtuk dtmené egyenes pontjai azok és csakis azok a z komplex
szamok, amelyekhez vannak olyan x1, zo valés szdmok, melyekre:

1 t+ro= 1
X121 + Tozo = 2. (1)

2. Lemma
Ha ¢ és d tetsz6leges komplex szamok, de ¢ # 0, akkor annak algebrai feltétele, hogy a z komplex szam illeszkedik
a d-n 4tmeng ¢ irdnyu egyenesre:

Cz—(Z=Cd—(d. (2)

3. Lemma
Ha A és B egymastol kiilonboz6 egységnyi komplex szamok, akkor annak algebrai feltétele, hogy a z komplex szam
illeszkedik az AB egyenesre:
2+ ABzZ = A+ B, (3)

vagy kissé mésképp: . _
Az+Bz=1+ AB. (4)

4. Lemma
Ha A, B és C egymastol kiilonb6z6 egységnyi komplex szamok, akkor az ABC haromszog koriilirt kdrének kdzép-
pontja a 0, a haromsz6g magassagpontja az A + B + C komplex szamnak felel meg.

5. Lemma
Ha A, B és C egymastol kiilonbozé egységnyi komplex szamok, akkor annak algebrai feltétele, hogy a z1, 2o
komplex szamok Gsszek6ts egyenese mer6leges az ABC haromszog Euler egyenesére:

(A+B+C)z1+(A+B+C)z1=(A+B+C)za+ (A+ B+ (O)z (5)

Az alabbiakban feltessziik, hogy az ABC haromszog pozitiv koriljarasu.



I. By a BC = a oldalegyenes C pont koriili 60°-kal valo o’ elforgatottjanak a C' A = b egyenessel valé metszéspontja,
mig Aj-annak visszaforgatott képe. A megfelel6 Ho-beli hdromszog hasonlé médon szarmaztathatd, csak mindig az
ellenkezg iranyban kell forgatni. Ebbdl az I. Tétel minden részallitasa kovetkezik.

II1.

Az alabbi erGsebb tétel is igaz: Ha az ABC, A'B'C’ hdromszdgek hasonldak, de ellenkezd kériljardsiak és az AA’,
BB’, CC' egyenesek egy ponton mennek dt, akkor az MM' egyenes is dtmegy azen a ponton, ahol M és M’ az ABC
illetve az A’ B'C’ hdromszdg magassdgpontja.

Ez az erés tétel a kovetkezs két lemmat muilik:

6. Lemma Ha 7 irdnyitasvalto nagyitas vagy hasonlosag, és A tetszéleges pont, akkor az {aN7(a)| egyenes, melyre A €
a} halmaz derékszogd hiperbola.

7. Lemma Ha egy haromszog cstcsai illeszkednek egy derékszogi hiperbolara, akkor a hdromszog magassagpontja
is illeszkediik arra a hiperbolara.

A tovabbiakban a komplex szamsikon dolgozunk, a csicsok betijele egyuttal egy-egy komplex szamot is jelol.
VI. Tegyiik fel, hogy A1B1C1 és A3 ByCy Hi-beli haromszogek, kdzéppontjaik O1 és Oz, O1 41 = u, O34 = v,
igy az w = cos 120° + i sin 120° primitiv harmadik egységgyokkel

Ay =01 +u, Bi = 01 + wu, Ci =01+ w2u, (6)

mig
As = Oq + v, Bs = O3 + wv, Cy =0y + w2v. (7)

Ha x; és z2 olyan valds szamokkal, melyek 0sszege 1, akkor az
O/ = :E101 + 113202 (8)
pont az 1. Lemma szerint az O102 = h; egyenes pontja, mig az x1u + x2v = w jeltléssel

A= 2141 +2045 = 2101 + 2209 + iU + 200 = O +w
B' = x21Bi+29Bys= 2101 + 2205 + z10U + Towv = O + ww (9)
C'= 2101+ 2205 = 131071 + 2205 + z1w?u + zow?v = O + ww

pontok rendre az A1Ay = BC, B1Bs = CA, C1Cy = AB egyenes pontjai és jobb oldali alakjuk szerint egy O’
kozéppontd pozitiv koriiljardst haromszoget alkotnak.

Ha tekintjiik =7 és xo Osszes olyan értékeit, melyek Osszege 1, akkor (9) utolsd soraban C’-ként elGallitjuk a
C1Cy = AB egyenes 0Osszes pontjat, igy megkapjuk H; Osszes haromszogét. Az igy kapott A’B’C’ € H; haromszogek
(8)-ben leirt O" kozéppontjai befutjak az 0102 egyenest, tehat a keresett mértani hely valoban egyenes.

Ha a H2 haromszogeinek kdzéppontjait keressiik, akkor ugyanigy kell eljarnunk, csak az w egységgyok helyére a
fenti levezetésben mindenhovéa annak konjugaltjat, az w? = @ = cos 120° — isin 120° egységgyokot kell {rni.

IIT és V. Legyen H; a fenti A;B1Cy, A BoCs haromszogek hasonlosagi kézéppontja, tehat az a pont, ahonnan
Ay B1Cy haromszog az A3 BoCy haromszogbe forgatva nydjthatdé. Reiman Istvan ,Fejezetek az elemi geometriabol”
cimi konyvébdl kideriil, hogy azonos koriiljarast egymashoz hasonlé haromszogekhez mindig van ilyen pont, ha azok
nem egymas eltoltjail.

Az emlitett konyvbdl az is kideriil?, hogy ha valamely H; koriili forgatva nyajtasnal a P; pont képe P, mig a Q1
pont képe @2, akkor a P1Q1, PoQ2, P Ps, Q1Q2 egyenesek koziil barmelyiket elhegyva a maradék harom &ltal hatarolt
haromszog koriilirt kore atmegy Hi-en.

Ezt az Gsszefiiggést most a P, = A1, Q1 = By, Po = Ay, Q2 = Bs pontokra alkalmazva azt kapjuk, hogy az A; By,
Ay Ay, By Bs egyenesek alkotta Ay B1C és az Ay By, A1 As, By By egyenesek alkotta Ao BoC' haromszog koriilirt kore is
atmegy Hi-en, Hy ezen két kor C-t6l kiilonb6z6 metszéspontja.

A H; koriili forgatva nytjtas a teljes A; B;Cy haromszoget atviszi As BoCo-be. Alkalmazhatjuk tehat az Gsszefiig-
gést a P = By, Q1 = Cy, P, = B, Q2 = Cs pontokra vagy a P, = Cp, Q1 = Ay, P, = Ca, Q2 = As pontokra
is. Ezekben az esetekben azt kapjuk, hogy H; a B1C1 A, BoCoA, C1 A1 B, CyA B haromszogek koriilirt korére is
illeszkedik.

Az A1B1C, B1C1 A, C1 A1 B haromszogek koriilirt korei egymést paronként metszik a By, C7, Ay pontok koziil
egyben-egyben, igy a hiarom kornek egyiitt legfeljebb egy k6z0s pontja lehet. Ez van is, a Hy, amit tehat az A1 B1Cy
haromszog As BoCs nélkiil is meghatéroz.

Ezzel az I11. és V. tételt egyszerre igazoltuk.

Feltehetjiik, hogy vizsgalt haromszogiink koriilirt kérének kézéppontja a komplex szamsik origdja és a koriilirt kor
az egységkor. Az O; kozéppontu A1B1C7 € H1 haromszoggel kapcsolatban a(6) egyenletben leirt Gsszefiiggéseket
alkalmazzuk.

Az Ay € BC, By € CA, (1 € AB relaciok igy irhatok at algebrai forméaba:

(O1 +u) + BC(O.i+w) = B+C
(O1+wu) + CAO +ww) = C+A (10)
(O1 +w?u) + AB(O;+w?w) = A+ B

1Ttt nem eltoltjai egymasnak, hiszen az A1 Ax = BC, B1 B2 = CA, C1C2 = AB egyenesek nem parhuzamosak
252. oldal 2.8.3. abra



Ezekbdl az egyenletekbdl kiejthets u és W, ha rendre a CA — ABw, AB — BCw, BC — C' Aw szémokkal szorozzuk Gket,
majd dsszeadjuk a harmat mikdzben felhasznaljuk, hogy w? =@ és w = w?, tovabba 1 + w + w? = 0. Kapjuk, hogy

O1[CA+ AB + BA—w(AB+ BC + CA)] + O1ABC[A+B+C —w(A+B+C)| =

3ABC(1 —w) + (C?A+ A’B + B%C) — w(B*A + A’C + C*B),
amibsl ABC(1 — w)-val valo leosztas utédn kapjuk a

CB+ BA+ AC —w(BC + CA + AB)
1l-w

O1(A+B+C)+0:1(A+B+C) =3+ (11)
Osszefiiggést. Ebben a jobb oldalon all6 mennyiség csak az ABC haromszog adataitol fiigg, az A1 B1Cy € H haromszog

valasztasatol fliggetlen, igy az 5. Lemma alapjan igazolast nyert, hogy a Hi-beli haromszogek kézéppontjainak egyenese
merGleges az Euler egyenesre.
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