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Erdekességek. Hasznaljuk az altalanositott binomialis egyiitthatokat (pozitiv egész k-ra (i) =
I'(z+1)

w, illetve még Aaltalanosabban, Gamma-fiiggvénnyel (‘Z) = TFDT—2D) modon

megadva). A Lemma voltaképpen azt latta be, hogy  — oo-re () = ©(z”) nagységrendt x —a €
N kikotéssel; ez példaul a Stirling-formulaval tetszéleges x, a-ra altaldnosithato.

A C, optimalitasanak bizonyitasanal hasznalt xy = (%fjf) = @Zf;) értékeknél az egyenl6tlen-
ség két oldala zart alakra is hozhato. Az

(%)_ = ((’;:1;) ) <fa>>

azonossaggal teleszkopikus Osszeget alakitunk ki, zp — zp—1 = (kf(‘;*l) és (Z) = i(;”j)
azonossagok segitségével:

2
Ezek az 6sszegek a > % esetén rendre %, illetve (2a+1) (23ﬁ1 — %) = éz(;:_l)l) hatarértékekhez
konvergalnak, ami a > %—re igazolja C, = % élességét.

"Na de hogyan lehetett rajonni?"
Az alabbiakban egy lehetséges utat mutatunk, amivel konnyen eljuthatunk a megoldashoz.

Legyen k = 1,2,...,n-re yp = o — xx—1, ekkor egyenlGtlenségiink y, > 0 feltétel mellett az
alabbi alakot olti:

Ca Ca Ca 14+a 24+a n—+a
> - o —
Yy Y2 Yn Y1 Y1+ Y2 Yyi+-+yn
Megtervezziik a becslésiinket. (Ez az egyetlen kulesttlet a megoldasban.) A Titu-lemmaéat fogjuk
sokszor hasznélni: alkalmas wq,ws, ..., wg > 0 sulyokkal felirt
2 2 2 2

w w w wptwe+...+tw

71+72+...+7k2(1 2 D)

Y1 Y2 Yk yi+y2+.. F Yk


http://mathworld.wolfram.com/BinomialCoefficient.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Stirling's_approximation
https://brilliant.org/wiki/titus-lemma/

alaki becsléseket fogunk k£ = 1,2,...,n-re 6sszeadni. Ily moédon, hogyha talalhatunk olyan
wg,; > 0 stlyokat taldlni (k =1,2,...,n; 1 < j < k), melyekre a

w11 0 0 . 0
w21 w2 2 0 . 0
w31 W32 W33 ... 0
Wnp,1 Wp2 Wp3 ... Wnpn

)

tablazatban minden oszlop négyzetosszege < C és a k-adik sor Osszege > 'k + a, akkor az
egyenl6tlenség ezen C, = C-vel minden (y1,y2, ..., Yn) szam-n-esre fennall. Ugyanis ekkor csupan
ossze kell adnunk minden k-ra az alabbi becslést:

2 2 2 2
w w w We1+ Weo+...+w

k,1 I k,2+.__+ k,k 2( k1 k,2 kk) (%)
Y1 Y2 Yk Y1 +y2+ ...+ Yk

Ha kell6 id6 és energia rendelkezésre allna, megprobalhatnank példaul belatni, hogy egy ilyen
jellegii becsléssorozattal belathato az optimaélis C,-ra vonatkozo egyenlGtlenség is. Ehelyett kiprobaljuk
a lehets legegyszertibben kivitelezhet6 modszert, ami keveset veszit altalanossagabol, és ez szerenc-
sére miikodni is fog.

Kittiziink harom iranyelvet: ha esetleg kudarcot vallanank, a hibat ezekben (vagy alapvetd
modszeriinkben) kell majd keresniink.

e Az adott n-hez tartoz6 miniméalis C,(n) konstans az elébbi tulajdonsaga C értékek mini-
muma.

e Ugy érhetiink el legélesebb becslést (és minimalis C-t), ha létezik olyan (yx) = (ux) szam-
sorozat, melyre minden (x) alakd becslésiinkben egyenlség 4ll. Ennek az a feltétele, hogy
alkalmas A\ értékekkel

Vk: (wkyl,wkyg...,wk’k):)\ko(ul,pg,...,uk).
e Végtelenitsiink, hogy eltiinjon a "széle", s igy egyenl@ségeket tehessiink fel. Az y, — oo
valasztasbol latjuk, hogy C,(1) < C,(2) < ...: C,, ha egyaltalan létezik, ezen sorozat

hatarértéke lesz. Lényegében feltettiik, hogy C, az a minimalis C, melyhez megadhatok
olyan (wy, ;) konstansok (k > 1, 1 < j < k), melyekre

(1) : vy Zwi,jSC, (2):VE wia 4+ Fwpr > VE+a.
k=j

Azt allitjuk, hogy létezik olyan C, melyre wy; = App; alakd, valamint (1)-ben és (2)-ben
egyenlGség all. Tovabba azt allitjuk, hogy ez éppen a keresett minimalis C,.

A rekurzié megoldasa.

A kovetkezd rekurzidt szeretnénk megoldani:
- ) 2012 2 _ /
Vi>1: (A + A +) = (1"
Vk>1: )\k(u1+-~-+uk):\/k+a::Ak. (2/)

Mivel Adjpq = A1, ezért a (uj), (Ag) — (kuj), (k1 Ak) cserével (dehomogenizalva) feltehetd
,Ll,lilés )\1:A1.

1. lépés. Kivonva, a kovetkezs ekvivalens (!) feltételrendszert kapjuk: py =1, Ay = Ay, ux >0
és A; >0, és
C C
Vil A= -
N NS |

(=0),


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=Homogenization
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2. lépés. Legyen |0, = — |, ekkor 6; = 1 és (0y) szigortan novekvd. Utobbit elébbibe

helyettesitve:

A7 C B c

02 (0;—0;-1)*  (0j41—05)%
mig a j = 1 esetre u; = 1 = #; miatt felirhato

A2 c c

G Gne "

Vi>2:

igy az el6zdkkel ekvivalens feltételrendszert kapunk 6y := 0 bevezetésével. (Ugyanis ha ez a rekurzio
teljesiil, akkor A\ = ’3—: és pp = O — 0,1 megfelel.)

0.
8. lépés. Ez homogén Osszefiiggés, igy legyen j > 1-re j9+1 =:7; | (Feltétel: r; > 1.) Ezzel
J
A? 1 1
Vi>2: 1= — .
CTU- LR (o0
Végiil legyen | g; := 1 (feltétel: g; > 0), amivel mar megoldhatonak latszik a rekurzio:
Ty —
2
Vj>2: 6]:(%—1-#1)2—(1]2--

Ekozben a () feltétel megfelelGje, hogy go := 0 definicioval

2

A
61 =(q+1)?*—q.

4. lépés. Jelen esetben A? = j + a alaka. Emiatt egy ¢; = oj + [ alaku linearis megoldés
miikédni fog, mégpedig pontosan akkor, ha 8 = 0 (mert ¢y = 0) és

|+ a ) ) )
: o =@ -1+ 1)? = (aj)? = ((2j = 1) + D(-a + 1),
vagyis
. 20(—a+1) 2 = (—a+1)?
c ’ c ’
ahonnan a = 12’—;‘, igy a = ﬁ, mellyel valéban g; > 0, és hozza
C— 1 _ (2a + 1)2.
2a(1 — ) 4a

Az ehhez tartozo értékek pedig: j > 1-re

1 2a + 1
r;=—+1= - +1=
qj J J

k-1 .
+ (20 +1
Gk = (’I"k,_l .. .r1)91 = H ](j),
Jj=1

k=2 .
2a+1 Hj+(2a+1)

k>2): =0, —0_1=(rp_1—101_1 = .
(k>2): pp =0, =01 = (rrp—1 —1)0p_1 1 1 ;

)



k—1 .

J
M= A ]]——.
g ij;[lj+(2a+1)

Ezek az ekvivalens lépések miatt megfelelnek az eredeti (1), (2') Osszefliggéseknek is.

Megoldas a pj-k segitségével. Belatjuk, hogy C, = (2a+1) az optimalis konstans. Egyrészt,
mivel py + -+ 4 pup = O és M\ = A, k=1,2,... n-re

2 2 2 2 k
A£<M+M+...+M>2)\z.(ﬂl+ + ) = ta ,
Y1 Y2 Yk Y1+ Yk Y1+ Yk

s igy ha ezen becsléseket Gsszeadjuk, a bal oldalon minden yi kisebb &sszstillyal fog szerepelni,
J
mint C,, s fgy a bal oldal < C, (yi oot yi). Tehat C, megfelel.
Masrészt, hogyha (y1,...,9yn) = (1, .., tn), akkor egyenlGseég all, azaz

zn:ui(/\z o+ A2) Zn: kE+a

Pt Yk oyt

=T

Itt /\i + e+ )\% = %o _ Mgil , ezért a bal oldal csupan

Czi_ Co_ zn:”i
i1 Ik ’

yk lun+1
H/—’ ——
=:S =p1+-+pn=0n
s igy
T_ . _ Cibn
a
S fn 1S

Allitas. M — 00, ahogy n — oo, hogyha a > 5

Bizonyitds. Mivel ppi1 = (ry — 1)0k és 0 =rp_1...7r1, ahol rp, — 1 = 2‘?1, ezért:

n—1 —

SM"+1>ZMTL+1:Z(T]C,1 Zﬁrn,l...h@),

=1 HEFL T =1
n—1 n— n—1 n .
j+2a—|—1 ]+1 (j+1)+2a n 1+ 2a
T’“_H H H G+1) =3 1 =

és itt utobbi szorzatot az alabbi technika szerint, a logax > 1 — % becsléssel minoralhatjuk:

n

“roi+2a i 1
log H T = Z <1_z+2a>_2 Z i—l—2a2

i=k+1 i=k+1 =k+1

n+1 dl‘
> 2a- =2a- (1 2 1)) — log(k 2 1
220 [ =20 logln + (20 + 1) ~log(k + 20+ 1),

amit az eredetibe beirva kapjuk:


https://proofwiki.org/wiki/Lower_Bound_of_Natural_Logarithm

Ebbél vilagosan leolvashato, hogy a > % esetén

Su? 2a+1
TH = Spiny1(rn — 1) = n_

Az Allitésbol kovetkezik, hogy C,-nél kisebb konstans nem valaszthaté a > 1 esetén, hisz akkor
elég nagy n-re az (y1,Yy2,.--,Yn) = (H1,-. ., tbn) valasztassal hamisnak adodik az egyenl6tlenség.
Az a < % esetben pedig elég az y,, = ©(n) valasztast alkalmazni, mint fentebb lattuk.



