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% Emelt szintli gyakorl6 feladatsor

I. rész

1. Abrézoljuk és jellemezziik az alabbi fiiggvényt a lehetd legbovebb szamhal-
mazon:

2 4 5 2° 5 50 5. 90
LT — — : . 11 t
e (QIH —10 2=t1410 25 4w) 2¢ 5 (11 pont)

2. Mennyi a valészinlisége, hogy a haromjegyt pozitiv egészek koziil taldlomra
olyat vélasztunk, mely az 5, a 7, illetve a 11 egyikével sem oszthaté? (12 pont)

3. Matematikus bardtunk statisztikdt csindl a kiranduldson készitett 500 fény-
képérol. Azt taldlja, hogy a méretiik dtlaga 2,84 MB, s a legnagyobb méretii képe
3,65 MB-os.

a) Mennyi a méretiik szérdsdnak legkisebb értéke?

b) Legfeljebb mekkora lehet a méretiik szérdsa, ha a terjedelem 1,62 MB?

(14 pont)

4. A fixhajtdsu kerékparnal fontos a lanc feszessége. Az els6 lanckerék sugara
104 mm, fogszdma 52, a hatsé lanckerék adatai pedig 32 mm és 16 fog. (A lanckerék
sugarat gy mértiik, hogy az megegyezik egy, a lanckerékre illeszkedd lancszem ko-
zéppontjanak a lanckerék koézéppontjatdl mért tavolsdgdval.) Milyen hosszi ldncra
van sziikségiink, ha a két lanckerék kozéppontjanak tavolsdga 450 mm? Hany lanc-
szemet tartalmaz ez a ldnc? (14 pont)

II. rész

5. Milyen m € R paraméter esetén lesz hegyesszogli o megoldasa a kovetkezd
egyenletnek?
cos? a — (18 — 2m)cosa+m? +3m +3 =0 (16 pont)

6. Abrézoljuk a kovetkez6 ponthalmazt a koordinatasikon:

22

T

<0<

Mekkora a ponthalmaz teriilete? (16 pont)

7. Az ABCD négyzet alapu egyenes gila AE odalalélének P pontjédra teljesiil,
hogy AP : PE =1 : 2, valamint a C'E oldalélének R pontjara igaz, hogy CR: RE =
=1:2.

a) Milyen ardanyban osztja a B cstcson, valamint a P és R pontokon dtmend
stk a DFE élt?

2 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1
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b) Hény szdzaléka a keletkezé sikmetszet teriilete az alap négyzetlap teriileté-
nek, ha a gila magassdga az alaplap atléjanak masfélszerese? (16 pont)

8. Készitsiink ,,mérShengert”, mely az f(z) = 2'°, ahol x € [~1;1] fiiggvény
y tengely koriili megforgatdsdval jon létre. A koordindtarendszer egységeit dm-ben
mérjiik. Készitsiink deciliterenként beosztast az oldaldn. (Milyen magassdgokndl
lesznek az osztdsvonalak?) (16 pont)

9. Egy ,piramisjaték” elinditéja a méasodik hétre méar 4 embert sikeresen be-
szervezett, igy oten lettek. (Az els6 hét a tervezés ideje volt.) A szervezés olyan jol
sikeriilt, hogy a harmadik héttol kezdve minden héten a kiévetkez6 sorozat szerint
alakult az Osszes résztvevé szama: a, = 3a,_1 — 8.

a) Hanyan vettek részt az 6todik héten a jatékban?

b) Mutassuk meg, hogy az sszes résztvevok szima monoton ndévekvé sorozatot
alkot.

¢) frjuk fel explicit alakban a sorozatot.

d) Igazoljuk, hogy a sorozat utolsé szamjegyei n = 2-t&l kezdve periodikus
sorozatot alkotnak. (16 pont)

Székely Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2014/9. sz. emelt szintii gyakorlé
feladataihoz

I. rész

1. Jenci rollert szeretne vdsdrolni, ezért elindul a boltba valamennyi pénzzel, mind
hdrom fabatkds. A boltban csak egyfajta roller van, az dra 19 fabatka. A boltosnak azon-
ban csak ot fabatkdsai vannak. Hogyan tudjdk a legkevesebb pénzdarab foélhaszndldsdval
lebonyolitani az tizletet? (11 pont)

Megoldas. A haromfabatkdsok szdma legyen x, az otfabatkdsoké pedig y. Ekkor
3z — by = 19. Ebbdl z-et kifejezve kapjuk, hogy

5y + 19 29+ 1
= = 6 .
T 3 y+ 6+ 3
2y+1

Mivel x és y egész szamok, ezért is egész, vagyis 3 | 2y + 1. Ez pontosan akkor

3
teljesiil, ha y = 3k + 1.
Ha y = 3k 4+ 1, akkor
2 1 2(3k+1 1
z=y+6+ y; :3k+1+6+%:3k+7+2k+1:5k+8.

A legkisebb megoldast akkor kapjuk, ha k = 0. Ekkor = = 8, y = 1, vagyis Jenci 8 darab
hiromfabatkassal fizet és 1 darab Gtfabatkast kap visszajarénak.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1 3
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2. Hdrom szomszédos pdratlan négyzetszdm dsszege eqy csupa azonos szamjeqybdl dllo
négyjeqyi szam. Hatdarozzuk meg a négyjeqyt szdmot. (12 pont)

Megoldas. Felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:
(2a —1)* + (2a + 1) + (2a + 3)? = bbbb,
ahol a € N*, b # 0 pedig szdmjegy. A jobb oldal alakithaté:
bbbb = 1111 -b = 11-101 - b.
A bal oldalon a zardjeleket felbontva és a tagokat Gsszevonva kapjuk, hogy:
12a® +12a + 11 = 11 - 101 - b.

Mivel a jobb oldal oszthaté 11-gyel, ezért a bal oldal is: 11 | 124% + 12a + 11, amibdl
kovetkezik, hogy 11 | 12a® + 12a. Mivel (11,12) = 1, ezért innen 11 | a* 4 a kovetkezik.
Mivel a® + a = a(a + 1), ezért vagy a, vagy a + 1 a 11 tobbszordse. Azt is tudjuk, hogy
f(a) :=12a* +12a+11 értéke legfeljebb 9999, és hogy pozitiv egész a esetén f(a) szigortian
monoton né.

Vizsgéljuk meg a széba jovo eseteket. Ha a = 10, akkor f(a) = 1331. ha a = 11, akkor
f(a) értéke 1594. Ha a = 21, akkor f(a) értéke 5555, illetve ha a = 22, akkor f(a) = 6083.
Ha a = 32, akkor f(a) mér 6tjegy(i, tehdt méds megoldds nem lehetséges. Tehét a négyjegyi
szam az 5555.

3. Az ABCD négyszig AB és CD oldala merdleges eqgymdasra. Az AC szakasz felezd-
pontja E, a BD szakaszé F. Bizonyitsuk be, hogy AB° + CD’ = 4EF". (14 pont)

Megoldas. Legyen a DC és az AB egyenes metszéspontja O, és jeldlje az O pontbdl

az egyes pontokba mutaté vektorokat a megfelel kisbet(i. Tudjuk, hogy e = % és

f—Ptd \fivel EF = f — e, fay

=
2
4@2:4(f—e)2:4(b;—d—agc) =(b+d-a—c)”

Mivel bd, bc, ad és ac a merélegesség miatt 0, igy

(btd—a—-c?=(b-a’+(d-c)?+0=AB+CD%

Azt kaptuk, hogy 4ﬁ2 = EQ + @2, igy a bizonyitast befejeztiik.

4. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

$—y:7,
Va2 + Yay+ Vy? = 7. (14 pont)

Megoldés. Hasznéljuk fel, hogy a®—v® = (a— b)(GQ +ab+ 52)7 és legyen a = V/x,
b= ¥/y. Ekkor 7 = a® + ab + b* és ebbél

7=a"-b=(a-b)(a®+ab+b’) =(a—b) 7,

4 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1
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vagyis a —b = 1 ésigy a = b+ 1 kivetkezik. Ekkor a® = (b4 1)* = 0>+ 14+3b(b+1). Az elsd
egyenletbdl a® = 7+b%. A két egyenlet bal oldala megegyezik, igy a jobb oldaluk is egyenlé:

b+ 14+3b(b+1) =T7+b°,
amibdl
36°4+3—6=0, b°+b—2=(b—1)(b+2)=0.
Hab= Jy=1, akkory = 13 =1, és @ = 7+ 1 = 8, ami kielégiti az egyenletrendszert.
Hab= ¥y = —2, akkor y = (—2)® = —8 és * = 7 — 8 = —1, ami szintén j6 megoldds.

II. rész

5. Adott egy 14 cm sugard kéorlap, melybdl kivagunk eqy korcikket, amely eqy kup
paldstja. Mekkora az igy kaphato legnagyobb térfogati kiup, és milyen nagy ekkor a korcikk
kozépponti szoge? (16 pont)

Megoldas. Legyen a korcikk kézépponti szoge o (rad) (0 < a < 2m), a hozza tartozd

2 , amibdl k, = 14a.

A kip magassiga legyen m, alapkérének sugara R. Alkotdja tudjuk, hogy 14. A kip
alaplapjanak keriilete R - 27 = ko, amibdl

iv hossza pedig k.. Ekkor #

_ kU _Ta

o 2w

Felirva a Pitagorasz tételt a kiup magassiga, alkotéja és alapkorének sugara dltal
alkotott derékszdgiit hdromszogre: R* +m? = 14% = 196, amib6l

— /196 — R? = /196 — 4?:’ .

A kup térfogata:

4902 4902
R%mm x2moy[196 = =5 ™o, a?
V(ia) = 3 = 3 = 37ra 4 — Py

V(«) egy nyilt intervallumon értelmezett fiiggvény, ezért ott lehet szélséértéke, ahol
a derivaltja 0:

0="V'(a)

S )

3
Mivel ae # 0, ezért osztva :Z_W - a-val, illetve a gyokos kifejezéssel szorozva a kovetkezdt

kapjuk:
2 2
[ «
0=2(4-%) - 2.
us s
0=28r"—2a” — a® = 877 — 3.
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1 5
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Ebbél (mivel o > 0)

o B

Mivel a derivaltfiiggvényt pozitiv kifejezésekkel osztva és szorozva kaptuk a 872 — 3a2
masodfoku fiiggvényt, igy azok eldjele adott o esetén megegyezik. A mésodfoki fiiggvény

menetét figyelembe véve a derivaltfiiggvény a = 8, helyen pozitivbdl negativba valt,
igy az az eredeti fiiggvény maximumhelye. A térfogat ekkor

7% 8 §ﬂ2 7.8 \/Z
= Zm\fa-3_ = ~ 1106,0145.
%4 37r37T T 3 06,0145

2 9

6. A kosdrlabda mérkézéseken a biintetédobdsok szabdlya a kovetkezd: a biintetdt
v€gzd jatékos kétszer vagy hdromszor dobhat, minden kosdrral 1 pontot szerezhet, 0sszesen
legfoljebb 2-t. Egy kosaras p > 0 valdszinidsséggel dob be egy bintetdt.

a) Milyen p valdsziniség esetén szerez a jdatékos ugyanakkora eséllyel 1, illetve 2 pon-
tot?

b) frjuk fol tetszdleges p waldsziniiség mellett a biintetédobdsokkal szerzett pontok
vdrhatd értékét. (16 pont)

Megoldas. Jelolje az X valtozé azt, hogy a jatékos hany pontot szerez.

a) 1 pontot ugy kaphat, ha a hidrom dobdsbdl kettét kihagy, egyet bedob. Erre
nyilvén hirom lehetdsége van, tehat P(X = 1) = 3(1 — p)°p. Két pontot vagy ugy kaphat,
hogy az els6 vagy a maésodik dobést kihagyja, a tobbit bedobja, vagy pedig az els6
kettét bedobja (és ekkor tébbet nem dob). Tehat P(X = 2) = 2p*(1—p) +p° = p°(3—2p).
Ha a kettd egyenld, akkor:

3(1—p)°p =p’(3 - 2p).

Mivel p # 0, ezért oszthatunk vele, majd felbontjuk a zaréjeleket:

3(1-2p+p°) =p(3 - 2p),

0=5p>—9p+3,

b= 94+ 81 —-60 9+£+21

10 10

9=V 4417,

Ebbdl a nagyobbik gydk 1-nél nagyobb, tehat az egyetlen megoldas a p = 10

b) Felhaszndlva az a) pontban kapott értékeket:
E(X)=2-p’3—-2p) +1-3(1—p)’p+0-P(X =0) =

= 6p° —4p° + 3p — 6p” + 3p° = —p® + 3p.

7. A lakdasunk fiitését biztosité gdzkazdn elavult, sokszor javitdsra szorul, mely-
nek koltsége évente 15000 Ft. Egy 4j kazdn, amely hosszi ideig nem szorul javitdsra,
400 000 Ft-ért kaphato. Erdemes volna uj késziléket vasdrolni. Erre két lehetbségiink van.
Az egyik, hogy megtartjuk a régi késziléket, takarékoskodunk, és csak akkor vesziink jat
a jelenlegi dron (megfigyelésiink szerint minden évben kaphatd hasonld késziilék ilyen dron),
amikor dsszejon rd a pénz. A bankndl havi 10 000 Ft befizetésével egy kiilon takarékszam-
ldn gyljtyik a pénzt, amelyre éves 2% kamatot kapunk, amit havonta jévdirnak. Ebben

6 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1
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az esetben azonnal megudsdroljuk a késziiléket, amint a pénz rendelkezésre dll, de sajnos
minden megkezdett évben ki kell fizetniink a javitds koltségét.

A mdsik lehetdség, hogy folydszamlahitelbSl meguessziik o késziléket. Ennek éves
kamata 20,41%. A csalddi koltséguetésbdl a koleson torlesztésére évi 135 000 Ft-ot tudunk
szdnni.

Melyik a szdmunkra pénzigyileg kedvezdbb eset? (16 pont)

Megoldas. Ha félretessziik a pénzt, akkor n hénap utéan akkor tudjuk megvasérolni

n+1l__
a késziiléket, amikor a 400 000 < ! =1 L 10 000 egyenl8tlenség teljesiil, ahol ¢ = 2/1,02.
Az egyenlStlenség mindkét oldaldt 10 000-rel osztva, majd rendezve (¢ — 1 > 0, tehdt nem

fordul meg a reldcidsjel):

40(g—1) < ¢ -1,
40q — 39 < ¢".

Mivel g > 1, ezért az = — log, z fliggvény szigorian monoton novekeds. Azaz
log,(40q — 39) < n +1,

In(40g —39) 1<n,
Ingq
37,766 < n,

vagyis 38 havi befizetésre van sziikség, ami Gsszesen 380 000 Ft, a régi késziilék karban-
tartasi koltségével egyiitt legfeljebb 440 000 F't.

Ha kolcsont vesziink fel, akkor évente 135 000 Ft-ot fizetiink be. Ha a 400 000 Ft-ot
k év alatt kifizetjiik, akkor a kovetkezd egyenlStlenség teljesiil:

1,2041% —1

400 000 - 1,2041% < 135 000 -
’ = 0,2041

Osztva 1000-rel és rendezve:
400 - 1,2041% < 661,4405 - (1,2041" — 1),
661,4405 < 261,4405 - 1,2041",
2,529985 < 1,2041",

In 2,529985
In1,2041 7

4,9976 < k.

Tehat 5 évig kell fizetni a kolcsont, ami 6sszesen 5 - 135 000 = 675 000 F't, ami jéval
tobb a 440 000-nél.

8. A mellékelt dbra egy vas kerités négy ismétléds elemét mutatja oldalnézetbdl.
A hosszi elemek mérete 30 cm és 4 cm, az Sket egymdshoz kapcsold négyzetek oldala
8 cm. Az ives elemeket kapcsold négyzetek oldala 4 cm, a mellettik megtaldalhato négyzet
oldala 2 cm. Az ives elemek merdlegesen csatlakoznak a 4 cm oldalu négyzethez és két koriv

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1 7
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[ —F { 1 —=F ] hatdrolja dket, melyek kozéppontja a négy-
zet csatlakozo oldalélének meghosszabbitd-
san wvan. A kisebb kor sugara 12 cm,

E E E a hozzd tartozo w a 4 cm-es négyzet csi-
i i i csdndl indul és 60°-0s kozépponti szégi.

A nagyobb sugarid kériv a négyzet oldald-

Ll R AL e A nak kozéppontjindl kezdédik. A kerités tel-
[ ] Vi L VZa i [ ] jes vasszerkezete 2 cm vastagsdgi, fiiggdle-
gesen négy, vizszintesen huszonnégy ismét-

E E E 16dé elembdl dll.

i i i a) Szdmitsuk ki az ives elemet létre-
hozo nagyobb sugari kor sugardt és a hozzd
tartozo 1w kdzépponti szogét.

] i A i 1 St ) i ]
—TF { | —TF b) Szdmitsuk ki az tves elemek oldal

nézetbdl lathato teriletét.
¢) Hdny kg vasra volt sziikség a keritéshez? (A wvas stirisége 7,86 %) (16 pont)
Megoldas. Hasznéljuk az dbra jelo-
léseit. Tudjuk, hogy r1 =12, AB = BD =
= 2. Mivel FO1M = 60°, ezért m = 6v/3 és
MO; = 6. Ez utébbibdl

DM:AOl—AD—M01:T1—4—6:2

kovetkezik.
a) Tudjuk, hogy

ro = BOy = BD + DM + MO, + 0102 =
=2+2+6+0102,

amibdl 0105 = ry — 10. frjuk fel a Pita-
gorasz-tételt az F'M Oy haromszogre:

(6v3) + (6 + 0102)* = 13,
3634 (ro —4)° =r3,
124 = 8rs, ro = 15,5 cm.
Ebbél pedig (felhasznalva, hogy S hegyesszog)

. . 63
3 = arcsin ™ _ arcsin V3 ~~ 42,10°.
T2 ,5
b) Az Op kézépponti, r1 sugart, 60°-os koézépponti szogii korcikk teriiletét t1-gyel,
az Oz kozépponti, re sugaru és 8 kozépponti szogii korcikk teriiletét pedig to vel jelolve
egy ives elem tertilete:

T =[t1 —trmo,n] — [t2 — trmo,n] =
60 ..o 6v3-6 42,10 2 6v3(15,5 —4) 2
- |22 19227 — _ .1 - 7| ~1571 .
360 <" 2 ] { 360 00T 2 5,71 em
8 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1
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¢) Egy hosszt elem és a hozzd csatlakozé két ives elem és négy négyzet teriilete egyiitt
2-(15,714+2-244-4) +30-4 = 191,42 cm®. Mivel ebbdl 6sszesen 24 - (4+1)+4-(24+1) =
= 220 darab van, ez egyiitt 220 - 191,42 = 42 1124 cm”.

A hosszi elemeket 6sszekapcsol négyzetek Osszes teriilete
(44+1)(24+1)-8-8=28000 cm®,

a kerités teljes teriilete oldalnézetbdl 42 112,4 + 8 000 = 50 112,4 cm?.
A kerités térfogata tehdt 2 - 50 1124 = 100 224, 8 cm®.

Mivel a vas siirtisége 7,86 —=

prowe: igy a kerités vasszerkezetének tomege

100 224,8 - 7,86 = 787 766,928 g ~ 787,77 kg.

9. Egy tdrsasjdték szabdlyos tizszdg alakid tdb-
ldjat a kovetkezd mddon szeretnénk kiszinezni: 6t
szin (piros, kék, z6ld, sdrga, narancs) mindegyikét
kétszer felhaszndlva a tiz cikket gy szinezzik ki, sérga kék
hogy mindegyik szinpdr pontosan egy esetben legyen
egymdssal szomszédos cikk szine. Az abran egy jo
szinezés ldthatd. (A tdbla diszitett, ezért az elfor-
gatdsokkal és tikrozésekkel kapott szinezések kilon- narancs sarga
boznek egymdstdl.)

piros

kék zold

a) Ha ot szomszédos cikket mdr kiszineztink ot z6ld ) narancs
kiilénboz6 szinnel, akkor a tobbit — szintén minden piros
szint egyszer felhaszndlva — hdnyféleképpen szinez-
hetjiik ki?
b) Adjunk példdt olyan szinezésre, ahol nincs egymds mellett 6t kilonbézd szint cikk.
(16 pont)

Megoldas. A szineket az egyszeriiség kedvéért jeloljiikk az 1-t6l 5-ig terjedd egész
szamokkal. Egy cikket kitiintetve, majd az éramutaté jarasat kovetve irjuk le a szinezést.
Az dbrdn lathaté szinezés pl. (1234513524).

a) A szinezés a kovetkezé: (12345xxxxx). Az 1-es mellé 3, 4 vagy 5 keriilhet.

L eset: a 3-as keriil oda, ekkor a szinezés igy alakul: (12345xxxx3). A 3 mellett csak
5 allhat, az 5 mellett pedig 1 vagy 2. A méasik 5 mellett is 1 vagy 2 dllhat, az utolsé szabad
helyen pedig 4. Vagyis két ilyen szinezés van: (1234524153) vagy (1234514253).

II. eset: a 4-es keriil oda. A 4 mellé csak 2 keriilhet, a 2 mellé csak 5. Az 5 mellé 1
vagy 3. A masik 4 mellé 5 keriil, a maradék helyre pedig 3 vagy 1. A két lehetdség, amit
kaptunk: (1234531524) vagy (1234513524).

III. eset: az 5 keriil oda, mellé a 2 vagy a 3 mehet. Ha 2, akkor ezt az esetet kapjuk:
(1234524135). Ha 3, akkor ezt: (1234531425).

Ez 6sszesen 6 lehetOség.

b) Az a) részben hasznalt jeloléssel egy megfeleld szinezés: (1231534524).

Ratké Eva, Schmieder Laszlé
Budapest

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1 9
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C gyakorlat megoldasa
C. 1226. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet az egész szamparok halmazan:
22 — 3y% 4+ 2zy — 22 — 10y + 20 = 0.

I. megoldas. Probéljuk meg a bal oldalt teljes négyzetek Osszegeként vagy
kiilonbségeként felirni. Mivel szerepel benne 2xy és —2x, nézziik meg, mi marad,
ha az (x +y — 1)2 kifejezést beirjuk:

22 =3y 4+ 22y — 20— 10y +20= (z+y—1)° — 4> — 8y + 19 =
=(@+y—1)7—(2y+2)°+23.
Tehat az egyenlet igy alakul:
(z+y—1)°—(2y+2)° = —23,
(x4+y—14+2y+2)(z+y—1-—2y—2)=-23,
(x+3y+1)(x —y—3)=—23.
A —23 kétféleképpen &ll el két egész szam szorzataként: —23 = (—1)-23 =
=1-(-23).

I eset: x+3y+1=—-1, x —y—3=23. Az els6bél a masodikat kivonva:
4y +4 = —24, amibdl y = —7, és innen =z = 19.

Il eset: x+3y+1=1, 2 —y—3=—23. Ebbol 4y + 4 = 24, amibo6l y =5 és
x = —15 kovetkezik.

Il eset: t+3y+1=23, x —y—3 = —1. Innen 4y +4 = 24, amib6l y = 5 és
x = 7 kovetkezik.

IV. eset: v +3y+1=—-23,z—y—3 =1, ahonnan dy+4 = —24, ésigy y = —7
és x = —3 kovetkezik.

Ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, igy a négy megoldds: (z1;y1) = (19; -7),
(2;92) = (=15;5), (x33y3) = (7;5), (za3y4) = (=3; =7).

Porupsdnszki Istvdn (Miskole, Foldes ferenc Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. frjuk fel a masodfoku egyenlet megolddképletét x-re:

0=2%—3y? + 2zy — 22 — 10y + 20 = 2% + 2(y — 1)z — 3y — 10y + 20,

~2(y 1) £ /4y — 1)* — 4( — 3y> — 10y + 20)
T1;2 = =
2
= —y4+1+12—2y+1+3y2+ 10y — 20 = —y + 1 + /4y + 8y — 19.
10 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1
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Az y egész szém, ezért & akkor egész, ha a gyok alatt négyzetszam all: 4y> + 8y —
—19 =n?, ahol n € Z*. Ezt tovabb alakitva: (2y + 2)° — 23 = n?, azaz (2y + 2)° —
—n? = 23. Mivel 2y + 2 és n is egész, két olyan négyzetszamot keresiink, melyek
kiilonbsége 23. A négyzetszamok sorozata az elsd 13 elemig felirva:

0; 1; 4; 9; 16; 25; 36; 49; 64; 81; 100; 121; 144.

A kiilonbség ezutdn csak né, ezért az egyetlen megoldds (a nem szomszédos elemeket
is végignézve) a 144 — 121 = 23. Tehét (2y + 2)2 = 121423 = 144, amibdl 2y + 2 =

= +12.
I eset: 2y+2=12,ebbSly =5ésx1.0 = —5+14+v4-25+8-5— 19 =4+11,
x1 =7 és x9g = —15.

II. eset: 2y +2=—12, ebb8l y = —T7 és w34 =T+ 1+£+/4-49-8.7—-19=
=8+11, z3 =19 és x4 = —3.

Az egyenlet megolddsai: (7;5), (—15;5), (19; =7), (—=3; 7).
Telek Mdté Laszlé (Salgdtarjan, Tancsics Mihdly Kozg. és Ker. Szki., 12. évf.)

87 dolgozat érkezett. 5 pontos 68 versenyzdé. 4 pontos 5, 3 pontos 4, 2 pontos 4,
1 pontos 2, 0 pontos 2 dolgozat. Nem versenyszerii 2 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4558. Az egységnyi alapéli, ABCD négyzet alapi szabdlyos gila csicsa E.
Az AB alapél P, tovdbbd az EC oldalél Q pontjdra teljesil, hogy PQ merdleges
AB-re is és EC-re is. Tudjuk tovdbbd, hogy AP : PB =6 :1. Mekkordk az oldal-
élek?
(5 pont)

I. megoldas. Legyen O az ABCD
négyzet kozéppontja, R a DC szakasz
C-hez legkozelebbi hetedel6pontja, S pedig
a @ pont meréleges vetiilete az ABCD si-
kon.

A gula szabalyossagdabdl kovetkezden
a C'E egyenes merdleges vetiilete az ABCD
stkon a CO egyenes, ezért S rajta van a CO
egyenesen. Mivel AP: PB=6:1, a PR
egyenes parhuzamos BC-vel, vagyis meréle-
ges AB-re. PQ is merdleges AB-re, ezért AB
mer6leges a PQR sikra. Tehdt az AB-re me-
roleges QS egyenes benne van a PQR sik-
ban, vagyis S illeszkedik a PR egyenesre.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1 11
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A CRS hiromszog derékszogii és egyenlészari, ezért RS = 1/7 és CS = CRV2 =
= g A QSC és EOC haromszogek hasonléak, mert megfelelé oldalaik parhuza-
mosak. A hasonldésag aranya C'S : CO = \/75 : \/75 = 2:7. Ha tehat CQ = y, akkor

_ Ty
CE= .
A QSC és QSP derékszogli haromszogekben Pitagorasz tétele szerint
2
S2=0Q*-08*=y* - =
Q Q TS
2 6Y 34
P2 — 2 P2 — 2 4 e — 2 =
Q QS+ S <y 19 + - Yo+ 19

Végill a PQC és PBC derékszogii haromszogek kozos PC atfogdjanak négyzetét
szintén Pitagorasz tétele szerint felirva kapjuk, hogy

4 1
PC? =CQ?+ QP? = BC? + BP?, azaz v*>+ <y2 + ?19) =1+ e

Ezt az egyenletet rendezve 2y? = g, azaz y = ‘/7§ adédik.

Tehat a gula oldaléleinek hossza CE = 72—y =2

Nagy Gergely (Gyér, Révai M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Vegyiink fel egy tér-
beli derékszogli koordinatarendszert ugy,
hogy az ABCD négyzet B csicsa le-
gyen az origd, A és C pedig az =z, il-
letve y tengely pozitiv felén legyen. Ek-
kor A(1,0,0) és C(0,1,0), a gila szabédlyos-
saga miatt pedig F(1/2,1/2,e) ahol |e| # 0
az E csics ABCD laptdl valé tavolsaga. Az
AP : PB =6:1 ardny miatt P(1/7,0,0).

Legyen CQ :CE = \. Ekkor a sza-
kaszt adott ardnyban oszté pont koordina-
téira vonatkozé képlet alapjan kapjuk, hogy
Q(%, 1-— %,e/\). A PQ szakasz és az x ten-
gely mer6legessége miatt P és @ els§ koordindtdja megegyezik, azaz 1/7 = \/2,
vagyis A = 2/7. Teh4t Q(%, g, 27€> Ezért

1@(06 26) & c*_é(;le)

rad 2

x

A feltétel szerint e két vektor merSleges egymaésra, ezért skalaris szorzatuk 0. Ezt
felirva kapjuk, hogy

1 6 1 2e 9 3
0~2+7~<—2>+7~60, azaz € =3

12 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1
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A CF szakasz hossza két pont tavolsagképlete alapjan

1\ 1) 1 1 3
= — —— 2 — — — - =
CE \/(2>+( 2>+e 1t3t5 V2.

Tehat a gula oldalélei V2 hosszusaguiak.

Leitereg Miklds (Budapest, Veres P. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

99 dolgozat érkezett. 5 pontos 72, 4 pontos 9, 3 pontos 5, 2 pontos 9, 1 pontos 3,
0 pontos 1 dolgozat.

B. 4582. Jelslje d(n) az n pozitiv egész szdm pozitiv osztdinak a szdmdt.
Hatdrozzuk meg azokat az n szamokat, amelyekre

d(n®) =5-d(n).
(3 pont) Javasolta: Di Giovanni Mdrk (Gy6r, Révai Miklés Gimnazium)

Megoldas. Az n =1 nem megoldasa az egyenletnek, ezért n > 2. Legyen

n primtényezds felbontdsa n = pi'p5? ... pe*, ahol k > 1, p1,pa,...,pr kiilonbozo

primszamok, és a1, as, ..., ar pozitiv egészek. Ezekkel a jelolésekkel
dn) = (a1 +1)(az+1)...(ar + 1),
d(n®) = (a1 +1)(3az + 1) ... (3ay + 1).
A 3a; + 1 alulrdl becsiilhetd:
3a; +1=2a;+a;+1>2a;+2=2(a; +1).

Ezt felhasznélva

5.dn)=5-(a1+1)(az+1)...(ax +1) =(3a1 +1)(Baz +1)...(Bar + 1) >

> 2(ap +1)2(az +1)...2(ay + 1) = 2F - d(n),
5-d(n) > 2% -d(n),

ahol k pozitiv egész. Ebbol mér lathatd, hogy csak k = 1 és k = 2 lehetséges.
Ha k =1, akkor

5(&1 + 1) =3a; +1, a, = —2,

nem kapunk megoldést.

Legyen végezetiil k = 2. Ekkor kapjuk, hogy
5(a1 + 1)(az + 1) = (3a1 + 1)(3az + 1),
5 =4dai1as — 2a1 — 2a9 + 1,
5=(2a; — 1)(2a2 — 1).

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1 13
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Az 5 csak egyféleképpen bonthatd pozitiv egészek szorzatava. Latjuk, hogy aq és asg
koziil az egyik 1, a masik 3. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a; = 3 és ag = 1.
Tehét n = p® - ¢, ahol p és q kiilénb6z6 primek.
Az ilyen alaku szdmok valéban megoldasok, mert d(n) = d(p3q) =4-2=8¢6s
d(n3) = d(p9q3) =10-4 = 40.
Kacz Daniel (Bonyhdd, Petéfi S. Evangélikus Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

159 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 106, 2 pontot 21 versenyzd. 1 pontos 22,
0 pontos 9 dolgozat. Nem értékeltiik 1 tanulé dolgozatét.

B. 4591. Legyen « irraciondlis szdm. Minden q pozitiv egészre legyen
Ny(a) = min{’a — g‘ i pE Z}, vagyis a legkézelebbi olyan torttdl vald tdvolsdg,
amely felirhatd q nevezdvel (nem feltétlendil redukdlt alakban). Mutassuk meg, hogy
létezik olyan k, amelyre

(6 pont) Javasolta: Maga Péter (Budapest)
Megoldas. Legyen ||8]| = min {|3 —n|: n € Z}. Elészér igazoljuk azt a jol
ismert &llitdst, hogy tetszéleges 3, v valds szamokra fennall a ||5 + | < |8l + ||7]]

egyenl6tlenség. Definicié szerint léteznek olyan b és ¢ egész szamok, melyekre 8 —b =
= £ |Bll és v —c==£[v]. Igy

1B+ <IB+y =@+ <IB=b[+y—cl =B8]+

Az imént bevezetett jeloléssel

() = min {

1
a—p‘:peZ}:min{|qa—p|:p€Z}:|an.
q q q

Vizsgaljuk most

1290l [[(2¢ + 1)c||

N N- =
20(0) + Nagia (@) = 10 4 S

értékét. El6szor megmutatjuk, hogy a ||2qa]| > [|af|/2 és a ||(2¢ + De| = [al|/2
egyenlétlenségek koziil legaldbb az egyik teljesiil. Ha ugyanis ||2ga| < ||« /2, akkor

1(2¢ + Daf| = [2g0 + all > [la]l = [12ga]l > o]l - [lall/2 = [lal/2-

Tehat az allitas valéban teljesil.

Ekkor viszont az Ny,(a) > IIO;'L/Q és az N2q+1(a) > ”;H_/l egyenlotlensegek
kozil is legaldbb az egyik teljesiil, és mivel No4(ar) és Ng(fﬂ is nemnegativ,

valamint max(2q, 2q + 1) < 3¢, azért Nag(a) + Nagt1(

14 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1
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Ezt az egyenlotlenséget ¢ = 1,2, .. ., L%J -re felirva és Osszeadva a kovetkezd
becslést kapjuk:

ZNq(a) > § M

1 q

= 00, igy elegendGen nagy k-ra

> Ny(a) > Iedl 4
q=1 q=1 q
teljestil.

Fekete Panna (Pécs, Leéwey Klara Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

8 dolgozat érkezett. 6 pontos Agoston Péter, Fekete Panna, Maga Baldzs, Williams

Kada. 5 pontos Kisz Agnes, Moécsy Miklés. 4 pontos 1 versenyz6. 0 pontos 1 versenyzé.

B. 4595. Jelolje d(n) az n pozitiv egész szdm pozitiv osztdinak a szdmdt.
Oldjuk meg a
d(n?’) =n
egyenletet.
(5 pont) Javasolta: Di Giovanni Mdrk (Gy6r)
Megoldés. Az n = 1 nyilvan megoldds, mivel d(1%) = d(1) = 1.
n # 1 esetén legyen n primtényezds felbontasa n = pi* p3? ... py*, ahol minden
a; >0 és p1 < ps <...<pr primek. Az oszték szdmadra vonatkozd ismert Ossze-
fliggés alapjan
3
d(n®) =d((pyps> ... pp*)") = Bon +1)(Baz +1) ... (3ay +1).
A feladatban szerepld egyenlet igy a kovetkez6 formaban irhaté fel:

(31 + 1)(3ag +1)... Bak + 1) = piipg? ... po*.

A bal oldal minden zardéjelében 3-mal osztva 1 maradékot adé szdm all, igy a szorzat
is 1 maradékot ad 3-mal osztva. Ezek szerint a primek kézott nem szerepelhet a 3.
Az egyenletet tortes alakban atirhatjuk:

3a1 +1 3ag+1 3ak+1_

=z Sz e Tm 1.

(1)
Mivel a bal oldali (pozitiv) tényezk szorzata 1, a tényezék kozott van olyan, amely
legalabb 1, vagyis van olyan j, amelyre

3aj +1

o

Dbj

1<
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ElSszor vizsgdljuk meg a p; # 2 esetet. Ekkor (mivel p; # 3), 5 < p;, tehat

1< 3%;_1 < 3aj+1.
p] J 50lj
3a;+1 W . c 1 s .
aj = lre az 1 < —a;— egyenlStlenség nem teljesiil, igy semmilyen 1 < aj-re sem
teljesiil, mivel a 3%2'1 sorozat szigorian monoton cstkken, hiszen
3a+1  3a+4
5o 5a+1 ?
5(B8a+1) > 3a+4,
12a+1> 0.
i+1 . s
Ezzel belattuk, hogy p; # 2 esetén 1 < 30%2— nem teljesiilhet. Kovetkezésképpen
P

i
n primtényezds felbontdsaban szerepel a 2, melynek aq kitevGjére

3@1 + 1
Az egyenlétlenség oy = 1,2, 3-ra teljesiil, a; = 4-re viszont nem. fgy, mivel a 3311
sorozat pozitiv a esetén szigortian monoton csokken (ez a fenti, 3§a+1 sorozatnal

latott médon beldthatd), a; > 4-re sem igaz. Ezzel beldttuk, hogy

2 2

n=2-p3...p¢% vagy n=2%p3>...pi* vagy n=2% p32...ppr.

a)n=2-py*...pp* esetén

n=d(n*)=4-(3as+1)...(3ar + 1),

ahonnan n oszthaté 4-gyel. Ezek szerint ez az eset nem lehetséges, mert az n
primtényezés felbontasaban a 2 csak elsé hatvanyon szerepel.

b) n=22-p5%...p2* esetén
n=d(n*) =7 (3as+1)...(3ay +1),

igy n primtényzds felbontasdban szerepel a 7. Ha els6 hatvanyon szerepel, és tobb
primosztéja nincs n-nek, akkor n = 2%.7 = 28, melyre d(n3) =3-2+1)(3-1+1) =
= 28, tehat ez megoldas. Ha az n primtényezos felbontasaban a 7 az 1-nél nagyobb
hatvényon szerepelne, vagy més primoszt6i is lennének n-nek, akkor az (1) egyen-
16ség nem teljesiilhetne, hiszen a bal oldalon all6 kifejezést biztosan csokkentenénk,
igy kisebb lenne 1-nél (ha a 7 nagyobb hatvinyon szerepelne, akkor azért, mert
_ 3a+l1 . ’ . . , , 4
a pi(a) = p sorozat szigorian monoton csékken, ha pedig n primtényezés fel-

K3 .
bontasaban méas primek is szerepelnének, akkor azért, mert % < 1,hap; #2).

fgy ebben az esetben n = 28 az egyetlen megoldés. ‘
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O

¢)n=2%p3?. . .p}* esetén

n=dn?) =10-(3ag +1)...(3ag + 1),

tehat az n primtényzds felbontdsaban szerepel az 5. Az n = 23 - 5 = 40 megoldésa
a feladatnak, mas megoldds pedig ebben az esetben sincs (ugyanigy csak csokken-
teni tudnénk (1)-ben a bal oldal értékét, ahogyan az el6z8 részben).

Ezzel belattuk, hogy a feladat megoldasai n = 1, n = 28 és n = 40.

Schwarcz Tamds (Budapest, Berzsenyi Daniel Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

79 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 35, 4 pontot 18 versenyz6. 3 pontos 4, 2 pontos 3,
1 pontos 12, 0 pontos 7 dolgozat.

B. 4600. Szét lehet-e osztani az elsé n primszamot két részre ugy, hogy azok-
ban a tagok dsszege megegyezzen, ha

a) n = 2013%014;
b) n = 201420132
(6 pont)

I. megoldas. a) Jeldlje az elsé n primszamot p; < p2 < ... < pp.

Megadunk egy algoritmust, amellyel két részre lehet Gket osztani tgy, hogy
a két részben a tagok Gsszege megegyezzen, ha n = 20132014,

El6szor p,-et betessziik az elsé részbe, utdna p,_i1-et a mésodik részbe.
Ezutdn minden 1épésben a még be nem osztott primszamok koziil a legnagyob-
bat oda tessziik, ahol a tagok sszege kisebb (ha éppen egyenl6 a két osszeg, akkor
tetszés szerint vdlasztunk). Vagyis a k-adik 1épés utdn a py,pp—1,. .., Pn—k+1 Dri-
mek lesznek szétosztva két részre.

Megmutatjuk, hogy a két részben a tagok Gsszege legfeljebb p,,_t1-gyel, vagyis
az utoljara beosztott primmel térhet el. Ezt k szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk,
k = 1l-re az allitas nyilvanvaldan teljestil.

Tegyiik fel, hogy az allitdast mar igazoltuk k-ra, megmutatjuk, hogy k + 1-re
is igaz. Az indukcids feltevés szerint a ppn,pn—1,...,Pn—k+1 primeket két részre
lehet osztani 1gy, hogy a két részben a tagok Osszege legfeljebb p,,_rt1-gyel tér
el. Ha a soron kovetkez6 p,,_x prim beosztasa utan abban a részben lesz nagyobb
a tagok Osszege, ahova keriil, akkor legfeljebb p,,_i-val lehet nagyobb, mint a masik
részben, hiszen eddig a mésik részben nagyobb (vagy éppen ugyanannyi) volt a ta-
gok Osszege. Ha pedig tovabbra is a masik részben marad nagyobb az 6sszeg, akkor
az eltérés az indukcios feltevést is hasznalva legfeljebb p,, g1 — pn—k. Ez viszont
Csebisev tétele szerint valéban legfeljebb p,_j, hiszen ellenkez6 esetben a p,_g
szam és annak kétszerese k6zé nem esne prim.

Ezzel belattuk, hogy tetszdleges 1 < k < n esetén a k-adik 1épés utan a két
részben a tagok Gsszege legfeljebb p,_+1-gyel, vagyis az utoljara beosztott primmel
térhet el. Ez egyben azt is jelenti, hogy az utolsé prim, vagyis a 2 hozzdadédsa utan
a két rész kiilonbsége legfeljebb 2 lesz. A kiilonbség nem lehet 1, hiszen n = 20132°
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esetén az elsé n primszam Osszege paros, igy a két részben a szamok Osszegének
ugyanaz a paritdsa. Ha a kiilonbség 0, akkor készen vagyunk, talaltunk egy jo
beosztéast.

Most tegyiik fel, hogy a kiilénbség 2. Ekkor a 2 hozzdadasa el6tt a két részben
az Osszeg éppen egyenld, ezt a kozos értéket jelolje S. A szimmetria miatt feltehetd,
hogy a 3 az els6 részbe keriilt. Ekkor az 5 nem keriilhetett az els6 részbe, ugyanis
ekkor a 7 beosztasa utan a két részben S — 8, illetve S lett volna a primek Gsszege,
és igy 7-nél nagyobb lett volna a kiilonbség. Tehat az 5 a masodik részbe keriilt.

Elbszor tegyiik fel, hogy a 7 az els6 részbe kertilt. A 11 nem keriilhetett az elsd
részbe, mert akkor a 13 beosztdsa utdni kiilonbség (S —5) — (S —-3-7—-11) =
= 16 > 13 lett volna, igy a 11 a masodik részbe keriilt. Ha a 11-et attessziik az els6
részbe, a 3-at és a 7-et pedig a masodikba, akkor az els6ben S + 1, a masodikban
S — 1 lesz az Osszeg, igy a 2-t a masodikba téve egyenl6 Osszegeket kapunk.

Végiil tegyiik fel, hogy a 7 a méasodik részbe keriilt. Az el6z6ekhez hasonléan
lathato, hogy a 11 csak az els6 részbe keriilhetett. Ekkor viszont a 11-et attéve
a masodik részbe, az 5-6t és a T-et pedig az elsObe, a két kialakuld Gsszeg megint
S+1és S —1, vagyis a 2-t a masodik részbe téve ismét egyenlo tsszegeket kapunk.

Ezzel megmutattuk, hogy n = 20132°' esetén a kivant szétosztds megvaldsit-
haté.

b) A 2014%%13 sz3m péros, igy az elsé 2014213 primszam Osszege pératlan,
hiszen egy darab pdros szdm (2) és pdratlan sok pdratlan szdm Osszege. Ebbél
azonnal kovetkezik, hogy nem lehet két részre osztani az els6 201423 primszamot
gy, hogy azokban a tagok Gsszege megegyezzen.

Lagké Kdalmdn (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn. és Alt. Isk., 9. évf.)

II. megolddas az a) részre. Az I. megolddsban ismertetett algoritmust hasz-
néalva a kovetkezoképpen is okoskodhatunk. Legyen az n — 5-6dik 1épés utan ka-
pott két osszeg A és B, melyek eltérése az el6zoek szerint legfeljebb pg = 13.
Legyen A < B. Mivel n = 2013294 csetén A + B péros (péros sok pératlan prim
Osszege), ezért B — A lehetséges értékei: 0,2,4, 6,8, 10, 12. Elég megmutatni, hogy
a 2,3,5,7,11 primeket mindegyik esetben szét lehet gy osztani két részre, hogy
a két rész kiilonbsége éppen B — A legyen. Ehhez a 12-nél nem nagyobb péaros
nemnegativ egészeket kell felirnunk az elsé 5 primszam elGjeles Osszegeként, ami
mindegyik esetben megtehetd:

0=2-3+5+7-11, 2=-2+43+5+7—-11, 4=-2-3+5-T7+11,
6=24+3+54+7-11, 8=-2-3-5+7+11,

100=-24+3+5-74+11, 12=2-3-5+7+11.

Méesy Miklés (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
57 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Agoston Péter, Cserndk Tamas, Kisz Agnes,

Lajké Kalmén, Maga Baldzs, Mécsy Miklds, Nagy-Gyorgy Pél, Szabé Barnabas, Williams
Kada. 5 pontos 4, 4 pontos 1, 3 pontos 1, 1 pontos 41, 0 pontos 1 dolgozat.
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B. 4602. FEgy hurtrapéz dtloi merdlegesek egymdsra. Bizonyitsuk be, hogy
a trapéz koré irhato kor kozéppontjanak az egyik alaptol mért tdvolsdiga egyenld
az dtlok metszéspontjanak a masik alaptol mért tdvolsigaval.

(3 pont)

I. megoldas. Az 1. dbra jeloléseit hasznilva, legyenek E és F az alapok
felez6pontjai, P és @ az atlok felezépontjai; P és @) egyenld tavolsdgra vannak
az alapoktol, igy rajta vannak a trapéz kézépvonalan.

A trapéz atloi a koriilirt kor hurjai, ezért felez6 merdlegesiik atmegy a kor
K kozéppontjan. PM = QM , ezért és a derékszogek miatt a PKQM négyszog
négyzet.

Legyen a PQ szakasz felez6pontja L. Mivel L illeszkedik a trapéz kozépvona-
lara, LE = LF. Az L pont a PKQM négyzet kozéppontja, igy LM = LK, vagyis
ME=LE—-LM =LF — LK = KF,

és ezt kellett bizonyitanunk.

Kosztoldnyi Kata (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn., 9. évf.)
megoldasa alapjan

c

1. dbra 2. dbra

II. megoldds. A 2. dbra jeloléseit haszndlva AEO< = DFO< =90° és
AOE< =180° — 90° — DOF< = 90° — DOF<, ezért az AEO és OF D haromszo-
gek egybevagok (szogeik paronként egyenlék és AO = OD = r). Ebb6l kovetkezik,
hogy EO = DF.

Az atlék derékszoget zarnak be, és E'F szimmetria tengely, ezért a DCM
derékszogli haromszoget az F'M oldalfelezé merdleges két egyenld széru derékszogii
haromszogre bontja. Ebbél pedig mar kovetkezik, hogy FFM = DF = EO.

Nagy-Gyorgy Zoltdn (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

139 dolgozat érkezett. 3 pontos 50, 2 pontos 50, 1 pontos 17, 0 pontos 18 dolgozat.
Nem versenyszerii 4 dolgozat.
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B. 4603. Egy egyenes korkup felszine A, térfogata V. Igazoljuk, hogy
A3 > T2m - V2.

(4 pont)

Megoldas. Legyen a kup alaplapjanak sugara r, a magassiaga m, az alkotéja
pedig a. A kip felszin-, illetve térfogatképlete:

T27Tm

A=r’r+rra=rr(r+a), V= 3

Ezeket behelyettesitve az igazolandé egyenlotlenségbe:

72mrimim?
e (r +a)® > %
A lehetséges egyszeriisitések utan pedig:
(r +a)3 > 8r-m?2.

Pitagorasz tétele alapjan tudjuk, hogy m? = a? —r% = (a+7)(a—r). Ezt befrva
egyszerlisithetiink a pozitiv (a + r)-rel is:

(r+a)® > 8r(a—r).
Rendezés utan
a? 4 2ar + % > 8ar — 82, a2—6ar—|—97“2:(a—3r)220.

Teljes négyzetet kaptunk, az dtalakitdsaink ekvivalensek voltak, igy az eredeti
egyenl6tlenség igaz. Egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha

a = 3r, m=rvV8=2V2r.

Németh Baldzs (Jaszberény, Lehel Vezér Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

125 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 101, 3 pontot 4 versenyzo. 2 pontos 11, 1 pontot
kapott 5, nem versenyszerl 3, nem értékeltiik 1 tanulé dolgozatat.

B. 4604. Oldjuk meg az
S
T \2e-1) T

(5 pont) Javasolta: Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

egyenletet.

I. megoldas. A nevezOben nem lehet nulla, igy x # % A egyenlet bal oldalan
két kob Osszege szerepel, amelynek a felirasahoz az 6sszeg kobét hasznaljuk majd

fel. Ennek érdekében irjuk fel el6szor a bal oldalon szerepld x és ﬁ Osszegének
kobét. Egyrészt
z V (2 — Dz +2z\ 222\’
T + = - = ,
20 — 1 20 — 1 20 — 1
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masrészt a kobos azonossag alapjan, az egyenletet felhasznalva

3 3 2
x 3 x 5 T x B
<x+2x—1> I+(2x—1> i 2$—1+3x(2x—1>
S Y (LR -
64 20—1 (2z-1)%)

243 (2z — )2 + 23 243 27
=— 43| ——— | =7 +3| ——= |-
64 (22 —1) 64 (22 —1)

A kétféle felirds egybevetésével

222 3_@” 22"
20 —1) 64 (22 —-1)* )

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 64-gyel, majd ezutdn vezessiik be az y

e o 8x2 .
Uj ismeretlent az 5-— helyett:
272 3 224
64 =243 4+3-64 | ———— 3 6y? —243 =0.
<2x—1) 3+ ((2x—1)2)’ y 3

Ha az egyenletnek van raciondlis gyoke, amely y = § alakban all el6, akkor
p|ag = —243 és q | az = 1, tehét a raciondlis gyok egész. Mivel 243 = 3°, legfeljebb
0t prébalkozas utan lathaté, hogy ennek az egyenletnek y = 9 megoldédsa, mert

93 — 6-81 — 243 = 729 — 486 — 243 = 0.

A megtalalt gyok ismeretében alakitsuk szorzattd az egyenletet:

(y—9)(y* + 3y +27) =0.

A mésodik tényez6 nem lehet nulla, mert az y* + 3y + 27 = 0 egyenlet diszk-
riminansa negativ. Tehat y-ra egyediili megoldas az y = 9. Visszahelyettesitve

82

2
=0 8 —18r+9=0

Ennek az egyenlet a gyokei megolddképlettel méar szamolhatok:

3, 3
T =- és Io9=—,

2

amelyek — mint arrdl behelyettesitéssel meggy6zédhetiink — valéban megoldasai is
az egyenletnek.

Geng Mdté (Budapest, Németh Laszl6 Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan
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I1. megoldas. Legyen y = ﬁ Ezt atrendezve
T =2zy —y, vy =2 +y.

Latjuk, hogy amennyiben = + y = a, Ggy 2zy = a. Ezzel az 14j jeloléssel az eredeti
egyenlet bal oldala

oy’ = (2 +y) (2 — 2y +37) = aa® - 3ay) :a<a2—2a>.

Behelyettesitve, 64-gyel szorozva és rendezve a
64a® — 96a® — 243 = 0

alaku egész egyiitthatés harmadfoku egyenletet kapjuk. Az els6 megolddsnal mar
megismert eljaras szerint, ha az egyenletnek van raciondlis gyoke, akkor annak
szamlaldja a 243-nak, nevezdje pedig a 64-nek osztdja. Ebbdl néhany prébalkozassal
lathatd, hogy a = % megolddsa az egyenletnek, kiemelhet6 a (4da — 9) tényezé az
egyenletbdl:

(4a — 9)(16a” 4 12a + 27) = 0.

A 16a® + 12a 4 27 = 0 mésodfoki egyenlet diszkrimindnsa negativ, nincs valds
N , . N . 9
gyoke. A harmadfoku egyenlet egyetlen valds gytke tehat a = 7~ Innen

w

2;]gy'1;< x >9 8% — 1824+ 9 =0, =7 6 I2:§~

2¢ — 1 4’ 4

(\}

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy mindkét tort valéban megoldasa az eredeti
egyenletnek.

Andd Angelika (Szeged, Radnéti Miklés Kis. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

102 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 41, 4 pontot 20 versenyzd. 3 pontos 6, 2 pontot
kapott 14, 1 pontos 12, 0 pontos 5 dolgozat. Nem versenyszeri 4 tanulé dolgozata.

B. 4607. Az a, b, ¢ oldali hdromszdg beirt kiorének kézéppontjdin dtmend
egyenes a ¢ oldalt P-ben, a b oldalt pedig Q-ban metszi. Legyen AP = p és AQ = q.
Bizonyitsuk be, hogy

1 1 at+b+ec
P q be

(5 pont) Kacsd Ferenc (Matlap, Kolozsvér)

I. megoldas. Jeldlje a haromszog csucsait a szokdsos médon A, B és C, a beirt
kor kozéppontjdt O, sugardt r, az A-nal 1év§ szog pedig legyen a (1. dbra).

frjuk fel az AP(Q haromszog teriiletét kétféleképpen:

pgsina proqr_ (p+qr
Tapg = ¢s Tapg=Tapo+Taoq="75+"75="—"7"-
2 2 2 2
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Ebbdl kapjuk, hogy

(1) pgsina = (p + q)r.

Az ABC haromszog teriiletét kétféleképpen fel-
irva pedig:

(a+b+c)r  besina
2 2

Tapc =

azaz

(2) (a+b+c)r =besina
adddik. Az (1) és (2) egyenléségek megfeleld oldalait dsszeszorozva kapjuk, hogy
pgsina - (a+b+c)r = (p+ q)r-besina,

amibol bepgr sin v # 0-val vald osztds és rendezés utan a bizonyitandé

a+b+c 1 1
_— = -4 -
be P q
egyenldséget kapjuk.

Torok Zsombor (Bonyhéd, Petéfi Sdndor Ev. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. El6szor belatunk egy segédtételt.

Ha valamely M csicsi szdg szogfelezGjének rogzitett T pontjdn dtmend tetszd-
leges egyenes a szdg szdrait a K és L pontokban metszi, akkor az 1/ MK + 1/ML
kifejezés értéke fiiggetlen a szelGegyenes helyzetétdl.

Legyen a szbg nagysdga 2¢, MT =t,
MK =k és ML = ( (2. dbra). Ekkor K

klsin2¢ = 2Ty kr = 2Ty + 21T =

= tksin ¢ + tfsin ¢. $
Ebbol rendezés utan

_sin2p I

+

1
¢ tsing

=

adédik, ami bizonyitja segédtételiink allitdsat. 2. dbra

Ezutén eredeti feladatunk megoldasa méar egyszerli. Hasznaljuk az I. megoldés

jeloléseit, tovabba legyen a B-bdl indulé szogfelezo és az AC oldal metszéspontja D.
A szogfelezotétel szerint D a ¢ és a oldalak aranyaban osztja az AC szakaszt, ezért
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AD = Cj_—ba Masrészt O rajta van az ABC szogfelezbin, ezért a BAC szogre és
az O pontra alkalmazhatjuk segédtételiinket. E szerint

1+1_ 1 n 1 _1+ 1 _1+c+a_a+b+c
p q AB AD ¢ Cﬁr—baic cb  be

ami éppen a bizonyitandé allités.

78 dolgozat érkezett. 5 pontos 72, 4 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 1 dolgozat. Nem
versenyszerli 1 dolgozat.

B. 4611. Tikrozzink a térben valamilyen sorrendben egy kocka mind a hat
lapjanak a sikjdra. A hat tikrozés egymdsutanja hdny kiillonbézdé transzformdciot
eredményez?

(6 pont)

Megoldas. Vegyiink fel egy térbeli derékszogii koordinatarendszert gy, hogy
az origdja legyen a kocka egyik csiicsa, tengelyei essenek egybe a kocka e csiicsan
atmend élegyeneseivel, az egységet pedig valasszuk gy, hogy a kocka origoval
szemkozti csicesa az (1;1;1) pont legyen.

Ekkor a kocka lapsikjainak egyenletei rendre X =0, X =1, Y =0, Y =1,
Z =06s Z =1 (1. dbra). Az e sikokra val6 tiikrozések egy tetszSleges (a;b;c) pon-
tot rendre a (—a;b;c), (2 —a;b;¢), (a;—=b;c), (a;2 —b;¢c), (a;b;—c) és (a;b;2 — ¢)
pontokba visznek at. Tehat a tiikkrozések soran mindig csak a pont egyik koor-
dindtaja valtozik, parhuzamos sikokra val6 tiikrozések esetén ugyanaz a koordi-
néta, merdleges sikokra valé tiikrozések esetén pedig mas-méas koordinata. Vagyis
az egymadsra merdleges sikokra valo tiikrozések sorrendje felcserélhets, két egymas-
sal parhuzamos sikra valé tiikkrozés pedig a pontok két-két koordinatajat valto-
zatlanul hagyja, egy koordinatdjat pedig vagy 2-vel noveli, vagy 2-vel csdkkenti
(d— —d+—2—(—d)=d+2,vagyd—2—d+— —(2—d) =d — 2, 2. dbra),

V=0 v=1
1. dbra 2. dbra
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azaz e két tiikkrozés egymasutanja egy olyan 2 hosszi vektorral valé eltolas, mely
vektor parhuzamos valamelyik koordindtatengellyel.

A hat tiikrozés utdn tehdt az (a;b;¢) pont az (a=+2;b+2;¢+2) pontba
keriil. Vagyis a tiikrozések egymadsutanja megfelel egy eltoldsnak valamely v =
= (£2; £2; £2) vektorral. Ezért az el6jelek valasztasatdl (ami a padrhuzamos sikokra
valé két-két titkrozés sorrendjén miilik) fiiggéen 2% = 8 kiilonboz6 transzforméciét
kaphatunk.

Olexd Gergely (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 9. évft.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A hat tiikkrozés egymésutanjaként kapott eltolasok mindegyikének irdanya
parhuzamos a kocka valamelyik testatlojaval, hossza pedig a testatlé kétszerese.

82 dolgozat érkezett. 6 pontos 34, 5 pontos 21, 4 pontos 11, 3 pontos 7, 2 pontos 6,
1 pontos 3 dolgozat.

B. 4636. Egy hdromszdg melyik belsé pontjdban mazimdlis az oldalaktol mért
tdvolsagok szorzata?
(4 pont) Javasolta: Kdsa Tamds (Budapest)
Megoldés. Legyenek ennek a pontnak a hdromszog BC, AC, AB oldalaitdl

mért tavolsidgai rendre z, y, z, a hdromszog oldalai pedig a, b, c. A BPC, CPA,
APB haromszogek teriiletének Osszege adja az egész haromszog teriiletét, igy:

ax + by 4+ cz = 2T,

ahol T' a teljes haromszog teriilete. A szamtani és mértani kozepek kozti egyenlot-
lenséget felirva az-re, by-ra és cz-re:

E_ax—i—by—&—cz
3 3

< 2T )3 -
— | = zYZz.
3\3/abc Y

A bal oldal konstans, hiszen T, a, b, ¢ mind él,landék egy adott haromszog esetén,
a jobb oldalon pedig a vizsgdlt szorzat &all. Igy az akkor lesz a legnagyobb, ha
a szamtani-mértani kozépnél egyenldség all fenn. Ez pontosan akkor teljesiil, ha

> Yax by - cz = Yabe - xyz,

vagyis a kis hdromszogek teriiletei megegyeznek, és ez a nagy haromszog teriiletének
harmada.

El6szor belatjuk, hogy csak egy oljyan pont létezhet a haromszog belsejében,
amelyre ez igaz. Ugyanis példaul % = 3 miatt a pontnak rajta kell lennie az a-val
’ s m, 7 / 7 3 , . . M
parhuzamos, attél 3t tavolsagra haladé egyenesen, és hasonléan igaz ez a tobbi

oldalra is. Viszont mivel az eredeti oldalak koziil semelyik ketté nem parhuzamos,
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igy a veliik parhuzamos egyenesek kozt se lesz két parhuzamos, tehat legfeljebb
egy metszéspontjuk lehet. A haromszog silyvonalairdl tudjuk, hogy a haromszog
teriiletét hat egyenld részre osztjdk, illetve a silypontot a cstcsokkal 6sszekotve
hérom egyenl6 teriileti haromszoget kapunk.

Tehat a sulypontra lesz maximélis az oldalaktél mért tavolsdgok szorzata.

Széke Tamds (Miskolc, Foldes Ferenc Gimnézium, 11. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Ugyanezt a feladatot a fizika rovatban is kitliztiik (P. 4648. feladat),
megoldasa ebben a szamban az 52. oldalon talalhaté.

56 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 40, 3 pontot 6 versenyzé. 1 pontos 6, 0 pontos
4 versenyz6 dolgozata.

MATEMATIKA ES FIZIKA TOTO
a 2014. évi Oszi KoMaL Ankéton™

1. Mekkora a legkisebb szoge annak a deltoidnak, amely koré irhatéd kor, és
a koréje irt kor kozéppontja rajta van a beirt koron? 38,17° (1); 39,17° (2);
40,17° (X).

2. Harom koénnyli rugds erémér6t egymads utdn sorba kapcsolunk, és sima
asztalra tesziink. Az er6mérdsor egyik végét jobbra, masik végét balra hizzuk 3-3
newton erével. Hany newton erét mutatnak az erémérék? Egy newtont (1); hdrom
newtont (2); kilenc newtont (X).

3. Dani elfelejtette baratja telefonszamanak korzetszam utani részét. Arra
emlékszik, hogy az elsé jegye 7, az 6todik 2. Tudja, hogy a szam hatjegyti, paratlan,
és 3-mal, 4-gyel, 7-tel, 9-cel, 11-gyel és 13-mal osztva ugyanazt a maradékot adja.
Mennyi a hat szdmjegy 6sszege? 16 (1); 18 (2); 19 (X).

4. Két kiilonbozo slirtiségii, de azonos keresztmetszetli fémpalca 6sszehegeszté-
sével egyetlen egyenes, adott hosszisdgu paleat készitiink kétféle médon: (A) az ere-
deti pélcdk egyforma hosszisdguak, (B) egyforma témegliek voltak. Melyik esetben
keriil messzebb a felemds pédlca témegkozéppontja a felezOpontjatdl? Az (A) eset-
ben (1); a (B) esetben (2); mindkét esetben ugyanoda keriil a silypont (X).

5. Héanyféleképpen fizethet6é ki 5 darab érmével 170 forint, ha a rendelkezé-
siinkre allé cimletek: 10, 20, 50 és 100 forintos? 1 (1); 2 (2); 4 (X).

6. Ostornyél egyik végére 80 cm hosszi, vékony cérnaszélon elenyész6 tomegii
tollpihét kotiink. Az ostornyél végét 1 méter sugaru korén mozgatjuk egyenletesen.
Mekkora sugari korpalyan mozog a tollpihe? 100 cm (1); 80 cm (2); 60 cm (X).

7. Hany nem egybevigo tetraéder van, melyben az élek hosszat nagysag szerint
rendezve 2, 3, 4, 5, 6 és 8 cm hosszisdgok adédnak? 0 (1); 1 (2); 2 (X).

* A matematika feladatokat Ratkd Eva, a fizika feladatokat Gnddig Péter allitotta Gssze.
A megoldédsokat a 38. lapon kozoljiik.
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8. Kozmetikai tiikorre van sziikségiink, de éppen nincs elérhetd kozelségben
egy sem. Helyette egy 6 dioptrids sik-dombort lencse sik feliiletét egy siktiikorhoz
nyomjuk, és ezt probaljuk meg hasznalni. Hany dioptrids optikai rendszert kapunk
igy? Nulla (1); hat (2); tizenketts (X).

9. Egy 10 emeletes hazban egyszer a lift a foldszintrél indult. Utja soran csak
egész emeleten &llt meg, mégpedig minden emeleten pontosan egyszer. Kozben
legfeljebb hény méter utat tett meg, ha két szomszédos szint kozti kiilonbség
4 méter? 220 (1); 230 (2); 240 (X).

10. Egy « hajldsszogili, jo hosszu lejtére bizonyos magassaghdl egy kicsiny,
tokéletesen rugalmas labdét ejtiink. A pattogd labda (1égellendllds nélkiili esetben)
parabolapdalydk mentén mozog. Hol helyezkednek el a parabolak fékuszpontjai?
A lejt6 esésvonaldval parhuzamos, ferde egyenes mentén (1); az esésvonalndl me-
redekebb egyenes vonal mentén (2); a fékuszpontok nem esnek egy egyenesre (X).

11. Milyen kapcsolat van a szabalyos tetraéderben az élérinté gémb sugara,
a beirt gomb sugara és a koré irt gomb sugara kozott? A beirt gémb sugara
mértani kozépardnyosa a élérinté gomb és a tetraéder koré irt gomb sugaranak (1).
Az élérinté gomb sugara mértani kozéparanyosa a tetraéderbe és a tetraéder koré
frt gomb sugardnak (2). A tetraéder koré {rt gomb sugara mértani kozépardnyosa
az élérinté gomb és a tetraéderbe irt gomb sugardnak (X).

12. Hogyan valtoztassuk a vizgozzel telitett levegd térfogatat annak érdekében,
hogy a vizg8z egy része kicsapddjon a leveg6bél? Noveljiik a térfogatot (1); csok-
kentsiik a térfogatot (2); mindkét médon megoldhaté a vizgdz kicsapatdsa (X).

13. Legfeljebb hény lovat helyezhetiink el az 5 x 5-6s sakktdablan ugy, hogy
semelyik kettd ne iisse egymést? 12 (1); 13 (2); 14 (X).

13+1. Minek nagyobb a kapacitdsa, egy 10 -v2 ~ 14,1 cm oldalélii fémkoc-
kénak, vagy egy 10 cm sugard fémgombnek? A kockdnak (1); a fémgombnek (2);
éppen egyforma (X).

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(445-450.)

K. 445. A PQRS négyzet P sarkat a szemkozti R sarokra hajtva, majd a Q-t
az R sarokra hajtva az igy kapott alakzat teriilete 9 cm?. Mennyi az eredeti négyzet
tertilete?

K. 446. Jancsinak két cégnél van munkdja, mindkét cég dérabérben fizet.
Ha egy adott honapban az elsé cégnél kétszer annyit dolgozik, mint a mésodik-
ndl, akkor a havi fizetése 4/5 része annak, mintha ezt forditva csindlnd. Hény 6rat
kell dolgoznia az els6 cégnél, hogy megkeresse a masodik cég altal 10 drara fizetett
bérét?
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K. 447. Taldlhatunk-e olyan x és y természetes szamokat, melyekre teljesiil,
hogy % + % = 2015?

K. 448. Egy kor alaku tarcsdn négy korong helyezkedik el
Q az dbrdnak megfeleléen. Hanyféleképpen szinezhetjiik ki a ko-
rongokat négy szin segitségével, ha a tarcsa kozéppontja koriili,
Q Q a tarcsa sikjaban torténé forgatdssal egymasba vihet6 szinezése-
Q ket nem tekintjiik kiilonbozének? A szinezéshez a négy szinbdl
tetszOlegesen valaszthatunk, egy korong egyszerre csak egy szin-

nel szinezheto.

K. 449. Sebi 98 pontos tesztje 1 ponttal novelte az eddigi pontatlagat, mig
a kovetkez6 70 pontos 2 ponttal rontotta. Hany tesztet irt dsszesen Sebi?

K. 450. Az 1,14,27,... szdmtani sorozatban hény jegyii a mdsodik olyan
szdm, amely csupa 2-es szamjegybdl all?

*

Bekiildési hatarid6: 2015. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1266-1272.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1266. Oldjuk meg az 5(2n + 1)(2n + 3)(2n + 5) = ababab egyenletet, ahol
n pozitiv egész szamot, a és b kiillonb6zé szamjegyet, ababab pedig egy hatjegyti
szamot jelol.

Javasolta: Szdmadd Ldszlo (Budapest)

C. 1267. Adott a sikon egy konvex szogtartomany, belsejében egy S pont.
Hatdrozzuk meg (példaul a szerkesztési eljards megaddsaval) azt az egyenest, amely
altal a szogtartomanybdl levagott haromszog stulypontja éppen az S pont.

Feladatok mindenkinek
C. 1268. Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges a és b valds szamokra fennall:

a* +b* +2 > 4ab.
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C. 1269. Legalabb hany oldala van annak a szabdlyos soksztgnek, amelynél
a koriilirt kor sugara a beirt kor sugardnak legfeljebb 1,1-szerese?

C. 1270. Rajzoltunk néhany egyenest és kort egy lapra ugy, hogy barmely
kettonek van metszéspontja és semelyik harom nem megy at kézos ponton. Hany
kort és héany egyenest rajzoltunk, ha Gsszesen 75 metszéspontjuk van?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1271. Rajzoljuk meg egy derékszogli haromszog koriilirt korének a hé-
romszoget tartalmazd félkorét. A félkorhoz hizzunk a haromszog befogdival pér-

huzamos érintéket. Ezek az atfogd egyenesével az eredetihez hasonlé haromszoget
hataroznak meg.

Mekkorak a haromszog szogei, ha a kiilsé haromszog teriilete 6-szorosa a belsd
hiromszog teriiletének?

Légradi Imre (Sopron) javaslata alapjan

C. 1272. Egy 100-tagi szdmtani sorozat Gsszege a 68. tag nélkiil 838, a 13.
tag nélkiil pedig 849. Mekkora a kihagyott tagok értéke?

*

Bekiildési hatarid6: 2015. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A B pontversenyben kitiiz6tt feladatok
(4678-4686.)

B. 4678. Annipanni és Boribon felvaltva szamjegyeket frnak egymds mellé,
balrdl jobbra haladva a papiron. Annipanni kezd egy 0-tdl kiilonb6z6 szamjeggyel.
Addig folytatjdk a jatékot, amig egy 100-jegyli szimot nem kapnak. Boribon nyer,
ha a kapott szam 11-gyel osztva 5 maradékot ad, ellenkez6 esetben Annipanni.
Mind a ketten nagyon tudjak a matekot. Melyikiik nyeri meg a jatékot?

(4 pont) Javasolta: Kdrolyi Gyula (Budajend)

B. 4679. Bizonyitsuk be, hogy 39 egymaés utan kovetkezd természetes szam
kozott mindig van olyan, amelyben a szadmjegyek Osszege oszthato 11-gyel.

(3 pont)
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B. 4680. Hatarozzuk meg a
3" =2m*+1

egyenlet egész megoldésait.
(3 pont)

B. 4681. Mekkora a C. 1240. feladatban szerepld 6tszog teriilete?
(4 pont)

B. 4682. Adott k pozitiv egész szamhoz keressiik meg azt a legnagyobb m
pozitiv egészet, amelyre a kovetkez6 teljesiil: ha a sikon 3k kiilonb6z6 pont koziil
legfeljebb m darab esik egy egyenesbe, akkor a pontok k£ darab hdrmas csoportba
oszthatdok ugy, hogy az egy csoportban 1évé pontok egy haromszog cstcsai.

(5 pont) Javasolta: Frank Andrds (Nagykovécsi)

B. 4683. Van-e olyan sik, amely egy szabdlyos 6tszog alapt egyenes gulat

a) tengelyesen,

b) kozéppontosan
szimmetrikus hatszogben metsz?
(6 pont)

B. 4684. Az ABCD négyszog atléi merélegesek egymdsra, a metszéspont-
juk E. Az F pontbdl bocsassunk merdlegest mind a négy oldalegyenesre. Tekintsiik
mindegyik merolegesnek a szemkozti oldallal valé metszéspontjat. Igazoljuk, hogy

ez a négy pont egy olyan korén van, amelynek kozéppontja az atlék felez6pontjat
Osszekoto szakaszra illeszkedik.

(5 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)
B. 4685. Adjuk meg z? + y? + 2* legkisebb lehetséges értékét, ha ha z, y és
z olyan pozitiv szamok, melyek Osszege 34.
(5 pont)
B. 4686. A sik egész koordinataju racspontjain egy bolha ugral. Tud-e ugy
ugralni, hogy minden racspontban pontosan egyszer jarjon, az ugrasainak a hossza

pozitiv egész szam legyen és minden pozitiv egész pontosan egyszer forduljon el
az ugrasok hosszai koézott?

(6 pont)

%

Bekiildési hatarid6: 2015. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(632-634.)

A. 632. Legyen ABCD konvex négyszog. Az ABC haromszogben legyen I és
J a beirt kor, illetve az A csiccsal szemkozti hozzairt kor kézéppontja. Az ACD
héromszogben legyen K, illetve L a beirt, illetve az A csuccsal szemkozti hozzairt
kor kozéppontja. Mutassuk meg, hogy az IL és JK egyenesek, valamint a BC'D
szog felezGje egy ponton mennek at.

Orosz feladat

A. 633. Bizonyitsuk be, hogy ha n elegendGen nagy pozitiv egész szam, akkor
barmely n kiilonb6z6 pozitiv egész kozott van négy olyan, amelyek legkisebb kozos
tébbszorose nagyobb, mint n%.

A. 634. Legyen n > 2 egész szam, és legyen f: R — [—1,1] n-szer differen-
cislhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az f(™ (z) = 0 egyenletnek legaldbb n — 1
kiilonb6z6 megoldasa van.

*

Decemberi szamunkban az A. 631. feladat szévegébe hiba csiszott: a bizonyi-
tandé egyenlotlenség helyesen

> ot
|I; U I
A feladat szévegét honlapunkon kijavitottuk. A hibaért elnézést kériink.

Bekiildési hatarid6: 2015. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Matematikaképzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! Feltételezziik, hogy a KoMalL olvasdjaként szivesen fog-
lalkozol matematikaval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpalyadul
ennek a szép tudomanynak a miivelését valasztod, illetve szeretnél megismerkedni alkal-
magzdsaival a miiszaki, gazdasigi és pénziigyi élet kiilonboz6 teriiletein. Taldn olvastad
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egy amerikai felmérés eredményét, amely szerint a legjobb foglalkozds a matematikusé,
és kozvetleniil utdna a szintén matematikai el6képzettséget igényld aktudrius és statisz-
tikus kovetkezik (www.careercast.com/jobs/content/JobsRated_10BestJobs). Esetleg
még nem dontottél, de leginkdbb matematikabdl folytatnél fels6fokt tanulményokat?

Minderre kitiin6é lehetdség nyilik az orszidg egyik legnagyobb multd egyetemén,
az Eotvos Lorand Tudoményegyetem Természettudoméanyi Karan, ahol vildghiri pro-
fesszoroktol tanulhatsz, a tobbi kozétt Laczkovich Miklostol, a Tarski-féle kor négyszogesi-
tési probléma megold6jatdl és a Wolf-, Bolyai- és Kyoto-dijas Lovdsz Ldszlotdl, a Nemzet-
kozi Matematikai Unié 2006 és 2010 kozotti elnokétol, aki jelenleg az MTA elnoke. Pezsgo
didkélet var rad az ELTE korszeri szamitégépparkkal felszerelt, a KoMalL szerkesztOsé-
gének is otthont adé modern lagymanyosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyujté haroméves mate-
matikai alapképzésiink. Itt az elsé évben tobbféle lehetdség koziil valaszthatsz, hogy el6-
ismereteidnek, képességeidnek vagy tanuldsi sebességednek megfeleléen milyen szinten,
milyen részletességgel, milyen mélységben sajatitod el az elsé év kotelezd torzsanyagat.
Az elsé év végén pedig arrdl donthetsz, hogy az aldbbi hdrom szakirdny melyikén kivansz
tovabbhaladni.

A matematikus szakirany programja sokat megdriz méltan vilaghiri hagyoma-
nyainkbdl, ugyanakkor szilard alapokat nyijt a modern matematika miiveléséhez, jol fel-
készitve hallgatoinkat a leend6 kutatéi munkara.

Az alkalmazott matematika ma mar az élet szinte minden teriiletén nélkiilozhe-
tetlen, és az ilyen képzettségli munkaerd irdnt egyre novekszik az igény. Ezt a szakirdnyt
tehat azoknak ajanljuk, akiket elsGsorban a matematika alkalmazasai érdeklik.

Az el6z6khoz képest viszonylag 1j, matematikai elemzd szakirdnyt azon jelent-
kez6k szamara inditjuk, akik ismereteiket késébb inkabb a matematikan kiviil szeretnék
majd gyiimolesoztetni. Itt szerzett tudasukat hasznosithatjék példaul gazdasagi teriileten,
médidban, a matematika népszeriisitésében, a kézmiivel6désben.

A szakirdnyokrdl és a képzés egyéb vonatkozdsairdl tovabbi részletek a
www.cs.elte.hu honlapon a Képzések meniipont alatt taldlhatok.

A legkiemelked6bb hallgaték az egyetemi oktatémunkaba is bekapcsolédhatnak, és
vildgszerte j6 eséllyel palydzhatnak dsztondijakra, kiilfoldi részképzésre (pl. az Erasmus+
program keretében).

Az alapképzést tovabbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy réviden MSc),
egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, alkalmazott matema-
tikus, valamint biztositdsi és pénziigyi matematika mesterszakok indulnak. BSc-t vég-
zett hallgatéink természetesen mas (bel- és kiilfoldi) oktatdsi intézmény programjain is
folytathatjak tanulményaikat. A mesterszakot végzettek koziil a legkivdlobbak szdmaéra
biztositjuk az egyetemen a doktori fokozat megszerzésének lehetéségét (PhD-képzés).

Felhivjuk a figyelmet, hogy 2013-t6l a matematika tandr képzés tujfent osztatlan
rendszerben torténik (1. az erre vonatkozé kiilon tdjékoztaténkat).

Egyetemiinkon gondosan dpolt hagyomény, hogy a ratermett, tehetséges didkok neves
professzorok vezetésével bekapcsolédnak a tudoményos kutatdsba. A legkivdlébb hallga-
ték matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egyetemi Hallgatok Nem-
zetkozi Matematikaversenyén 2007-ben és 2008-ban is az ELTE csapata végzett az élen —
olyan nagyhirii egyetemeket is megelézve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai Allami
Egyetem; de idén is az el6keld 2. helyen végeztek, 73 egyetem csapatdnak versenyében.
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Matematika tanarképzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudomanyi Karédn sok évtizedes miltra tekint vissza a mate-
matika szakos tandrképzés. Az altaldnos és kozépiskolak részérél mindig jelentds igény
mutatkozott a nalunk végzett matematika tandrok irant, akik koziil sokan kiilf6ldon is
sikeres oktatdéi palyat futottak be.

A matematika szakos tandri palyat elsésorban azoknak a kozépiskolds didkoknak
ajanljuk, akiknek orom érdekes matematikai feladatokon gondolkodni és jé érzést okoz
a megolddsokra mésokat is ravezetni, mésokkal is megosztani azt az élvezetet, amit a ma-
tematika megismerése jelent.

A 2013/2014-es tanévtdl kezd8dden a tandrképzés osztatlan forméban zajlik. Tandri
szakképzettséget kétszakos formaban lehet szerezni 4 4 1 vagy 5+ 1 éves képzés keretében,
amelyben a plusz egy év szakmai gyakorlat teljesitésére szolgal. Ily médon a tanarkép-
zésre valé jelentkezés sordn a leend§ hallgatéknak egy szakpart kell megjelolni. Az ELTE-n
a matematika szak mellé természettudomanyos szakokon és az informatikan kiviil vélasz-
tani lehet a bolcsész szakok (példdul a magyar, a térténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A tandrképzés els6 hdrom évében szakparonként egységes képzésben részesiilnek hallga-
téink. A matematika szakteriileti targyakndl az oktatds szemléletében mar az els6 hdrom
évben is nagy hangsilyt kap az iskolai matematikatanitdssal valé kapcsolat. A harmadik
év végén a hallgaténak kell eldonteni, hogy altaldnos iskolai vagy kézépiskolai tanari vég-
zettséget kivan szerezni a két szakjabdl. Ezen dontéstél fiiggden vagy egy 2 féléves vagy
pedig egy 4 féléves képzési programot kell elvégezni. Ekkor keriil sor a szaktdrgyi tanitasi
gyakorlatok teljesitésére, melyekre az ELTE hallgatéinak a legjobb budapesti iskolakban,
kivalé vezetétanarok irdnyitdsa mellett nyilik lehetSségiik. A szakteriileti zardvizsgdk le-
tétele utdn a hallgatéknak még egy egyéves szakmai gyakorlatot kell elvégezniiik egy
iskolaban, melynek soran moédjuk lesz begyakorolni a tanari munka mesterfogdasait.

Informatikabdl kittizott feladatok

1. 364 (E) Egy n x n-es négyzetekbdl (mezdkbdl) &llé6 palydn egy robotot
irdnyitunk. A robot a palya iires mez6in tud mozogni egyenesen folfelé, lefelé,
jobbra és balra. A palyat mind a négy oldalrdl fal veszi korbe, ugyanakkor a bels§
négyzetek egy része is akaddly, melyeken a robot nem tud &thaladni. A robotot
az F, L, J, B nagybetiik sorozatdval lehet irdnyitani, és Uigy mozog, hogy a betii
hatésara elindul az aktuélis helyérol a jelzett irdnyba és addig megy, amig szabad
el6tte a palya, majd megdll az els§ utjaba es6é akadaly vagy fal mellett. Példaként
tekintsiik az dbrdn lathatd, n = 10 értékhez tartozo pélyat.

Készitsiink programot 1364 néven, amely megoldja a kovetkez6 feladatokat:

1. Olvassuk be a palya.txt szoveges allomanybdl a palya adatait. A szoveges al-
lomény els6 sordban 1 < n < 20 értéke talalhato, a kvetkez6 soraban a palyan
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X[(1[2(3|4|5|6|7|8|]9|0]|X
1 1
2 X 2
3 X 3
4 X 4
) X 5
6 6
7 X 7
8 X X 8
g 9
0 0
X X

megtalalhat6 akadédlyok szama, majd minden ezt kdvetd sorban az akadalyok
oszlop és sor koordinatai szokozzel elvalasztva.

2. Rajzoljuk ki a beolvasott palyat karakterekkel tigy, hogy a sarkokat és a bels6
akadalyokat nagy X betiivel, a falakat mindegyik oldalon a sor és oszlop koor-
dinatak utolsé szamjegyével jeloljiik.

3. Kérjiink be a felhasznal6tdl egy oszlop és egy sor koordinédtat, és adjuk meg,

hogy a pélyan szabad-e az igy megadott mezd. A kimenet példaul a kévetkezo:
»A (3,5) mezb szabad.”

4. Vélasszunk véletlenszeriien egy szabad mez6t a palyarol, és taroljuk el a koor-
dindtait a tobbi programrész megoldasdhoz, és irjuk ki a képernyore: ,A robot
indulé helye a (6,4) mez8.”

5. Adjuk meg azoknak a mezéknek a koordindtait, amelyekre az elobb vélasztott
indulé mez6rél egy 1épésben el lehet jutni. A fenti példaban a kimenet: ,Egy
[épésben elérhetbek a (6,3), (6,7), (3,4), (10,4) mezdk.”

6. Kérjlink be a felhaszndlétol egy karaktersorozatot, amely a robotnak adott pa-
rancsokat jelenti. A sz6vegb6l csak az irdnyokat jelzd kis- vagy nagybetiiket
értelmezziik, a tobbi karaktert hagyjuk figyelmen kiviil. frjuk a mozgas.txt

Példa bemenet (palya.txt) Példa kimenet (mozgas.txt)
10 64
8 63
24 63
37 73
410 710
55 710
62 510
6 8 56
83
98
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szoveges allomanyba a kiindul6 helynek és azoknak a pontoknak a koordina-
tait, amelyeken megdll a robot a parancssorozat végrehajtdsa kozben. A robot
mozgatasa a 4. feladatban kisorsolt mezérol induljon. Példaként legyen a be-
kért karaktersorozat ,,FFjLeBF”.

7. Az el6bb bekért parancssorozatot javitsuk és egyszerisitsiik ugy, hogy csak
a megfelel iranyok nagybetiiit tartalmazza, és hagyjunk el bel6le minden olyan
lépést, amely az adott palyan nem valtoztatja meg a robot helyét. A kimenet
a példaban legyen: A javitott lépéssorozat: FJLBF”.

Bekiildendd egy tomoritett i364.zip allomdnyban a program forraskédja
(1364 .pas, i364.cpp, ...) az .exe és mds, a fordité dltal generdlt dlloményok nél-
kiil, valamint a program rovid dokumentdcija (1364.txt, 1364.pdf, ... ), amely
a fentieken tul megadja, hogy a forras mely fejlesztéi kornyezetben fordithato.

I. 365. Egy terménykereskedelemmel és raktarozassal foglalkozo vallalkozas
egyetlen nagy telephellyel rendelkezik, amelynek 5 teherkapuja van. A véllalkozés
egyféle terménnyel foglalkozik, amit 10 kamionnal szallit a termel6ktol a raktarba,
illetve a raktarbdl a vevékhoz. A kamionok, a rakodasi idék hosszisdga miatt,
a kapukon dranként legfeljebb egyszer haladhatnak &t. A raktdrnal az a szabély,
hogy a kamionok barmelyik kapun ki és be kozlekedhetnek, de athaladdskor meg
kell allniuk, amig a rendszamukat, az dthaladds id6pontjat (1-100), irdnyat (Be
vagy Ki), a kapu sorszdmét (1-5) és a jarmfl silydt (0,0-100,0) elektronikusan
rogzitik.

Példa a kapuknal rogzitett adatokra:

Rendszam | Ora | Irdny | Kapu | Suly (t)

ZU-6245 2 Be 1 31,6
WV-5078 3 Be 1 54
ZU-6245 3 Ki 1 5.4
HN-9314 7 Ki 1 6,8

A honlapunkrdl letoltheté az i365.zip allomanyban az 5 kapundl rogzitett

adatok listaja a kapul.txt, kapu2.txt, ..., kapub.txt fijlban és a kamionok
adatai a teherautok.txt fijlban (tabuldtorokkal tagolt, UTF-8 kédoldsi szoveg-
allomény).

A megoldds soran vegyiik figyelembe a kovetkezéket:

— A megoldds soran torekedjink képlet, fliiggvény, hivatkozds haszndlatdra.

— A megoldds sordan az E oszloptdl jobbra végezhetiink segédszamitdsokat.

— A megoldasban sajat fiigguényt vagy makrdot nem haszndlhatunk.

1. Nyissuk meg tablazatkezel6 program segitségével a kapukndl rogzitett adatok
fajljait és tartalmukat masoljuk egy Raktar nevii munkalapra, kozos tabla-
zatba. Ugyeljiink, hogy a téblizatnak csak egy fejléce legyen, a feleslegeseket
toroljitk. A tablat mentsiik a tdblazatkezel6 sajat formdtumaban 1365 néven.

2. Helyezziik el a Teherauték nevii munkalapon a kamionok adatait gy, hogy az
els6 beolvasott adat az Al-es celldba keriiljon.
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3. Rendezziik Raktar munkalapon az adatokat a kamionok rendszdama és azon
beliil a kapun valé athaladas éréja szerint.

A tovébbi kérdésekre a vélaszokat a Teherauték munkalapon jelenitsiik meg
dgy, hogy minden meghatarozott érték elétti celldban, vagy az oszlopok feletti
celldban a tartalomra utalé felirat legyen.

4. Hatarozzuk meg, hogy a vizsgalt idészakban a kamionok kiilon-kiilon mennyi
terményt szallitottak be a raktdrba, illetve széllitottak ki. (Egy kamion altal
széllitott termény silya a kapundl mért és az 6nsily kiilonbsége.)

5. Adjuk meg annak a kamionnak a rendszamat, amely a legtobb termést szalli-
totta be a raktarba.

6. Irassuk ki, hogy a kamionok az elsé kapun tortén6 athaladédsa elétt a telepen
vagy azon kiviil voltak-e.

7. Olvassunk be egy idépontot a megadott idészakban és irjuk ki, hogy hany
kamion van a telepen éppen ekkor. A megadott 6raban dtlépSket mar ne vegyiik
figyelembe.

8. Irjuk ki, hogy az adatok alapjan legaldbb hany kamion szabalytalanul nem allt
meg a kapundl az adatok régzitéséhez.

9. Hatarozzuk meg, hogy melyik éra volt a legforgalmasabb.

Bekiildend6 egy tomoritett dllomanyban (i365.zip) a tdbldzatkezel6 mun-
kafiizet (1365.x1sx, i365.0ds, ...), illetve egy rovid dokumentécié (i365.txt,
i365.pdf, ... ), amelyben szerepel a megolddskor alkalmazott tdbldzatkezel6 neve,
verzidja.

I. 366. A mellékelt logét szamtalanszor lattuk mar a web-
lapon, a Facebookon, a papiralapu kiaddson. A weblapon l4t-
haté valtozatot animalt megjelenitéssel szeretnénk megujitani.
A megoldasban ugyanazon alakzatokat haszniljuk, mint a sta-
tikusban, de az eredménynek nem feltétleniil kell teljes mérték-
ben egyeznie az eredetivel.

Az animéciés miiveletek kozott legyen mozgatés, forgatas,

o on e e , > KoMaL
méretvaltoztatds és szinvaltoztatas. Fontos, hogy az 6sszbenyo-

mas elegans, visszafogott legyen. A feladat megolddsahoz az SVG kapcsén javasol-
juk a kovetkezd lapokat is:

e http://svg.elte.hu/.
e http://tutorials.jenkov.com/svg/index.html.
Bekiildend6 HTML dokumentumban (i1366.html) a megoldds, amelyben

az animacié egy svg tagben szerepel. A HTML dokumentumban szerepeljen azon
weblapok linkje is, amelyek segitséget nytjtottak a probléma megoldasaban.

A feladatok megoldéasai regisztricié utan a kovetkezé cimen toltheték fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2015. februar 10.
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S. 95. Gézanak van 6t csomag kartyapaklija, mindegyikben ugyanazok a kar-
tydk talalhatok. Minden kartyan all egy egész szam, de egyik pakliban sem 4&ll
ugyanaz a szam két kartyan. fgy ha egy bizonyos szamu lap szerepel az egyik pak-
liban, akkor az Gsszes tobbiben is szerepel pontosan egyszer. Géza szereti, ha a kar-
tyai szép sorrendben vannak, ezért elrendezte a paklikban a kartyakat valamilyen
sorrendben, mind az 6t pakliban azonos mdédon.

Ejszaka jott egy gonosz mand, és megprobalta Gézat atverni a kivetkezd
modszerrel: fogott egy paklit, és abbdl kivalasztott néhany kartyat. Kivette dket
a paklib6l, majd valahogy visszatette 6ket (nem feltétlen a helyiikre, de ugyanabba
a pakliba). Ugyanezt a miiveletet megismételte a maradék négy paklival is. Viszont
egy bizonyos szamu kartyat csak egy pakliban mozgatott at, tehdt a tobbi pakliban
az ugyanolyan szamu kartydhoz nem nyult. Géza reggel nagyon Gsszezavarodott,
mindenképp vissza szerette volna &llitani a paklik eredeti sorrendjét. Segitsiink
neki.

A program olvassa be a standard input els§ sorabdél N-et (1 < N < 50 000),
majd a kovetkezd 5- N sorbdl az a; szokozzel elvélasztott egészeket. Az elsé N szam
jelenti az els6 pakli atrendezett sorrendjét, a kovetkezd N szam a kovetkezd pakli
sorrendjét stb. frjuk a standard output elsé N soraba a paklik k6zos eredeti sorrend-
jét. (Helytakarékossdg miatt most mind a bemenetben az 5- N, mind a kimenetben
az N sorban 1év§ szamokat egy sorba irtuk, a sorvégeket egy / jellel jelsltiik.)

Példa bemenet: Példa kimenet:

5 10 /20 /30 /40 /50
10 20 30 40 50 / 20 10 30 40 50 /
30 10 20 40 50 / 40 10 20 30 50 /
50 10 20 30 40

Pontozds és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét t6-
moren, de érthetden leiré dokumentdcié 1 pontot ér. A programra akkor kaphato
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futdsidékorlaton beliil.

Bekiildendd egy tomoritett s95.zip allomdnyban a program forrdskddja
(s95.pas, s95.cpp, ... ) az .exe és mds, a fordité dltal generalt dllomanyok nélkiil,
valamint a program révid dokumentécidja (s95.txt, s95.pdf, ... ), amely a fenti-
eken tul megadja, hogy a forras mely fejleszt6i kornyezetben fordithato.

%

A feladatok megoldéasai regisztracié utan a kovetkezé cimen toltheték fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarids: 2015. februar 10.

*
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Matematika és fizika toté megoldasa™

A telitaldlatos szelvény:

1,2,X, X,2,X, 2,X,1, 22X, 2.2

A legtobb (13) taldlatot Fehér Zsombor (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn.,
12. évi.) és Sal Kristéf (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) érte el.

Az alabbiakban rovid dtmutatdst adunk a feladatok megolddsdhoz.

1. ABCD deltoidunk hirnégyszog,
ezért az AC szimmetriatengelye a koriil-
irt kérben atmérd, tovabbd a B cstcsnél
levd szoge derékszog. Legyen még a koriil-
irt kor koézéppontja O, a beirt koéré — szin-
tén a tengelyen — K, és legyen KC < KA,
sugaraik 1, illetve r, végiil a beirt kor érin-
tési pontja az AB oldalon E, a BC-n F.

A KFE és a KF sugdr parhuzamos
a BC, illetve a BA oldallal, ezért AKFE
és KC'F hasonl6 derékszogli haromszogek:

AE : KE = KF : CF,
AE-CF =KE-KF =r°

Az 4tfogdk pedig 1 + r, illetve 1 — r, mert O rajta van a beirt kéron és K az OC' sugdron,
igy

AE-CF = /(41 =12 \J(1=1)? =12 = /A + 21 —2n).
Ezeket egybevetve r2-re masodfoki egyenletet kapunk, és abbdl
1—4® =¢",  r=+/V5-2~04859,
(r* masik értéke negativ).
Most mar a deltoid A csicséndl levé « szogre

% r
s — =

= ~ 38,17°
5 i a = 38,17,

a C-nél levé szog ennek kiegészitd szoge, vagyis ennél nagyobb.

2. A rugdkat egyforma nagysagu erd fesziti, és ha ez nem 3 N lenne, akkor a kézéps6
rugd végpontjai nem lennének egyensulyban.

3. Jeloljiikk T-vel a keresett telefonszdamot. T° 3-mal osztva 0, 1 vagy 2 maradékot
adhat. Tudjuk azt is, hogy T paratlan, tehat 4-gyel osztva paratlan maradékot ad. Eszerint
a széban forgd kozos maradék 1.

A feltételbdl kovetkezik, hogy T — 1 oszthaté 3-mal, 4-gyel, 7-tel, 9-cel, 11-gyel és
13-mal. Egyelére csak annyit hasznalunk fol, hogy T — 1 oszthaté 7-11-13 = 1001-gyel:

*A kérdések a 26. oldalon taldlhatdk.
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1001 hatjegyti tobbszorosei ABC ABC' alakuak. Mivel T' paratlan, nem végzddik O-ra, és
igy T — 1 és T csak az utolsé szdmjegyiikben kiillonboznek. Igy A =7, B = 2, tehat

T-1=72CT172C.

A 9-cel val6 oszthatésdg miatt T'— 1 jegyeinek Osszege is oszthatd 9-cel. Mivel
T+24+C+7+2+C=18+2C,

igy 2C' is 9 tobbszorose. Ez csak a C' = 0 vagy a C = 9 esetben lehetséges, de T — 1 utolsé
jegye paros. Ha C' = 0, akkor valamennyi feltétel teljesiil, azaz T = 720 721.

4. A tomegkozéppont mindkét esetben

£ 02— o1
r= -
4 02+ 01

tavolsagra lesz az ¢ hosszu, g1 és p2 striiségi részekbdl allé pélca kozéppontjatdl.

5. Az aldbbi egyenletrendszert kell megoldanunk, ahol x a 10, y a 20, z az 50, végiil
t a 100 forintos érmék szamat jeloli:

(1) r+y+z+t=5,
2) 10z + 20y + 502 + 100t = 170.

A masodik egyenlet tizedrészébdl kivonva az els6t, kapjuk az eredetivel ekvivalens

(1) r+y+z+t=>5,
(3) y+4z+9t =12
egyenletrendszert.

A megolddsok nem negativak, gy (3) alapjén ¢ < 1. Két esetet kiilonboztetiink meg,
aszerint, hogy t = 1 vagy t = 0.

a) Ha t = 1, akkor egyenletrendszeriink igy alakul:
(1la) r+y+z=4,
(3a) y+4z =3.
(3a) alapjan z < 1, igy z =0, és y = 3, végiil (la) szerint x = 1.
b) Ha t = 0, akkor egyenletrendszeriink:
(1d) r+y+z=5,
(30) y+ 4z = 12.
(3b) alapjan y = 12 — 4z, emiatt y oszthaté 4-gyel. Mivel (1b) szerint y < 5, igy y = 4,
vagy y = 0. Ha y = 4, akkor z = 2, de (1b)-b8l y + z < 5, tehdt {gy nem kapunk gyskot.
Ha y = 0, akkor z = 3, igy (1b)-bdl z = 2.

Minden lehetéséget végignéztiink, igy az egyenletrendszernek két megolddsa van.

Fzek:
1 =1; Y1 = 3; z1 =0; t1 =1,
X2 = 2; y2 = 0; 2o = 3; to = 0.
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6. Ha a tollpihe valamilyen &llandésult pa-
lydan mozog, akkor ez csak kor lehet, hiszen ilyen-
kor a tollpihe az ostornyéllel egyiittforg koordinata-
rendszerbdl szemlélve dll. A tollpihe elhanyagolha-
téan kicsi tomege miatt a Newton-egyenletben a ne-
hézségi erdé és ma helyébe nullit frhatunk. A moz-
gasegyenlet tehat erre az &llitdsra egyszerlisodik:
a cérnaszalban haté eré és a kozegellenalldsi er6 ere-
dgje nulla.

—
T

100

A cérnaszdl egyenese a tollpihe pédlyakorének
érintéje. A pdalyakér sugardt az dbrdn lathaté (R =
= 100 cm atméréji) k1 Thalész-kor és az ostornyél
mozgéasban levo vége koriili L = 80 cm sugaru kg kor
metszéspontja adja meg; nagysaga:

r=+vR2— L2 =060 cm.

(Ha a cérna hosszabb lenne, mint a pdlca, akkor a tollpihének nem alakulhatna ki stabil,
allandédsult pélydja.)

7. Prébéljunk meg tetraédert épiteni az adott élek-
b6l. Nem szerepelhetnek ugyanabban a haromszégben
a 2 cm-es és a 8 cm-es élek, hiszen a 2 cm-es élt a tobbi
négy koziil még a legnagyobb, a 6 cm-es él sem egésziti ki
8 cm-nél hosszabbra, marpedig egy haromszégben két ol-
dal 6sszege nagyobb a harmadiknal. Jeloljiik a 2 cm-es él
végpontjait A-val, B-vel, a 8 cm-eséit C-vel, D-vel, tud-
juk mar, hogy ezek kiilonbozbek.

A t6bbi 4 él mindegyikének az egyik végpontja az A,
B, a masik a C, D pontok koziil valé. Viélasszuk dgy
a betiizést, hogy a 3 cm-es él két végpontja A és C le-
gyen. Az ABC haromszog harmadik oldala, BC' most
mar csak a 4 cm-es él lehet, hiszen a maésik ketté mellett
az AB + AC =5 cm-es 6sszeg tul kicsi lenne. Ugyancsak kevés az 5 cm-es él az AC'D ha-
romszog harmadik oldalanak, igy AD = 6, BD = 5. Ezek mellett az ABD hiromszdgben
AD =6 cm, AB+ BD =7 cm, a BC'D héromszogben CD =8 ¢cm, BC + BD =9 cm,
tehat a keresett tetraéder valéban létrejon.

D

Tegyiik fel most, hogy az adott elemekbdl ketten is felépitették a keresett tetraédert.
Betiizziik az els6 tetraéder csucsait a fenti meggondolés szerint A-val, B-vel, C-vel, D-vel,
a méasodikét A'-vel, B'-vel, C’-vel, D'-vel, ekkor tehat

(1) AB=A'B', AC=A'C", BC=B'C', AD=A'D', BD=B'D', CD=C'D'.

A misodik A'B'C’ lapja egybevigé az els6 ABC lapjaval, tehat rahelyezhets gy, hogy
A" az A-ra, B' a B-re, C' a C-re keriiljén. Ezutdn a D’ pont rendre ugyanolyan messze
lesz az A, B, C pontoktél, mint a D. Ha D és D' azonosak, készen vagyunk, ha nem,
tekintsiik a DD’ szakaszt. Az A, B, C pontok mindegyike egyenld tdvolsigra van en-
nek a végpontjaitdl, tehat ezek a pontok benne vannak a szakasz felez6pontjan dtmend,
a szakaszra meréleges S sikban. fgy ha az ABCD tetraédert S-re tiikrozziik, az dtmegy
az ABCD' tetraéderbe. A két tetraéder tehat mindig egybevago.
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8. A lencsén atjuté fénysugarak a siktiikron visszaverédve mégegyszer dthaladnak
a lencsén, éppen gy, mintha két 6 dioptrias lencse lenne egymds mellett. Ezek dioptria-
szama Osszeadodik, tehat 12 lesz.

9. Tegyiik f6l, hogy a lift igy mozgott, hogy maximalis utat tett meg. Ekkor minden
megallds utdn irdnyt valtoztatott. Ha ugyanis az i-edik, j-edik szintekre egymads utén,
irdnyvaltoztatas nélkiil érkezett volna, akkor az i-edik szinten valé megallast kihagyva,
majd az Ut befejezése utan ide visszatérve, az igy médositott it hosszabb, mint a lift altal
megtett it, amirdl pedig feltettiik, hogy maximélis.

Jeldlje m; az i-edik megdllds szintjét, i = 1,2,...,10. A lift dltal megtett Ut

m1 + (m1 —mga) + (mg —ma) + (m3 — ma) + ... + (mg — m1o) =
:2[(m1—|—m3—|—m5—|—m7—|—m9)—(m2+m4+...+mg)] — mio.

Lathatd, hogy a megtett ut akkor maximélis, ha a fenti 6sszegben a 10, 9, 8, 7, 6 szintek
pozitiv, a megmaradé szintek negativ el6jellel szerepelnek. Mivel a kivonanddk koziil mio
egytitthatéja a legkisebb, ezért mio = 5, vagyis a lift végiil az 5-dik szinten &llt meg.
A tovdbbi m; értékek — a fenti megszoritds mellett — tetszélegesek lehetnek. A fenti
megszoritasnak eleget tevé m; értékekhez tartozé maximalis ithossz 220 m.

Megjegyzések. 1. A megoldasbdl nyilvanvald, hogy a lift nemcsak egyetlen médon
teheti meg a maximalis 220 m-t. Az ilyen utak szdma 5! - 4! = 2880.

2. A feladat konnyen &ltaldnosithaté m emeletes hdzra. Ekkor a lift maximélisan
2n(n + 1) méternyi utat tesz meg.

10. A rugalmas iitkozések és a ferde hajitasok Osszefiiggéseinek felirdsa utan — elég
hosszi szdmolédssal — belathatd, hogy a paraboldk fokuszpontjai az ejtési ponton dtmend,
2a meredekségii egyenesen helyezkednek el. Célszerii a labda mozgésat a lejtével parhuza-
mos és arra merdleges tengelyekkel rendelkezd koordindtarendszerben targyalni. A lejtore
merdleges irdnyban a labda igy mozog, mintha a nehézségi gyorsulds g cos a lenne; a fel-
pattanisok magassdga és az iitkozések kozotti idé pedig minden iitk6zés utdn ugyanak-
kora. A lejtével parhuzamos irdanyban a labda egyenletesen gyorsulva mozog, gyorsuldsa
gsina.

D 11. Jeloljitkk a tetraéder csicsait A, B, C és
D-vel. Mivel a tetraéder szabalyos, barmely magas-
sagvonala a szemkozti szabdlyos haromszoget a ko-
riilirt korének kozéppontjaban metszi. A magassag-
vonal koriil 120°-kal elforgatva a tetraédert, nma-

F gaba megy at. Ez a forgatas a tetraéder koré, a tet-

raéderbe irt gombot, valamint az élérinté gombot
is bnmagdba viszi at, emiatt mindhdrom gémbnek

C a kozéppontja a tetraéder magassagpontja, M.

A Jeloljitk a D csiucsnak az ABC sikra vald
E meréleges vetilletét D’-vel. A DD’ magassigvo-

nal tartalmazza a tetraéder M magassdgpont-

jat és MD' a tetraéderbe frhaté gomb sugardval

B egyenld. Erintse az élérint6 gomb az AD élt F-ben,

a BC élt E-ben. igy MF 1 AD és ME | BC, toviabba M E = MF és nyilvan F felezi
AD-t, E felezi BC-t, hiszen MD = M A = MC = M B a tetraéder koré irt gomb sugaraval
egyenlé. A DE A haromszog egyenl6 szaru (ED = EA) és M F merdlegesen felezi AD-t, igy
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at kell, hogy menjen a szemkozti csticson, E-n, azaz F, M és F egy egyenesbe esik. Ebbol
kovetkezik, hogy EM D' és DM F haromszogek M cstcsnél levs szdgei csticsszogek, tehat
egyenl8k, s mivel M D'E és M F D szogiik derékszog, gy hasonléak és megfelels oldalaikra:

EM _ DM

_ : 2 .
VD = MF’ ME =MF miatt EM* =MD" -DM.

12. Ha a telitett vizgdz térfogatat lassan csokkentjiik, a h6mérséklete dllandé marad,
a nyoméasa sem tud megvéltozni, mert az csak a homérséklettdl fiigg, igy a gaztorvény
szerint a részecskeszamnak kell csokkennie. A lassan Gsszenyomott gbz egy része tehat
kicsapddik.

Ha a térfogatot olyan hirtelen noveljiik meg, hogy nincs id6 szamottevé hécserére
a vizgdzt tartalmazé tartdly és a kérnyezete kozott, akkor a hdmérséklet lecsokken (adi-
abatikus tdgulds). Az 1j, alacsonyabb hémérséklethez tartozé telitési géznyomds kisebb
lesz, mint az eredeti, s6t, annak ellenére, hogy a térfogat né, a géz egy része kicsapddik.

A géz kicsapddasa tehat a térfogat csokkentésével és novelésével egyarant el6idézheto,
a térfogatvaltozas tényleges hatdsa a folyamat sebességétol fiigg.

13. Az dbrdn 1-t6]l 25-ig megszamoztuk az 5 X 5-0s 1120 9114l 3
tabla mezoit.

) 10|15 2 [ 19 | 24
Konnyen ellenérizhet6, hogy ha egy 16 az 1. szamu
e ny e - .. yo s ,, 21| 8 | 25| 4 | 13
mezordl kiindulva mindig a soron kévetkezd szamui mezore
1ép, akkor 24 lépésben minden mez6ét érint. Igy ha 13- 16 | 11 | 6 | 23 | 18
nal tobb lovat allitunk fel az 5 x 5-0s tablara, akkor ezek 71221171121 5
kozt feltétleniil lesz legalabb ketts, amelyek szomszédos
sorszamu mezokre Keriilnek, tehat a szdmozas tulajdonsdga miatt iitik egymast. Az 5 x 5-
6s tablan tehdt 13 16 elhelyezhetd a kivant mdédon (minden pédratlanadik mezén egy),
annal t6bb mar nem.

”

13+1. Egy altaldnos érvényti tétel szerint ha egy (F}) zart feliilet sehol nem ,16g ki
egy masik (F2) feliilet dltal hatdrolt térrészbél, akkor a nekik megfelel§ alaku fémtestek
kapacitdsdra fennall: C1 < Ca. (A tétel bizonyitdsdhoz a feltoltott kondenzator elektroszta-
tikus energigjat érdemes vizsgalni, mikdzben a kisebb feliiletet apré 1épésekben a masiknak
megfeleld alakira ,kalapdljuk”.)

A fémkocka éppen ,belefér” a megadott méretii fémgombbe, emiatt a kocka kapaci-
tésa biztosan kisebb, mint a fémgémbé.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4600. Egy d dtmérdji, viszonylag rovid szivoszalon keresztiil szappanbubo-
rékot fujunk, majd hagyjuk a buborékot ugyanezen a szivészdlon keresztiil leeresz-
teni. Eqgy esetben, amikor a felfujt buborék datmérdje D volt, a leeresztés idejét 8 ma-
sodpercnek mértik. Vdrhatéan mennyi idd alatt ereszt le

a) egy ugyancsak D dtmérdji buborék egy vastagabb, 2d dtmérdji szivo-
szdalon dt;
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b) d dtmérdji szivdszdlon keresztil az a buborék, amelynek legnagyobb dtmérdje
2D wolt?

(5 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

Megoldas. a) Tekintsiink a két folyamatban a buborékok azonos V' térfoga-
tdhoz tartozé pillanatokat. Attdl, hogy a szivdszal atmérdje kétszer akkora lett,
a kidramld levegd sebessége nem véltozik. A = d27r/4 feliileten v sebesség mellett
kicsiny At idé alatt AV = AvAt térfogat levegd tévozik. Igy (2d)27r/4 = 4A felii-
leten At/4 id6 alatt émlik ki ugyanennyi.

Ha mindkét esetben videofelvételt készitiink a buborékok leeresztésérdl, majd
a 2d atmérdji szivoszalhoz tartozod felvételt negyedére lassitva jatsszuk le, akkor
azon is ugyanazt fogjuk latni, mint az els6é videén. Hiszen az els6 felvételen At id6
alatt omlik ki AV térfogatu levegd, a méasodik vided lejatszasakor a At id6 a valo-
sagban At/4 idének felel meg, igy ott is AV térfogati levegd tédvozik. A térfogatok
tehat a két felvételen ugyanolyan iitemben csokkennek, igy a két felvétel lejatsza-
sakor a leeresztési idok is megegyeznek.

Ha a d atméroju szivészalon ¢ = 8 masodpercig tart a leeresztés, akkor a 2d at-
méroji csovon keresztiil a lassitott felvételen is 8 mésodpercig fog tartani, ami
a valésdgban t/4 = 2 mésodpercnek felel meg.

b) Egy r sugart, « feliileti fesziiltségli buborék belsejében a tilnyomés (a bu-
borék falanak mindkét oldalat és a gombfeliilet ,kétféle iranyu” gorbiiletét is figye-
lembe véve)

Ap=—.
T

A Bunsen-féle kiomlési torvény szerint o siirliségii géz

2Ap
v=4]—
0

sebességgel dramlik ki a rovid csévon. (A Bunsen-térvény azt fejezi ki, hogy a ki-
aramlo gazon végzett munka csak a mozgasi energiat noveli, a bels6 sirlédas nem
szdmottevd.) Eszerint dlland6 o és o mellett a sebesség a sugdr (— %)—ik hatva-
nyaval aranyos:

v~ 2

Vegyiink a D és 2D atmér6jli buborékok leeresztésének folyamatdban V' és 8V
térfogatoknak megfelelé pillanatokat. Ekkor a nagyobb (2-es jelii) buborék sugara
a kisebb (1l-es jelti) buborék sugardnak kétszerese, igy a nagyobbikbdl kidramlo
levegd sebessége 1/ V/2-szér kisebb, mint a kisebb buborékbdl tévozé levegd sebes-
sége:

’1)2:’01/\/5.

Mennyi id6 alatt lesz a 2-es buborék relativ térfogyatcsokkenése ugyanakkora,
mint amennyi a kisebb buborék relativ térfogatviltozasa Aty id6 alatt? Mivel
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a kidramlo levegd mindkét esetben ugyanakkora A keresztmetszeti csévon tavozik,

fennall
AVl o A’UlAtl A‘/YQ o A’UQAtQ

V1 V1 Vv2 VZ

ahonnan

Atg V2 (%
—2 2. 1_38V2
Atl V1 V2 \[

Ha megint alkalmazzuk a filmlelassitas triikkjét, vagyis a nagyobb buborék
leeresztésérol késziilt felvételt 8v/2-sziordsen lelassitva jatszuk le, a két buborék mé-
retének relativ csokkenését minden pillanatban ugyanakkoranak latjuk, igy a teljes
leeresztésiik ideje is ugyanannyi lesz.

A valésagban (valds id6ben mérve) a nagyobb méretii buborék mérete

Ty =8V2T, ~ 90 s

id6 alatt fog nullara csokkenni.
Fehér Zsombor (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
33 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Hidnyos (1-3 pont) 12, hibéds 3 dolgozat.

P. 4621. Idedlis gdz az dbran ldthato folya- P
maton megy dt. A kezdddllapotban Vi =2 dm?, 1 O]
p1 = 10° Pa, Ty =300 K. A végdllapotban Vo =
=8 dm?, py =2,5-10* Pa. Mekkora a gdz leg-

magasabb homérséklete a folyamat sordn, és ezt D2 @

melyik dllapotban éri el? " >V
\%

(4 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron ' 2

Megoldas. Eszrevehetjiik, hogy a feladatban szereplé adatokkal

n_Ye 4, vagyis  piVi =V,
p2 V2
tehat az 1-es és a 2-es allapot ugyanazon a T' = P T — 300 K
= 300 K-es izoterman helyezkedik el. b2
Abrézoljuk a folyamatot és az izotermakat 4 ) Vi
olyan koordinata-rendszerben, amelynek tenge- 3 7
lyeire V/Vi-et és p/pi-et mértiik fel. Ebben %
a koordinata-rendszerben a folyamatot jellemz6 2 %
egyenes is és a pV = alland6 egyenletii, hiper- e ™ Tinax
bola alaki izotermdk is tiikorszimmetrikusak Ly ®
a 45°-o0s szogben 4ll6, szaggatott vonallal jelslt d v
1 2 3 4 \%1

egyenesre.

A legmagasabb hémérsékletnek megfelel$ izoterma érinti a folyamatot jellemz6
egyenest, az érintési pont a kezdeti- és a végallapot kozott féluton,

D v
(1) ~=_ =25
2 Wi
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értéknél taldlhaté, vagyis ebben az allapotban a nyomds 2,5ps; = 6,25 - 10* Pa és
a térfogat V =25V, =5 dm?>.

A hémérséklet mindegyik allapotban a nyomds és a térfogat szorzatdval ara-
nyos. Az (1) osszefiiggésbél leolvashatd, hogy a legmagasabb hémérsékletii dllapot-

ban
2752:£.K:4PV :Tmax7
p2 W1 mWi T
vagyis
Thmax = % 300 K = 468,75 K ~ 470 K.

Morvay Bdlint (Pécs, Szent Mér Iskolakozpont, 12. évf.)
dolgozata felhaszndlasaval

72 dolgozat érkezett. Helyes 45 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 16, hidnyos
(1-2 pont) 7, hibds 4 dolgozat.

P. 4627. Eqgy felfujt lufit két tenyerink koz€ fogua el6bb-utobb azt érezziik, hogy
a lufi melegiti a keziinket. Hogy lehet ez?

(3 pont) Kérdezi: Radnai Réka, Budapest, Andor Ilona Enek-Zenei Alt. Isk.

Megoldas. Mivel az alapjan érziink valamit hidegnek vagy melegnek, hogy
mennyi hét ad 4t/le a testiink annak a valaminek, ezért a j6 hészigetelé anyagokat
melegnek érezziik. A lufiban taldlhaté levegd nagyon jé hészigeteld. Miutédn a lufi
anyaga felmelegszik, tenyeriink csak nagyon kevés hét ad le, ezért érezziik a lufit
melegnek.

A kornyezetiinkben taldlhaté levegét ennek ellenére nem érezziik mindig me-
legnek, mivel bériinkrél folyamatosan parologtatunk vizet, és ez energidt vesz el.
Mivel a koriiléttiink levo levegd szabadon mozoghat, a nedves levegd hamar elillan,
igy boriink folyamatosan parologtathatja a vizet.

Rézsa Tibor (Révkomdrom, Szlovakia, Selye J. Gimn., 11. évf.)

26 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott Malyusz Attila és Rézsa Tibor megoldasa.
Kicsit hidnyos (2 pont) 11, hidnyos (1 pont) 13 dolgozat.

P. 4629. Vizszintes, surloddsos talajon egy mozgdsdiban magdra hagyott test
mozgdsi energidja egy adott pillanatban 900 J, 2 s mulva mdr csak 400 J, mikozben
a test £ utat tesz meg.

a) Az £ it hanyszorosdt teszi meg még a test a megdlldsig?
b) Mennyi idd alatt teszi meg ezt az utat?
(4 pont) Kozli: Dudics Pdl, Debrecen

Megoldas. a) A test mozgdsi energidja a mozgds els6 szakaszdban ¢ tton
E1-16] Es-re valtozik:

AE = Ey, — Ey = =500 J.
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Alkalmazzuk a munkatételt a mozgds ezen szakaszara. Mivel a test mozgdsat (viz-
szintes talajon) pmg nagysiga, vizszintes irdnyu surlddési erd fékezi, fennall:

AE = —pumg?.
Jeloljiik a test megalldsaig megtett utat ¢'-vel! fgy itt is alkalmazhaté a munkatétel:
0— Ey=—umg/t'.

A fenti két egyenletet elosztva egymassal:

é_El—E2_900—400_§
¢ By 400 4’
ahonnan
E':éé.
5

b) A test mozgdsi energidja a sebességének négyzetével ardnyos, {gy a mozgas
els6 (t; = 2 mésodpercig tartd) szakaszdban a vy kezdOsebesség és vy végsebesség

aranya
w_ [E_ [o00_3
va  V Ex V400 2

A test atlagsebessége a mozgas elsé szakaszaban

_ U1t v 5
v = = U1,

2 6

a megallasig tartd, to idotartami masodik szakaszban pedig

_, v+ 0 v
v = =

2 3

az atlagsebesség. A megtett utakat az atlagsebességgel és a mozgds idejével kifejezve
felirhatjuk, hogy

vt =4, illetve vty =10,

ahonnan
to .
t

el
=2
‘

SIS

A test tehat a megdllasig to = 2t = 4 s alatt %E utat tesz meg.
Ivdn Baldzs (Fony6d, Métyds Kirdly Gimn., 9. évf.)
102 dolgozat érkezett. Helyes 72 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos
(1-2 pont) 18, hibds 1 dolgozat.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/1 47



ﬁ} 2015.1.11 — 18:31 — 48. oldal — 48. lap KoMalL, 2015. januar gf

— P

_ P. 4637. Szigeteld szdlra fiiggesztett, alufélidval bevont cso-
koldadényuszit elektromosan feltéltink. A nyuszi a levegd csekély
vezetoképessége miatt lassan elvesziti a toltését. Milyen lesz kisti-
lés kizben a nyuszi koril kialakuld mdgneses mez6? (Feltehetjiik,
hogy a levegd vezetdképessége figgetlen a helytdl.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Megoldas. A csokinyuszit borité alufélidn 1évé elektromos
toltés nem egyenletesen oszlik el, emiatt az idében lassan val-
tozé (majdnem sztatikus) elektromos tér altaldban igen bonyo-
lult térbeli szerkezetii lesz. Annyit azonban allithatunk, hogy csak
a nyuszin kiviili térrészben alakul ki elektromos mez6, és hogy az
elektromos erévonalak merdlegesen 1épnek ki az alufélia (ekvipo-
tencidlis) feliiletébol.

Sejthetjiik, hogy az igen bonyolult alakd nyuszi koriil egyaltalan nem alakul
ki magneses mez6 (ellenkez esetben a kérdés nem szerepelne a kozépiskolai felada-
tok kozott!), jollehet a kornyezd levegdben elektromos dram folyik. Ezt a sejtést
az alabbiakban be is bizonyitjuk!

Tételezziik fel, hogy kialakulhatna vala-
milyen (nulldt6l kiilénb6z8) mégneses mezd.
Ennek er6vonalai zart gorbéket alkotnanak,
egy ilyen példaul az dbrdn lathaté G gorbe
lehetne. Erre a gorbére az

OB = ZB(T‘)AT‘
G

mennyiség (mdgneses orvényerdsség, mas né-
ven méagneses korfesziiltség) nullatdl kiilon-
b6z6 lenne, hiszen az erévonal mentén ha-
ladva a B és Ar vektorok parhuzamosak, ska-
larszorzatuk tehat a szumma minden tagja-
ban pozitiv (vagy ellentétes koriiljards esetén
negativ).

\ csokinyuszi
\

< Maxwell IV. torvénye szerint az 6rvény-

er6sség a G gorbe altal koriilolelt A nagysagu
feliileten atfolyé teljes arammal ardnyos:

Op = o - I = po (I + I),

ahol I; az elektromos toltések mozgasibdl szarmazé szokasos aram, I pedig
a Maxwell-féle eltolasi aram, amely az elektromos fluxus id6beli véltozasi sebes-
ségébol szamithatd ki:

AU

12 = EOTt.
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Kovessiik nyomon (visszafelé) azon elektromos erévonalakat, amelyek az A fe-
lilleten haladnak keresztiil. Ezek az erévonalak a csokinyuszi feliiletének valamely
Ap nagysagu darabjarodl, az ott 1évé @ nagysdgu toltésbél indultak ki, fluxusuk
tehat egy adott ¢ idopontban:

¥t = = Q).

(Felhasznéltuk, hogy a nyuszi belsejében nulla az elektromos tér, tehat az Gsszes
erévonal ,kifelé” indul.) Ugyanekkora az A feliileten dthaladé elektromos fluxus is,
az eltolasi aram nagysdga tehét

AV AQ

I, =eo——

At AT e

Az utolsé 1épésnél kihaszndltuk, hogy az A feliileten athaladé (a toltéshordozok
mozgasdbol szarmazd) dram megegyezik az A felilleten 1év6 toltésmennyiség csok-
kenési sebességével.

Lathatd, hogy tetszdleges G gorbe altal hatarolt feliiletre I; + Iy = 0, emiatt
a magneses Orvényerésség sehol nem lehet nullatdl kiilonbozo, vagyis a csokinyuszi
koriil (és még annak belsejében is) a mégneses tér mindenhol nulla.

Holczer Andrds (Pécs, Janus Pannonius Gimn., 11. évf.) és

Sal Kristdf (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozatanak felhasznaldsaval

10 dolgozat érkezett. Helyes Antalicz Baldzs, Fehér Zsombor, Holczer Andrés,
Janzer Barnabds és Sal Kristéf megoldds. Hidnyos (2—4 pont) 5 dolgozat.

P. 4640. Az idedlis gdz belsd energidjat a molekuldk rendezetlen mozgdsdhoz
tartozé mozgdsi energidk dsszege szolgdltatja. A belsé energia valtozdsdt a hémeér-
séklet vdltozdsa jelzi. A gdzzal torténd rendezett energiakdzlést munkdanak, a rende-
zetlen energiakézlést hékozlésnek nevezzik. Mely tulajdonsdgai (dllapotjelzdi) ma-
radnak vdltozatlanok az dllandd témegi idedlis gdznak

a) csupdn hékézlés hatdsdra;
b) csupdn munkavégzés hatdsdra;
¢) ha folyamatosan annyi munkdt végez a gdz, amennyi hét felvesz?
(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. Mindharom esetben a hotan els6 f6tételébdl indulhatunk ki. Esze-
rint
AE, =Q+ W,

ahol @ a gézzal kozolt h6, W a kornyezet dltal a gazon végzett munka, AEy, pedig
a gz belsé energidjanak véltozdsa (ndvekedése).

a) Ha csupdn hokozlés torténik, vagyis nincs munkavégzés, akkor

AE, = Q.
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Ebben az esetben a hétan elsd f6tétele szerint a gdzzal kozolt hé teljes egészében
a gaz bels6 energiajat noveli. Mivel nincs munkavégzés, ezért ebben az esetben a gz
térfogata dllandoé. A géz allapotvaltozasa izochor.

b) Ha csupdn munkavégzés torténik, vagyis a gdz és a kornyezete kozott nincs
hékozlés, akkor

AE, =W.
A hétan els6 fététele szerint ekkor a gdzon végzett munka teljes egészében a gaz
bels6 energiajat noveli. A gaz allapotvaltozasa adiabatikus, a folyamat sordn a gaz
entropidja dllando.

¢) Amennyiben W = —Q), az els§ f6tétel szerint
AFE,=Q+W =0,

vagyis a gaz belsd energidja dllandd. EbbOl kovetkezden az idedlis gaz hémérséklete
is alland6 marad, a folyamat izotermikus.

Németh Andrds (Jészberény, Lehel Vezér Gimn., 11. évf.)

48 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 17, hidnyos
(1-2 pont) 13, hibas 5 dolgozat.

P. 4642. Egy { = 20 cm hosszi fondlingdt a viz-

szintesig kitéritink, majd figgdlegesen lefelé vy = v 14 _
=2 m/s sebességgel elinditjuk. Mekkora széget zdr be
a figgdlegessel a fondl, amikor meglazuldsa utdn jra vo
megfesziil?
(5 pont) Kozli: Holics Laszld, Budapest
Y Megoldas. A P pontban vy sebes-
N RN séggel fiiggdlegesen lefelé inditott fondl-
QLo \\\ inga a k koron haladva eljut az dbrdn l1at-
/ p \ haté @ pontba, ahol a fonala meglazul.
e o \\ Ez akkor kovetkezik be, amikor a fo-
p/ mg . nélerd nullava vélik, vagyis amikor az mg
o 5 nehézségi erd fonalirdnyi komponense ép-
¢ o pen biztositani tudja a vy sebességii kor-
mozgasnak megfelel6 centripetdlis erot:
k R )
mu
(1) 71 = mg cos a,

ahol « a fiiggllegessel bezart sz6g a meglazulaskor. A mechanikai energia megma-
radasanak tételébdl kiszamithatjuk az inga nehezékének sebességét a () pontban:

1 1
2 _ 2
(2) F MYy = mgl cos a + Moy
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Az (1) és (2) osszefiiggésekbol

Vo m
3 = — ~ 1,155 —,
( ) U1 \/g s
valamint
v2
(4) coso = —z ~ 0,68; vagyis o~ 47,2°
g
kovetkezik.

A fondl meglazuldsa utan az ingatest letér a k korpélyarol, és egy vy kezdé-
sebességil, a szogl ferde hajitas p parabolapalyajan halad tovabb. Ez a parabola
valamely R pontban metszi a kort, a fonal ennél a pontnaél fesziil meg ujra. Felada-
tunk az OR egyenes és a fiigglleges altal bezart [ szog meghatarozasa.

Vegyiink egy olyan koordinata-rendszert, amelynek O origéja az inga felfiig-
gesztési pontja, x tengelye vizszintesen jobbra, y tengelye pedig fiiggélegesen felfelé
mutat. Ebben a rendszerben az ingatest koordinatai ¢ idovel a fondl meglazuldsa

utan:

(5) x =wvitcosa — fsina,
illetve

(6) y = —gtz + vitsina + £cos a.

A fonal akkor fesziil meg ijra, amikor a végén 1évé test ismét £ tavolsagra keriil
a felfiiggesztési ponttdl. Az x? + y? = (% Gsszefiiggés (5) és (6) behelyettesitésével
t-re egy negyedfoki egyenletet ad (8sszhangban azzal, hogy egy kornek és egy
paraboldnak legfeljebb 4 kozos pontja lehet):
. ﬁ

1 —t3~vlgsina =0,

vagyis
4
(7) t3 <t - % sin a) =0.

Ennek az egyenletnek t = 0 hdromszoros gydke, ez a megoldas a @@ pontnak felel
meg.

Megjegyzés. Nem meglepd, hogy ¢t = 0 hdromszoros gyok, hiszen kozvetleniil a fonal
meglazuldsanak pillanata el6tt a test helye, sebessége és gyorsuldsa ugyanakkora, mint
ezek a mennyiségek kozvetleniil a fondl meglazuldsa utdn. Geometriai nyelven megfogal-
mazva: a k kor és a p parabola (Q metszéspontjaban a két gorbe érintdje is és a gorbiilete is
megegyezik.

A (7) egyenlet szamunkra érdekes negyedik gyoke

44 sin «

(8) ta ~ 0,345 s,
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a meglazuldsat kovetden ennyi id6 mulva fesziil meg tjra a fondl. Az inga nehezé-
kének koordindtai ekkor (5) és (6) szerint, (1) és (8) felhaszndldsdval:

zg = z(ty) = (sina(4dcos® a — 1) = £sin(3a),

yr = y(ts) = Lcosa(l — 4sin® a) = —Lcos(3a),
amik a keresett S szoggel is kifejezhetok:

xR = {sin (3, yr = —Lcos .

Eszerint a fonal szoge az ismételt megfesziilés pillanatdban

B =180° — 3a ~ 38,4°.

Marosvari Kristdf (Keszthely, Vajda J. Gimn., 11. évf.) és

Fehér Zsombor (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata felhasznalasival

48 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 11, hibas 8 dolgozat.

P. 4648. Harom, végtelen hosszunak tekinthetd, egy sikban lévd, egymdst egy
tetszdleges hdromszogben keresztezd vékony szigetelopdlcdt egyenletesen, azonos til-
tésstiriséggel feltoltink. Hovd helyezhetiink el eqy ponttiltést, hogy egyensilyban le-

gyen?
(6 pont) Kozli: Kosa Tamds otlete alapjan Vass Miklds, Budapest

I. megoldas. Tekintsiik a pélcdk dltal kijelolt hdromszog egy belsd (P) pont-
jat, és rajzoljuk be az oda helyezett ponttoltésre hatd erdket!

Azt a pontot keressiik, ahol a ponttoltésre hato elektrosztatikus erdk kiegyen-
litik egymadst, azaz vektori 6sszegiik zérus. (Ilyen pont nyilvdn csak a palcak altal
alkotott sikban és a hdromszog belsejében lehet.)

Erdegyensiily esetén az egymas végébe rajzolt erévektorok zarédé haromszoget
alkotnak (ldsd az dbra jobb oldali részét). Mivel mindegyik erévektor merdleges
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a haromszog valamely oldalara, az er6vektorok alkotta haromszog és az eredeti
héromszog hasonlé. Igy a megfelel§ oldalaik aranya megegyezik:

(1) e

Szamitsuk most ki, hogy mekkora elektromos térerdsség alakul ki egyetlen, na-
gyon hosszi, egyenletesen feltoltott (hosszegységenként n toltéssel rendelkezd) szi-
getel6 palca kornyezetében, a péalcatol r tavolsagban. A térerdsség — a szimmetria
miatt — a palcira mer6leges és mindenhol ugyanakkora F(r) nagysigi. Alkalmaz-
zuk az elektromos fluxus és a toltés nagysdga kozott fenndllé Gauss-torvényt egy
L hosszisagu, a palcaval azonos szimmetriatengelyti, r sugart hengerre:

1
E(r)-2nrL = —nL,
€o

ahonnan
n 1 1

—_ A~ —

E(r) = .
(r) 2meg T T

Ezek szerint az egyes (ugyanakkora toltéssiirliségil) palcdk dltal a ponttéltésre

kifejtett erd és a palcatdl mért tavolsiag szorzata ugyanakkora. Az dbra jeloléseit

kovetve:
do F, =dy Fp =d. Fy,

amit az (1) ardnyossigokkal dsszevetve
a-de=>b-dy,=c-d,

adédik, vagyis a haromszog csiicsaibol a P pontba hiizott szakaszok a haromszoget
egyenld terileti részekre osztjak. Ilyen tulajdonsdgi pont a haromszog belsejében
csak egy van: a haromszog sulypontja. Nézziik ennek bizonyitdsat!

Az AP B haromszog teriilete egyharmada az A BC haromszog teriiletének, emi-
att d. megegyezik a c oldalhoz tartozé magassig egyharmadaval. Ezek szerint a P
rajta lesz az a oldalhoz tartozé magassdgnak az a oldalhoz koézelebbi harmadolé
merdlegesén, és erre a harmadold merélegesre a hdromszog S sulypontja is illeszke-
dik.

Mivel az oldalak helyzete szimmetrikus, ugyanez igaz egy masik, példaul a b ol-
dalhoz tartoz6 magassagra is. A két harmadolé egyenesnek egyetlen metszéspontja
van, a feladat egyetlen megoldasa tehat a hdromszog sulypontja.

II. megoldas. Az elektrosztatikus erék egyensilydnak megkeresése egyenér-
téki feladat az elektrosztatikus potencial szélsOértékének meghatarozasaval. Egy
végtelen hosszi egyenesnek tekinteheto, egyenletesen toltott szigetel6 palca poten-
cidlja a palcatol mért tavolsdg logaritmusaval ardanyos:

Ulr)=— /(E(r) dr = 4llandé - Inr + llandé.
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A hérom (ugyanakkora toltésstiriiségii) palca elektromos potenciélja az egyes palcdk
potencialjanak Gsszege:

Usreas = U1 + Us + Us = lland6 - In (d, dj d.) + 4llands.

Ez a kifejezés akkor legnagyobb (vagy legkisebb), ha a kérdéses pontban az oldalak-
t6l mért tavolsagok szorzata maximalis. Ezen szélséérték-feladat megolddsa: a hd-
romszdg silypontja (1asd a B. 4636. feladat megolddsat a 25. oldalon! — a Szerk.).

Antalicz Baldzs (Hédmez6vasarhely, Bethlen G. Ref. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A potencidlfiiggvény menetébdl az egyensilyi helyzet stabilitdsara is
kovetkeztethetiink. Ha a palcdk toltése és a ponttoltés elGjele megegyezik, akkor a palcak
sikjdban torténd elmozduldsokra nézve az egyensily stabil, a sikra merSlegesen viszont
instabil. Ellentétes el6jel esetén a helyzet forditott: a palcak sikjabdl kitéritett ponttoltést
az elektromos er6tér visszahizza, a palcdk sikjdban torténé elmozdulds hatdsara viszont
valamelyik palca magahoz rantja a ponttoltést. Ezek szerint semmilyen elGjelli pdlca ered6
elektrosztatikus eréterében sem alakulhat ki minden irdnyban stabil egyensilyi helyzet.
Ez az 4llitds a nevezetes Earneshaw-tétel speciilis esete.

(G. P.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Hidnyos (3-4 pont) 4, hibds 2 dolgozat.

P. 4656. Ugyanabban a pontban felfiiggesztett hdrom
egyenld hosszu fondlon hdrom azonos nagysdgu €s tomegi kis
gomb fiigg. Mindegyiknek ugyanakkora téoltést adva mekkora
sugarid koron fognak elhelyezkedni?

Adatok: £ =20 cm, m = 1,3 gramm, Q = 1,2-10~" C.
(5 pont) Francia érettségi feladat

Megoldéas. A hiarom gémb — a szimmetria miatt — egyméstol egyenld tavol-
sagban fog elhelyezkedni, vagyis egy szabdlyos haromszoget alkotnak. A haromszog
oldalainak d hossza (a kis gombok tavolsiga) a kir sugardnak v/3-szorosa.

Mindhdrom gémbot taszitja a masik ketto. Mivel a toltésiik és a tavolsagaik
egyenléek, barmelyik kivdlasztott (A jelii) gémbre ugyanakkora,

2
FO = kﬁ
nagysagi, egymdssal 60°-os szoget bezdrd erével hat a mdsik kettd, a bal oldali
(feliilnézeti) dbrdnak megfeleléen.

Az dbrardl az is leolvashatd, hogy a két Coulomb-eré eredéje

3kQ?
(1) F =2Fyc0s30° = V3 F, = \/;Tg

nagysagu, és a haromszog kivédlasztott csicsaval szemben 1év6 oldalra mer6leges.
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feliilnézet

oldalnézet

A F=V3F

Mindegyik gomb, igy az A jeli is egyensilyban van, tehat a ra haté erék ere-
déje nulla. A jobb oldali (oldalnézeti) d@brdrdl 14thatd, hogy az egyenstly feltétele:
a vizszintes iranyd F elektrosztatikus er6 és a fiiggbleges iranyu mg nehézségi erd
ereddje ugyanakkora 9 szoget zarjon be a fiigg6legessel, mint a fondlban haté T ero:

t19—F— T
& _mg_1/£2_,r.2.

Felhaszndlva az (1) sszefiiggést, tovdabba bevezetve az

2
2) z= %2
dimenziétlan mennyiséget, az egyensily feltétele ilyen alakra hozhaté:
(3) 1—2=K- 2%,
ahol

Ezmg2
3<kQ2> 6,5

A (3) harmadfoki egyenlet pl. a Desmos Graphing Calculator nevii online
fiiggvényabrézolé program segitségével (www.desmos.com/calculator) kénnnyen
megoldhaté. Az egyenlet mindkét oldalat grafikusan dbrazolva megallapithatjuk,
hogy a két gorbének egyetlen metszéspontja van x = 0,252 értéknél, ami (2) alapjan
r = 0,10 m-nek felel meg.

A kicsi, elektromosan t61tott gombok tehdt az egyensiily bedllta utan egy 10 cm
sugari kor mentén, egymastol kb. 17 cm tavolsidgra fognak elhelyezkedni.

Ahaan S. Rungta (USA, Massachusetts, Cambridge, Homeschool, 11. évf.) és
Asztalos Bogddn (Budapest, Baar-Madas Reformatus Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

93 dolgozat érkezett. Helyes 52 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 21, hidnyos
(2-3 pont) 18, hibds 1, nem értékelhetd 1 dolgozat.
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P. 4661. Két egyenes, eqymdsra merdleges itpalya keresztezédése felé eqy sze-
mélyautd és eqy teherautd kozeledik. A személyautd vonatkoztatdsi rendszerében
a mdsik 1dton haladd teherautd sebességének nagysdga 90 km/h. A személygépkocsi
sebességmérdije 72 km/h-t mutat. A mérés pillanatdban a teherautd 600 m-re, a sze-
mélyauts 800 m-re van az utkeresztezddéstol. Melyik ér hamarabb a keresztezddés-
hez, ha mindketté egyenletesen halad?

(4 pont) Kozli: Szombathy Miklés, Eger

Megoldas. Jelsljiik a teheraut6 (T) sebessé-
gét v1-gyel, a személyautd (Sz) sebességét va-vel;
—_— ezek a sebességek az uthoz viszonyitott értékek.
Tudjuk, hogy

km m
o\ [ v =125 =20
S2

a személyauto tehat

’ |

t228£:40S

U2
M.
alatt teszi meg a keresztez6désig az so = 800 m-es
utat.
A személyauté (mozgd) vonatkoztatdsi rendszerében a teherauté sebessége két
egymaéasra meroleges sebességvektor Gsszege, a nagysaga

k
03:\/U%+v%:90%:25 ?

ahonnan kiszamithat6 a teherauté sebessége:

v = /3 — v = /252 — 202 ?:15 ?

Ekkora sebességgel haladva a teherauté

s
tl = 71 =40s
U1
id6 alatt teszi meg az s; = 600 m-es utat.
A két jarmi tehat egyszerre érkezik az utkeresztezédéshez.
Sallai Krisztina (Mez6kovdcshéza, Hunyadi J. Gimn., 10. évf.) és

Szemerédi Levente (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn. és Alt. Isk., 9. évf.)
dolgozata alapjan

173 dolgozat érkezett. Helyes 149 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(1-2 pont) 14, nem versenyszerii 1 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M/ M. 347. Rogzitsiink hurkapéalcat egy asz-
__ tal szélére! Terheljiik fokozatosan a szabad végét,

: --  vagy akasszunk ra er6mérot! Mérjiikk meg a pélca

~ eltoréséhez sziikséges M forgatényomatékot, il-
' letve a terhel6 er6 W munkajat! Valtoznak-e a mé-

F rési eredmények, ha a hurkapalca asztalon tul ki-
nyualo részének ¢ hosszat a felére csokkentjiik?
(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

P. 4693. Hany kelvinen mutat ugyanannyit a higanyos hémér6é Celsius- és
Fahrenheit-skdlan, és mennyi ez az ugyanannyi?

(3 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Edrs, Budapest

P. 4694. a) Hany gramm viz van egy 25 °C-o0s, 60 m® térfogatii szoba levegé-
jében, ha a relativ paratartalom 50%-o0s?

b) Hany szazalékra né a relativ paratartalom, ha a szoba hémérséklete reggelre
20 °C-ra csokken? (Az ablakok be vannak csukva és jol zarnak.)

¢) Hény szdzalék ugyanennek a levegének a paratartalma 10 °C-on?

(4 pont) Tornyai Sdndor fizikaverseny, Hédmez&vésarhely

P. 4695. Egy 5 dioptrias lencsétdl 10 cm-re helyezkedik el egy olyan vilagito,
1 cm hosszu izzdszél, amely meréleges az optikai tengelyre. A lencse mésik oldalan,
ugyancsak az optikai tengelyre merélegesen helyeziink el egy, a lencse felé fordulé
siktiikrot, tole 20 cm-re. Hol, mekkora és milyen &allasi képei keletkeznek az izzo6-
szalnak?

(4 pont) Kozli: Szombathy Miklos, Eger

P. 4696. 8 mm atmérdjli és 4 mm magas, henger alaku gyogyszertablettak kis
magassagbdl hullanak az asztalra. Tételezziik fel, hogy minden térbeli irany egyenld
valdszintiségii, és a tablettdk nem pattannak fel. A tablettdk hany szézaléka kertil
az asztalon , gurulds” helyzetbe?

(4 pont) Bakonyi Gdbor (1932-2010) feladata

P. 4697. Ujséghir: ,Egy elektromos versenyauté hdrom mésodperc alatt van
szdzon, maximdlis sebessége 220 km/h, teljesitménye 268 1éerd.” Mekkora lehet
az auté tomege?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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P. 4698. Egy stlyos vasgolyéhoz
{ hosszi cérnaszalat, annak végére pe-
dig tollpihét erositettiink, majd a golydt
vizszintes irdnyban elhajitottuk. A golyé

az dbrdn lathatd fémkarikan repiil keresz-
d <>—]  tiil. Mennyi id6 alatt halad at a cérnaszal
A . a karikan?
A Adatok: ¢ =1,6 m, h =1,25m, d = 2 m.
(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 4699. Egy a = 30°-0s hajlasszogi lej-
t6n két vékony lemez egy sinpért alkot. A le-
mezek tavolsidga d = 1,6 cm. A sinpédrra 2 cm
atméroji golyot helyeziink, és ez csiiszds nél-
kiil legordiil.

a) Mekkora a golyé kozéppontjanak
a gyorsulasa?

b) p nagysagu sirlédési egyiitthaté esetén milyen meredek lejtonél csiiszik meg
a golyd?

(5 pont) Vermes Miklés (1905-1990) feladata

P. 4700. Egy h magassigu, A keresztmetszetli (h < \/Z) homogén fémkorong
alkotéjaval pdrhuzamosan, nagy gyorsuldssal mozog (a > g). Hany elektron jelenik
meg a fémkorongnak a gyorsulds irdnyaval ellentétes oldalan?

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Budapest

P. 4701. Fiiggoleges sikban mozgd, szigeteld anyaghdl késziilt karika Py és Ps
pontjahoz @ t6ltésti, kisméretil golydkat gy, hogy o = 60° (1dsd az dbrdt). A karika
B indukciéji, homogén magneses mez6ben van, amelynek erévonalai merdlegesek
a karika sikjara. A karikat dgy mozgatjuk, hogy az a szigetel6 anyagbdl késziilt
vizszintes feliileten tisztan gordiil, és a kozéppontjanak sebessége vg.

X < X X X X a) Mekkora mdgneses er8k hatnak az §bran
B Py lathaté helyzetben az egyes toltott golydkra?

b) A karika mely helyzeteiben nincs a mag-
neses erok ereddéjének forgatényomatéka a ka-

“ rika kozéppontjara vonatkoztatva? Ezen hely-
zetek koziil melyikben gyakorol nagyobb er6t
x a magneses mezO a karikdra? Mekkora ez az
erg?
X
¢) Hatdrozzuk meg a magneses erék hatds-
vonalainak metszéspontjat!
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs
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P. 4702. Négy darab 10 cm oldald, kiilon- )

) P D3 D4
b6z6 anyagi mindségit betonkockat az dbrdnak meg- =
felelden helyeziink egymés mellé, és *°Co gamma-
sugarnyalabbal ,vilagitjuk meg” egymas utan 4 po- S1 = 1 2 D D1
z{ciébdl (S1, S2, S3 és S4). A sugérforrdsokkal szem-
b.(.an, a betonkockal’i mogott 4 defekjcort is e,lh,elyez— 2= 3 4 D D2
tiink (D1, D2, D3 és D4). Az els6 hdrom mérés sze-
rint a betonkockak a sugarzds intenzitasat rendre az
eredeti érték 86,76, 71,94 és 84,25 szazalékara csok-
kentik.

a) Hény szdzalékra csokkent intenzitdst mér a negyedik detektor?

L/
$3 s4

b) Az 1. kocka ,felezési rétegvastagsdga” 6 cm. Mekkora ez — az anyagi miné-
ségtdl fiiggd — mennyiség a tobbi kockanal?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
P. 4703. Az dbran lathaté alakzatban (amely A .
a kozepe felé korlatlanul folytatodik) a fekete ko-
rokkel jelzett pontok kozott 1 Q ellendllasu vezeté- °
kek vannak. .
Mekkora az ered§ ellendllds az A és B pontok ¢ ) '@' P I
kozott? =
(6 pont) Amerikai versenyfeladat nyomdn )
. B
e

Bekiildési hatarid6: 2015. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 65. No. 1. January 2015)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 27): K. 445. Corner P
of a square PQRS is folded up to coincide with corner R. Then @ is also folded to R.
The area of the resulting figure is 9 cm®. What is the area of the original square? K. 446.
John works for two companies, each paying him by the hour. If he works twice as much
for the first company than for the second one during the course of a month, then his
monthly wages will be 4/5 as much as they would be if he did it the other way round.
How long does he need to work for the first company to earn as much as he is paid by
the second company for 10 hours? K. 447. Are there natural numbers z and y such that
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z? + y2 = 20157 K. 448. There are four discs on a carousel, arranged as shown in the
diagram. In how many ways is it possible to colour the four discs with four colours, given
that colourings obtained from each other by rotating the carousel around its midpoint in
its plane are not considered different? Any colour may be chosen for any disk, but each
disc is only allowed to have a single colour. K. 449. Sebastian’s test score of 98 points
increased his average calculated from all previous tests by 1 point. Then his next score of
70 points decreased the average by 2 points. How many tests did Sebastian take altogether?
K. 450. In the arithmetic sequence 1,14, 27, ..., how many digits are there in the second
number that consists of digits of 2 only?

New exercises for practice — competition C (see page 28): Exercises up to
year 10: C. 1266. Solve the equation 5(2n+1)(2n+3)(2n+5) = ababab, where n denotes
a positive integer, a and b stand for different digits, and ababab is a six-digit number.
(Suggested by L. Szdmadd, Budapest) C. 1267. Given a convex angle in the plane and
a point S in its interior, determine the line (e.g. by providing a method of construction)
that forms a triangle with the vertex of the given angle such that the centroid of the
triangle is the given point. Exercises for everyone: C. 1268. Prove that for all real
numbers a and b, a* + b* + 2 > 4ab. C. 1269. What is the minimum number of sides of
a regular polygon in which the radius of the circumscribed circle is at most 1.1 times the
radius of the inscribed circle? C. 1270. There are a few lines and a few circles drawn on
a sheet of paper. Every two of them intersect each other, but no three pass through the
same point. What are the numbers of lines and of circles if the number of intersection
points is 757 Exercises upwards of year 11: C. 1271. Consider circumscribed circle of
a right-angled triangle. Draw the semicircle containing the triangle, and draw tangents to
it, parallel to the legs. The parallels together with the line of the hypotenuse form a similar
right-angled triangle. Find the angles of the triangle if the area of the outer triangle is
6 times the area of the inner triangle. (Based on the idea of I. Légrddi, Sopron) C. 1272.
The sum of an arithmetic progression of 100 terms is 838 without the 68th term, and 849
without the 13th term. What are the values of the terms left out?

New exercises — competition B (see page 29): B. 4678. Ann and Bill take turns
writing digits on a sheet of paper, left to right. Ann starts with a nonzero digit, and they
continue until a 100-digit number is formed. Bill wins if the resulting number divided by
11 leaves a remainder of 5, otherwise Ann wins. Both players are good at mathematics.
Who will win the game? (Suggested by Gy. Kdrolyi, Budajend) (4 points) B. 4679.
Prove that among any 39 consecutive natural numbers there is a number in which the
sum of the digits is divisible by 11. (3 points) B. 4680. Find the integer solutions of the
equation 3" = 2n® + 1. (3 points) B. 4681. What is the area of the pentagon in exercise
C. 12407 (4 points) B. 4682. For a given positive integer k, find the largest positive
integer m such that the following statement should be true: If at most m of 3k different
points in the plane are collinear, then the points can be divided into k groups of three
such that the points in each group form a triangle. (Suggested by A. Frank, Nagykovécsi)
(5 points) B. 4683. Is there a plane that intersects a right pyramid of regular pentagonal
base in a hexagon with a) line symmetry, b) central symmetry? (6 points) B. 4684.
The diagonals of a quadrilateral ABCD are perpendicular, they intersect at E. From
point E, drop a perpendicular onto the line of each side. Consider the intersection of each
perpendicular with the opposite side. Prove that the four points all lie on a circle centred
at a point of the line segment connecting the midpoints of the diagonals. (Suggested by
Sz. Miklds, Herceghalom) (5 points) B. 4685. Determine the smallest possible value of
=2 + y2 + 24, where x, y and z are positive numbers that add up to 34. (5 points) B. 4686.
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A flea is jumping on the points of the plane with integer coordinates. Is it possible for the
flea to follow a route touching every lattice point exactly once, in which each jump has
an integer length, and each integer jump length occurs exactly once? (6 points)

New problems — competition A (see page 32): A. 632. Let ABCD be a convex
quadrilateral. In the triangle ABC let I and J be the incenter and the excenter opposite to
vertex A, respectively. In the triangle ACD let K and L be the incenter and the excenter
opposite to vertex A, respectively. Show that the lines IL and JK, and the bisector of the
angle BC'D are concurrent. (Russian problem) A. 633. Prove that if n is a sufficiently
large positive integer then among any n distinct positive integers there are four whose
least common multiple is greater than n®>°?. A. 634. Let n > 2 be a in integer and let
f: R = [=1,1] be an n times differentiable function. Show that the equation f™ (z) =0
has at least n — 1 distinct solutions.

Problems in Informatics
(see page 34)

I. 364. We are controlling a robot on an n x n grid. The robot can move in four di-
rections along empty grid cells. The robot cannot pass through the four walls surrounding
the board, and there are also some obstacles inside blocking its way. To control the robot,
we use the letters F, L, J and B (= up, down, right, left): when pressing any of these
keys, the robot starts moving in a straight line in the given direction until it touches an
obstacle or a wall. The example shows a grid with n = 10 and with some obstacles (“X”).

Your program i364 should solve the following tasks.

1. Read the board description from the text file palya.txt. The first line of the file
contains the value of 1 <n < 20, the next line describes the number of obstacles,
then each successive line contains the (column and row) coordinates (separated by
a space) of the obstacles.

2. You should draw a map of the board by using X characters to denote the corners
and inner obstacles, and the last digits of the column and row coordinates to denote
the walls on each side.

3. Prompt the user to enter a column/row pair, then check if the corresponding grid
cell is empty. The output should be a message such as “The cell (3,5) is empty.”

4. Choose a free cell randomly and store its location for later use. A message such as
“The starting cell of the robot is (6,4).” should be displayed.

5. Determine the coordinates of the cells that can be reached in one step (that is, in
a straight line) by using the given starting cell. By using the previous example, the
output would be “The cells (6,3), (6,7), (3,4) and (10,4) can be reached in one step.”

6. Prompt the user to enter a character string encoding commands to the robot. Apart
from the lowercase and uppercase characters denoting valid directions, all other
characters should be ignored. The following data should be written in the text file
mozgas.txt: the starting cell coordinates, and the coordinates of the cells the robot
stops at when executing the movement commands. The robot should start from the
cell chosen in Task 4 above. A sample user input can be “FFjLeBF” for example.

7. The previous user input should be corrected and simplified as follows: the modified
version should contain only uppercase letters encoding valid directions, but directions
that do not change the robot position on the given board should also be ignored.
The modified string for the previous example thus becomes “The modified string of
directions is FJLBF”.
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The table in the example contains a sample input (“Példa bemenet”) and output
(“Példa kimenet”).

The source code (i364.pas, 1364.cpp, ...) without the .exe or any other auxiliary
files generated by the compiler but with a short documentation (i364.txt, i364.pdf,
...), also describing which developer environment to use for compiling the source, should
be submitted in a compressed file 1364.zip.

I. 365. There are five gates to the depot of a trading company. The company owns 10
trucks. Due to the length of the loading and unloading process, a truck can pass through
a gate at most once in every hour. A truck can use any of the gates to enter or exit the
depot, but they have to stop briefly there to electronically register their number plates
(“Rendszam” in the example below), the time (1-100 in the “Ora” column) they pass
through the gate, their direction (in or out, that is, “Be” or “Ki” in the “Irdny” column),
the gate number (1-5, “Kapu”) and the truck weight (0,0-100,0 in tons in the “Suily”
column—notice that here a comma is used instead of a decimal dot).

The file i365.zip (downloadable from our web page) contains the data recorded at
the five gates (kapul.txt, kapu2.txt, ..., kapu5.txt) and the data corresponding to the
trucks (teherautok.txt, a tabulator-separated and UTF-8 encoded text file).

In your solution you

— may want to use formulae, functions or links whenever possible;
— can perform auxiliary computations only to the right of column E;
— should not use macros or user-defined functions.

1. In your spreadsheet application open the files containing the data recorded at the
gates, then copy their content into a single table in a new sheet Raktar. Make sure
that this new table has only one header (unnecessary headers should be deleted).
You should save the table in the default application file format with name i365.

2. Place the truck data in a sheet Teherautdk so that the first data piece is put into
cell Al.

3. The data on the Raktar sheet should now be sorted according to the truck number
plates, then, for the same truck, according to when they passed the gate.

Answers to the following questions should be displayed in the Teherauték sheet; a
short text describing the actual cell content should precede the cells or should be put in
the column headers.

4. For each truck you should determine how many tons of goods they transported in
the depot and out of the depot, respectively, in the given period. The amount of
transported goods is the difference between the full truck weight and empty truck
weight measured at the gate.

5. Give the number plate of the truck that delivered the largest amount of goods into
the depot.

6. Display for each truck whether they were in the depot or outside the depot before
passing through Gate 1.

7. Read a time value in the given period and display the number of trucks in the depot
at that time. Trucks entering or exiting the depot in that hour should not be taken
into account.

8. Display, based on the given data, at least how many trucks broke the rules and did
not stop at the gates to register their data.

9. Determine the peak hour with respect to truck traffic.

Your sheet (1365.x1sx, 1365.0ds,...) containing a short documentation (i365.txt,
i365.pdf, ...) and also describing the name and version number of the spreadsheet
application, should be submitted in a compressed file (1365.zip).
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I. 366. The logo of our journal appears on our web page, on Facebook and in the
printed volumes as well. We would like to recreate the web page logo by using animation.
Your solution should use the same shapes as in the static version; the final result can be
slightly different.

The animation should include some translation, rotation, scaling and changing colors.
The overall effect should be elegant and decent. In connection with the SVG, you may
visit the following pages:

e http://svg.elte.hu/.
e http://tutorials.jenkov.com/svg/index.html.

Your solution in HTML format (i366.html) and containing the animation in an “svg”
tag should be submitted. The HTML document should contain any links that proved to
be useful in your work.

S. 95. George has five identical decks of playing cards. Each card contains an integer,
and no integer is found on two different cards in a deck. So if a particular number turns
up in a deck, then that number can also be found in each of the other decks exactly once.
George likes to keep his cards in a particular order: he ordered all five decks in the same
way.

During the night, however, a wicked kobold visited George’s house. The kobold chose
a deck and drew some cards out of it, then put those cards back into the deck in some
way (not necessarily to their original place, but into the same deck). The kobold then
performed this operation on each of the remaining four decks. But if a particular integer
was relocated in a deck, the corresponding card with that integer was not touched again
in the other decks. After waking up in the morning, George was perplexed. Fortunately,
you can help him restore the original card order in all decks.

Your program should read the value of N (1 < N < 50 000) from the first line of the
standard input, then the (space-separated) a; integers from the following 5 - N lines. The
first N numbers describe the card order in the first deck after the kobold’s operation, the
second N numbers describe the new card order in the second deck, and so on. The first
N lines of the standard output should contain the original, common deck order.

In the example, “Példa bemenet” is a sample input, and “Példa kimenet” is the
corresponding output. To save some space in the example, the 5- N input lines and the N
output lines are now printed in one line, with the / symbol denoting end-of-line characters.

Scoring and bounds. You can obtain 1 point for a brief and proper documentation
clearly describing your solution. Nine further points can be obtained provided that your
program solves any arbitrary valid input within 1 second of running time.

The source code (s95.pas, s95.cpp, ...) without the .exe or any other auxiliary
files generated by the compiler but with a short documentation (s95.txt, s95.pdf, ...),
also describing which developer environment to use for compiling the source, should be
submitted in a compressed file s95.zip.

Problems in Physics
(see page 57)

M. 347. Fix a wooden skewer to the rim of the table. Gradually load its free end,
or hang a spring balance to it. Measure the torque M needed to break the skewer, and
the work W done by the load. Will the measured data change if the length ¢ of that part
of the skewer which sticks out of the table is halved?

P. 4693. What is the temperature measured in Kelvins at which a mercury-in-glass
thermometer reads the same value in Celsius and in Fahrenheit scale, and what is this
same value? P. 4694. a) What is the amount of water in grams in the air of a room of
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volume 60 m® at a temperature of 25 °C, if the relative humidity is 50%7 b) To what
per cent value does the relative humidity of the room increase if by the next morning
the temperature of the room have decreased to 20 °C? (The windows are closed and
well sealed.) ¢) What is the relative humidity of the same sample of air at a temperature
of 10 °C? P. 4695. There is a 1 cm long operating electrical filament at a distance of 10 cm
from a lens of optical power of 5 dioptres. The filament is perpendicular to the principal
axis of the lens. A plane mirror, facing towards the lens, is placed to the other side of
the lens, 20 cm from it. The mirror is also perpendicular to the principal axis of the lens.
Where are the images of the filament and what is their size? P. 4696. Disc shaped tablets
of diameter 8 mm and of height 4 mm are falling to the tabletop from a small height.
Suppose that all directions have the same probability and the tablets do not bounce back
from the tabletop. What percentage of the tablets arrive at the table in “rollable” position?
P. 4697. In an article of a newspaper the following was written: “An electric racing car
reaches a hundred in three seconds, its maximum speed is 220 km/h and its power rating
is 268 horsepower.” What may the mass of the car be? P. 4698. One end of a thread of
length ¢ is attached to a heavy iron ball, whilst the other end of the thread a feather is
fixed, and the ball is projected in the horizontal direction. The ball flies through the metal
ring shown in the figure. How long does it take for the thread to pass the metal ring?
Data: £ =1.6 m, h =1.25 m, d =2 m. P. 4699. Two thin sheets on the surface of a slope
of angle of elevation of a = 30° form a pair of rails. The distance between the sheets is
d = 1.6 cm. A ball of diameter of 2 cm is placed to the rails and it rolls down without
slipping. a) Calculate the acceleration of the centre of the ball. b) If the coefficient of
friction is p, at what angle of elevation will the ball slip on the rails? P. 4700. A uniform
metal disc of height h and of cross section A (h < \/Z) is moving at a great acceleration
parallel to the symmetry axis of the disc (a > ¢). How many electrons appear at that
side of the disc which is opposite of the direction of the acceleration? P. 4701. Small
balls of charge @ are attached to the points P; and P of a ring, made of some insulating
material, moving in a vertical plane, such that o = 60°. The ring is in a homogeneous
magnetic field of induction B, the magnetic field lines are perpendicular to the plane of
the ring. The ring is moved such that it rolls without skidding on the horizontal surface
which is also made from some insulating material. The speed of the centre of the ring
is vo. a) What is the magnitude of the magnetic force exerted on each charge at the
position shown in the figure? b) At which positions of the ring will the torque of the sum
of the magnetic forces calculated about the centre of the ring be zero? Considering only
these positions, in which case will the force exerted by the magnetic field on the ring be
the greatest and what is this greatest force? ¢) Determine the intersection of the lines of
action of the magnetic forces. P. 4702. Four concrete cubes, which are made of different
material, and which all have the side of 10 cm are placed next to each other as shown
in the figure. They are “illuminated” by a beam of °°Co gamma-ray, from four different
positions, (S1, S2, S3 and S4) one after the other. Opposite to the gamma source behind
the cubes there are four detectors (D1, D2, D3 and D4). The first three measurements
shows that the concrete cubes decrease the intensity of the radiation to 86.76, 71.94 and
84.25 percent of the original value, respectively. a) What is the intensity of the radiation
measured by the fourth detector, expressed in the percentage value of the intensity of the
original radiation? b) The “thickness of the halving-layer” of the first cube is 6 cm. What
is this value for the other cubes (which is characteristic of the material of the cube)?
P. 4703. The resistance of each pieces of wire between the points indicated by the black
circles in the arrangement (the pattern continues infinitely towards the centre) shown in
the figure is 1 Q. What is the equivalent resistance between the points A and B?
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