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Jelentés a 2014. évi Kiirschak Jozsef
Matematikai Tanul6versenyrol

A Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat a 2014. évi Kiirschak J6zsef Matema-
tikai Tanuléversenyt oktéber 10-én, 14 drai kezdettel rendezte meg a kovetkezd
huszonharom helyszinen: Békéscsaba, Bonyhad, Budapest, Csikszereda, Debre-
cen, Eger, Gyor, Kaposvar, Kecskemét, Kolozsvar, Miskolc, Nyiregyhaza, Pécs,
Révkomarom, Salgétarjan, Sopron, Szeged, Székesfehérvar, Szolnok, Szombathely,
Tatabanya, Veszprém és Zalaegerszeg.

A Térsulat elndksége a verseny lebonyolitdsara az aldbbi bizottsagot kérte fel:
Biré Andrds, Fleiner Tamds (elnok), Frenkel Péter, Kés Géza, Maga Péter, Pach
Péter Pdl (titkar), Pelikdin Jdzsef. Maga Péter kiilfoldi tartézkoddsa miatt nem
vett részt a bizottsdg munkdjaban.

A bizottsag szeptember 20-i iilésén a kovetkezo feladatokat tiizte ki:

1. Egy n tagu tdrsasdg minden tagja legaldbb egy, de legfeljebb n— 2 tagot ismer
a tobbiek kozil, az ismeretség mindig kolcsonds. Bizonyitsuk be, hogy a tdrsasdg
négy alkalmasan vdlasztott tagja letiltethetd eqy asztal koré gy, hogy mindegyikik
pontosan egyet ismerjen a két asztalszomszédja kozil.

2. Legyen ABC' hegyesszogii hdromszig, és legyen P olyan pont a hdromszog
belsejében, amely nem illeszkedik a hdromszdg egqyik magassdgvonaldra sem. Az A,
B, illetve C' csticsbdl induld magassdg talppontjdt jeldlje rendre Ay, By, illetve Cy.
Messék a hdromszog koré irt kort az AP, BP, C'P félegyenesek rendre az As, Bo, Cy
pontokban. Bizonyitsuk be, hogy az AA1As, BB1 By és CC1Cy kirivek egy ponton
mennek dt.

3. Legyen K egy zart konver sokszéglemez, X pedig eqy pont K sikjaban.
Mutassuk meg, hogy X a K sokszdglemez belsejébe vagy keriiletére viheté a K
bizonyos oldalegyeneseire alkalmas sorrendben végzett véges sok tengelyes tikrozés
egymdsutdnjdval, ha ugyanarra az oldalegyenesre tobbszor is tikrozhetink.

A bizottsag a beérkezett dolgozatok atnézése utdn, december 1-jei iilésén a ko-
vetkezd jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le. Budapesten a megjelent
42-bél 41, mig a tovabbi helyszineken Gsszesen 53 versenyz6 adott be dolgozatot.

Az idei versenyen az elsé feladat bizonyult a legkénnyebbnek: szamos versenyzo
helyesen oldotta meg. A masodik feladatra 10 1ényegében helyes megoldds érkezett,
mig a harmadik feladatban bar tobben értek el részeredményt, a megoldas kozvetlen
kozelébe mindGssze 6t versenyzé jutott el.

Egyetlen versenyz6 oldotta meg mindharom feladatot. Ezért a teljesitményéért
I. dijban és 50 000 Ft pénzjutalomban részesiil

Di Giovanni Mark, a gy6ri Révai Miklés Gimnazium 12. osztélyos tanuldja
(tandrai Arki Tamds, Pésa Lajos, Dobos Sandor és Juhdsz Péter).
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Két versenyzo az els6 két feladat helyes megoldasa mellett nagyrészt megol-
dotta a harmadik feladatot is. Ezért

I1. dijban és fejenként 25 000 Ft pénzjutalomban részesiil

Fehér Zsombor, a Budapesti Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimndzium
12. osztalyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Pdsa Lajos, Kiss Gergely és Kds
Géza) és

Janzer Barnabas, a Budapesti Fazekas Mihdly Altaldnos Iskola és Gimné-
zium 12. osztélyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Gyenes Zoltdn, Pdsa Lajos,
Surdnyi Ldszlé és Kiss Gergely).

Két tovabbi versenyz6 akadt, akiknek teljesitménye 1ényegesen tobb két meg-
oldott feladatnal. Ennek megfelel6en

I. dicséretet és fejenként 10 000 Ft pénzjutalmat kap

Maga Balazs, a Budapesti Fazekas Mihaly Altaldnos Iskola és Gimnazium
érettségizett tanuldja, jelenleg az ELTE matematika BSc szak hallgatéja (tana-
rai Hraské Andrds, Kiss Gergely, Hegedis Pdl, Surdnyi Ldszlé, Dobos Sdndor és
Juhdsz Péter voltak), aki megoldotta az els6 feladatot, a mdsodikban a kit{izott-
nél valamivel gyengébb eredményt igazolt, a harmadikra adott megoldisa pedig
hidnyos, valamint

Simon Péter, a budapesti Berzsenyi Daniel Gimnazium érettségizett tanu-
16ja, jelenleg az ELTE hallgatéja (tandrai Juhdsz Péter, Nemecskd Istvin, Pdsa
Lajos és Sztranydk Attila voltak), aki az elsd két feladatot oldotta meg és a har-
madikban is jé iranyba indult.

Hat versenyzo6 lényegében két feladatot oldott meg. A bizottsag

II. dicséretben és fejenként 5000 Ft pénzjutalomban részesiti az alabbi ver-
senyzoket:

Baran Zsuzsanna, a debreceni Fazekas Mihdly Gimnazium 10. osztélyos
tanulGja, (tandrai Tdth Mariann, Lakatos Tibor és Pdsa Lajos);

Gyulai-Nagy Szuzina, a szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimnazium
11. osztdlyos tanuléja (tandrai Abrahdém Gdbor, T igyi Istvdn és Kosztoldnyi
Jozsef);

Homonnay Balint, a Budapesti Fazekas Mihdly Altaldnos Iskola és Gim-
nazium érettségizett tanuldja, jelenleg az ELTE BTK szabad bolcsész hallgatoja
(tandrai Hraskd Andrds, Pésa Lajos, Kiss Gergely és Pelikdn Jozsef voltak);

Kusz Agnes, a makéi Jozsef Attila Gimndzium érettségizett tanuldja, je-
lenleg az ELTE matematika BSc szak hallgatéja (tandrai Rdjdné Oldh Erika és
Kosztoldnyi Jozsef voltak);

Nagy-Gyorgy Pal, a szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimnézium 12. osz-
talyos tanul6ja (tandrai Abrahdm Gdbor és Schultz Janos), valamint

Szabé Barnabas, a Budapesti Fazekas Mihély Altalénos Iskola és Gimnézium
11. osztalyos tanuléja (tandrai Gyenes Zoltdn, Kiss Géza, Surdnyi Ldszlé, Dobos
Sdndor és Pdsa Lajos).

A versenybizottsag eziton koszoni meg minden versenyzé és felkészité tanar
munkdjat, a dijazottaknak pedig tovabbi sikereket kivanva szivbdl gratuldl.”
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A 2014. évi Kiirschak Joézsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasa

1. Egyn tagu tdrsasdg minden tagja legaldbb egy, de legfeljebb n — 2 tagot ismer
a tobbiek kozil, az ismeretség mindig kélcsonds. Bizonyitsuk be, hogy a tdrsasdg
négy alkalmasan vdlasztott tagja letiltethetd egy asztal koré igy, hogy mindegyikik
pontosan egyet ismerjen a két asztalszomszédja koziil.

1. megoldas. Legyen A a tarsasig egy olyan tagja, aki a tarsasdgbdl a lehetd
legtobb személyt ismeri. Legyen B egy olyan illetd, akit A nem ismer, C' pedig le-
gyen B egy ismerése. Mivel C-nek legfeljebb annyi ismer6se van, mint A-nak, ezért
fliggetleniil attol, hogy A és C ismeri-e egymadst, A-nak legalabb annyi C-t6l kiilon-
b6z6 ismerdse van, mint ahdny A-tdl kiillonb6zo ismerdse van C-nek. A konstrukeid
folytan C' ismeri azt a B-t, akit A nem ismer. Ezért A-nak bizonyosan van olyan
C-t6l kiilonbozb D ismer6se, akit C' nem ismer. Ekkor ha A, B, C és D ebben
a sorrendben {ilnek az asztalhoz, akkor éppen a feladatban kirétt feltételt teljesitik.

O

2. megoldas. Készitsiik el az élszinezett G grafot az n pontid teljes grafbol
az aldbbiak szerint. A G graf csicsait kolcsonosen egyértelmilen megfeleltetjiik
a tarsasag tagjainak, és G egy éle akkor legyen piros, ha a csiicsoknak megfelel§
tagok nem ismerik egymast, egyébként pedig az adott él szine legyen zold.

A bizonyitandé allitds atfogalmazhaté gy, hogy ha a teljes graf éleit dgy
szinezziik pirosra és zoldre, hogy minden csicsbdl indul piros és zold él is, akkor
a grafban van tarka négyszog, azaz négy kiilonbozé A, B,C' és D cstucs 1gy, hogy
mig az AB és C'D élek pirosak, addig a BC és DA élek zoldek. Az aldbbiakban ezt
az allitast fogjuk n szerinti teljes indukciéval igazolni. Ez az allitds n = 1 esetén
nyilvanvaléan teljesiil, hiszen a feltevés lehetetlent kivan.

Tegyiik fel tehat, hogy legfeljebb n — 1 csticst grafokra mar igazoltuk az in-
dukciés allitast, és a vizsgalt G-nek n cstcsa van. Legyen A a G egy csicsa. Ha az
A torlésével keletkez6 G — A graf minden csicsabdl indul piros és zold €l is, akkor
kész vagyunk, hisz az indukciés feltevés miatt G — A-ban van tarka négyszog, ami
persze egyuttal G-ben is tarka négyszog. Feltehetjiik tehat, hogy G — A egy B csu-
csdbdl (mondjuk) csak piros él indul (és persze AB z6ld). Ha most G — B-ben nincs
tarka négyszog, akkor az indukcids feltevés miatt G — B-ben van olyan C cstcs,
amelybdl csupa egyszint él indul.

Ha A = C, akkor a z6ld AB élen kiviil A-bdl és B-bél csak piros élek indulnak.
Legyen BX egy piros, XY pedig egy zold él. Mivel XY z0ld, ezért Y # A, tehat
ABXY tarka négyszog. Ha pedig A # C, akkor legyen AD egy A-bdl indulé piros
él. A konstrukeié folytan AB zold, BC' piros, C'D zold és DA piros, tehdt ABC D
egy G-beli tarka négyszog. Az indukcids allitast ezzel igazoltuk, a bizonyitds ezzel
teljes. O

Megjegyzés. Altaldban nem igaz, hogy egy 4-személyesnél nagyobb asztalhoz is biz-
tosan le tudjuk iiltetni a tarsasdg néhany tagjat a feladatban leirt médon. Ha ugyanis
a tarsasdgban van két olyan ismer6s, hogy egyikiik se ismeri a tarsasag egyetlen mas
tagjat sem, tovabbd e két ismeréson kiviil mindenki mindenkit ismer, akkor teljesiil a fel-
adatban kirétt feltétel, de 4-nél tébb ember nem iiltethetd le a kivant médon.
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2. Legyen ABC' hegyesszogii hdromszig, és legyen P olyan pont a hdromszog
belsejében, amely nem illeszkedik a hdromszdg egyik magassdgvonaldra sem. Az A,
B, illetve C' csticsbol induld magassdg talppontjdt jeldlje rendre Ay, By, illetve Cy.
Messék a hdromszog koré irt kort az AP, BP, C'P félegyenesek rendre az Aa, Bo, Cy

pontokban. Bizonyitsuk be, hogy az AA1As, BB1 By és CC1Cy kirivek egy ponton
mennek dt.

Megoldas. Jelolje az ABC, AA, Ay, BB1 By és CC1Cy koroket rendre k, kg,
ky, illetve k.; az ABC haromszog magassagpontja legyen M. A feltétel szerint az
ABC haromszog hegyesszogi, ezért az A1, By, C1, M pontok k belsejében vannak.

A k keriiletén az AAy, BB5 és C'Cy pontpéarok paronként elvalasztjdk egymaést,
ezért a kg, kp és k. korok koziil barmelyik ketté metszi egymast ugy, hogy az egyik
metszéspontjuk k£ belsejében, a masik metszéspontjuk k-n kiviil helyezkedik el.
Legyen a k, és a k; korok metszéspontja k belsejében X, a masik metszéspontjuk
legyen Y. Azt fogjuk megmutatni, hogy a k. kor is dtmegy az X és Y pontokon.

A P pont k-ra vonatkoz6 hatvanya
PA-PAy =PB-PBy = PC - PCs.

Ezek a szorzatok egyben a P hatvanyai a k., kp, illetve k. korokre. Tehat a P pont-
nak a kg, ky és k. korokre vonatkozd hatvanya ugyanakkora.

Hasonléan, az M pontnak az ABA; By, BCB,Cy, C ACy Ay korokre vonatkozo
hatvanya

MA-MAy =MB-MBy =MC-MCi.
Ezek a szorzatok pedig az M hatvanyai a k,, ky, illetve k. korokre. Tehat az M pont-
nak a kg, ky és k. korokre vonatkozé hatvanya is ugyanakkora.

A feltétel szerint P és M kiillonbozd. fgy a PM egyenes a kg, ky és k. korok

kozos hatvanyvonala. A harom kor tehdt egy korsorhoz tartozik, igy k, és kp
metszéspontjain atmegy k. is.
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Ezzel megmutattuk, hogy a k., ks, illetve k. korok k-n beliili ivei, nevezetesen
az AA1 Ay, BB1Bs és CCC5 korivek egy ponton mennek &t. O

Megjegyzés. Egy alkalmas sztereografikus projekcidval (térbeli inverzidval) visszave-
zethetjiik az 4llitast arra a jol ismert tényre, hogy a gombfeliileten barmely harom kérvonal
paronként vett hatvdnyvonalai egy atmérére illeszkednek.

Jeloljiik T1-vel az ABC haromszog sikjat, és legyen I' az a gomb, amelynek a k f6kore.
A P pontban allitsunk meréleges egyenest [I-re; legyen ennek egyik doféspontja a I'-val O.
Invertaljuk az abrat az O kézéppontd, P-n dtmend gémbre; a szokdsos mdédon tetszbleges
x objektum képét jelsljiik z'-vel. Az inverzié jol ismert tulajdonsigai szerint a IT sik képe
az OP 4tmérdjii II' gomb; a II sikban fekvé korok képei a gombfeliileten fekvé kirvonalak.
Speciélisan, a BCB1C1, a CAC1A; és az ABA, B korok képei a B'C'B;C1, a C'A'C1 A}
és az A’ B’ A} B} kérvonalak.

A T gomb definicidja szerint a IT sik és a I' gomb mer6legesen metszi egymést a k kor
mentén. Mivel az inverzi6 szdgtartd, az I sik és a II' gémb is merSlegesen metszi egymast
a k' kor mentén, igy k" a II' gombnek fékore.

—L
v

Vegyiik észre, hogy az A’ és A, pontokon a IT' gémbnek legaldbb két kiilonbozd
fékore is dtmegy: ilyen a k' kor, és az OA'PA} kor is. (Utébbi dtmegy az 4tellenes O
és P pontokon, de nem szerepel az dbrdn.) Ebbél kovetkezik, hogy a IT' gémbon A’ és
Al stellenes pontok, és az A’ A} A5 kérvonal is fékor. Ez a f6kér dtmegy a C'A'C1 A} és
az A'B' A} B} korok metszéspontjain, A'-n és Aj-n; tehit az A’ A} A, kiérvonal nem més,
mint C' A'C1 A} és az A’ B’ A| B} kérok hatvdnyvonala.

Hasonléan kapjuk, hogy a B'C’'B{C} és az A’ B’ A] B} kér hatvinyvonala a B’ B]B5
fékor, illetve hogy a B'C'B1C és az C' A’Cy A} kér hatvanyvonala a C'C;C5 fékor.

A hdrom hatvdnyvonal két, egyméssal dtellenes k6z6s ponton megy &t; jelolje ezeket
X' ésY' tigy, hogy X és O a k' f6kor ellentétes oldalan legyenek. Az X', Y’ pontokat O-bél
visszavetitve a Il sikra, megkapjuk az AA1As, BB1 B2, és CC1C2 korok kozos pontjait:
az X pont a k koron beliil, az Y pont a k koron kiviil lesz.

3. Legyen K egy zdrt konver sokszdglemez, X pedig egy pont K sikjdban.
Mutassuk meg, hogy X a K sokszéglemez belsejébe vagy keriiletére viheté a K
bizonyos oldalegyeneseire alkalmas sorrendben végzett véges sok tengelyes tikrozés
egymasutdnjaval, ha ugyanarra az oldalegyenesre tobbszor is tikrozhetink.
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Megoldas. Alkossik a H halmazt a K sokszoglemez S sikjanak mindazon
pontjai, amelyek véges sok, a K oldalegyeneseire végzett tiikrozés egymasutanjaval
K-ba vihet6k. A mi feladatunk a H = S egyenl6ség igazolasa. Vilagos, hogy K C H,
tovabba a konstrukcié folytan H tiikkros K minden oldalegyenesére. Legyen &£
a H tiikértengelyeinek halmaza. Viladgos, hogy ha t1,t3 € £ és ] a t; tiikorképe
to-re, akkor ) € £, ahol azaz H tiikrés minden olyan egyenesre is, amelyet H egy
tiikortengelyének a H egy masik tiikortengelyére valé tiikrozésével kapunk.

Mivel K C H, ezért H tiikdrszimmetridi folytdn K-nak minden olyan K’ képe
is H-ban fekszik, amit K-bol E-beli egyenesekre vonatkozd titkrozések egymdésutan-
javal kapunk. Réad4sul az igy kaphaté K’ sokszogek minden oldalegyenese £-beli,
azaz a H egy tiikortengelye.

Jelolje r > 0 esetén K" az S sik azon pontjait, amelyek legfeljebb r tavolsagra
vannak a K sokszoglemeztdl. Megmutatjuk, hogy K" C H teljesiil alkalmas r > 0
esetén. Valasszunk egy olyan R > 0 szamot, amelyre a K csucsai koré irt R sugari
korlemezek mindegyikének a K-val vett metszete korcikk. Egy ilyen R sugart kor-
cikk tiikorképe a korcikket hatarolé sugéar egyenesére H-ban fekszik, hiszen a tiik-
rozés tengelyére H szimmetrikus. S6t: ha a titkorképként kapott korcikket titkroz-
ziikk egy azt hatarolé sugar egyenesére, akkor az igy kapott kép is H-ban marad,
és ugyanez az igy kapott tiikorképek tiikkorképeire is igaz. Ezért a K csucsai koré
irt R sugaru korlemezek mindegyike része H-nak. Tekintsiik a K sokszoglemez-
nek, a K csucsai koré irt R sugaru koroknek és a K-nak a K oldalegyeneseire vett
tiikkorképeinek K* unidjat. Kénnyen lathatd, hogy van olyan r > 0 szdm, amelyre
K" C K™ teljesiil, tehat alkalmas n-re

(1) K CK,UKyU...UK, C H,

ahol minden egyes K;-t a H bizonyos tiikortengelyeire valé tiikrozések egymaéasutén-
javal kapunk K-bol.
Most tegyiik fel, hogy K* C H valamely t > 0-ra. Vegyiik észre, hogy ha azokat
a titkrozéseket, amelyek a K sokszoget K;-be viszik a K helyett a K' alakzatra
végezziik el, akkor a kapott kép éppen K lesz. Vagyis ha K' C H, akkor K! C H,
amibél (1) miatt
K c KtUKLU...UK, CH

kivetkezik. Az adédott tehat, hogy ha K C H, akkor K 7 C H. Lattuk azonban,
hogy K" C H, ezért K*" C H, innen K*" C H stb. Igy aztén

HCS=K UK*UK*U...CH

adédik, ahonnan H = S kovetkezik, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. [

Megjegyzések. 1. Ugy kaphatunk egy lehetséges masik megoldést a feladatra, ha ko-
vetjiik a fenti bizonyitas els6 két bekezdését, majd azt igazoljuk, hogy az S sik lefedhetd
azokkal a K-val egybevagd sokszoglemezekkel, amelyeket K-bdl megkaphatunk annak
az operacidnak a véges sokszori alkalmazédsival, amelyben egy sokszoglemezt tiikroziink
annak egy oldalegyenesére. Minden igy kapott K’ sokszoglemez ugyanis része H-nak, hi-
szen H szimmetrikus az operacié soran haszndlt tiikortengelyekre. Erdemes megfigyelni
az aldbbiakat. Legyen P a K sokszoglemez S sikjanak egy pontja. Kossiik 6ssze P-t a K
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egy @ bels6 pontjaval, és inditsunk el egy bilidrdgolyét Q-bdl a QP félegyenes mentén. Ha
a K sokszoglemezt egy bilidrdasztalnak gondoljuk, amelynek hatarat elérve a bilardgoly6
a fizikai torvényeknek megfeleléen pattan vissza (azaz gy, hogy a visszapattand golyd
palyajat tiikkrozve az éppen elért oldal egyenesére pontosan az adott oldal elérését meg-
el6z6 palyaegyenes meghosszabbitdsit kapjuk), akkor a K sokszoglemeznek az a pontja,
amelybe a bilidrdgoly6 |PQ| tavolsdg megtétele utdn keriil, egy olyan pont lesz, amelybe
P betiikrozhetd. Ha a feladat megoldasét erre a megfigyelésre szeretnénk alapozni, akkor
vizsgalni kell, mi is torténik akkor, ha a bilidrdgoly6 az tja sordn K egy csicsaba jut.
Nem lehetetlen ezt az esetet jél kezelni, de azt sem nehéz igazolni, hogy ilyenkor @) he-
lyett vélaszthaté K-nak egy mésik Q' pontja, amelybél a golyét titjdra inditva mar nem
titkoziink K csicsdba. Egy mésik nehézség annak igazolasa, hogy barmelyik pontbdl bar-
melyik irdnyba is inditjuk a bilidrdgolyét, az tetszolegesen nagy tavolsagot meg tud tenni
a K sokszoglemezen. Ennek belatdasat az olvasora bizzuk.

2. Kénnyen lathaté, hogy a feladatban nem lényeges feltétel a K sokszoglemez kon-
vex volta. Tekintsiik ugyanis K Osszes oldalegyenesét. Ezek a sikot konvex tartoma-
nyokra bontjdk fel. A konstrukciébdl adédéan minden ilyen tartomany vagy része K-nak
vagy diszjunkt K belsejétsl. Tekintsiink egy K-ban elhelyezkedd, konvex K’ tartomdanyt.
A K’ minden oldalegyenese egyittal oldalegyenese K-nak is, ezért ha a K'-re igazoltuk
a feladat allitasat, akkor abbdl azonnal kovetkezik, hogy K is rendelkezik a kivant tulaj-
donséaggal. SOt, az is igaz, hogy K oldalegyeneseire végrehajtott tiikrozések egymasutan-
javal K sikjanak tetszOleges pontja a K-ndl sziikebb K’ konvex sokszoglemez belsejébe
vagy hatarara tiikrozheto.

Fleiner Tamas

Emelt szintli gyakorl6 feladatsor

I. rész

1. Szamitsuk ki az A kifejezés pontos értékét:

. 4—2\/§+ 5—2v6 2_(14_\/5_\/9*6)2(22)_1 (11 pont)
4423 | 5+2V6 w15/ Y

2. Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egy mérkézést jatszik. Eddig
25 jatszmat fejeztek be, és mindenkinek még hatravan 4 jatszmdaja. Hany sakkozd
vesz részt a versenyen? (12 pont)

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szamok halmazéan:

6257 — 817 2 (14 H
= ) on
375% + 135" /15 !
4. Egy egyenl6 szard haromszog silypontja illeszkedik a haromszog beirhatd
korére. Mekkorak a haromszog szogei? Bizonyitsuk be, hogy a beirt kor szarakon
1év6 két érintési pontja hdrom egyenld részre osztja a kor keriiletét. (14 pont)
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II. rész

5. Vizsgdljuk meg az aldbbi egyenlet megoldhatdsdgat az m paraméter fligg-
vényében:

tg? 2z + ctg? x + 2sin® x + 2cos’ z + 3m? = dm(tgz + ctgx). (16 pont)

6. A teafiibdl a forrd vizben a kellemes izeket adé anyagok gyorsabban kiold6d-
nak, mint a kdros csersavak. El6fordul, hogy a teafiivet véletleniil hosszabb ideig
hagyjuk a vizben, mint sziikséges lenne, ilyenkor a csersavaktol keserii lesz a tea.
Az idét percekben mérve, a t € [0, 30] intervallumon kozelitsiik a percenként kiol-
d6d6 csersav mennyiségét a v(t) = —t° + 25t2 4+ 150t fiiggvénnyel. Hany szazalékkal
tobb csersav oldédik ki a teafiibél, ha a sziikséges 5 perc helyett 10 vagy 15 percig
benne felejtjiik a filtert a vizben? (16 pont)

7. Egyik lapjara &llitott 18 cm élhosszu-
sagi kockabdl kiindulva bonbonos dobozt
terveziink. Az alap és fed6lap oldalfelezd
pontjait Osszekotjikk a szemkozti lap ko-
zelebbi csticsaival, az dbrdnak megfelelGen.
A keletkez6 haromszog alapu gulakat elhagy-
juk a kockabol. Az igy létrejott testet, a bon-
bonos dobozt, papirbdl fogjuk elkésziteni,
30% ragasztasi feliilet, illetve hulladék réha-
gyasaval. Mennyi papirra lesz sziikségiink?
Mekkora lesz a doboz térfogata? Mekkora
szoget zarnak be a trapéz alaku lapok egy-
méssal? (16 pont)

8. Mekkora szogben latszik az aldbbi korok kozos hirja az origébdl?

2?4 9% + 4 — 2y —20=0,
2?4 9% —8x — 8y +22=0. (16 pont)
9. A zoldséges 1 hetes, 2 hetes és 3 hetes narancsokat arul. Annak a valészi-
nisége, hogy egy 1 hetes narancs romlott, 0,01. Ez a valdszinliség a tapasztalatok
szerint hetente megdupldzddik. A zoldségesnél jelenleg 25 kg 1 hetes, 17 kg 2 hetes

és 6 kg 3 hetes narancs van. A narancsok tomege egyformanak tekinthetd, 5 db
1 kg. Egyik reggel a pakolaskor Osszekeveredtek a narancsok.

a) Mekkora annak a valdszinilisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott na-
rancs romlott?

b) Véletlenszeriien kivélasztottunk egy narancsot, ami jé. Mekkora a val6szi-
niisége, hogy 3 hetes?

¢) Vettiink 2 kg narancsot. Mekkora a valészintlisége, hogy mind j67 Es annak,
hogy legaldbb 3 romlott? (16 pont)

Lorantfy Laszl6 (Dabas)
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Megoldasvazlatok a 2015/1. sz. emelt szintii gyakorlé
feladataihoz
I. rész
1. Abm’zoljuk és jellemezziik az aldbbi fiigguényt a lehetd legbdvebb szdmhalmazon:
2 4+5 2% —5 50 527
: — — : . 11 t
! mH(2z+1710 251 1 10 25741) 25 (11 pont)
Megold3&s. Legyen a = 2”. Ekkor a megfelel? feltételek mellett (a > 0 és a # 5, vagyis
x # log, 5):
a+5 a—-5 50 . da
20—10 2a+10 25-a?) a—-5
_(a+5%—(a=5>+100 a—5 _20a+100 1 _ 2
B 2(a—5)(a+5) 5. 2(a+5) Ba a
Az dbrazolandé fiiggvény tehat
Yy _
frxz— 2 _ (1Y 1
: 5 = | 3 .
Jellemzése:
~ Dy =R\ {log, 5},
_ Rt 2
- Ry =R"\ {5 }
2 — nullahelye nincs,
— tengelymetszete y = 2-nél,
: p — szigordan monoton csokkend x € Dy-en,
log, 5 — konvex.
2. Mennyi a valdszinidsége, hogy a hdromjeqyii pozitiv egészek kozil taldlomra olyat
vdlasztunk, mely az 5, a 7, illetve a 11 egyikével sem oszthatd? (12 pont)
Megoldas. 9-10- 10 = 900 haromjegyli szam van. Legyen A az 5-tel, B a 7-tel és C'
a 11-gyel oszthat6 szamok halmaza. Ekkor
y B |A| = 180,
A |B| = 128,
v C| =81,
o
|[ANC| =17,
|IBNC| =11 és
[ANBNC|=2.
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A T-tel, vagy 11-gyel, vagy 13-mal oszthatdk szdma (a logikai szita mddszere szerint):
|Al+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+]|ANBNC|=337.

Tehat a keresett valoszintiség:

jé esetek sza 563
_§6 ?se ek szdma _ 563 _ 0.626.
Osszes eset 900
3. Matematikus bardtunk statisztikdt csindl a kirdnduldson készitett 500 fényképérdl.
Azt taldlja, hogy a méretik dtlaga 2,84 MB, s a legnagyobb méreti képe 3,65 MB-os.

a) Mennyi a méretiik szorasdnak legkisebb értéke?
b) Legfeljebb mekkora lehet a méretiik szordsa, ha a terjedelem 1,62 MB? (14 pont)

Megoldas. a) A szérds legkisebb értéke ugyanott van, ahol a négyzetéé. fgy D?
minimumat keressiik, s a szamtani és kvadratikus kozepek kozotti egyenlétlenséggel adjuk
meg azt:

(3,65 — 2,84)% + 3179 (2,84 — x;)?
500 '

D? =

Ekvivalens atalakitdsokkal:
499
500D° — (3,65 — 2,84)> = (2,84 — ;).
i=1
A jobb oldalra felirva a szamtani-kvadratikus kézepek kozotti egyenlStlenséget:
2

499 499 2 499 2
(2,84 — ;) ST 12,84 — x4
2.84 — i2:499 L >499( &= "7 )
;( 84— ) \/ 499 499

499 1\ ) o499 0\ 2
- 199 S99 (2,84 — ;) 199 [ 499-2.84 SN
499 499

A kapott kifejezés értéke konstans, hiszen a 2?291 z; a maradék 499 elem Osszege,

500 - 2,84 — 3,65. Ez azt jelenti, hogy a bal oldalon 1évé kifejezés értéke legalabb ek-

kora, s az egyenlOség akkor &ll fenn, ha minden maradék elem ugyanakkora és legfel-
jebb 2,84. Legyen ez az érték x*. Ekkor az dtlagra igaz, hogy 2,84 = M, amibol
" = 2,8384 < 2,84. Tehdt a szérds x* = 2,8384 esetén lesz a legkisebb, s ez a minim4lis
érték D = 0,036.

b) A legnagyobb szérds akkor lesz, ha minden kép mérete a legtdvolabb van az &t-
lagtol. Miutan a legnagyobb 3,65 MB-os, ebbél kell 250 darab, s 250 darab kell abbdl
a méretbdl, mely az ellenkezd iranyban tér el ugyanennyit az atlagtél. Ekkor a széras:

= 3,65 — 2,84 = 0,81.

D 4250 (Zmax — 7)? +250 - (T — Twmin)” [ 500(3,65 — 2,84)°
o 500 h 500

4. A fizhajtdasu kerékpdrndl fontos a ldnc feszessége. Az elsé lanckerék sugara
104 mm, fogszama 52, a hdtsé ldnckerék adatai pedig 32 mm és 16 fog. (A ldnckerék suga-
rat ugy mértik, hogy az megegyezik eqy, a lanckerékre illeszkedd lancszem kézéppontjanak
a ldnckerék kizéppontjdatdl mért tdvolsdgdval.) Milyen hosszi ldncra van sziikségiink, ha
a két lanckerék kozéppontjinak tdvolsdga 450 mm? Hdny ldncszemet tartalmaz ez a linc?

(14 pont)
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Megoldas. Az érintészakasz hossza: e = /4502 — 722 = 444,2 mm.

72 o
= in — ~ 9,207".
(p = arcsin 150 9,207

A kozépponti szogek tételét felhasznédlva (miszerint az {vek ardnya egy adott kérben
megegyezik a hozzdjuk tartozé kézépponti szogek ardnydval):

k1 _ 180° — 2¢p N
39 . 360° = k1 ~ 90,25 mm,
ks 180° + 2¢
1047 sooe o r2F 30015 mm

fgy a teljes lanc hossza: | = k1 + k2 + 2e ~ 1338,8 mm.
2:104- 1338,8
52 12,566

Egy ldncszem hossza: =~ 12,566 mm. fgy a lancszemek szamaéra n =~

= 106,54-et kapunk. Tehat legaldbb 107 lancszemre van sziikségiink.

II. rész

5. Milyen m € R paraméter esetén lesz hegyesszdgl a megolddsa a kovetkezd egyen-

letnek?

cos’a — (18 —2m)cosa+m> +3m +3=0 (16 pont)

Megoldas. Ahhoz, hogy legyen gyok, D > 0-nak kell teljesiilnie:
(18 —2m)* —4-1- (m* +3m +3) >0,
324 —2m —12m — 12 > 0,

%2771.

7
Ahhoz, hogy pozitiv gydke legyen (a akkor hegyesszogli, ha cosa > 0), mivel

x1-x2 >0 (m2 +3m + 3 > 0 igaz 4llitds), az x1 + x2 > 0 egyenlétlenségnek kell telje-
stilnie. Ebbél ismét a Viete-formuldk felhasznalasaval az m < 9 feltételt kapjuk.
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A koszinusz fliggvény maximélis értéke 1, s a feltétel miatt 1 sem lehet (o hegyesszog,
igy a 0° érték nem lehetséges). Emiatt a cos a < 1 feltételnek is fenn kell dllnia. A

18 — 2m £ /312 — 84m <1
2

egyenlOtlenséghdl a

+V78 —=2lm < m —8

egyenlStlenséget kapjuk. A kordbbi feltételek miatt ennek a jobb oldala negativ, tehat
a bal oldalon 1év§ kifejezésnél is csak a negativ érték lehetséges. A négyzetre emelés sordn
a relaciéjel megfordul:

78 — 21m > m? — 16m + 64,
0> (m+T7)(m-—2),
—T<m<2.

A feltételek alapjan a megoldés:

26
m<7 és m<9 és —T<m<2.

—7<m<2

6. Abr(izoljuk a kovetkezd ponthalmazt a koordindtasikon:
22

xT

<0 A |y|<1}

Mekkora a ponthalmaz terilete? (16 pont)

Megoldas. A nevezOben 1év6 kifejezés az origd kozéppontu egységkor egyenletére
emlékeztet. Emiatt a kovetkezd eseteket érdemes megvizsgdlni:

a) a koron beliili pontokrdl, vagy

b) a korén kiviili pontokrdl van sz6.

a) Ha a nevezd negativ, vagyis az origé kozépponti egy- Y
ségkoron beliili pontokrdl van szd, akkor a szdamlalénak nem-

negativnak kell lennie. Ekkor az z? > ¢? 4ll fenn. E mésodik
feltételnek az dbran lathaté pontok tesznek eleget.

b) Ha a nevezd pozitiv, vagyis az origd kozépponti egység-
koron kiviili pontokrél van szd, akkor a szamlalénak negativnak
kell lennie. Ekkor az z* < y2 all fenn. E masodik feltételnek
az dbran lathato pontok tesznek eleget.
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A két fenti esetet, az egységkort, valamint az |y| < 1 feltételeket dsszevetve a kovet-
kez6 ponthalmazt kapjuk:

A két negyedkor-cikk teriiletéhez hozzdadva a négy kis szogletet kapjuk a keresett
teriiletet: ) ,
17 1.1 1% ™
T=2—+4+4- |———|==-4+2—-=2.
4 + { 2 8 } 2 + 2
7. Az ABCD négyzet alapi egyenes gila AE odalalélének P pontjdra teljestil, hogy
AP : PE =1:2, valamint a CE oldalélének R pontjdra igaz, hogy CR: RE =1 : 2.

a) Milyen ardnyban osztja a B csiucson, valamint a P és R pontokon dtmend sik

a DE élt?
b) Hdny szdzaléka a keletkezd sikmetszet teriilete az alap négyzetlap teriiletének, ha
a gila magassdga az alaplap dtldjanak mdsfélszerese? (16 pont)

Megoldas. a) Mivel az ABCDE egyenes gila, a PR szakasz a magassdgot a @ har-
madolépontban metszi. Vegyiik a gila DBE sikmetszetét. A DBE haromszogben a TE
sulyvonalat a @ pont 1 : 2 ardnyban osztja, tehat ) sulypont. fgy a B(@Q meghosszabbitasa
a DE oldalt az F felez6pontban metszi (szintén stilyvonal).

E
2x
F\
§ Q
1 .
D T T B

b) Az egyenes gula szimmetridja miatt BF L PR, a sikmetszet deltoid. Teriiletét
az atlok segitségével szamoljuk ki.
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A PR szakasz az AC  2/3-ad része, valamint a T’ pont felezi az TD szakaszt
(parhuzamos szel8k tétele).

A feltétel szerint TE = 3x = %DB, tehat TB = x, amibdl kovetkezik, hogy o = 45°.
Innen

PR-BF 2 2 3
Topep _ 3 _ 3ACV2BT"  3ACV2.4BD 3
Tapcp  AC-BD — AC-BD AC - BD T2

2
Tehdt a BRF P négyszog teriilete kb. 70,7 %-a az alaplap teriiletének.

8. Készitsiink ,mérdhengert”, mely az f(x) = z'%, ahol x € [—1;1] figgvény y tengely
korili megforgatdsdval jon létre. A koordindtarendszer egységeit dm-ben mérjik. Készit-
stink deciliterenként beosztdst az oldaldn. (Milyen magassdgokndl lesznek az osztdsvona-
lak?) (16 pont)

Megoldds. Az egyszeriibb szamolds kedvéért dontsiik meg a mér8edényt 90°-kal.
Igy a megadott f (z) = z'° fiiggvény helyett annak inverzét, a g(z) = W fuggvényt kell
az x tengely koriil megforgatnunk. A megforgatott fiiggvény h; intervallumhatérait kell
Ggy meghatarozni, hogy a keletkezo szeletek térfogata 1 legyen:

/Oh1 g(:v)dx:/oh1 ( 1%)27rdx:1

hi o1
77/ x5 dr =1,
0

=T
&

Xz

6
gﬂhlg = 17 el N \
hy ~ 0,4484 (dm).

Hasonléképpen az integralt 2-ig szdmolva kaphatjuk a hg & 0,7990 (dm) értéket.
A kovetkezd osztds mar nem fér az edény oldalédra.

9. Egy ,piramisjdaték” elinditdja a mdsodik hétre mdr 4 embert sikeresen beszerve-
zett, igy oten lettek. (Az elsd hét a tervezés ideje wvolt.) A szervezés olyan jol sikeriilt,
hogy a harmadik héttél kezdve minden héten a kovetkezd sorozat szerint alakult az dsszes
résztvevd szdma: an = 3an_1 — 8.

a) Hdnyan vettek részt az dtodik héten a jatékban?

b) Mutassuk meg, hogy az dsszes résztvevdk szdma monoton novekvd sorozatot alkot.

c) frjuk fel explicit alakban a sorozatot.

d) Igazoljuk, hogy a sorozat utolsd szdmgjegyei n = 2-t6l kezdve periodikus sorozatot
alkotnak. (16 pont)

Megoldas. a) Helyettesitsiikk be az egymdst koveté értékeket az adott rekurziv
képletbe:

a2:5, a3:3~5—8:77
ag=3-7—-8=13, as =3-13 -8 =31.
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/2 79

KoéMalL, 2015. februar

— P



ﬁ} 2015.2.5 — 21:19 — 80. oldal — 16. lap KoéMalL, 2015. februar gf

— P

b) an akkor monoton névekedd, ha 3-an—1 — 8 = an—1, azaz 2an—1 > 8 teljesiil
¥n € Nt \ {1} esetén.

Ezt teljes indukciéval tessziik meg:
(i) Belathatd, hogy az els6 elemekre teljesiil: 10 > 8, 14 > 8, ... .

(i) Tegyiik fel, hogy egy tetszlleges (k — 1)-dik elemre teljesiil az allitds, azaz
2ak-1 2 8, ahol k > 2.

(#47) Belatjuk, hogy a kovetkezd elemre, ax-ra is teljesiil az allitds:

2ak = 6ar_1 — 16 =3 (2ak_1) —16 > 24—16=28.
def. ind. felt.

Tehat a sorozat valéban monoton névekedd.

c) frjuk fel az egyes elemek részletes kiszamitasat:
as=3-(3-5—-8)—38,
as=3-(3-(3-5-8)—8) —8,

an=3""2.5-8- (3" +3" " +... +3°).
Felhaszndlva a mértani sorozat els6 n elemére vonatkozd 6sszegképletet:

3n2_

. =5-3""7-4.3"244=3""44 (n>2).

an=5-3""2_-8.

d) frjuk fel az els6 néhany végzodést: 5, 7, 3, 1, 5, ... .
A negyedik elem utin az 6tos végzddést kapjuk ismét, amelyen a rekurzié képletét
alkalmazva ismét a T-es végzddést kapjuk stb.

(A kétjegyli szdmokat 10N + ¢ alakban felirva megmutathatd, hogy az egyesek helyi-
értékén all6 jegyen végzett miivelet adja az tdjabb végzédést, mely fiiggetlen a tEbbi
szamjegyt6l: 3 - (10N +¢) —8 = (3N) - 10+ (3¢ — 8).)

Székely Péter
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 4598. Az ABCD hiurnégyszig dtloinak metszéspontja E, az AB és CD
oldalak felezépontja K, illetve M, az E pont merdleges vetiilete a BC' és AD oldalon
pedig L és N. Bizonyitsuk be, hogy a KM és LN egyenesek merdlegesek egymdsra.

(5 pont) (Kvant)

I. megoldas. Legyen az AF szakasz felezépontja F, a BE szakaszé pedig G.
Az ANE és BLFE héromszogek derékszogliek, ezért az AF, illetve FB atméréji
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Thalész-korok ezen haromszogek koré irhaté korei, kézéppontjaik F' és G. Emiatt
AF = FE =FN és BG=GFE =GL.

Az ABC D htirnégyszog, ezért C BD<t = CADAL = ¢, mivel a C'D ivhez tartozé
keriileti szogek. Igy az el6bbi derékszogii haromszogekben a kézépponti és keriileti
szogek Osszefiiggését felhaszndlva NFE< = 2p és EGL<{ = 2y (1. dbra).

Az ABFE héromszogben KF és KG kozépvonalak, ezért az EFKG négyszog
paralelogramma, igy szemkozti szogei egyenlék: EF K< = KGE< = a.

Mivel KG = FE =FN és KF =GE = GL, azért NFKA =2 KGLA, mivel
két oldaluk és a kozbezart szog megegyezik. Tehat NK = KL, vagyis az LN K héa-
romszog egyenld szaru, igy N L alapjanak felezémerdlegese datmegy a K ponton.

Hasonl6é gondolatmenettel belathatd, hogy az LNM héaromszog is egyenld
szaru, és LN alapjanak felezémerdlegese atmegy az M ponton.

Belattuk, hogy az LN szakasz felezOmerdlegese atmegy K és M pontokon is,
vagyis K M valéban merdleges az N L szakaszra, sét még felezi is.

Az dbrdn CBD< és CAD< hegyesszogek. Ilyenkor L és N pontok a BC' és
AD szakaszok bels6é pontjai. Ha a két szog tompaszog lenne, akkor ezek a pontok
az AD és BC szakaszok meghosszabbitasdn keletkez6 kiils6 pontok lesznek, de
a gondolatmenet valtozatlanul mikodik.

1. dbra

Ha a két szog derékszog, akkor a pontok a C'D szakasz Thalész-korén lesznek
rajta, azaz L és N megegyezik az A és B pontokkal. Ekkor K M egyenes a Thalész-
kor atmér6je, ami athalad LN, azaz AB hur felez6pontjan, ezért éppen a hur
felezomerolegese.

Gydrfi-Bdtor Andrds (Kaposvér, Téncsics Mihdly Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Dolgozzunk vektorokkal! Legyen E az origd, a négy csicsba

mutaté vektor a, b, ¢, d (2. dbra). M helyvektora C‘gd %
tehat

és K helyvektora

i

m:c—f—dia—i—b:d—aJrc—b.
2 2 2 2

Az EN egyenes irdnyvektora az E = d — a vektor 90°-os elforgatottja, az E'L
egyenesé pedig a C@ = b — c vektoré. (d — a 90°-os elforgatottjat jeldlje (d — a)go.

Mindkett6t pozitiv irdnyba forgatjuk.)
IN=EN-FEl=a-(d-a)"-8-b-c)P=a-d-a)”+5-(c—b)*,

—
ahol o, 8 € R. Tehat ha o = 3, akkor az ﬁ vektor valéban meréleges az K M vek-
torra.

Azt kell tehat még belatnunk, hogy az EN és EL tavolsagok ugy ardnylanak
egymadshoz, mint a négyszog AD és C'B oldalai.

Mivel ABCD htrnégyszog, EDA< = BCE< és FAD< = CBE<, valamint
nyilvin AED< = CEB<. Igy ED A haromszog hasonlé EC B-hez, vagyis

_EN _EL _

~4p ¢ >

(67

tehét igaz az ardnyokra vonatkozo &llitas.
Ezzel a feladat 4llitasat belattuk.

Kabos Eszter (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

38 dolgozat érkezett. 5 pontos 32, 4 pontos 4, 3 pontos 2 dolgozat.

B. 4601. Egy tetraéder egyik lapja eqységnyi oldali szabdlyos hdromszog, to-
vdbbd van 3 darab a hosszusdgu é€le. Legfeljebb mekkora teriileti lehet a tetraéder
merdleges vetiilete eqy sikon?

(6 pont)

Megoldas. A tetraédernek négy csicsa van, ezért barmely sikon 1évé merdéle-
ges vetiilete vagy haromszog, vagy konvex négyszog.

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, amikor a vetiilet hdromszég. E haromszog
csicsal a tetraéder harom csiicsanak vetiiletei, a tetraéder negyedik csicsanak
vetiilete pedig a haromszogbe esik. Tehat a vetiilet teriilete megegyezik az egyik
lap vetiiletének teriiletével. Ismert, hogy ha egy T teriileti sokszoget a sikjaval
« szoget bezard sikra vetitiink és a vetiilet teriilete T, akkor T, = T cos « (ennek
bizonyitasa megtaldlhaté pl. Hajés Gyorgy: Bevezetés a geometridba, 36.7. tétel).
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Tetraéderiinknek kétfajta lapja van. Az egységnyi oldald
szabalyos haromszog, ennek teriilete 73, valamint az olyan
egyenlGszari haromszog, amelynek alapja 1, szarai pedig a
hossziak. Az ilyen haromszog alaphoz tartozé magassiga Pita-

gorasz tételébdl kovetkezden y/a? — 1/4 (1. dbra), ezért teriilete ¢ “
2-1/4
GT/. Mivel cos a < 1, a tetraéder vetiiletének t teriiletére
V3 "~ E
3 a” =3 B
1. dbra
teljestil.

A tetraéder szabdlyos haromszoglapjdnak sikjara vetitiink, akkor e lap ve-
tiilete 6nmaga, a negyedik cstics vetiilete pedig a tetraéder szimmetridja miatt
e lap kozéppontjaba esik (2. dbra), tehdt ebben az esetben a vetiilet teriilete

t= \/Tg. Ha pedig a cstcsok betilizését igy vélasztjuk, hogy AB = AC = AD = a és
BC =CD = DB =1 teljesiil és az ABC lap sikjara vetitiink, akkor megmutat-
juk, hogy a negyedik cstcs vetiilete e lap bels6 pontja lesz, s igy a vetiilet terii-

/a2
lete t = GTM (8. dbra). Mivel A is és D is egyenl6 tdvolsdgra van B-t6l és
C-t0l, ezért a BC szakasz felezbmeréleges sikjaban A is és D is benne van, tehat
AD 1 BC. Ezért ha a BC él felez6pontja K, akkor az AK D sik merdleges az ABC
sikra. Vagyis D-nek az ABC sikon 1év§ vetiilete megegyezik az AK D haromszog
D-bél indulé magassaganak talppontjaval. Ez pedig az AK szakasz bels6 pontja,

ugyanis a hdromszog oldalainak hossza AD = a, AK = +/a? —1/4 és KD = 73,
tehét leghosszabb (AD) oldaldnak négyzete kisebb, mint a mdsik két oldal négyze-
tének osszege, vagyis AK D hegyesszogli haromszog.

A !

B B

2. dbra 3. abra

Ha a vetiilet konvex négyszog, akkor annak mind a négy csicsa a tetraéder
egy-egy csucsanak a vetiilete, a négyszog e és f hosszi atléi pedig a tetraéder két
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tetraéderélek kozt nincsenek kitéréek, ezért feltehetjiik, hogy az e hosszusagu 4tlé
valamely 1 hosszu, az f hosszisagi atlé pedig valamely a hosszu tetraéderél vetii-
lete. Meréleges vetitésnél barmely szakasz képének hossza legfeljebb akkora, mint
az eredeti szakasz hossza, ezért e < 1 és f < a. Ismert, hogy ha egy konvex négy-
szo0g &atléinak hossza e és f, az atlok szoge pedig ¢, akkor a négyszog teriilete
(efsinp)/2. Tehat ebben az esetben a tetraéder vetiiletének ¢ teriiletére

efsing <g<g

2 t < <5 <
(2) 5 5

[\)

teljesiil.

Viélasszuk a cstcsok betiizését ugyantgy, mint az el6z6 példaban, legyen to-
vabba az AB, AC, DB és DC élek felez6pontja rendre E, H, F' és G (4. dbra).
Ekkor az ABD és ACD haromszogekben EF és GH az AD élhez, az ABC és
BCD haromszogekben pedig HE és F'G a BC élhez tartozd kozépvonalak. Ezért
EF || AD || GH és HE || BC || FG. Vagyis az E, F, G és H pontok egy S sikba
esnek és paralelogrammaét alkotnak. Tovabbé a parhuzamossdgok miatt az AD és
BC egyenesek is parhuzamosak S-sel. Mivel meréleges vetitésnél a vetités iranyara
meroleges szakaszok hossza nem valtozik, ez azt jelenti, hogy az ABC D tetraéder S-
en 16v6 meréleges vetiilete egy olyan A’ B’'C' D’ négyszog, melyben A'D' = AD = a
és B'C' = BC = 1. Tovdbbd AD | BC miatt A’D’ 1 B'C’ is fenndll. Vagyis az
ABCD tetraéder S sikra esé merdSleges vetiiletének ¢ teriiletére

t_a-1~sin90° _a

teljestil.

4. dbra

Most mar csak azt kell megvizsgdlnunk, hogy a kiilonbozé értékei esetén az (1)
és (2) egyenlStlenségek koziil melyik ad nagyobb felsé korldtot a vetiilet teriiletére.
A feladatban leirt tetraéder nyilvan pontosan akkor létezik, ha a nagyobb, mint

/5

az egységnyi oldali szabalyos haromszog koré irhaté kor sugara, azaz ha 73 < a.
2-1/4

AN /

hogy \/TE < % mikor &ll fenn. Ez pontosan akkor teljesiil, ha

< % egyenlGtlenség trividlisan teljesiil, ezért azt kell meghataroznunk,
V3

2 Sa
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Tehat \/TE <a< \/73 esetén a tetraéder barmely sikon 1évé meréleges vetiileté-
nek teriilete legfeljebb T?’, 73 < a esetén pedig legfeljebb % lehet.

Simkd Irén (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 12. évf.)
dolgozatat felhasznalva

29 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 10 versenyzd: Agoston Péter, Csépai Andras,
Di Giovanni Mérk, Fekete Panna, Fonyé Viktéria, Forrds Bence, Kisz Agnes7 Maga
Balazs, Simké Irén, Williams Kada. 5 pontos 4, 4 pontos 3, 3 pontos 3, 2 pontos 4,
1 pontos 4, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 4629. Oldjuk meg a
3
2sin7x = 3sin (x—|— %)

egyenletet.
(5 pont)

Megoldas. Alkalmazzuk az x =t + %ﬂ helyettesitést. Ekkor az egyenlet
t
2sin (32 + 7r> = 3sin(t + )

alakra hozhaté. Ezutan kihasznélva, hogy a szinusz fiiggvény péaratlan, latjuk, hogy

—2sin (3;> = —3sint, 2sin (3;) = 3sint.

Egy kezelhet6bb alakot kaptunk. A szog haromszorosara és kétszeresére vonatkozo
addicids tételek %—re torténo alkalmazasaval

t t t t
2-sin§ (i’;—élsin2 2) :3-2-Si1’1§COS§.
Rendezés is kiemelés utan

t t t
sin§ <345in22 3cos2> =0.

Szorzat abban az esetben lehet nulla, ha valamelyik tényezoje nulla. Emiatt

t t t
sin§ =0 vagy 3—4sin2§ —30055 =0.

Az els6 egyenletbol

%:/mr<:)t:2k7r<=>x=2§+2k7r, ahol k € Z.
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A maésodik egyenlet a négyzetes Osszefiiggés beirdsa utan cos %—re masodfokui:

t t t t
— 277 - = 277 —_ — =
3—4+4cos 5 3 cos 2 0, 4cos 5 3 cos 2 1=0.

Ennek megoldésai

t_ g t 1
COS — = es COS — = ——.
2 > 2~ 1

Ezek koziil az elsonek a gyokeit a sin% = 0 megoldasaindl mar rogzitettiik.
% = —% megoldasai

t = 1,8235+2ir (I € Z), illetve t = 4,4597+ 2mm (m € 7).
Innen a tovabbi x értékek

@~ 39179+ 2r (I €Z), tovabbd x = 0,2709 + 2mm (m € Z).

Ekvivalens &atalakitasokat végeztiink, az egyenlet Gsszes megolddsiat megkaptuk,
amelyek behelyettesitéssel ellendrizhetok is.

Schefler Barna (Ham Janos Liceum, Szatmérnémeti, 9. évf.)
dolgozata alapjan

34 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 24, 4 pontot 3 versenyzo. 3 pontos 3, 2 pontos 1,
1 pontot kapott 2, 0 pontot 1 versenyzé.

B. 4630. Az A, B, C és D pontok nem esnek eqy sikba. Hatdrozzuk meg azon
P pontok mértani helyét, amelyekre PA® + PC? = PB? + PD?.

(5 pont)

Megoldas. Legyen az AC szakasz felezépontja Fac, a BD szakaszé Fpp.
A paralelogramma-tétel miatt:

2PA? +2PC? = AC* + 4PF},
2PB? +2PD? = BD? + 4PF3,.
A feladatban szereplé egyenl6ség tehat pontosan akkor teljesiil, ha
AC? +4PF?%, = BD? + 4PF%,,
AC? — BD* = 4PF%,, — 4PF3,

AC? — BD?

PFp - PFjo = 25

AC?—BD? < Taymss " .
Az ——;— konstans, jeléljiik c-vel. Helyezziik el az Fac és Fpp pontokat

egy koordindta-rendszerbe, F4¢(0,0,0) és Fpp(a,0,0). Legyenek P koordindtéi
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(z,y,2). Ekkor PF3, = 2%+ 9 + 2% és PF%, = (z — a)® +y? + 2°. Az egyenle-
tiink:

(z—a)l+y?+22—a>—y> -2 =¢,
—2ax+a2:c,

a2—c

2a

xr =

Ez egy siknak az egyenlete, amely merdleges az x tengelyre, vagyis az Fac Fgp
egyenesre. Az ABCD tetraéder koriilirt gombjének kézéppontjan nyilvan atmegy,
mert itt PA= PB = PC = PD, tehat a feltétel trividlisan igaz. fgy a feladat-
ban szerepld mértani hely a tetraéder koréirt gombjének koézéppontjan atmend,
az FacFpp egyenesre meroleges sik.

Cserndk Tamds (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

33 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 13, 4 pontot 13 versenyz6. 3 pontos 6, 1 pontos
1 dolgozat.

B. 4633. Egy hdromszdg belsejében felvesziink néhdny pontot ugy, hogy kézilik
semelyik hdrom (beleértve a csicsokat is) nem esik egy egyenesre. A pontokat
egymdssal és a hdromszog csucsaival ugy kotjik ossze, hogy a kapott szakaszok
ne messék eqymdst, és a hdromszoget a lehetd legtobb kis hdromszogre bontsdk.
Bizonyitsuk be, hogy a keletkezett kis hdromszdogek szdma pdratlan.

(3 pont)

Megoldas. Legyen a haromszog belsejében felvett pontok szama n, a keletke-
zett kis hdromszogek szdma pedig k. Mivel az 6sszekot6 szakaszokat gy rajzoltuk
meg, hogy a lehetd legtobb kis haromszoget kapjuk, azok az eredeti haromszoget
csupa haromszogre bontjak. Ha ugyanis lenne a felbontasban haromnal tobb ol-
dalud sokszog, annak néhany megfelel6 atléjat meghiizva tovabbi kis haromszogeket
kapnéank.

Mivel barmely héromszoégben a belsd szogek osszege 180°, a keletkezett kis
haromszogek belsé szogeinek Osszege k- 180°. E szdgek Osszegét viszont gy is
megkaphatjuk, hogy egyrészt minden belsé pontndl van 360°, mdasrészt az eredeti
héromszog csicsainal 1évé dsszes szoget, azaz 180°-ot is egyszer szamolnunk kell.
Tehat

k- 180° = n - 360° + 180°.

Ebbél kapjuk, hogy k = 2n + 1, azaz a keletkezett kis haromszogek szama mindig
paratlan.

Varga Péter, (Hajduszoboszlé, Hégyes E. Gimn., 11. évf.)
dolgozatat felhasznalva

100 dolgozat érkezett. 3 pontos 93, 2 pontos 7 dolgozat.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/2 87



ﬁ} 2015.2.5 — 21:19 — 88. oldal — 24. lap KoéMalL, 2015. februar QF

— P

B. 4640. Szdmitsuk ki a

o0sszeget.
(5 pont)

I. megoldas. Legyen

=0

Azt allitjuk, hogy Sa, értéke 22", ha n oszthaté 3-mal, és —2%"~! kiilsnben. Az &lli-
tést n-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitjuk. Az n = 1,2, 3 esetekben kénnyen
ellenérizhet6, hogy valéban teljesiil:

So=1-31=-2, S;=1-36+9-1=-8, Sg=1-3-154+9-15-27-1=64.

Az indukcihoz elég megmutatni, hogy m > 3 esetén S,, = (—8)S,,—3, hiszen ebbdl
Son = (—8)S2n—3 = 6455(,—3), amib6l mar azonnal kovetkezik az éllitds. Az S, =

= (—8)5,,,—3 Osszefiiggés igazoldsdhoz elészor az (;7]:,) binomialis egyiitthatét irjuk
fel a Pascal-hdromszog (m — 3)-adik sordban 1é6v6 binomiélis egyiitthatdk sszege-
ként:

)= () () = s =)+ (77) -
- () el a) () + (7))

ahol az (Z) kifejezés értékét b < 0 és a < b esetén is 0-nak tekintjiik. Ezt felhasznalva

e (FR R R R

Jj=0

Szamoljuk meg, hogy ebben az Gsszegben mi lesz (ng) egyiitthatdja, ha 0 < £ <
<m — 3. Ha £ = 2k + 1 paratlan szam, akkor a kérdéses egyiitthato

1. (73)k‘+2 + 3. (73)164*1 _ O,

ha pedig ¢ = 2k paros, akkor
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Azaz

Sui= Y

[(m=3)/2] (
k=0

m—3 ko ,
. )(—8)(—3) 88,

Ezzel igazoltuk, hogy a kérdezett dsszeg értéke 3-mal oszthaté n esetén 227, 3-mal
nem oszthaté n esetén pedig —22" 1.

Baran Zsuzsanna (Debrecen, Fazekas M. Gimn.), 9. évf.

II. megoldas. Tekintsiik a

z:1+\/§i:2<cosg+i-sing)

alaki komplex szémot és hatdrozzuk meg a 2n-edik hatvényéat (ahol n pozitiv
egész szdm). A szdm trigonometrikus alakjabdl a De Moivre-képletet alkalmazva

azt kapjuk, hogy
2 2
22 = 9n (cos (n ;) + 4 -sin (n ;)) )

Masrészrol, az algebrai alakbdl a binomiélis tételt haszndlva:

2= jio <2]7> 12 (V3Bi) = JE: (2?) (=3) +iv3 :LZ: (2],21 1) (3.

A 22" szam kétféle felirdsdban a valds részeket dsszehasonlitva

zn: (Z‘) (=3)7 = 22" . cos (n 2;)

7=0
addédik.
Fonyd Viktoria (Keszthely, Vajda J. Gimn.), 12. évf.

33 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 21 versenyz6: Agoston Péter, Baran Zsuzsanna,
Bereczki Zoltan, Csépai Andrds, Cserndk Tamads, Di Giovanni Madark, Fekete Panna,
Fony6 Viktéria, Geng Maté, Gyorfi-Batori Andrés, Katona Daniel, Kovacs Marton,
Kisz Agnes, Lajké Kalméan, Maga Baldzs, Mécsy Miklés, Nagy-Gyorgy Pal, Schwarcz
Tamés, Seress Déniel, Williams Kada, Oreg Botond. 4 pontos 4, 3 pontos 2, 2 pontos
2, 1 pontos 1, 0 pontos 3 dolgozat.

B. 4650. Létezik-e olyan f(x) = % alakd fiigguény, melyre alkalmas pdron-
ként kiilonboz6 x4, ..., x5 valdos szamokkal

flz1) =22,  flx2) =23, f(23) =m4, f(xa) =25, [f(z5)=171

teljestil?
(6 pont) Javasolta: Kdrolyi Gyula (Budapest)
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I. megoldas. Megadunk egy ilyen fiiggvényt. Legyen a =c=1és d =0 # b.
Az z1 # 0 értékét kés6bb megvilasztva, legyen
b
T2 = f(a1) = 2 =2
1
X1 + b b
o= f(a) = T @+ Um b
5 2 x1+b - 1+ b ’
T1
(b+1x1+b b
f(za) b 0 (@b 02+ b
x4 = f(x3) = =
: ? (b+ 1)zy +b (b+ Dz +b
I —+ b
(204 1)z + 0%+ b )
foy) = T Do T T b ) 21 b
Ty = X = = ,
° ! (2b+ 1)a1 + b2 + b (20 + 1)ay + b2 +b
b+ 1z +5b
(b +3b+ 1)y + 2% + b )
oy = f(rg) = (2b+ 1)zy + b2+ b + (302 +4b+ 1)a + b7 4+ 30 + b
PO B 13+ D + 202 40 (B2 4+ 30+ L)ag + 202+ b
(204 1)xy + 0240
Az utébbi osszefiiggést rendezve:
(0> +3b+1)a7 — (b° +3b+ 1)a1 — (b* +3b° +b) =0,
azaz
(b +3b+1) (2% — 21 — b) =0.
Ez biztosan teljesiil, ha az els6 tényez6 nulla — példdul, ha b= 73;”/5. Legyen
tovabba x; = 2, ekkor
2+b b
2o = 2 % 0,809, 2= 20 0598,
2 T2
b b
vy = B30 0976, o= 0 0382,
xs3 Ty
Tehat az
r— 3=V5
fla) =12
fliggvény a fenti x; értékekkel megfelel.
Porupsdnszki Istvan (Miskole, Foldes F. Gimn., 12. évf.)
90 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/2
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II. megoldas. A tangens fiiggvény jol ismert

tgy +tgf
tg(y+6) =
( =i tgy - tg
Osszegzési képletére emlékezve legyena = 1,b =tg S, c = —tg B, d = 1, az x valtozdt
pedig irjuk = = tgy alakba; ekkor az
x+b tgy +tg s
v flo) = ———, azaz tgy T tghtay gy +5)

filggvény megfeleld, ha a tg(y+kB) (k=0,1,...,4) értékek értelmezettek, pa-
ronként kiilonbozok és tgy = tg (y + 58). Mivel a tangens fiiggvény értelmezett és
szigorian monoton névo mindegyik nyilt (L;lw, %T+17T) intervallumon és periodi-
kus 7 szerint, b = tg (7/5) és z1 = 0 vélasztassal a feladat kovetelményeit kielégitd

fliggvényt kapunk.
Fekete Panna (Pécs, Ledwey Klara Gimn., 12. évf.)

24 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott versenyz6: Andé Angelika, Bereczki
Zoltan, Csépai Andréds, Fekete Panna, Geng Maté, Kovics Mérton, Nagy-Gyorgy
Pal, Porupsanszki Istvan, Schefler Barna, Schwarcz Tamds, Széke Tamds, Williams
Kada. 0 pontos: 12 dolgozat.

B. 4655. Megoldhato-e a pozitiv egész szampdrok halmazdn a
k
20122015 — n
2 + 2

(5 pont) Javasolta: Maga Baldzs

egyenlet?

Megoldas. (T;) = m(m_l), igy az egyenlet a kovetkezo alakba irhaté:

2

Rendezve:
2201229 = n(n — 1) + k(k — 1),
2.2012%0 =% —n+ k% —k,
820122015 — 4n? — 4n + 4k> — 4k,
82012290 4+ 2 =4n? —dn+ 1+ 4k% — 4k + 1,
82012201 42 = (2n — 1)* + (2k — 1)*.
Az egyenlet jobb oldaldn két négyzetszam Osszege &all. Azt fogjuk beldtni, hogy

az egyenlet bal oldala, vagyis 8 - 2012295 1 2 nem frhaté fel két négyzetszam Gssze-
geként.

Vizsgéljuk elGszor az egyenlet két-két oldalanak 7-tel valé osztasi maradékat.
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A bal oldal 7-tel osztva ugyanazt a maradékot adja, mint 20122°1% 4 2. A 2012
7-tel osztva 3-at ad maradékul, igy a bal oldal 7-es maradéka 32°1° + 2. A 3-hat-
vanyok 7-es maradéka periodikus, minden hetedik 3-hatvany ugyanazt a maradékot
adja, mivel 3% = 27 maradéka 6, azaz —1, igy 3% = (33)2 maradéka (—1)2 = 1. Ebbél
kovetkezik, hogy 3%°'5-nek a 7-es maradéka ugyanannyi, mint 3°-é, ami pedig 5,
igy 3° + 2 oszthaté 7-tel, tehat az egyenlet bal oldala oszthaté 7-tel.

Az egyenlet jobb oldaldn két (pératlan) szdm négyzetosszege all. A négyzet-
szdmok 7-es maradéka ugyanaz, mint a 0%, (£1)°, (£2)%, (+3)* szdmoké, ezért
a {0;1;2;4} halmazbdl keriilhet ki. Az el6bb belattuk, hogy az egyenlet bal oldala
oszthatd 7-tel, igy a jobb oldalnak is oszthaténak kell lennie vele. A lehetséges ma-
radékok Osszegeit megvizsgalva kideriil, hogy ez csak gy torténhet meg, ha mind-
két négyzetszam oszthaté 7-tel. Ekkor viszont mindkettd oszthaté 72 = 49-cel is,
vagyis az egyenlet jobb oldala oszthatd 49-cel. Ezért a tovdabbiakban a bal oldal
49-es maradékat vizsgaljuk.

A 3-hatvényok 49-es maradéka szintén periodikus: 3* = 81 maradéka —17, igy
3° maradéka 49 + 3(—17) = —2, tehat 32° = (3°)" maradéka (—2)" = 16, ezért 3!
maradéka 3 - 16 = 48, vagyis —1; ebbdl kovetkezik, hogy 3% maradéka a 49-cel tor-
ténd maradékos osztasnal (—1)* = 1. (Ugyanezt az Euler—Fermat-tételbdl is meg-
kaphattuk volna.)

Mivel 2012 = 4941+ 3 és 2015 = 42-47+41, a 20122°*-nek a 49-es maradéka
egyenlé 3*! maradékaval; jelsljiik ezt z-szel. Mivel 3*2 =3.3%! a 49-cel osztva
1-et, azaz —48-at ad maradékul, 3z + 48 = 3(x + 16) oszthaté 49-cel. lgy 2+ 16 is
oszthaté 49-cel, tehat 3** maradéka x = 33. Ezért a bal oldalnak, 8- 20122015 4 2-nek
a 49-es maradéka 8 - 33 4+ 2 = 266-nek a 49-es maradéka, ami 21, igy nem oszthatd
49-cel.

Azt kaptuk, hogy az egyenlet bal oldala nem oszthaté 49-cel, de a jobb oldala
igen. Ellentmondéasra jutottunk, tehat az egyenletnek nincs megoldésa a pozitiv
egész szamparok korében.

Németh Baldzs (Budapesti Fazekas M. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)

Megjegyzések. 1. Az Euler—Fermat-tétel a kovetkezot dllitja: Ha m pozitiv egész, és az
m-mel val6 osztasi maradékok kozott az m-hez relativ primek szdma ¢(m), akkor minden,

w(m)

az m-hez relativ prim a egész szamra a -nek az m-mel valé osztdsi maradéka 1 (azaz

a?™ — 1 oszthaté m-mel). A feladat fenti megolddséban p(49) = 42 szerepelt.

2. Ha egy 4k + 3 alaku pozitiv p primszam osztdja két négyzetszam Osszegének, akkor
a két négyzetszamnak kiilon-kiilon is osztéja; tehat ekkor a két négyzetszam Gsszege p*-nel
is oszthaté. (A megolddsban ennek p = 7 esete szerepelt.) Toébb is igaz: egy pozitiv egész
pontosan akkor {rhaté fol két (nemnegativ) négyzetszdm Osszegeként, ha primtényezds
alakjaban minden 4k + 3 alakud pozitiv primszdm péros kitevon szerepel.

46 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 20 versenyzd: Andi Gabriel Brojbeanu, Andé
Angelika, Cseh Kristéf, Dobrontei David Bence, Fekete Panna, Géspar Attila, Gyulai-
Nagy Szuzina, Lajké Kélméan, Leitereg Miklos, Mécsy Miklés, Nagy Kartal, Nagy-Gyorgy
Pal, Németh Baldzs, Porupsanszki Istvan, Schrettner Balint, Schwarcz Tamés, Széles
Katalin, Sz6ke Tama&s, Tihanyi Aron, Williams Kada. 4 pontos 3, 3 pontos 2, 2 pontos 3,
1 pontos 5, 0 pontos 13 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(451-456.)

K. 451. A ké-papir-ollé jatékban harom szabalyt kell ismerni a jatékosoknak:
a k& kicsorbitja az ollét, az oll6 elvagja a papirt, a papir becsomagolja a kovet,
igy eldol, hogy melyik gy&zi le a mésikat. Hany 4j szabalyt kell megalkotnunk, ha
behozunk a jatékba négy tjabb lehetéséget (pl. gyufa, szemiiveg, telefon, bélyegz8)?
Milyen alapelv szerint kell az 1j szabalyokat 1étrehoznunk ahhoz, hogy az 1j jaték
is az eredetihez hasonldan kiegyensilyozott legyen?

K. 452. Egy istallohoz csatlakozik egy takarmény tarolasara szolgdld silo,
melynek alakja szabdlyos haromszog alapt hasédb.

Az istalléépiilet hosszabbik oldalanak

hossza 9 méter, a silé egy oldaldnak hossza (fe- silo
lillnézetben) 3 méter. A sil6 és az istdlls taldl-
kozdsi pontjdhoz kikotottek egy kecskét (az db-
rdnak megfeleléen) egy 9 méter hosszu kotél- ist4llo
lel. A kotelet a kecske nem tudja elszakitani, és
a kotél nem nyulik meg. Az épiiletek koriil fi
van, nincs kerités, semmi olyan tereptargy, ami a kecskét a legelésben akadalyozna.
Mekkora nagysagu teriiletet tud a kecske lelegelni?

K. 453. Egy dolgozat atlaga 71 pont volt. A tanar azonban egy feladat értéke-
lésénél hibazott, igy minden tanulénak adott a dolgozatara még 1 pontot. A dolgo-
zatok Osszpontszama igy 936-ra valtozott. Hany gyerek irta meg ezt a dolgozatot?

K. 454. A kovetkez6é miiveletekben szereplé szamok szdmjegyeit nagyon sok
helyen betlikkel helyettesitettiik. A kiilonb6z6 betiik kiilonbozd, az azonos betiik
azonos szamjegyet jelentenek. Egyik betli sem jelenti az 1-et.

1-G+1=H,
1A -G +2 = HG,
1AB- G + 3 = HGF,
1ABC - G + 4 = HGFE,
1ABCD - G + 5 = HGFED.

Adjuk meg a betiik értékét.

K. 455. Ha a 2015-6t felirjuk a 2-es szdmrendszerben, akkor palindrom sza-
mot kapunk: 11111011111. Hany olyan XXI. szdzadi évszam van, amelynek 2-es
szamrendszerbeli alakja szintén palindrom?

Kiss Sdndor (Nyiregyhdza) otlete alapjan
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K. 456. A b alapu szamrendszerben felirt 220, 251 és 304 szamok harom
egymaéast koveto négyzetszam. Mennyi b értéke?

*

Bekiildési hatarid6: 2015. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: KoMalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*
A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
Aﬁ (1273-1279.)
\

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1273. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n, k € N esetén 3*" +4- 74 oszthaté
5-tel.

C. 1274. Egy cég 482 dolgozdja 30 jarmiivel csapatépité tréningre utazik,
amelyek 4, 19, illetve 21 utast tudnak szallitani. Minden jarmiinek tele kell lennie.
Melyik jarmiib6l hédnyra van sziikségiik? Az 6sszes megoldéast adjuk meg.

Feladatok mindenkinek

C. 1275. Melyik az a legnagyobb otjegyli abede pozitiv egész, ami oszthatd
a bede, cde, de és e szamok mindegyikével?

C. 1276. Az ABCD paralelogramma AB, BC, CD, DA oldalainak belsé
pontjai rendre X, Y, Z, V, amelyekre fennall:

AX _BY Cz_ DV _
XB YC ZD VA 7

ahol a k egy %—nél kisebb pozitiv allandé. Mekkora k értéke, ha az XY ZV négyszog
teriilete az ABC'D paralelogramma teriiletének 68%-a?

C. 1277. Az r? értékétdl fiiggben hany megoldisa van az

2 2 2
2y’ =17,
|z +[y| =2
egyenletrendszernek?
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Feladatok 11. évfolyamtol

n

C. 1278. Hatarozzuk meg n értékét, ha (Tll), (2) és (g) egy novekvo szamtani
sorozat harom egymast koveto tagja.

C. 1279. Hatérozzuk meg azon ABCD négyzeteket, melyek A csicsa
a (4;—2) pont, B cstcsa rajta van a b: (z —5)° + (y — 2)> = 25 korén, D csi-
csa pedig a d : 4z 4+ 3y + 2 = 0 egyenesen.

*

Bekiildési hatarid6: 2015. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4687-4695.)

B. 4687. Samson felirja egy papirlapra az 123456789-es szdmot. Ezutdn bar-
mely két szomszédos szamjegy kozé beszirhat szorzéasjelet, akar tobbet is kiillonb6z6
helyekre, vagy egyet sem. A szorzasjelek kozé es6 szamjegyeket egy szamként Ossze-
olvasva egy szamok szorzatabol allo kifejezést kap, példaul 1234 - 56 - 789. Legfeljebb
mekkora lehet a kapott szam?

(3 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)

B. 4688. Ha mindkét kifejezésben 50-50 kettes és harmas szerepel felvaltva,
akkor az aldbbi szdmok koziil melyik a nagyobb:

23 32
2
2 3
23 vagy 32 ?
(5 pont)
B. 4689. Van-e olyan 6tszog alapi gila, amelyet egy sik szabalyos hatszogben

metsz?

(6 pont)

B. 4690. Egy egyetemrdl 9 matematikus egytitt vett részt egy konferencian.
Mivel az el6adasok unalmasak voltak, tobbszor is elaludtak, mindegyikiik legfel-
jebb 4 alkalommal. Barmelyik két matematikus esetén eléfordult, hogy egyszerre
aludtak. Mutassuk meg, hogy volt olyan idépont, amikor legalabb harman aludtak.

(5 pont)
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B. 4691. Tekintsiink négy parhuzamos egyenest a sikon. Legyenek ezek sor-
rendben a, b, ¢ és d. Tudjuk, hogy a és b tavolsdga 1, b és c tavolsaga 3, c és d
tavolsaga szintén 1. Tekintsiik azokat a téglalapokat, amelyek csiicsai koziil mind
a négy egyenesen pontosan egy helyezkedik el. Hogyan kapjuk meg azt a téglalapot,
amelynek a leheto legkisebb a teriilete, és mekkora ez a teriilet?

(3 pont)

B. 4692. Egy hegyesszogi haromszog oldalait a, b és ¢, az ezekkel szemkoztes
szogeit a, B és v, a megfelel6 oldalakon nyugvé magassagvonalak hosszat pedig my,
my és m, jeloli. Igazoljuk, hogy

a C 1 1 1
m——i—@—i—ﬁ)?cosacosﬁcosw . + — + — +3.
a b c sin2a  sin2f  sin2vy

(5 pont) Javasolta: Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Gimn.)

B. 4693. Az ABC héaromszog AC oldaldn 1évé K pontra AK = 2KC és
ABK< =2KBC« teljesiil. Jelolje F' az AC oldal felez6pontjat, az A pont BK
szakaszra es6 meroleges vetiiletét pedig L. Igazoljuk, hogy az FL és BC egyenesek
merolegesek egymasra.

(5 pont)

B. 4694. Keressiik meg az 6sszes olyan p1, q1, p2, g2 valds szamokat, melyekre
teljesiil, hogy az 2 + p1x + ¢, = 0 egyenletnek gydkei a po és qa, az 2° +poz +q2 = 0
egyenletnek pedig gyokei a p; és ¢q; szamok.

(4 pont) Javasolta: Bertalan Zoltdn (Budapest)

B. 4695. A sik pontjainak egy permutaciéjdrdl tudjuk, hogy ha hdrom pont
egy koron van, akkor a képeik is egy koron vannak. Mutassuk meg, hogy ennél
a permutaciéonal hdrom pont pontosan akkor van egy egyenesen, ha a képeik is egy
egyenesen vannak.

(5 pont)

*

Bekiildési hatarid6: 2015. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(635—637.)

A. 635. Mutassuk meg, hogy minden ¢ > 0 valés szdmhoz 1étezik olyan n po-
zitiv egész, amire (o (n)) > cn. (Tetszbleges k pozitiv egészre (k) a k-ndl nem
nagyobb, k-hoz relativ prim pozitiv egészek szdmat, o(k) pedig a k pozitiv osztéi-
nak 6sszegét jeloli.)

Javasolta: Szabd Barnabds (Budapest)

A. 636. Adott egy konvex ABCD négyszog és a BC' D haromszog belsejében
egy P pont ugy, hogy az ABPD négyszog érinténégyszog, tovabba az ABPD
négyszog beirt kore, a BC'P haromszog beirt kore és a C'D P haromszog beirt kore
péaronként érintik egymast. Jelolje @ és R a megfelel6 korok érintési pontjait a BP,
illetve a D P szakaszon. Legyen S a BP és az AR egyenesek metszéspontja, T a DP
és az AQ) egyenesek metszéspontja, végiil U a BT és a DS egyenesek metszéspontja.
Mutassuk meg, hogy a CU egyenes felezi a BC'D szoget.

A. 637. Legyen n pozitiv egész. Legyen F egy olyan halmazrendszer, amely
egy n elemt X halmaz Gsszes részhalmazanak tobb, mint a felét tartalmazza.
Bizonyitsuk be, hogy F-b6l mindig kivdlaszthaté [logyn] + 1 halmaz gy, hogy
ezek egyiitt szeparaljdk X elemeit, vagyis X barmely két kiillonb6z6 eleméhez van
olyan kivalasztott halmaz, amely a kettd koziil pontosan egyet tartalmasz.

Schweitzer Miklos Emlékverseny, 2014

Bekiildési hatarid6: 2015. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Informatikabdl kittizott feladatok

1. 367. Egy M x N (5 < M, N < 100) négyzetbdl allé négyzethald egyes négy-
zeteiben atlosan egy tiikrot helyeztiink el, amelynek mindkét oldala tokéletesen
visszaveri a fényt. A tiikrok a négyzetek kozéppontja koriil kénnyen elfordulhat-
nak. A fény egy idéegység alatt egy egységnyi (a négyzet oldalhosszdnak megfeleld)
utat tesz meg. A fénysugar a négyzethald oldaldra merdlegesen 1ép be, valamely
négyzet oldalfelezé pontjan at. Minden pillanatban, amikor a fénysugar a négyzet-
hélé egy négyzetének oldaldhoz ér, a tiikrok 90 fokkal elfordulnak.
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A bemeneti fajl els6 sordban a sorok, majd az oszlopok szdma olvashato.
A misodik sor adja meg, hogy milyen irdanybdl (b, j, £, 1), hdnyadik egységben
(fentrél lefele és balrél jobbra szamozunk) 1ép be a rendszerbe a fény. Az alatta levd
M sor mindegyikében pontosan N karakter van. A székoz karakter (a mintdn o)
jeloli azokat az egységeket, ahol nincs titkor, a \ és / karakterek pedig a tiikroket,
valamint azok kezdeti allapotat mutatjak.

A kimeneti f4jl elsd sordban a kilépésig eltelt id6, a masodik sordban pedig
— a bemenet masodik soraval egyez6 forméban — a kilépési hely olvashaté. Ha
a fény nem 1ép ki a rendszerbdl, az els6 sorba a -1 érték keriiljon, a masodik pedig
maradjon iiresen.

Bemenet Kimenet
55 5

b 2 b 4
00000
o\o/o
00000
o/o\o

00000

A program els§ parancssori argumentuma a bemeneti fajl neve, a masodik
pedig a kimeneti f4jl neve legyen.

Bekiildend6 egy tomoritett i367.zip &allomanyban a program forrdskodja
(1367 .pas, i367.cpp, ... ), valamint a program révid dokumentécidja (1367 .pdf),
amely tartalmazza a megoldds rovid leirdsat, és megadja, hogy a forrasallomény
melyik fejleszt6 kornyezetben fordithato.

I. 368 (E) Baratunk szamitogépet szeretne vasarolni, de nem tud eligazodni
a processzorok egyes tulajdonsigai kozott. Segitségiil néhany CPU jellemzo6ibdl,
valamint informatika aruhazakbdl és azok arlistdibdl adatbéazist épitettiink, hogy
megkonnyitsiik a valasztast és a vasarlast.

Készitsiink 1j adatbazist 1368 néven. Honlapunkrdl letolthet6 az ixyz.zip &al-
lomanyban a cpu.csv, ceg.csv és arlista.csv — pontosvesszovel tagolt, UTF-8
kédolasu — szoveges dlloméany. A szoveges fajlok az elsé sorban tartalmazzak a me-
z6neveket. A tdablak szerkezete a kovetkezd leirds szerinti. Importaljuk az allomé-
nyokat és hozzuk létre a cpu, ceg és arlista tablakat, majd allitsuk be a megfelel6
tipusokat és kulcsokat.

Téablak:

cpu (id, tipus, foglalat, magszal, orajel, turbo, csikszel, TDP, BM1, BM2, BM3,
grafika)

id a processzor azonositdja (egész szdm), kulcs;

tipus a processzor gyartdja és tipusa (szoveg);

foglalat a processzor foglalata (szoveg);

magszal a processzorban taldlhaté magok és egyszerre végrehajthaté

szélak szdma (szoveg);
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orajel a miikodési frekvencia GHz mértékegységben atlagos hasznalat mellett
(lebegbpontos szam);

turbo nagyobb igénybevételnél elérheté6 maximalis miikodési
frekvencia GHz mértékegységben (lebegépontos szam);

csikszel a processzor gyartasakor alkalmazott csikszélesség nm
mértékegységben (egész szam);

TDP a haszndlat kozben folvett legnagyobb teljesitmény watt

értékben (egész szdm);

BM1, BM2, BM3 kiilonb6z6 processzorsebességet mérd tesztek eredményei
— a nagyobb értékek mutatnak gyorsabb végrehajtast
(egész szadmok);

grafika a processzorral egybeépitett grafikus egység tipusa (szoveg).
ceg (caz, ir, cim, nev, web)

az az informatikai iizlet azonositéja (egész szdm), kulcs;

ir a budapesti {izlet négyjegyi iranyitészama, amelynek

masodik és harmadik szamjegye mutatja, hogy a cég mely
keriiletben taldlhat6 — pl. 1046 esetén a IV. keriiletben
(egész szdm);

cim az iizlet cime (szoveg);
nev az iizlet neve (szoveg);
web az iizlet egyben webdruhdz (logikai).
arlista (caz, pid, ar)
caz az iizlet azonositéja (egész szam), caz és pid egyiitt kulcs;
pid a processzor azonositdja (egész szdm), a kules része;
ar a processzor ara az adott iizletben (egész szdm).

Az arlista tabla kapcsolja Ossze a processzorok és cégek adatait, ugy, hogy
természetesen minden iizletben egy termék csak egyszer, egy aron szerepel.

A kovetkezd feladatok megolddsandl a lekérdezéseket, tablékat és jelentése-
ket a zardjelben olvashaté néven mentsiik. Ugyeljiink arra, hogy a megolddsban
pontosan a kivant mezok az el6irt néven szerepeljenek.

Szeretnénk megtudni, hogy mely processzorok a leggyorsabbak a harom mért
sebesség alapjan. A harom érték atlagat kozvetleniil nem érdemes atlagolnunk, hi-
szen értékeik kiilonb6z6 tartomanyokba esnek, ezért a harom sebesség mindegyiké-
nél kivélasztjuk a maximumot, majd minden értéket a sajat legnagyobb értékéhez
viszonyitunk.

1. A szdmitéshoz el6szor hozzunk 1étre egy lekérdezést, amely az MBM1, MBM2
és MBM3 névvel meghatdrozza az egyes sebességértékek maximumat. (1maxbm)
2. Ezutan készitsiink egy lekérdezést, amiben a processzorok id azonositéja és

a harom sebesség a megfeleld maximalis értékkel torténd osztas utdn szerepel

SBM1, SBM2, SBM3 néven, valamint egy teljesitmeny mez6, amely az el6z6

harom érték 4tlaga. (2teljes)

3. Készitsiink lekérdezést, amely teljesitmény szerinti csckkend sorrendben meg-
adja a processzorok és foglalatuk tipusét és a teljesitmény értékét. (3sorban)
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A processzorok csikszélességének csokkentésével csokken a fogyasztds is.
Ugyanakkor az egyre Osszetettebb, nagyobb érajellel miikédo, tobb processzor-
magot és esetleg beépitett grafikus egységet is tartalmazé CPU-k fogyasztdsa meg-
haladja a kisebb tudasd processzorok fogyasztasat. Vizsgaljuk meg, hogy mennyi-
ben tdmasztjak ala az adatok ezeket az altalanos meglatasokat.

4. Bévitsiik a cpu tablat egy GP nevil logikai mezdvel, és készitsiink mdodositd
lekérdezést, amely értékét meghatarozza, hogy van-e grafikus egység a pro-
cesszorban. (4gp)

5. Adjuk meg lekérdezéssel a processzormagok és szdlak szama, valamint a csik-
szélesség értéke szerinti csoportositasban az adott csoportba sorolhatd, gra-
fikus egységet nem tartalmazd processzorok szamat és fogyasztasuk atlagét.
(5fogyaszt)

6. Készitsiink lekérdezést, amely megadja azoknak a processzoroknak a tipusat,
teljesitményét és fogyasztasat, amelyek alap és turbo drajele kozott legalabb
0,5 GHz a kiilonbség. (6turbo)

7. Készitsiink lekérdezést, amely megadja a legaldbb 60% teljesitmény(i pro-
cesszorok koziil az els6 harom legkisebb fogyasztdsu tipusat és azon cégek
nevét, akik forgalmazzak ezeket a processzorokat. (7Tkisfogy)

Baratunk végiil is ugy dont, hogy egy 8 magos AMD processzort valaszt,
ezért most szeretné tudni, hogy milyen dron érhetdk el ezek a IV. és XIII. keriileti
boltokban.

8. Készitsiink lekérdezést, amely kilistazza a fenti feltételnek megfelel processzo-
rok tipusat, teljesitményét, drat, valamint az tizletek nevét, irdnyitészamat és
cimét. (8amd8)

Baratunk koézben ugy dont, hogy nem csak abban a két keriiletben érdeklik
a fenti processzorok, hanem barmelyik webaruhdzban megvasarolnd oket.

9. Adjuk meg lekérdezéssel annak a cégnek a nevét, amelynél a vélasztott pro-
cesszorok koziil a legolcsébban elérhetd a valasztott eszkozok egyike, valamint
adjuk meg a processzor tipusit és arét. (9web)

Baratunk végiil igy gondolja, hogy érdemes lenne megvizsgalni a talalt pro-
cesszorral hasonlé arfekvésii tobbi CPU-t is, hatha egy kicsit tobb pénzért sokkal
jobbat kaphatunk.

10. Készitsiink jelentést, amelyen megjelenitjiik a 30 000-40 000 Ft arkategori-
aba esd processzorok tipusét, teljesitményét, grafikus egységének tipusat, drat,
azon lizletek nevét, ahol a fenti tartomanyba esé arban kaphatd. A jelentés
legyen a processzorok tipusa szerint csoportositva, azon beliil ar szerint no-
vekv6 sorrendbe rendezve. A jelentés cim legyen ,, Tovabbi processzorok 30-40
ezerért”, az adatok feletti fejléc ,, Tipus, Ar, Cég Neve, Teljesitmény, Grafika”
szavakbdl dlljon. A jelentés Ad-es méretben, 4ll6 tdjolassal késziiljon, az osszes
mez6 és érték legyen teljes egészében lathato. a Ha sziikséges, készitsiink az
adatok kivalasztdsdhoz lekérdezést. (10t6bbi)

Forrds: a processzorokra vonatkozé adatok a CHIP magazin 2015. janudri
szamabol valok.
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Bekiildendd egy tomoritett dllomanyban (1368.zip) a megolddst tartalmazo
adatbédzis vagy az SQL lekérdezéseket tartalmazé szovegfdjl (i368.o0db,
1368.accdb, i368.sql), valamint egy révid dokumentdcié (1368.txt, 1368.pdf),
amelybdl kideriil az alkalmazott adatbazis-kezelé neve és verzidszama.

1. 369. frjunk egy olyan programot, ami az aldbbi, minuszokbdl és X-ekbdl, va-
lamint sortorésekbdl all6 szoveget ebben a formdban kiirja a kimenetre. A program
nem olvashat be fajlbol és nem irhat fajlba. A feladatban cél az, hogy a forraskéd
minél kevesebb karaktert tartalmazzon. Vigyéazat, a programnak pontosan ugyan-
ezt a szoveget kell kifrnia, nem szabad eltéveszteni!

XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XX XXX XXX XXX XXXXX
XXX XX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XX XXX XXX XXX XXX XXXX
XXXXXXXXXXXX - XXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXX-———————————— XXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXX-—————————————— XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXX---—————————————— XXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXX-———-——— - XXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXX--—-——————— XXXXXXXXXXXXX
XXXXXX-—=——mmm XXXXXXXXXXXX
XXXXX-—————m XXXXXXXXXXX
XXXX-=—mmm XXXXXXXXXX
XXX--——-—————— = XXXXXXXXX
XX XXXXXXXX
- XXXXXXX
XXX XXX XXX XX XXX XX XXX XXX XXX XXX XXX XXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX-———————— XXXXXXXXXXXXXXXX
XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXXXX
XXXXXXXXXXX XXX XXX XXX XX XXX XXX XXX XXXXXXXXXX

Pontozds: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét tomoren, de ért-
hetden leiré dokumentacié 1 pontot ér. A program pontozisa a kovetkezOképp
zajlik: aki a legkevesebb karakterrel megoldotta (a forrdskéd mérete a legkisebb),
az tovdbbi 9 pontot kap. A tobbiek a legkisebb méretli programhoz viszonyitva
szézalékos aranyban kapnak pontot.

Bekiildend6 egy tomoritett 1i369.zip allomédnyban a program forraskddja
(1369.pas, i369.cpp, ... ) az .exe és mds, a fordito ltal generdlt dllomdnyok nél-
kiil, valamint a program rovid dokumentacidja (1369.txt, 1369.pdf, ...), amely
a fentieken tul megadja, hogy a forras mely fejlesztéi kornyezetben fordithato.

A feladatok megoldéasai regisztricié utan a kovetkezé cimen toltheték fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2015. marcius 10.
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S.96. Egy D (1< D<K 1015) hosszd rudat szeretnénk szétviagni N (1 < N <
< 500 000) db kisebb ridra. Tudjuk a kisebb rudak hosszét: az i-edik hossza r;
(1 < r; < 10%) és azt is tudjuk, hogy a kisebb rudak osszhossza D. Egy L hosszi
rid szétvagasa tetszéleges hosszisdgu két részre L forint. Egy végassal egyszerre
csak egy rudat szabad kettévagni. Daraboljuk f6l a lehetd legolcsébban a teljes
D hosszt rudat a megadott r; hosszu részekre.

A program olvassa be a standard input els6 sordbdl N-et és D-t, majd a kovet-
kez6 N sorbdl az r; szdkozzel elvalasztott egészeket, majd irja a standard output
els6 soraba a minimalis pénzt, amennyivel megoldhaté a szétdarabolas.

Példa bemenet (a mésodik sortdl egy sorban): | Példa kimenet:

49 18
2133

Pontozas és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét to-
moren, de érthetden leiré dokumentacié 1 pontot ér. A programra akkor kaphatd
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futasidékorlaton beliil.

Bekiildend6 egy tomoritett s96.zip allomdnyban a program forrdskddja
(s96.pas, s96.cpp, ... ) az .exe és mds, a fordité dltal generdlt dllomdnyok nélkiil,
valamint a program révid dokumentdciéja (s96.txt, s96.pdf, ... ), amely a fenti-
eken til megadja, hogy a forras mely fejlesztéi kornyezetben fordithato.

*

A feladatok megolddsai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2015. marcius 10.

%
,‘ ERICSSON-DIJ 2015
Felhivas dijazandé tanarok ajanlasara
ERICSSON

A 2015. évi Ericsson-dijat a pedagégusok elismerésére idén is juinius elején,
a tanév végével adja at az Ericsson Magyarorszag.

Az Ericsson Magyarorszag Kutatis-Fejlesztési Igazgatosaga altal 1999-ben alapitott
dijat altalanos-, vagy kozépiskoldkban fizikat vagy matematikat oktaté pedagégusok nyer-
hetik el. Az elismerés azért jott 1étre, hogy tdmogassa, elismerje és erdsitse a magyaror-
szagi, vildgviszonylatban is kiemelked6 matematikai és természettudomanyos alapképzést.
Az Ericsson Magyarorszag elkotelezte magat a hazai oktatds fejlesztése mellett; vallala-
sdnak fontos része ez a dij. Az 1700 f6s hazai véllalat nemcsak a telekommunikéaciés
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ipar egyik legnagyobb munkaltatéja, hanem 1200 {6s Kutaté-Fejleszté Kozpontjaval a
legnagyobb telekommunikaciés és informatikai kutatéssal, szoftver és hardverfejlesztéssel
foglalkozé szellemi centrum Magyarorszagon. Szaméra ezért elengedhetetlen a kivaléan
képzett fiatal diploméds munkaerd. A dijra esélyes pedagdégusok szakmai munkdja és em-
beri hozzdalldsa teszi lehet6vé, hogy a hazai miiszaki és természettudomanyi diplomaval
rendelkezék tuddsa megfelels szellemi értéket képviseljen, és vonzdéva tegye a beruhédzast
infokommunikécids csicstechnolégidk kutatas-fejlesztésébe Magyarorszéagon.

Az ERICSSON-DIJAKAT 2015-ben két kategéridban {télik oda:

1. ,,Ericsson a matematika és fizika népszeriisitéséért” dij

2 matematikat és 2 fizikat tanité pedagdgus részére egyenként 250 000 Ft-tal
jaré dij.

Azok kaphatjak, akik tanitvanyaikkal aktivan bekapcsolédtak a Kozépiskolai Mate-
matikai és Fizikai Lapok vagy az ABACUS folyéiratdnak pontversenyeibe, vagy a tanitas
mellett évek 6ta a legtobbet teszik a tantargyuk irdnti érdeklédés felkeltéséért és megsze-
rettetéséért.

2. ,Ericsson a matematika és fizika tehetségeinek gondozasaért” dij

2 matematikat és 2 fizikat tanité pedagdgus részére egyenként 250 000 Ft-tal
jaré dij.

Azok kaphatjék, akiknek tanitvanyai a legjelentdsebb hazai vagy nemzetkozi egyéni
versenyeken, példdul a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok vagy az ABACUS ver-
senyein, vagy a Varga Tamads, Kalmér Lészl6, Zrinyi Ilona, Arany Déaniel matematikaverse-
nyek, matematika vagy fizika OKTV, Oveges Jézsef, Jedlik /:\nyos, Mikola Sandor, Szildrd
Leé fizikaversenyek, a Nemzetktzi Matematika vagy Fizika Didkolimpidk, a Kiirschak
Jozsef matematikai tanuléversenyek vagy az E6tvos Lorand fizikaversenyek valamelyikén
a 2009-2010-es tanévtdl kezdédden elnyerték az els6 6t dij egyikét.

A dijakat a MATFUND Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvény itéli oda,
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és az Eo6tvos Lordnd Fizikai Tarsulat Ericsson-
dijbizottsdgainak ajanldsa alapjan. A dijazanddkra irdsos javaslatot nyujthatnak be szak-
mai és tdarsadalmi szervezetek, a javasolt tandr tevékenységét ismerd kollégdk, tanit-
vanyok. Az ajanlasnak tartalmaznia kell a javasolt személy részletes szak-
mai jellemzését, kiilonss tekintettel azokra a szempontokra, amelyek alapjan a dijra
érdemesnek tartjak. Pélydzatot csak a kiilonbozé kategéridk Palyazati adatlapjain
nyujthatnak be, elektronikus formédban. Az adatlap lettlthet§ a www.komal.hu vagy
a http://www.ericsson.hu/ericsson-dij-2015/ internet cimrol. Ha a kordbbi években
mdr javasolt tandr nem kapott dijat, a felterjesztést (hivatkozva a mdr bekiild6tt jellem-
zésre, esetleg kiegészitve azt) kérjiik, ismételjék meg!

A péalyazatokat kizardlag e-mailben fogadjuk el, melyhez csatoljak a jelolt
palyazati adatlapjat.

A beérkezési hataridé: 2015. aprilis 1. E-mail cim: matfund@komal.hu. A bizott-
sdgok a benyujtott irdsos javaslatok alapjan 2015. aprilis 23-ig dontést hoznak a jeloltek
sorrendjérdl. A bizottsdgok részletes indokldsat tartalmazé jelentése utan a MATFUND
kuratériuma 2015. 4prilis 30-4ig dont a dijazandék személyérdl. A dijkioszté tinnepségre
2015. junius elején kertil sor.
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Tizennegyedik Ratz Tanar Ur Eletmﬁdij
atadé

Budapest, 2014. november 27.

Idén is a Magyar Tudomanyos Akadémidn adték at a Rétz Tandr Ur Eletmii-
dijakat. Az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft és a Richter Gedeon Nyrt. altal
létrehozott Alapitvany a Magyar Természettudoményos Oktatdsért 2001 dta itéli
oda az életmitidijat, amely mara a hazai természettudomanyos oktatas, és egyben
a kozoktatés egylk legrangosabb elismerése lett. A személyenként 1,5 millié forin-
tos Réatz Tanar Ur Eletmuduat évente két-két matematika, fizika, kémia és 2005
ota két bioldgia szakos tandrnak itélik oda, aki kimagaslé szerepet tolt be targya
népszerisitésében és a fiatal tehetségek gondozasiban.

»A tudasalapu tarsadalomban a legfontosabb infrastruktira az oktatds, ezért
ne csak a vilaghiri tudésaink, hanem tanaraik nevét is ismerjiik ...” — igy szdl
a Rétz Tanar Ur Eletmﬁdij mottoja. Mikor vildghirfi, magyar szarmazasu tudosa-
inkkal biiszkélkediink, kevés sz6 esik tandraikrol. Ratz tanar ur a legendés Fasori
Gimndazium tandra volt és toébbek kozott Neumann Janost és Wigner Jenét is ta-
nitotta. Az alapitvany az 6 nevét valasztotta, hogy addzzon nagy multd és kivald
oktatdsi kulturank el6tt és méltanyolja azon pedagdgusainkat, akik ma is aldozatos
szakmai munkajukkal és kiemelkedd eredménnyel képzik a jovo tehetségeit.

Mindhédrom alapité sikerének alapja az eredményes kutatas-fejlesztés, ennek
alapja pedig magas szintli természettudomanyos oktatds. A mai tudasalapu tarsa-
dalomban rendkiviil nagy sziikség van a kozoktatas, ezen beliil a természettudoma-
nyos oktatas tamogatasara és az ott elért sikerek elismerésére — valljak az alapitdk.

A hérom vallalat tovabbra is kiemelt figyelmet kivan forditani nemcsak a ter-
mészettudoményos oktatds tdmogatasara, hanem arra is, hogy a kinevelt tehetsé-
geknek olyan munkalehetéséget kindljanak, amiért érdemes hazdjukban maradva
keresni a szakmai boldogulast.

2014. dijazott tanarai:
Kubatov Antal (matematika);
Békefi Zsuzsa (matematika);
T6th Eszter (fizika);
Zitonyi Sandor (fizika);
Boddiné Schréth Agnes (kémia):;
Endrész Gyongyi (kémia);
Szalainé T'éth Tiinde (bioldgia);
Kaénitz Jézsef (bioldgia).

Forrdsok: www.ratztanarurdij.hu, www.komal.hu, www.wikipedia.hu.
Olah Vera
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Fizika feladatok megoldasa

P. 4652. Nyolc darab, eqyenként

A
F 100 Q-o0s fogyasztobdl dallé hdlozatban
_ az A és B pont kozott 50 V fesziiltsé-
get mérink.
B

Mekkora teljesitményt vesz fel ez
a fogyasztokor a telepbdl?

(4 pont) Matrai Tibor fizikaverseny, Eger
Megoldas. A kapcesoldst dtrajzolhatjuk az a) dbran lathaté médon, igy jobban
latszanak a sorosan és a parhuzamosan kapcsolt elemek. (Az ellenélldsok nagysdgat

a kis téglalapokban tiintettiik fel az ohm mértékegység jelolése nélkiil.)

100 100

F 100 | (100 |
100 ] +4 B

100

100 100
a) (|
|

A sorosan, illetve parhuzamosan kapcsolt ellenallasok ereddje az ismert

R Ry

Rsoros =R R ; illet R drhuzamos — 75 .
1+ 2 letve pérh i+ Iy

képletek alapjan szamithaté. Ezeket alkalmazva tobb 1épésen keresztiil (lasd a b),
¢) és d) dbrdkat) eljutunk az e) dbrdn lathaté elrendezéshez.

100

100
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Mivel tudjuk, hogy az A és B pontok kozott 50 V a fesziiltség, kiszamithatjuk,
hogy a 62,5 Q-os ellenallason atfolyé aram erdssége 0,8 A. Ugyanekkora aram folyik
at a vele sorosan kapcsolt 100 Q2-os ellendllason is, ezen tehat 80 V fesziiltség esik.

130 V 2,1 A 2,1 A
ES ES
210V 130 V 340 V
1 161,9
9) =| h) gl

Tovabb haladva (1dsd az f), g) és h) dbrdkat) végiil eljutunk az egyetlen ellendl-
last tartalmazé helyettesité kapcsolasig, és errdl leolvashatjuk, hogy a fogyasztdkor
altal felvett teljesitmény:

P=340V-21 A=T714 W.

Hamrik Szabin (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., 9. évf.)

108 dolgozat érkezett. Helyes 75 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 16, hibas 11 dolgozat.

P. 4655. Kozépen tengelyezett, r = 0,1 m sugari, igen kénnyid korong pere-
mére fonalat tekertink, annak szabad végére egy m = 100 g tomegi testet erdsitet-
tiink. A koronghoz elhanyagolhaté tomegid rid csatlakozik, amelynek végére, a ko-
rong tengelyétol R = 0,2 m tdvolsdgban eqy kisméreti, M toémegi testet régzitettink.

Kezdetben a rendszer az abréan ldthato helyzetben
nyugalomban van. A m tomeg aldtdmasztasat hirtelen el-
véve a M tomegi test az dbrdan szaggatott vonallal je-
161t 60°-0s helyzetet éppen eléri. Kis csillapitdsi lengések
utdn a rid egyensilyba keril, ekkor ¢ szoget zdr be a fiig-
g0legessel.

a) Mekkora a ridon levd test M témege?

b) Mekkora a ¢ szig?

c) Az egyensilyi helyzetbdl kicsit kimozditva a rend-
szert, mekkora rezgésidejii mozgds jon létre?

(5 pont) Izsdk Imre Gyula természettudomanyi fizikaverseny, Zalaegerszeg
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Megoldas. a) Az dbrdn lathatd, o = 60°-os szogelforduldsnak megfelel6 hely-
zetben az m tomegi test az eredeti helyzetéhez képest

hi =ra=0,1 mg:o,105m
szinttel mélyebbre, a M tomegi test pedig

he = R(1 — cosa) = 0,1 m

szintkiilonbségnek megfelel6 értékkel maga-
sabbra keriil. Mivel a mozgasi energia kezdet-
ben is és ebben az allapotban is nulla, a rend-
szer helyzeti energidja sem valtozhatott meg:

AEy = Mghy — mghy =0, r
M i
ahonnan a rudon 1év6 test tomege: hz¢ |
h Al
M="m=105¢g

b) Az 1j egyenstlyi helyzetet a forgatényomatékok egyensilya jellemzi:
mgr = MgRsin ¢,
vagyis

sing = % ~ 0,48; p A~ 28,6°.

¢) Az egyenstlyi dllapottol Ay szoggel eltéré helyzetben (vagyis amikor a rud
© + Ay szoget zar be a fiiggblegessel) a rendszerre haté forgatényomaték:

M(Ap) = mgr — MgRsin(¢ + Ap) = mgr — MgR(sin ¢ cos Ap + cos g sin Ap).

Kihasznélva, hogy kicsiny szogeknél cos Ap & 1 és sin Ap ~ Ay, a forgatényomaték
igy irhaté:
M(Ayp) = [mgr — MgRsin p] — MgR cos ¢ - Ap.

A szogletes zardjelben all6 kifejezés az egyensilyi feltétel miatt nulla, a forgatd-
nyomaték tehat
M(Ayp) = —D" Ag,

ahol D* = MgR cos ¢ az un. direkciés forgatényomaték.
A forgémozgas alapegyenlete szerint:

M =08,

ahol © = M R? + mr? a rendszer tehetetlenségi nyomatéka, 3 pedig a pillanatnyi
szoggyorsulds. A szogelfordulds iddbeli valtozasat leir6 ©8 = —D* Ap egyenlet és
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a rezgbmozgds ma = —D Ax egyenletének hasonl6 alakjabdl leolvashatjuk, hogy
a csavarodasi rezgések periédusideje:

C) MR? + mr?
T=2m)— =2m | 5 o1
"V D T MgRcos ¢ e

Molndr Szildrd (Sepsiszentgyorgy, Romdnia, Mikes K. Elm. Liceum, 11. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A c) alkérdésre energetikai megfontoldsok alapjan is vélaszolhatunk. Ha
a rendszert A szoggel kitéritjiik az egyensilyi helyzetébél, a helyzeti energia véltozasa
(a kis szdgekre vonatkozé kozelitd képletek alkalmazdsdval):

AFEw = En(p+ Ap) — En(Ap) = MgRcosp — MgRcos(p + Ap) — mgr Ap =

= MgRcos (1l — cos Ap) + MgRsingsin Ap — mgr Ap ~
.2 Ap . 1 2
~ MgRcos ¢ - 2sin T+ [MgRsmgo—mgr]Acpz5Mchos<p~(A<p) .

(Kihasznaltuk, hogy a szdgletes zdrdjelben all6 kifejezés az egyensilyi feltétel szerint 0.)

Léathatd, hogy az egyensiilyi helyzetébdl kitéritett rendszer helyzeti energidja a ki-
térés négyzetével aranyos, éppen ugy, mint egy megnyujtott rugd rugalmas energiija.
Emiatt dllithatjuk, hogy mindkét test harmonikus rezgémozgést fog végezni, a m témegi
test rezgési amplituddja A1 =7 Ay, a M tomegl testé pedig A2 = R Ap lesz, amennyi-
ben Ap a maximalis szogkitérés. Ha a rezgbmozgds korfrekvencidja w = (2m) /T, akkor
az egyensulyi helyzeten valé dthaladaskor a mozgéasi energia:

fo %m(Alw)z + %M(Azw)Q = Lmr® + MR)W(Ap)?.

N[ =

A helyzeti és a mozgasi energia legnagyobb értékeinek egyenléségébdl a korfrekven-
cidra
WP = MgRcos ¢
mr2 + MR?’

2 2
o2 g [T EMEE
w MgRcos ¢

59 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 38, hidnyos
(1-3 pont) 5, hibds 2 dolgozat.

a periédusidore pedig

adédik.
(G. P.)

P. 4659. 20 cm sugari, vékony fali fémgomb belsejében koncentrikusan egy
10 cm sugarid fémgolyot helyeziink el. A belsé golydt a kiilsé gombon levd nyildson
keresztil eqy nagyon hosszi vezetékkel foldeljik. A kiilsé gombnek 1075 C toltést
adunk. Mennyi lesz most a kiilsé gomb potencidlja?

(6 pont) Nemgzetkozi fizikaverseny feladata
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I. megoldas. Jeloljiik a kiils6 fémgomb sugardt R-rel, toltését Q-val, a belsd
fémgoly6 sugarat pedig r-rel.
Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor a bels6é goly6 nincs foldelve. Ekkor
a potencialja megegyezik a kiilsé gobmb potencialjaval:
Q
Ur = UR - ]CE,
hiszen a kiilsé elektromos tér megegyezik egy () nagysdgi ponttoltés terével, a fém-
gdémbon beliil pedig nulla a térerésség, a potencial tehat itt mindenhol ugyanakkora.

Nézziik most azt az esetet, amikor a belsd golyén Q* toltés van, a kiilsé gomb
pedig toltetlen. Ekkor a belsé golyd potencidlja

*

Ur =k,
r

a kiils6 fémgombé pedig

Up =k—.
RYR
Ha mindkét fémen t5ltés taldlhatd, akkor a fenti két eset egyiittesével (szuper-
pozicidjaval) szdmolhatunk, amelyet a toltések, illetve a potencidlok 6sszegzésével
kaphatunk meg. Ha a bels6 golyé foldelve van, akkor a potencialja nulla, tehét

U.+U) = k% + k‘ci =0, ahonnan Q" = —%Q,
a kiilsé gomb (eredd) potencidlja pedig
_ . Q@ Q@ Q Ty _
UfURJrURfkRJrkakR(l R)f225v.

II. megoldas. Egy gombkondenzator kapacitasa

1 1
C=4 —_—— =
TEQ <R1 Rz) y
ahol R; a bels6, Ry pedig a kiils6 gomb sugara.

A feladatban szereplé elrendezés egyenértékii egy R; =0,1 m és Ry =0,2 m su-
gard gombkondenzator, valamint egy Ry =0,2 m és Ry > R; sugari gombkonden-
zétor parhuzamos kapcsolasdval. Az egyik kondenzétort a fémgolyé és a fémgomb
bels6 feliilete, a masikat a fémgoémb kiilsé feliilete és a ,,végtelen tavoli” foldelés
valésitja meg. A kondenzédtorok fegyverzeteit a hosszu vezeték, illetve a fémgomb
anyaga koti Ossze, ezek valdsitjdk meg a parhuzamos kapcsolést.

A megadott adatokkal mindkét kondenzédtor kapacitdsa 22,2 pF, parhuzamos
eredéjiik tehdt 44,4 pF-os. Igy a kiils6 fémgomb potencidlja (a f5ldeléshez képest)

1078 C
= ——F-— =225 V.
444 101 F
T6bb dolgozat alapjan
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/2 109



ﬁ} 2015.2.5 — 21:19 — 110. oldal — 46. lap KoéMalL, 2015. februar gf

— P

Megjegyzés. Sok megoldé elkovette azt a hibat, hogy a kiils§ fémgombot és a belsé
fémgolydt egyszeriien egy gombkondenzdtornak tekintette, +Q és —Q toltéssel. Ha ez igy
lenne, akkor a nagyobb gémbén kiviil (a nulla ssztoltés miatt) nem alakulna ki elektromos
tér, tehat a fémgomb is nulla potencidld kellene, hogy legyen. Mdésrészt a fémgomb és
a fémgolyd kozotti elektromos tér miatt a fémgolyé nem lehet ugyancsak nulla potenciald,
pedig ténylegesen az, hiszen leféldeltiik. Ez az ellentmondas mutatja, hogy hibés a feltevés;
a bels6 fémgolyé toltése nem lehet ugyanakkora nagysdgi, mint a kiils6 fémgombé.

31 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldas. Hibas 11, nem versenyszerti 2 dolgozat.

P. 4666. Hogyan halad tovdbb a lencsén valo
dthaladds utdn az a fénysugdr, amelyik eqy szo- R
rolencse tuloldali kétszeres” fékusza felé tart? F, F A F B
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldéas. Inditsunk el a kérdéses
s fénysugdrral parhuzamosan egy maésik,
a lencse O kozéppontjan irdnyvaltoztatas nél-
kiil tovabbhaladé s’ sugarat is. A parhuzamos
sugarakat a lencse az F' fékuszpontjéara illesz-
ked6 f fokuszsik valamely pontjaba képezi le.
Ez a pont rajta fekszik az s’ egyenesen is, te-
hét csakis az dbran lathaté P pont lehet.

A P pontban a széroélencse latszolagos képet hoz lére a ,,végtelen tavoli” targy-
rél, tehat a parhuzamos sugarak a lencsén atjutva gy haladnak tovabb, mintha
a P pontbdl indultak volna. Ez az s sugarra is érvényes, az tehat a PR egyenes
meghosszabbitdsa mentén halad tovabb a lencse bal oldalan.

Az abrardl leolvashaté, hogy OR = 2 - F'P, a megtort s sugar tehat ugy halad,
mintha F5-bdl, a jobb oldali ,kétszeres” fékuszbdl indult volna el.

Tompa Tamds Lajos (Miskolc, Foldes F. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

43 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(2 pont) 4, hibés 2, nem versenyszerti 1, nem értékelhetd 2 dolgozat.

P. 4674. A fiiggdleges tengelyd, 10 cm sugarid és 20 cm menetemelkedésti,
csavarvonal alaki drétpdlydn surloddsmentesen tud mozogni eqy dtfurt, kicsiny
gyongyszem. A pdlya egyik pontjabol elengedjik a gyongyot.

Mekkora lesz a gyorsuldsa 1 menetnyi sillyedés utdn?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldaés. A gyongy gyorsuldsa két komponensbdl tehet6 dssze: egy menetira-
nyu (a csavarvonal pillanatnyi érintjének irdnydba mutatd) gyorsuldsbél, valamint
egy sugarirdnyu (a csavarvonal tengelyére mer8leges, tehat vizszintes) centripetdlis
gyorsulasbol.

Az r=0,1 m sugard, h = 0,2 m menetemelkedésii csavarvonalat (az érintd
irdny1 gyorsulds szempontjabdl) tekinthetjiik egy olyan (felcsavart) lejtének, amely-
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nek alapja £ = 2rm = 0,63 m, magassiga 0,2 m, tehat a hajlasszoge
h
« = arctg 7= 17,6°.
Ezen a lejtén a gyongyszem menetiranyd gyorsulasa:

) m
a; =gsina = 3,0 z

A centripetalis gyorsuldst a gyéngyszem
v/ =wcosa = \/2gh cos o

vizszintes sebességkomponensébdl szamithatjuk ki (v = 1/2¢gh a gyéngy sebességé-
nek nagysaga 1 menetnyi siillyedés utdn). A megadott szdmadatokkal v = 1,89 %,
és igy a centripetalis gyorsulds nagysaga:

1}'2

m
az = — ~ 357 —.
r S
A menetirdnyd gyorsulds és a centripetdlis gyorsulds egymésra merdleges vek-
torok, ereddjiik nagysagat tehat a Pitagorasz-tétel segitségével szamithatjuk ki:

m
la| = \/a? + a3 ~ 36 =z

Lathato, hogy az ered6 gyorsulast 1ényegében a centripetalis gyorsulds hatarozza
meg, mellette a palyamenti gyorsulds nem szamotteve.

Szdnté Benedek (Keszthely, Vajda J. Gimn., 11. évf.)

82 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 10, hidnyos
(1-3 pont) 34, hibds 6 dolgozat.

P. 4681. Az abréan ldthato, 3N darab egyforma ellendlldsbol dllé lancbol zart
szalagot készithetink kétféle modon:

1 2 N
Aﬂz@zﬂzi C
B D
a) az A és C, illetve a B és D kivezetéseket pdronként dsszekotjiik;

b) az A és D, illetve a B és C kivezetéseket pdronként dsszekdtjik (Mobius-
szalag).
Melyik esetben lesz nagyobb az eredd ellendllds a szalag A és B pontja kizott?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

I. megoldas. A feladatban szerepld szalag A és B pontja kozotti (egységnyi
nagysagunak tekinthetd) ellendlldst helyettesithetjiik a szalag mindkét végét lezard,
egyenként 2 egységnyi ellendlldssal. Ezek parhuzamos ereddje ugyanis (a szalag
végeinek Osszekapcesoldsa utan) az eredeti, egyetlen 1 egységnyi ellendllassal egyenlé.
Ha az igy atalakitott lanc egyik végére valamekkora U fesziiltséget kapcsolunk,
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a masik végének két pontja kozé pedig — valamilyen polaritassal — ugyanakkora
(£U) fesziiltséget kotiink, akkor ldnc két végének Osszekapcsoldsatdl akér el is
tekinthetiink; a kialakulé drameloszlds (és az abbdl kiszdmolhatd eredé ellenéllds)
az Osszekapcsolt és az Gsszekapcesolatlan ellenallaslancra ugyanaz lesz.

Az azonos polaritasu fesziiltségforrasokra kapcsolt (sima) szalagban a felezd
egyenesre nézve tengelyesen szimmetrikus, az ellentétes polaritasu fesziiltségre kap-
csolt (Mébius-) szalagban pedig annak O kozéppontjara nézve centrdliusan (kézép-
pontosan) szimmetrikus fesziiltségeloszlas alakul ki. Az azonos potencidli pontokat
osszekapcsolhatjuk, és ha igy két pont kozé két darab 1 egységnyi ellendllds keriil
parhuzamosan kapcsolva, ezeket helyettesithetjitk egyetlen 5 egységnyi ellenéllds-

sal. Az aldbbi dbrdkon az 1 egységnyi ellendllast dres téglalappal, az % egységnyi
ellendllast pedig sziirke téglalappal fogjuk jelolni.

Ha N péros, akkor az 1. dbrdn lathatd két helyzet jon létre (az azonos betiikkel
jelslt pontok azonos potencidliak). Ezeket a kapcsoldsokat a 2. dbrdn bemutatott
moédon alakithathatjuk at. J6l latszik, hogy az A és B kozotti eredd ellendllas
az a) esetben nagyobb, mint a b) esetnek megfeleld Mobius-szalagnal, hiszen a két
kapesolds csak a jobb oldali utolsé dgban kiilonbozik egymdstdl, és az a b) esetben
kisebb ellenélldst. (Kihasznaltuk, hogy a b) esetben a centrélis szimmetria miatt

az S és T pont azonos potenciali, a kozottiik 1éve ellendllds tehat rovidzarral is
helyettesithetd.)

1 2 N (péros)
A X X A
U U
a) B Y Y B
A X Y B
U U
n B Y D' A

1. dbra

A péaratlan N-nek megfelel6 kapcsolasokat a 3. dbra mutatja.

Az ekvipotenciélis pontok dsszekotése utdn kialakuld kapcsoldsok a (4. dbrdn)
lathaték. Most is a b) esetben lesz kisebb az A és B pontok kozotti eredd ellendllds,
hiszen csak a jobb széls6 dgban kiilonbozik a két kapcsolds, és a széls6 ag ellenallasa
a Mobius-szalagos kapcsolasban a kisebb.

Kaposvdri Péter (Miskolc, Herman O. Gimn., 12. évf.)

112 Ko6zépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/2



? 2015.2.5 — 21:19 — 113. oldal — 49. lap KoéMalL, 2015. februar ?

S
N
1 2 —
2
A X E P S
B Y F Q T
A X E P S
b) ﬂzﬂzﬂ Mobius-szalag
B % F Q
2. dbra
1 2 % N (péaratlan)
X A
U
Y B
Y B
-U
X A
A X E P
B Y F Q
A X E P
b) ﬂzﬂzﬂ @ Moébius-szalag
B Y F Q
4. dbra
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II. megoldéas. Az A és B pontok kozotti ellendllast eltdvolithatjuk a kapcso-
lasbdl, és vizsgalhatjuk az igy kapott ,csonkitott” (a jobb és a bal oldal felcserélé-
sére nézve szimmetrikus) elrendezést. (A kisebb-nagyobb reldcié szempontjabél ez
a csonkitas nyilvan lényegtelen, hiszen ha a maradék lanc eredé ellenéllasa valame-
lyik esetben nagyobb, az eltavolitott ellendllassal egyiitt is ugyanebben az esetben
lesz nagyobb csonkitott rész és az eltdvolitott ellendllds parhuzamos eredéje.)

Kapcsoljunk az A és B pontok kézé valamekkora (mondjuk U nagysdgi) fe-
sziiltséget, és vizsgaljuk meg, mekkora teljesitményt vesz fel az egész ellenéllaslanc.
Ezt a teljesitményt kétféle modon is kiszamithatjuk:

p= U _p i
Reredb’ 0 & w

ahol Ry az egyforma ellenalldsok nagysdga, I pedig a k-adik ellendlldson &atfo-
ly6 dram erdssége. (A k-ra vett Osszegzés a teljes ldncra, annak minden elemére
vonatkozik.) Lathat6, hogy anndl a kapcsoldsnél lesz kisebb az eredd ellendllas,
amelyiknél az aramerosségek négyzetosszege nagyobb.

Belatjuk, hogy ez a Mobius-szalagra teljesiil, vagyis

(1) Y P>y P

Mobius sima
és emiatt
(Mé&bius-szalag) (sima szalag)
(2) Reredb’ < Rered6 .

Tekintsiik elészor az 5. dbrdn lathatoé elrendezést, amelyben a szalag bal olda-
lara adott nagysagu fesziiltséget kapcsolunk, a jobb oldali kivezetéseit pedig révidre
zarjuk. A kialakulé dramerésségeket az dbran lathaté médon jeldljiik.

11 IQ I3 IN
—
fiE ----- —
U ﬁl:h ﬂ\l]]z \LJB I
B-|:1 """ [
—
Il IQ Ig IN

5. dbra
Ha ugyanezt a kapcsoldst a jobb és a bal oldal felcserélésével allitjuk Gssze,
abban a 6. dbrdn lathat6 aramok fognak folyni.

Szuperpondaljuk egymadsra (a megfelelé fesziiltségek és dramerdsségek Ossze-
addsdval) az 5. és a 6. 4bran lathaté elrendezést! Ekkor a két-két végpont azonos
potencidli lesz, tehét az eredeti feladat a) kérdésében szereplé médon 6ssze is kot-
hetjiik azokat. A kialakulé dramer6sségeket a 7. dbra mutatja. Eszerint a sima
szalag ellenalldsaiban foly$ aramerdsségek négyzetosszege:

N N—-1
(3) SNrr=2) (L Ina-i)*+ > (it In=i)’
1 =1

sima =
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In I3 1> I
-
I R jil
I J3l JZL Jll U
[ - JB
—
IN 13 [2 Il
6. dabra
I, Iy I,—Iy_, In1—Iz  In—1I1
— — — —
A e 1 1 J;A
U \1;]1+JN_1 \1’(]2 +JN-2 lJN72 +Js lJN—l‘i’Jl U
o — — T
B L L L B
P - - S
I Iy I,—1Iy_, In-1—I2  In—Ia
7. dabra

Hasonlé médon kapjuk meg a Mobius-szalag megfeleld kifejezéseit is. Ha
a 6. abran lathaté kapcsolasban —U fesziiltséget kotiink a szalag jobb szélére, va-
lamennyi dramer6sség irdnya megvéltozik. A | szuperpondlt” elrendezésben a bal és
a jobb oldali végpontok potencidlja ,keresztirdnyban” egyezik meg egymassal, te-
hat a b) esetnek megfeleléen Mobius-szalagként kapcsolhaté Gssze az ellendllaslanc
(8. dbra). Ennek megfelelen az dramok négyzetosszege:

N N-—1
2 2
(4) o rr=2Y (Li+Ivg-)*+ Y (Ji— In-i)”.
Mobius i=1 i=1
Li+In Io+1In—1 In_1—1> In—1I;
— — — —
A e I — — B
| S| | S| T l
U lJl —JNn-1 lJQ—JN_2 lIJN_2 — lIJN_l —J U
B -1 o _____ 1 1 A
— - - —
I +In Io4+In—1 In_1—1> In—11
8. dbra

Behelyettesitve (3)-at és (4)-et a bizonyitandé (1) egyenlétlenségbe a négyzetes
tagok kiejtése és egyszerisitések utan kapjuk, hogy
N-1
211 - Iy + Z(ZI’ 'IN+17i —J; - JN7i> > 0.
i=1
Ez az egyenlGtlenség biztosan igaz, ha a zardjelben szerepl6 tagok mindegyike
pozitiv, vagyis ha:

21; JIN_i
5 =t s ST =gy
( ) (67} 7, > Int1s BN—i
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Belatjuk, hogy a fenti egyenlétlenség valdban teljesiil, mert az «; ardnyszamok
mindegyike nagyobb, mint 1 + V3, a Bi szamok pedig mind kisebbek, mint 1 + V3
(i=1,2,3,..).

Kapcsoljunk az 5. dbrdan lathaté lancra akkora fesziiltséget, hogy a legutolsd
(a jobb széls8) dgban 1 egységnyi legyen az dramerdsség (9. dbra).

1+%Ock)J %aka
==
|le1+ak)Jk @418 @112 @30 El, @
S — L
< Q < Q

1 + %Ock)Jk %Oéka
9. dbra

Mivel a lancszemek Ry ellendllasat is egységnyinek valaszthatjuk, az utolsd
2 ellenallason 2 egységnyi fesziiltség esik, emiatt az S és T' pontok kozotti ,,létrafo-
kon” atfolyé aram is 2 egységnyi. A csomdponti torvény szerint az S pontba befolyd
és a T pontbdl kifolyé dram eréssége 3 egység, az S’ és T’ pontok kozti fesziiltség-
esés tehat 3 + 2 + 3 = 8 egység, és ugyanekkora dram folyik S’ és T” kozott, és igy
tovabb fokonként meghatarozhatok az aramerdsségek. Kiszamithatjuk, hogy

3

an—1 =25 = 3,000, B = % = 2,000;
an_2=2- % = 2,750, By = g = 2,667;
an_3=2- % = 2,733, By = % = 2,727;
aN_4=2" % = 2,7321, By = 14—112 = 2,7317,

vagyis az egyik sorozat monoton cstkken, a masik monoton névekszik, és (sejthe-
téen) egyre jobban megkozelitik az idézett 1 + V3 ~ 1,7320 ,hatérértéket”.

Ha a ldnc valamelyik dgdban (pl. a 9. dbrdn ldthaté P és @ pontok kozott)
Ji aram folyik, és ismerjiikk az ehhez az dghoz tartozé oy aranyszamot, akkor
a Kirchhoff-féle hurok- és csoméponti térvénybél kiszémithatjuk a szomszédos P’ és
Q' pontok kozotti dram erdsségét is, és innen a szomszédos dghoz tartozé a-ardnyt:

2 4+ 3ay

A1 = 1+ak.

Ennek a rekurziés formuldnak o* ,fixpontja” az a1 = ay egyenlet (pozitiv) gyo-
keként adodik:

2+ 3a*
o = l, ahonnan o =1++v3.
14+ a*
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Algebrai dtalakitdsok utdn kénnyen megkaphatd, hogy ar—1 < i (tehat k csokke-
nésével a sorozat elemei monoton csokkennek), és a1 > o*, ha oy > ™.

Hasonl6 1épésekkel lathatjuk be, hogy a monoton névekvé (Bi4+1 > Bi) sorozat-
nak is o™ a ,fixpontja”, és teljesiil Bx+1 < o™, ha O < o*. Ezek szerint az (5) egyen-
16tlenség valoban fenndll, vagyis (1) bizonyitdst nyert. Ezzel belattuk, hogy a meg-
csavards nélkiil 6sszekapesolt szalag (,,1étra”) barmelyik fokdnak végpontjai kozott
nagyobb az eredd ellenallas, mint a megcsavart Mobius-szalag valamelyik fokdnak
végpontjai kozotti eredo ellenallas.

Berta Dénes (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 12. évf.)

13 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hibds 1 dolgozat.

P. 4689. Egy termodinamikai héerdgépben a munkavégzo kozeg kétatomos mo-
lekuldji idedlis gaz, mely ciklusonként két izobdr és két izochor folyamatbdl allo
egyensulyi korfolyamaton megy dt. A gdz legmagasabb hémérséklete ebben a korfo-
lyamatban 500 K. Abban a két dllapotban, amikor a gdz izochor folyamatrdl izobdrra
tér at, egyenlé a homérséklet.

Mekkora a gdz legalacsonyabb hémérséklete a korfolyamat sordn, ha a gép
legnagyobb hatdsfoka a két szélsd homérséklet kozott zajlo korfolyamatban 9,9-szer
akkora lehetne, mint amekkora a termodinamikai hatdsfok a fenti esetben?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldéas. A korfolyamat a p — V' diagramon az dbrdn lathaté téglalappal
szemléltethetd. A B és a D allapot hémérséklete megegyezik, igy a gdztorvény
szerint

p2 Vo P
Vipe = Vop1, azaz — = - =u2. B Te
W B C
P2
Ha sikeriil meghataroznunk az = arany-
szamot, abbdl a gaz legalacsonyabb ho- T
mérsékletét is kiszdmithatjuk: A
D1
A D) ~1Tp=1Tg
=P o Lo L 00k
ATl T a2 T 2 ' v
Vi Va

A két szé1s6 homérséklet kozott a legnagyobb hatésfok egy Carnot-folyamattal
érheto el:
Tc —Ta 1

=1

Thmax = TC 22 .

Szamitsuk ki a feladatban szerepld korfolyamat termodinamikai hatdsfokat is x-szel
kifejezve! A kétatomos gz molekuldinak szabadséigi foka f = 5, igy a gdz mdélhéje
allandé térfogaton gR, allandé nyomasnal pedig %R. Ennek megfeleléen az A — B
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és a B — C éllapotvaltozds soran felvett ho:

5 5 5
Qasp = §HR(TB —Ty) = 5(1?2‘/1 —-piVh) = §p1V1(£U - 1),

7 7 7
QB—c = §nR(TC —Tp) = §(P2V2 —p2Vi) = 5]91‘/1 ~x(z — 1),
a ciklusonként végzett munka pedig az dbran lathat6 téglalap teriilete:
Weao = (p2 = p1)(Va = Vi) = piVi - (z — 1)*.
Eszerint a folyamat hatésfoka (a szdmunkra érdekes z > 1 esetben):

Wgéz (IE - 1)2 z—1

n(w) = Qasp+Qpsc  (v—1)(Tx+5) Tex+5

Az Niax = 9,97(x) feltétel akkor teljesiil, ha fennéll

1— % —-19,8 %
Ez (z — 1 # 0-val egyszer(isitve) a

12,822 — 122 —5=0
masodfoki egyenletre vezet, amelynek fizikailag értelmes, pozitiv megoldasa:
x1 = 1,25. Ennek megfeleléen a gaz legalacsonyabb homérséklete:

Te 500 K
Th=-9 =227 _30K.
AT 22T 1252

Fekete Panna (Pécs, Le6vey K. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

41 dolgozat érkezett. Helyes 35 megoldds, hidnyos (24 pont) 6 dolgozat.

Meérési feladat megoldasa

M. 344. Ad-es papirlapokbdl a rdvidebb oldalélek (kb.
1 cm-es dtfedéssel torténd) dsszeragasztdsdval papircsoveket

készitiink. A csoveket vizszintes asztallapra dllitva, majd ten- !
gelyiranyu terhelést alkalmazva vizsgaljuk meg, mekkora ter-

helberd esetén ,csuklanak ossze” Hogyan valtozik a kritikus 2R H
terheléerd a papircsé magassagdnak figguényében?

(6 pont) Kézli: Vigh Mdté, Budapest A
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Megoldéas. A felhasznalt eszkézok: digitalis fényképezOgép, aluminium tal
(3 literes), miianyag tdl (3 literes), csempelap (15 cm x 15 cm), digitdlis mérleg
(1 gramm pontosségn), viz (kb. 3 liter), Ad-es (210 mm x 297 mm), famentes papir-
lapok (50 darab, 80 g/m?), cellux ragasztészalag, oll6, farid, jegyzetfiizet, toll.

A mérés menete:

1. A feladat kifrdsa szerinti médon A4-es papirlapokbdél H = 20, 40, 60, 80,
105, 130, 150, 170, 190, 210 mm magassagu papirhengereket készitettem, minden
magassaghbdl 5 darabot, tehat 6sszesen 50 darabot.

2. A ragasztast cellux ragasztészalaggal végeztem a teljes H magassdg mentén.
A hosszabb papircsoveket kozépen kezdetben nem tudtam rendesen Osszeragasz-
tani, mert ha teljesen belenyulok a papircsé kozepébe és az ujjammal lenyomom
a ragasztoszalagot, akkor a csé megsériilt, behorpadt volna. Ezért egy farudat dug-
tam a papircsébe, mert igy az ujjammal mar a csé sériilése nélkiil nyomogathattam
a papirhoz a ragasztoét.

3. Egy-egy elkésziilt papircsévet vizszintes, sima feliiletli asztalra allitottam,
fliggblegesen. A tetejére vizszintesen egy csempelapot tettem, hogy mindenhol
egyenletesen érje a nyomds a papircsovet.

4. A csempére ratettem az aluminium talat, majd megkértem a segitémet,
hogy kezdje el a mlianyag talbdl 6nteni a vizet az aluminium talba.

5. Addig ontotte a vizet, amig az alatta 1évé papircsé Ossze nem csuklott.
Ebben a pillanatban kezemmel elkaptam a vizzel teli tdlat, nehogy leboruljon és
kiomoljon a viz. Az osszecsuklés pillanatdban a segitém abbahagyta a viz ontését,
igy éppen csak annyi viz keriilt a tdlba, hogy a tdl, a csempe és a viz egyiittes
sulyatdl dsszeroppanjon a papircso.

6. A digitalis mérleggel megmértem a csempe + az aluminium tal + a talban
1év6 viz silyat, igy megkaptam azt a silyt, amitol a papircsé Osszecsuklott.

7. A mérést megismételtem tovabbi 4, ugyanolyan magassagu papirhengerrel.

8. A fenti 5 mérést megismételtem tovabbi 9, kiilonb6zé magassagi papirhen-
gerrel is.

9. Az 50 mérési adatot (a papirhenger dsszecsukldsahoz sziikséges stlyokat)
tablazatba foglaltam, és az adatokat grafikonon abrézoltam.

10. Az egyik mérés egyes 1épéseirdl fényképeket készitettem.

Kiértékelés: 1. A tablazatbdl és a 2. dbra grafikonjdbdl arra a kovetkeztetésre
jutottam, hogy a papirhenger Gsszecsuklasahoz sziikséges G suly gyakorlatilag nem
fiigg a henger H magassagatol.t Lathat6, hogy a silyok atlaga ssze-vissza (kaotiku-
san) valtozik; amint H né, G tlaga a kovetkez6képpen véltozik: csokken, csokken,
no, csokken, né, csokken, nd, né, csokken. Tovabba mind a 10 vizsgalt magassag
esetén G minimuma és maximuma nagyon eltér egymastdl és az atlagtol, vagyis
nagy a mért G értékek szorasa.

'T5bb versenyzd ettdl eltérd kovetkeztetésre jutott. Megallapitottak, hogy a maga-
sabb papirhengerek mar kisebb terhelés hatésara is Osszeroskadnak, de ennek szamszert
jellemzése az adatok nagy szérdsa miatt dltaldban nem volt meggy6z8. (A Javitd.)
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1. dbra. (A) A méréshez hasznilt eszkozok. (B) Viz csorgatdsa a papirhengeren 1évd
csempére helyezett aluminium télba. (C) A csempe, az aluminium t4l és a télban 1év§
viz silydnak megmérése. (D) 10 kiilénb6z8 magassagu, magassdgonként 5-5 darab,

a terhelés hatdsara osszecsuklott papirhenger fényképe. (E) 10 kiilonbsz6 magassdgu,
feliil 6sszecsuklott papirhenger fényképe. (F') 10 kiilonb6z6 magassdgu, alul dsszecsuklott
papirhenger fényképe

2. A tabldzatbdl, valamint az 1.E és 1.F dbrdkbdl 1atszik, hogy adott H ma-
gassagu papirhenger olykor alul, néha kozépen, méaskor pedig feliil csuklott Gssze.
Az osszecsuklas helye is véletlenszerii volt.
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anirhenger a papirhenger
H (mm) pap 8 dtlag [vsszecsukldsinakhelye
magasag
1. ] 2. 3. | 4. | 5. alul | kozépen | feliil
210 {1991|2114|2108|2606(2366(2237,0{ 0 0 5
190  |2398(2650(2382|2757|2878|2613,0] 2 0 3
170 |2704|2499|2489|2263|2872|2565,4| 4 1 0
150 |2440|2035|2033|2472|2050(2206,0] 3 0 2
130 {1924(2139|2537|2278|2389(2253.,4| 2 3 1
105 {1925(2498|2302(1848/1992(2113.,0| 5 0 1
80 |2510|2026|2765|2742|1821|2372,8| 4 0 2
60 {1945(1561|1954(2822|1783|2013,0| 3 1 1
40 |2325(2001|1553|2469|2557(2181,0| 1 3 1
20 |2241|2383|1950(2575|2802(2390,2| 0 5 0
Tabldzat. A 10 kiilonb6z6 magassdgui, darabonként 5-5 azonos papirhenger
Osszecsuklasdhoz sziikséges silyok tomege (gramm), azok dtlaga (gramm),
és a papirhenger 6sszecsuklasi helyeinek szdma
3500
3000
2500 —*A—A—Af-i. HA
- u [ ™ H Min. 6sszeroppandsi stly
2000 1— L o L
B Atlagos 6sszeroppandsi
1500 - stly
1000 A Max. dsszeroppandsi suly
500
0 T T T T 1
0 50 100 150 200 250
2. dbra. A papirhenger 6sszecsukldsdhoz sziikséges stily tomege (gramm, fiigg6leges
tengely) a henger H magassidgédnak (mm, vizszintes tengely) fiiggvényében
3. E véletlenszerliség és G nagy szérasanak okai részben az aldbb felsorolt
hibalehet&ségekre vezetheték vissza. A pontos magyardzatot sajnos nem tudom.
Hibalehetdségek: 1. Amikor Osszecsuklott egy adott papircsd, még egy igen
rovid ideig (néhany tized mésodpercig) tovabb folyhatott az aluminium talba a viz,
mert az ember reflexei nem tokéletesek. Igy egy picit tobb viz keriilhetett a talba,
mint amennyi a henger 6sszecsuklasdhoz kellett volna valgjdban. Ezen ismeretlen
tobbletsily véletlenszeriien valtozhatott.
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2. Amikor abbahagytuk a viz 6ntését az aluminium télba, az éppen a levegében
1év6 vizoszlop még leért a talba, igy ezaltal is egy kis mennyiséggel tobb viz keriilt
a tdlba. Ezen ismeretlen nagysagu tobbletsily is véletlenszeriien valtozhatott.

3. Nem tudtam mindig tokéletesen egyformén vagni a papirlapokat, ezért
néha az Oszeragasztott papirhenger egyik végén lépcsészerii eltolodas keletkezett
a ragasztas utan. Az ilyen papircsovek gyakran kisebb suly hatasara csuklottak
Ossze, mint a pontosabban Gsszeragasztottak.

Horvdth Sebestyén Léndrd (Vac, Piarista Gimn., 9. évf.)

29 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Asztalos Bogddn, Békési Gergé Bendegiz,
Csathé Botond, Holczer Andras, Horvath Sebestyén Léndrd és Olosz Baldzs megoldésa.
Kicsit hidnyos (5 pont) 9, hidnyos (2-4 pont) 14 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 348. Egy megterhelt csavarrugéonak nem-
csak a hossza véltozik meg, hanem a rugé — ha
az egyik vége szabadon elfordulhat — bizonyos mér-
tékig ,kicsavarodik”. Mérjiilk meg, hogyan fiigg
a rugb végének szogelforduldsa a terhels erétsl! Vé-
gezziink méréseket kiilonb6z6 menetszamu és kii-
16nb6z6 erésségii rugdkkal!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 4704. Szdmitsuk ki a higanyos héméré gémbjének kébtartalmat 0 °C-nél,
ha a 0 °C-os és a 100 °C-os vonalak kozotti rész kobtartalma 5 mm?. Az iiveg line-
aris hétaguldsi egyiitthatéja 8 - 1076 (1/°C), a higany térfogati hétaguldsi egyiitt-
hatéja 1,8 -107* (1/°C).

(3 pont) Faragé Andor (1877-1944) feladata

P. 4705. A Nemzetkozi Uralloméas 92 perc alatt keriili meg a Foldet. Tegyiik
fel, hogy korpalyan mozog. Milyen magasan kering a Fold felszine felett? Mennyit
véltozik naponta a keringési ideje, ha a palyamagassdga (két palyakorrekcié kozott)
egy nap alatt kb. 100 métert csokken?

(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 4706. Egy 30 cm alapu, rogzitett, egyenes lejtd tetejérdl sarlédas nélkiil
lecsuszik egy test. Legalabb mennyi id6 alatt ér le a lejté aljara?

(4 pont) Versenyfeladat nyomdn
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P. 4707. Vizszintes feliileten egy m = 0,2 kg és egy 4m tomegi test surld-
ddsmentesen mozoghat. A nagyobb témegii test egy D = 320 N/m rugééllanddj,
nytjtatlan hiizé-nyomé rugéhoz van erdsitve. A kisebb tomegii test vg = 5 m/s se-
bességgel egyenesen nekiiitkozik a nyugalomban 1évé masik testnek. Az iitkozés
teljesen rugalmas.

a) Mekkora a rugé maximélis dsszenyoméddsa?

b) Mennyi lesz a rugéhoz erésitett m dm D
test legnagyobb sebessége és a rugo leg- S V0 ,—LQWW
nagyobb megnytldsa?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 4708. Téglalap és négyzet alaki lemezt a sikjukra meréleges és kézéppont-
jukon atmend tengely koriil forgatunk. A két lemez tomege, vastagsaga és sliriisége
ugyanakkora. A téglalap egyik oldala a masiknak fele. Melyik lemeznek van na-
gyobb tehetetlenségi nyomatéka? (Nem sziikséges a tehetetlenségi nyomatékokat
kiilon kiszdmitani!)

(4 pont) Strasser V. Bend (1884-1966) feladata

P. 4709. Egy 2 dm élhosszisigu, homogén milanyag kocka témege 1,0 kg,
anyaganak Young-modulusza 107 N/ m?.

a) Mennyire nyomdédik éssze ez a kocka, ha egy merev, vizszintes lapra helyez-
ziik?

b) Mennyivel csokken a silypont magassiga?

(5 pont) Kozli: Horvdth Istvdan, Fonyéd

P. 4710. Hészigetel6 edényben 16vé 1 kg tomegli, 2 °C hémérsékletli vizbe
annyi 0 °C-os jeget tesziink, hogy a jég éppen elolvadjon, és a viz hémérséklete
0 °C legyen.

a) N§ vagy csokken ekozben a rendszer entrépidja?

b) Adjunk szémszer(i becslést az entrépiavéltozdsral

(5 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

P. 4711. Hat egyforma fondlingdt készitiink elhanyagolhaté silyu, elektro-
mosan szigeteld fondlbdl és kicsi, 5 g tomegli fémgombokbil. A fondlingdk hossza
0,5 m. A hat ingét egyazon pontban felfiiggesztjiik, majd ezen ponton dtmend fiig-
gbleges tengely koriil megforgatjuk. Elég hosszi idé mulva a kis gombok vizszintes
sik, r sugard koron keringenek.

a) Mekkora r, ha a keringési id6 1 s?

b) Mekkora azonos toltéssel kellene ellatnunk a gémboket, hogy forgds nélkiil
is ugyanezen az r sugard koron helyezkedjenek el?

(4 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/2 123



ﬁ} 2015.2.5 — 21:19 — 124. oldal — 60. lap KoéMalL, 2015. februar gf

— P

P. 4712. Egy homogén anyagt, egyenletes keresztmetszetii
rézgyliri mely két pontja kozé kapcsolhatunk elektromos fesziilt-
ségforrast, ha azt szeretnénk elérni, hogy a rézgytriiben folyo N\
aram keltette magneses térerésség a gytri kozéppontjaban zérus
legyen?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4713. Fiiggbleges, B magneses indukciéju
homogén magneses mezdében 1év6 fondlon egy m t6-
megi, Q t6ltésii, kisméretii golyé fiigg. A golyénak
akkora és olyan irdnyud sebességet adunk, hogy az
vizszintes sikban egyenletes kormozgast végezzen.
mlQ Egy masik alkalommal igy allitjuk ugyanolyan su-
B garu, vizszintes siki korpalyara a golyét, hogy az
a magneses mezoben ellentétes iranyban koér6zzon.

a) Hatérozzuk meg a két fondlerd aranydt!
b) Mekkora a szdgsebességek nagysdganak kiilonbsége a két mozgds sordn?
(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 4714. Egy mesterséges hold a Fold koril olyan ellipszispalyan kering,
amelynek nagytengelye 2a, kistengelye 2b. Hatarozzuk meg a mesterséges hold se-
bességét

a) palydjanak a Foldhoz legkdzelebbi pontjaban,

b) palydjanak a Foldtél legtdvolabbi pontjdban,

¢) a Fold kozéppontjatdl r téavolsdgban.

(5 pont) Sods Kdroly (1930-2014) feladata
*

Helyesbités

A mult havi szdémunkban a P. 4702. feladat hibdsan jelent meg. Az aldbbi,
helyesbitett szovegli feladat megoldasa a februari feladatokkal egyiitt ismételten
bekiildhetd; azt janudri feladatként pontozzuk. (A kordbban bekiildétt dolgozatokat

nem értékeljitk.) A hibaért a feladat kit(iz6jétol és a versenyzoktél elnézést kériink.
(A szerk.)

P. 4702. Négy darab 10 cm oldald, kiilon-
D3 D4 oy ey, ‘ .
= b6z6 anyagi min6ségi betonkockat az dbrdnak meg-
feleléen helyeziink egymés mellé, és °°Co gamma-
Sl=| 1 2 |:| D1  sugarnyalabbal ,vilagitjuk meg” egymas utan 4 po-
z{ciébdl (S1, S2, S3 és S4). A sugdrforrdsokkal szem-

2= 3 4 D D2 ben, a betonkockak mogott 4 detektort is elhelyez-

tiink (D1, D2, D3 és D4). Az els6 hdrom mérés sze-

V) v rint a betonkockdk a sugdrzds intenzitdsit rendre

93 94 az eredeti érték 86,76, 71,94 és 84,25 szazalékaval
csokkentik.
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a) Hény szazalékkal csokkent intenzitdst mér a negyedik detektor?

b) Az 1. kocka ,felezési rétegvastagsdga” 6 cm. Mekkora ez — az anyagi min6-
ségtol fiiggd — mennyiség a tobbi kockanal?

(5 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

Bekiildési hatarid6: 2015. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 65. No. 2. February 2015)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 93): K. 451. In the game
of rock-paper-scissors, players need to observe three rules: the rock blunts the scissors, the
scissors cut the paper, and the paper wraps the rock. These rules decide which weapon
wins. How many new rules need to be formulated if four extra weapons are added to the
game (for example, matchstick, spectacles, telephone, stamper)? What is the fundamental
principle of forming the rules, in order that the new game should be balanced, like the
original game? K. 452. A silo for storing winter food for cattle is attached to one corner
of a rectangular stable. The silo is shaped like a regular triangular prism, with base edges
of length 3 metres. The longer side of the stable is 9 metres. With a 9-metre-long rope,
a goat is tied to the point where the silo joins with the stable (see the figure). The goat
cannot break the rope, and the rope will not stretch. The buildings are surrounded with
grass, and there is no fence or any other obstacle hindering the goat from grazing. Find the
area that the goat can graze. K. 453. The mean mark on a test was 71 points. However,
the teacher made a mistake in assessing one of the problems, so every student was given
an extra point. Thus the total mark on the papers changed to 936. How many students
took the test? K. 454. Several digits of the numbers in the operations below have been
replaced with letters. Different letters stand for different digits, and identical letters stand
for identical digits. No letter denotes the digit 1.

1-G+1=H,
1A -G +2 = HG,
1AB- G + 3 = HGF,
1ABC - G + 4 = HGFE,
1ABCD - G + 5 = HGFED.

Find the value of each letter. K. 455. The representation of 2015 in binary notation is
a palindrome number: 11111011111. How many years are there in the 21st century whose
binary representations are also palindromes? (Based on the idea of S. Kiss, Nyiregyhdza)
K. 456. The representations of three consecutive square numbers in base b notation are
220, 251 and 304. Find the value of b.

New exercises for practice — competition C (see page 94): Exercises up to
year 10: C. 1273. Prove that 3'" + 4 - 7% is divisible by 5 for all n,k € N. C. 1274.
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The 482 employees of a company are taking a team building trip. They can use vehicles
seating 4, 19 or 21 people. How many of each kind of vehicle should be used, provided
that each vehicle needs to be full? Find all possible solutions. Exercises for everyone:
C. 1275. Determine the largest five-digit positive integer abcde that is divisible by each of
the numbers bede, cde, de and e. C. 1276. X, Y, Z, V are interior points of 51des AB, BC,

CD, DA of a parallelogram ABC D, respectively, such that ’;—X by _0z _ DV =k,

S Yc VA
where k is a positive constant less than 5 Find the value of k, given that the area of
quadrilateral XY ZV is 68% of the area of parallelogram ABCD. C. 1277. Depending
on the value of 72, how many solutions do the simultaneous equations z? +y2 =72,

|z| + |y| = 2 have? Exercises upwards of year 11: C. 1278. Determine the value

of n, given that (TIL) , (g) and (g) are three consecutive terms of an increasing arithmetic
progression. C. 1279. Determine all squares that have vertex A at the point (4; —2), vertex

B on the circle b: (x —5)* + (y — 2)* = 25, and vertex D on the line d : 4z + 3y + 2 = 0.

New exercises — competition B (see page 95): B. 4687. Samson wrote the num-
ber 123456789 on a sheet of paper. Then he may or may not have placed a multiplication
sign between any two consecutive digits. (He may have used several of them, or none at
all.) By reading the digits between multiplication signs as a single number, he obtained
a product of numbers. For example, 1234 - 56 - 789. What is the maximum possible value
of the number obtained in this way? (& points) (Suggested by M. E. Gdspdr, Budapest)
B. 4688. Which of the numb3ers below is 2greater if each expression contains 50 twos and

2 3
23:‘ 32"'

50 threes alternating: 2° or 3° ? (5 points) B. 4689. Is there a pentagonal
pyramid that can be intersected by a plane in a regular hexagon? (6 points) B. 4690. 9
mathematicians of a university went to a conference together. Since the presentations were
boring, they fell asleep several times, each of them at most 4 times. For any pair of math-
ematicians, there was a time when they were both sleeping. Show that there was a time
instant when at least three of them were sleeping. (5 points) B. 4691. a, b, ¢ and d are
four parallel lines in the plane, in this order. The distance of a¢ and b is 1, the distance of b
and c is 3, and the distance of ¢ and d is also 1. Consider the rectangles that have exactly
one vertex on each line. How can we obtain the rectangle of minimal area, and what is this
area? (3 points) B. 4692. The sides of an acute-angled triangle are a, b, ¢, the opposite
angles are «, (3, v, and the lengths of the corresponding altitudes are mg, mp, M, re-
spectively. Prove that 72 oy Mo b b4 Me > 9cosacos cos*y( sin12a + sin12ﬁ + sin127) ++/3.
(5 points) (Suggested by K. Wzllzams, Szeged) B. 4693. K is a point on side AC of tri-
angle ABC such that AK =2KC and ZABK =2/KBC. Let F denote the midpoint of
side AC, and let L be the orthogonal projection of point A onto the line segment BK.
Prove that the lines F'L and BC are perpendicular. (5 points) B. 4694. Find all real
numbers p1, g1, p2, g2 such that the roots of the equation z° + p1z + g1 = 0 are py and
g2, and the roots of the equation z° + paz + g2 = 0 are p1 and qi. (4 points) (Suggested
by Z. Bertalan, Budapest) B. 4695. Given that a permutation of the points of the plane
maps any three concyclic points to three concyclic points, show that three points are
collinear if and only if their images are collinear. (5 points)

New problems — competition A (see page 97): A. 635. Show that for every
positive real number ¢ > 0 there is a positive integer n such that (o (n)) > cn. (For an
arbitrary postive integer k, ¢(k) denotes the number of positive integers not exceeding
k that are co-prime with k. o(k) is the sum of positive divisors of k.) (Proposed by:
Barnabds Szabd, Budapest) A. 636. There is given a convex quadrilateral ABC'D and
a point P in the interior of the triangle BC'D in such a way that the quadrilateral ABPD
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has an inscribed circle, and the three inscribed circles of the quadrilateral ABPD, the
triangle BC'P and the triangle CDP, respectively, are pairwise tangent to each other.
Denote by @ and R the points tangency on the line segments BP and D P, respectively.
Let the lines BP and AR meet at S, let the lines DP and AQ meet at T, and let the
lines BT and DS meet at U. Show that the line CU bisects the angle BC'D. A. 637.
Let n be a positive integer. Let F be a family of sets that contains more than half of all
subsets of an n-element set X. Prove that from F we can select [log,n] + 1 sets that
form a separating family on X, i.e., for any two distinct elements of X there is a selected
set containing exactly one of the two elements. (Miklds Schweitzer competition, 2014)

Problems in Informatics
(see page 97)

See our homepage: http://www.komal.hu/lap/2015-02/tart.e.shtml.

Problems in Physics
(see page 122)

M. 348. Not only the length of a loaded helical spring changes, but — if one of the
ends of the spring is free to move — to some extent the whole spring is “twisted”. Measure
how the angular displacement of the end of the spring depends on the load. Carry out
the measurement for springs which have different number of turns and for springs which
have different strength.

P. 4704. Calculate the cubic content of the spherical bulb of a mercury in glass
thermometer at a temperature of 0 °C, if the cubic content of that part of the thermometer
which is between the 0 °C mark and the 100 °C mark is 5 mm®. The coefficient of linear
expansion of glass is 8-107° (1/°C), and the coefficient of volume expansion of mercury is
1.8-107* (1/°C). P. 4705. The International Space Station completes a whole revolution
around the Earth in 92 minutes. Suppose that its path is circular. How high above the
surface of the Earth does it revolve? How much does its period change (between two
corrections of its path) if its height changes approximately 100 meters during one day?
P. 4706. An object slides down frictionlessly from the top of a fixed straight slope of base
30 cm. At least how long does it take for the object to slide down? P. 4707. An object of
mass m = 0.2 kg and another one of mass 4m can move frictionlessly along a horizontal
surface. The greater mass object is attached to an unstretched spring of spring constant
D =320 N/m. (The spring is designed for both compression and tension.) The smaller
object collides head-on at a speed of vo = 5 m/s with the stationary heavy object. The
collision is totally elastic. ) What is the maximum compression of the spring? b) What
will the maximum speed of the object attached to the spring be, and what is the greatest
extension of the spring? P. 4708. A rectangle and a square shaped sheets are rotated
about an axle through their centres, the axle is perpendicular to the plane of the sheets.
The two sheets have the same mass, same width and the same density. One side of the
rectangle is half of its other side. Which sheet has the greater rotational inertia? (It is not
necessary to calculate the rotational inertias of the two objects separately.) P. 4709. The
mass of a uniform density plastic cube of edge 2 dm is 1.0 kg. The Young’s modulus of its
material is 107 N / m?. a) How much is this cube compressed if it is placed to a horizontal
surface? b) How much does the height of its centre of mass decrease? P. 4710. Some ice
at a temperature of 0 °C is added to 1 kg water at a temperature of 2 °C. The mixture
is in a thermally insulated container and the amount of ice is such, that it just melts
whilst the final temperature of the water will be 0 °C. a) Will the entropy of the system
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increase or decrease? b) Give numerical estimation for the change in the entropy of the
system. P. 4711. Six alike simple pendulums are made of electrically insulating threads
of negligible mass and of small metal spheres of mass 5 g. The length of each pendulum is
0.5 m. The six pendulums are hung at the same point, and then they are all rotated about
a vertical axis through this point. After a long enough time each small sphere revolves
along a circular path of radius r in a horizontal plane. a) What is the radius r of the path,
if the period of the motion is 1 s? b) What same amount of charge should be added to
the spheres in order that they stay at the circumference of the same radius of circle r,
without rotation? P. 4712. To which two points of a uniform density and uniform cross
section copper ring should an electrical voltage supply be connected in order that the
magnetic flux density induced by the current in the ring is to be zero at the centre of the
ring? P. 4713. A small ball of mass m and of charge @ is hanging on a piece of thread
in uniform vertical magnetic field of magnetic induction B. The ball is given an initial
velocity such that it undergoes uniform circular motion in a horizontal plane. At another
occasion the ball is started such that it moves in the magnetic field along the same radius
of circle in the horizontal, but in the opposite direction as it did in the previous case.
a) Determine the ratio of the two tensions in the thread in the two cases. b) What is the
difference between the magnitudes of the angular speeds of the two motions? P. 4714.
A satellite orbits about the Earth along an elliptical path. The major axis of the ellipse is
2a and its minor axis is 2b. Determine the velocity of the satellite a) at that point of its
path which is the closest to the Earth; b) at that point of its path which is the furthest
from the Earth; c¢) at a point which is at a distance of r from the centre of the Earth.

P. 4702 (corrected version). Four concrete cubes, which are made of different ma-
terial, and which all have the side of 10 cm are placed next to each other as shown in
the figure. They are “illuminated” by a beam of **Co gamma-ray, from four different po-
sitions, (S1, S2, S3 and S4) one after the other. Opposite to the gamma source behind
the cubes there are four detectors (D1, D2, D3 and D4). The first three measurements
shows that the concrete cubes decrease the intensity of the radiation by 86.76, 71.94 and
84.25 percent of the original value, respectively. a) What is the intensity of the radiation
measured by the fourth detector, expressed in the percentage value of the intensity of the
original radiation? b) The “thickness of the halving-layer” of the first cube is 6 cm. What
is this value for the other cubes (which is characteristic of the material of the cube)?

Problems of the 2014 Kiirschak competition

1. Every member of a group of n people knows at least one but at most n — 2
other members of the group, where acquaintance is a mutual relation. Prove that four
appropriately chosen members of the group can be seated around a table such that each
one of them knows exactly one out of her two neighbours.

2. Let ABC be an acute triangle and let P be a point inside the triangle that is
not incident to any of the altitudes of the triangle. Denote the feet of the altitudes from
points A, B and C by Ai, B1 and Ci, respectively. Let rays AP, BP and CP intersect
the circumcircle of the triangle at points Az, Bz, Cs. Prove that arcs AA; Ay, BB1 Bz and
C(C1C2 go through the same point.

3. Let K be a closed convex polygon and let X be any point in the plane of K. Prove
that X can be brought to the inside or to the perimeter of polygon K by reflecting in
certain sidelines of K in an appropriate order if one can reflect in the same axis several
times.
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