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% Emelt szintti gyakorlé feladatsor

I. rész

1. Bizonyitsuk be, hogy lg 2 irracionélis. (11 pont)

K 2. a) Héany kiilonb6z6 ttvonalon juthatunk el
a 8 x 8-as sakktablan a bal felsé sarokban 1évo,
az dbrdn K-val jelolt mez6rol a jobb alsé sarokban
1év6, V-vel jelolt mezére, ha barmely érintett me-
T z6r0l csak az alatta 1évo, vagy a jobb oldalan 1évo
mezdre 1éphetiink?

b) Hény olyan utvonal van ezek kozott, amely
a kiindul6 mez6tdl szamitott negyedik oszlop és ne-
v gyedik sor keresztezddésében 1évo, T-vel jelolt me-
z6t nem érinti? (12 pont)

3. a) Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) végtelen szdmtani sorozat elemei ter-
mészetes szamok és ezek kozott van kobszam, akkor a sorozatnak végtelen sok
kobszam eleme van.

b) Ha példaul a sorozatban szerepel a 125, és a sorozat differencidja 3, akkor
lehet-e 125-nél kisebb kobszam a sorozatban? (10 + 4 pont)

4. Butorok hegyes sarkai sériilést okozhatnak. Kiilonosen kisgyermekekre je-
lentenek veszélyt egy asztal sarkai. Eppen ezért az 1 m x 1 m-es asztalunk lapjat
lekerekitettiik az asztallap sikjara merdlegesen tartott flirésszel olyan korivek men-
tén, amelyek kozéppontja egybeesik a négyzet alaku feliilet k6zéppontjaval. A négy
oldalél mindegyikébdl 80 cm hosszu egyenes szakasz maradt meg. Az egyenletes vas-
tagsagu asztallap tomege eredetileg 7 kg volt. Mekkora lett a tomege az atalakitas
utdn? (14 pont)

II. rész

5. Egy dobdkockaval kétszer dobunk.
a) Hény elemi esemény alkotja az eseményteret?
b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a dobott szdmok 6sszege legaldbb 9?7

¢) Mekkora annak a feltételes valészintlisége, hogy a dobott szdmok Osszege
legaldbb 9, ha az elsé dobott szam legalabb 57

d) Mekkora annak a feltételes valésziniisége, hogy a dobott szdmok Osszege
legalabb 9, ha az elsé dobott szam legfeljebb 47 (2444545 pont)
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6. Az f(z) = 23 + azx? + 2z fiiggvényrdl tudjuk, hogy inflexids érintéje parhu-
zamos az * + y = 0 egyenletii egyenessel. Hatarozzuk meg az a egyiitthaté értékét.
Igazoljuk, hogy a fiiggvény inflexids pontja az z-tengelyen van. (16 pont)

7. Bizonyitsuk be, hogy
Vsinz + v/cosr < %,
ha()ga:g%. (16 pont)

8. Szerkessziink derékszogli haromszoget, ha adott a beirt és a koriilirt korének
sugara. Mi a megoldhatdsdg feltétele? (Elegendd a szerkesztés menetét leirni.)
(16 pont)

9. Egy harckocsizé alakulatnal szolgalé férfiak 40 f&s csoportjdban a testma-
gassdg (x;) és a testtomeg (y;) adatait a kovetkezd tdbldzat tartalmazza:

testmagassig x; [cm] testtomeg y; [kg]
162 70, 77
163 61
164 58, 64, 68
165 73
166 62, 65, 70
167 65, 66, 75, 80
168 63, 69, 71, 79
169 64, 70, 75, 76
170 58, 61, 71, 75, 75, 88
171 67, 68, 75, 77
172 61, 65, 70, 84
173 58, 77
174 63, 80

a) Ha a kg-ban mért testtomeget a m-ben mért testmagassig négyzetével el-
osztjuk, akkor az tgynevezett testtomeg-indexet kapjuk. A katonaorvos egy bizo-
nyos egész szamnal nagyobb testtomeg-index esetén mindsit valakit tulsilyosnak.
Mekkora ez az érték, ha az orvos szerint a szébanforgd csoportban a tiulsilyosok
ardnya 10%?

b) Szamitsuk ki az T és 7 dtlagokat. Jelolje u azoknak az (z;,y;) értékpdroknak
a szamat, amelyeknél a két adat az atlaghoz képest ugyanabban az iranyban tér el,
v pedig azoknak a szdmat, ahol az eltérés ellentétes iranyu. Szamitsuk ki az Z;Z
hanyadost. Mire kovetkeztethetiink ebbél? (8 + 8 pont)

Lorant Laszld
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2015/3. sz. emelt szintii gyakorlé
feladataihoz

I. rész

1. A Bergengdc dtvisik kétféle fémbdl készitik ékszereiket.

A holdfém stiriisége 5000 kg/m®, beszerzési dra 1000 ft/g (a ,ft” a Bergengdc fizetd-
eszkéz, a fémtallér roviditése).

A napfém stiriisége 6000 kg/m>, beszerzési dra 2000 ft/g.

A fémekbdl kétféle Gtvizetet készitenek. Az elsé dtvozet 1 cm®-éhez 0,6 cm® holdfémet
és0,4 cm® napfémet haszndlnak fel, mig a mdsodik tvézet 1 cm®-éhez 0,4 cm® holdfémet és
0,6 cm® napfémet haszndlnak fel (az dtvdzés sordn nem kell anyagveszteséggel szamolni).

a) Mennyi a kétféle dtvizet grammonkénti anyagkdltsége?

Az elkésziilt ékszerek drdt gy kalkuldljak, hogy az ékszer grammban adott témegét

megszorozzdk az adott dtvozet grammonkénti anyagkoltségével, és erre tesznek még ra
20%-ot.

b) Mennyi annak az dtvosnek a haszna, aki a 6,3 grammos elsd Gtvézethdl dlld
nyakldncot tévedésbdl dgy adja el, mintha a mdsodik dtvézetbdl készilt volna? (11 pont)

Megoldas. a) A kétféle fém cm®-enkénti anyagkoltsége:

f f

a1 = 1000 <ﬁ> 5 (&) = 5000 (—2) és
g cm cm
f f

az = 2000 <ﬁ) -6 (£5) =12000 (—2) .
g cm cm

A két 5tvozet cm®-enkénti témege és anyagksltsége:

m =06 (em®) -5 (£5) 404 (m®) -6 (E5) =545

cm3 m3

k1 =0,6 (em®) - 5000 (fgt) +0,4 (em®) - 12 000 (%) = 7800 ft, illetve

ma = 0,4 (cmS) -5 (fgt) 0,6 (cms) -6 <g) =56g és

k2 = 0,4 (cm®) - 5000 <%) +0,6 (em®) - 12 000 (%) = 9200 ft.

fgy a grammonkénti anyagkoltségek:

7800 ft ft 9200 ft ft
kig = ~ 14444 —, és kog = /2 1642,9 —.
T 5dg Ty T 56 g
b) 6,3 gramm anyagkoltsége az elsé 6tvozetbol:
7800 ft
- 6,3 g = 9100 ft.
5’4 g b g
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A nyakldnc eladési ara:
9200 ft

5,6 ¢g

6,3g-1,2=12420 ft.

Igy az 6tvés haszna: 12 420 — 9100 = 3320 ft.

2. Hdny olyan (egybevdgdsdgtdl eltekintve) kiilonbozd téglalap van, melynek oldalai
(cm-ben) egész szdmok, miyg teriilete és keriilete (ch-ben és cm-ben) 100-ndl nem nagyobb
négyzetszdm? (12 pont)

Megoldas. A téglalap oldalai: a < b, igy a < 10. A teriiletre és a keriiletre: a-b =
=n® <100 és 2(a + b) = k* < 100, igy nk < 10.

I. Ha a =0, akkor a téglalap négyzet, igy a teriilet mindig négyzetszam, a ke-
riillet pedig 4a = k* miatt pontosan akkor négyzetszam, ha a = b négyzetszam. Vagyis
az 1 x 1-es, 4 x 4-es, 9 x 9-es téglalap megfeleld.

II. Ha a < b, akkor a < 9 is teljesiil. Az esetet két részre osztjuk:

II.1. Ha a =1, akkor b=n?, és a keriilethb8l 2 + 2n> = k. Mivel ekkor k paros
négyzetszam, igy 4-gyel is oszthatd, de ez csak akkor lehet, ha n paratlan. A lehetséges
eseteket (n = 3,5,7,9) végigprobalva csak n = 7 ad j6 megoldast. Ekkora = 1,b = 72 = 49,
vagyis az 1 X 49-es téglalap is jo.

2

II.2. Ha 1 < a < b, akkor a az n’-nek egy n-nél kisebb pozitiv osztdja és b = %.

Ez az a érték az n = 2,3,5,7 primek esetén csak a = 1 lehet, ezt pedig mar megvizsgaltuk.
Nézziik végig a tobbi esetet is:

2+ 8) =20 # k°.
2+ 18) = 40 # k*, mig
34 12) = 30 # k*, mig
449)=26+#K.

Han=4: a=2esetén 2 2(
2(
2(
2(
2(2 + 32) = 68 # k*, mig
2(
2(
2(
2(

Ha n = 6: a = 2 esetén 2

(a+b)

(a+b)

a = 3 esetén 2(a + b)

a =4 esetén 2(a +b)

Han =8: a =2 esetén 2(a + b)
(a+b)
(a+b)
(a+b)
(a +b)

4+16) = 40 # k>
3+27) = 60 # k>

a = 4 esetén 2

Han=09: a = 3 esetén 2
Han=10: a=2esetén 2 2 +50) = 104 > 100, mig

a =4 esetén 2 4+ 25) =58 # k*, mig

a =5 esetén 2(a + b) = 2(5 + 20) = 50 # k°.
Vagyis Gsszesen négy ilyen téglalap van, ezek méretei: 1 X 1,4 x 4,9 x 9, és 1 x 49.

T = D

3. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valos szamok halmazdn:
a) logy(z + 1) + log,(z + 2) = log, V6,

20 -3z +1 22> -22-12
2 — 3z +2 2 —Tr+12

b) (14 pont)

Megoldas. A logaritmus definicidja miatt az x 4+ 1 > 0 feltételnek teljesiilnie kell,
amibdl x > —1. Hasznélva a logaritmus azonossdgait, a jobb oldalt is 4-es alapra alakitva:

logy ((z + 1)(z + 2)) = log, 6.

Mivel a logaritmus-fiiggvény szigorian monoton fiiggvény, innen (z + 1)(z + 2) = 6, és igy
22+ 3z —4=0, amib8l z; = 1 és zo = —4 adédik.

Ezek koziil csak az els6 megoldds megfeleld, vagyis az egyenlet megolddsa: x = 1.
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b) A tortek szdmléléit és nevezdit szorzattd alakitva:

2z —1)(z—1) (z+4)(z—3)

z-1(z-2) (z-3)(z—4) =1L

Innen z ¢ {1;2;3;4}.

Egyszertisitve a torteket, majd a maradék nevezdkkel szorozva:
2z —1)(xz—4)— 2z +4)(xz—2) = (x — 2)(x — 4).
Elvégezve a zardjelfelbontasokat:
22> 79x+472x2+8:x276x+8,

innen 22 4+ 3z — 4 = 0, amib6l 1 = 1 és z2 = —4 adédik.

Ezek koziil csak a masodik megoldéas megfeleld, vagyis az egyenlet megoldasa: ©z = —4.

4. Peti tiz egyforma 2 eqgység €éli épitékockabdl tornyot épit. A torony alapja
4 cm X 4 cm-es négyzet, de az egyes részeinek mds-mds a magassdga.

R (A feliilnézeti dbra azt mutatja, hogy egy-egy rész hdny da-
rab 2 X 2 X 2 cm-es kockdbdl dll.)

Az dbrdn ldathaté P, Q, R pontok az egyes részek legma-
gasabban [évd épitdkockdinak a felsd lapjin vannak. P az egyik
4 0 négyzetlap csicsa, mig Q és R a felsé négyzetlapok megfeleld éle-
inek felezépontjai.

a) Mekkora a (térbeli) PQR hdromszig P-nél lévé szdge?
b) Peti 4 piros, 3 fehér, 2 zold és 1 kék kockdbdl épiti meg a fenti tornyot.

Hdnyféle kilonbézd feliilnézeti dbra dll igy el6? (A nem identikus egybevdgdsdgi
transzformdcidval egymdsba vihetd dbrdkat kilonbézdének tekintjiik.)
(14 pont)

Megoldas. a) Az a, b, ¢ élhosszi téglatest testatldinak hossza d = v/ a? + b + 2.

A P, Q, és R pontok kozott futé térbeli szakaszok tekinthetdk a megfeleld téglatestek
testatléinak: PQ-nél a téglatest élei 2, 4 és 1; QR-nél 3, 4 és 1; RP-nél pedig 3, 4 és 2.

Ezek alapjan a P, @, R pontok kozott 1évo tavolsagok:
r=d(PQ)=+v21, p=d(QR)=+v26, ¢=d(RP)=+v29.
Koszinusz-tétellel kiszdmoljuk a P-nél 16v6 (p-vel szemkozti) v szoget:

@ +r*—p° 29+421-26 12
2qr 22921 /609

P’ =¢* +1r* —2qrcosy, igy cosy=

amibdl v ~ 60,9°.

b) A piros, fehér, zold, kék szineket P, F, Z, K betiivel jelolve a feladat ekvivalens
azzal, hogy 4 db P, 3 db F, 2 db Z és 1 db K betiib6l hinyféle 4 betiis ,,sz6” képezhetd.
Vizsgaljuk meg a lehetséges eseteket aszerint, hogy a feliilnézeti rajzon a szinek hogy
latszodnak.

I. Valamely szinb6l 4 lathaté. Ekkor a szinek szdma rendre 4, 0, 0, 0. Mivel csak
a P-bdl van 4 darab, ezért ez 1 eset.
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II. Valamely szinbél 3 ldthat6. A szinek szdma ekkor 3, 1, 0, 0. Az els6 szin kett&bdl
(P, F), a méasodik szin hdrombdl vélaszthatd, vagyis hatféleképpen vélaszthatunk szint.

] .

Ha a szineket mar kivédlasztottuk, a négybetiis sz6 % = 4-féleképpen képezhetd. Igy itt
6 -4 = 24 eset van.

III. Valamely szinbdl 2 lathaté. Ekkor a szinek szama 2, 2, 0, 0 vagy 2, 1, 1, 0.

Az elsd esetben a két lathatd szin hdrombdl (P, F, Z) vélaszthaté (;) = 3-féleképpen.

Ha a szineket mar kivalasztottuk, a négybetiis sz6 % = 6-féleképpen képezhetd. fgy itt
3.6 = 18 eset van. A mésodik esetben az elsé szin harombdl (P, F, Z), a kimaradé (negye-
dik) szin szintén harombdl vélaszthatd, vagyis a szineket kilencféleképpen véalaszthatjuk.

!
Ha a szineket mar kivalasztottuk, a négybetiis szé % = 12-féleképpen képezhetd, igy itt
9-12 = 108 eset van.

IV. Végiil, ha minden szinbdl 1 ldthaté, akkor nyilvan 4! = 24 eset van.

Vagyis Osszesen 1 + 24 + 18 4+ 108 + 24 = 175-féle feliilnézeti dbra van.

II. rész

5. a) Igazoljuk, hogy a kovetkezd két sorozat konvergens, és kozds a hatdrértékiik:

2
—n-1
an—u b, =+v/n?2+6n+12 —n.

T om24n+4+17

b) Igazoljuk, hogy a fenti a, sorozat minden tagja kisebb a fenti b, sorozat valamennyi
tagjdndl. (16 pont)

Megoldas. a) A szadmldlé és a nevezd minden tagjit osztva n’-tel:

1 1

a o 6nP-n—-1_ P77 2
" om24n+1 1 1
24—+ —

n n

Mind a szdmlédléban, mind a nevezében az els6 tagok kivételével nullsorozatrdl van szd,
igy an — g =3.
A masik sorozatot a konjugaltjaval bévitve:

(\/n2 +6n+ 12 — n) (\/n2 + 6n + 12+n)

b, = .
Vn24+6n+12+n
Innen:
12
y 6n + 12 B 6+ L6y
" vVn2+6n+12+n 6 12 1+1 .
14+ —+ —+1

b) Az elsé sorozatndl mind a szdmldlé, mind a nevezd mindig pozitiv, és mivel
6n’—n—1 <6n2+3n+3:3(2n2+n+1),
azért a, < 3 minden n-re.

A maésodik sorozatnél
bp=vVn?+6n+12—n>+yVn>+6n+9—-—n=(n+3)—n=3.

Mivel a ko6zos hatarértéknél az a, sorozat minden tagja kisebb, mig a b, sorozat
minden tagja nagyobb, igazoltuk a b) pontot is.
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6. A térbeli derékszigii-koordindta-rendszerben felvesziink 3 piros pontot: A(1;0;0),
B(2;0;0), és C(3;0;0), valamint 3 fehér pontot: D(0;1;0), E(0;2;0), és F(0;3;0), vala-
mint 8 z6ld pontot: G(0;0;1), H(0;0;2), és 1(0;0;3).

a) Véletlenszertien kivdlasztunk a kilenc pont kézil hdrmat gy, hogy a kivdlasztott
pontok egy hdromszog csiucsai legyenek. Mekkora a valészinisége annak, hogy az igy kapott
hdromszognek vannak azonos szint csicsai?

b) A kilenc pont kézil vdlasszunk ki dgy néhanyat, hogy az dltaluk meghatdrozott test

térfogata a lehetd legnagyobb legyen. Mely csiucsokat vdlasszuk ki, és mekkora lesz ekkor
a kérdéses térfogat? (16 pont)

Megoldas. a) Akkor van (nem elfajuld) hdromszog, ha a kivdlasztott hdrom pont
nincs egy egyenesen. Ez csak hdrom esetben (ABC, DEF, valamint GHI vélasztdsa
esetén) nem teljesiil. Mivel 9 pont koziil hdrmat (g) = 84-féleképp valaszthatunk ki, azért
Osszesen 84 — 3 = 81 olyan haromszog van, melyek csticsai a 9 cstics koziil keriilnek ki.

Ezek koziil rosszak azok, melyeknek harom kiilonb6z6 szinti csticsa van. Ezek szama
3% =27. Igy Osszesen 81 — 27 = 54 olyan hidromszog van, melynek vannak azonos szini
cstcsal, igy a kérdéses valészintliség: %l =3

b) Mivel az ACDFGI test az Osszes tObbi testet tartalmazza, a kérdéses test ez
a csonka gula. A térfogata legegyszertibben dgy szdmolhaté ki, hogy az OCFI gila
térfogatdbdl kivonjuk az OADG gila térfogatét (az O pont az origd). A térfogat igy:

3 12 26 13
v=2 o 222
6 6 6 3

Vagyis a térfogat: 13—3
7. Tekintsik a derékszdgil koordindta-rendszerben a kovetkezd két kort:
ki:a® +da+y> +y=2 és ko:a’—6z+y° —4y=12.
Mekkora annak a sikrésznek a terilete, amelyet mind a két kor lefed? (16 pont)

Megoldas. A korok kézéppontjainak
és sugarainak kiszdmitdsihoz atalakitjuk
az egyenleteket. Jelolje a k1 és a k2 kor su-
garat, illetve kdzéppontjat rendre r1 és ra,
illetve O1 és O>. A k1 kor esetén

ool -2

azaz 01( —2;—%), ry = %

A ks kor esetén (z — 3)° + (y — 2)* =
= 25, azaz 02(3;2), ro = 5.
Az els6 kor egyenletébél kivonva a masodik korét:

10z 4+ 5y = —10, amibél y = —2z — 2.

Ezt behelyettesitve mondjuk az elsé egyenletbe: ° 4 4a 4 (—2z — 2)(—2x — 1) = 2, amibél
z? 4 4z + 42° + 62 + 2 = 2, vagyis 5z° + 10z = 0, tehat =1 = —2 és z» = 0 adédik.
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Innen (behelyettesitéssel) a két kor metszéspontjai: Mq(— , és M (0 . Mivel

0102 “52 =\ — 125 s 01M2 “22 1/

d(OzMz):\/32+42:5:ﬁ: %,

emiatt (a Pitagorasz-tétel megforditdsa szerint) az O1M202< derékszog. Innen az
M20O1 M, szoget a-val, az M1O2 Moz szoget S-val jelolve:

és

25
(0% Z 1 o o
cos — = ——— = —, amibdl o~ 126,87,
2 125 V5
4

és innen B ~ 53,13°.

A kérdéses metszet teriiletének kiszamitasahoz az O1 kozéppontd MaM; ivhez tar-
tozé korcikk teriiletét és az Oz kozépponti My Ms ivhez tartozd korcikk teriiletét ossze-
adjuk, és ebbdl kivonjuk az O M102 My derékszogi deltoid teriiletét, melynek oldalai 5
és 2,5 egység hossziak.

Vagyis a metszet teriilete:

2,5% . 7-126,87°  5%.7.53,13° 5

T~ = -5 - = 1.
360° + 360° o 2 6,0

A két kor altal kozosen lefedett sikrész teriilete: T = 6,01.

8. A p paraméter mely értékeire lesz a
1

3
px2—(p—1)m—1p+§:o

a) egyenletnek egy megolddsa;

b) egyenletnek két megolddsa, az egyik pozitiv, a mdsik negativ;

¢) egyenletnek gyoke a —3;

d) egyenlet gyokeinek az ardnya 1 : 27 (16 pont)

Megoldas. a) Ha p =0 (vagyis az egyenlet elséfoki), akkor x = f% (ekkor egy
megoldés van.)

Kiilonben az egyenlet masodfoki, és egy megolddsa pontosan akkor van, ha az egyen-
let diszkrimindnsa 0:

3
D=(p—1)2—4-p-<—1p+ >
.2 2 42 _ 2 _
=p 2+ 143p>—2p=dp’—dp+1=(2p—12=0.

Innen p = % Vagyis p =0, és p = l esetén van az egyenletnek egy megoldasa.

A b) ¢)—d) pontok nem teljesulhetnek p = 0 esetén. gy a tovabbiakban p # 0. Mivel
D ,szép”, adjuk meg a p segitségével az egyenlet két megolddsat:

—1+2p—1 -2 - 1
pp = PELERP A 222 P L
’ 2p 2p 2p 2
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Innen egyszertien adédnak a vélaszok:

b) Mivel a negativ gyok megvan, igy 32—;2 > 0, és ebbdl p > %, vagy p < 0.

3p—2 . 2
c) —3= 5p + innen p = g.

d) Itt két eset van aszerint, hogy melyik gysk a nagyobb. Vagy —1 = 3};;2, és igy

2p

_ 2 1_ o4
p=73,vagy =3 = s ésigy p=7.

9. Kati ,peches™szamai a 3-as, €s a 7-es.

Egy nap 1-tdl kezdve elkezdte felirni a pozitiv egészeket, de azokat a szdmokat, amik-
ben wvolt hdrmas, vagy hetes jegy kihagyta.

a) Milyen szdmjegyekbdl dll a Kati dltal felirt 2015-dik szdm?
b) Hanyadik szdmként irta fel Kati a 2015-6s szdmot? (16 pont)
Megoldas. Hasznéljunk 8-as szamrendszert. A Kati altal felirt szamok tekintheték 8-

as szdmrendszerbeli szdmoknak, csak j6l el kell késziteniink a két szdmrendszer (a ,,rendes
8-as szdmrendszer”, és Katié) kozotti ,kédtéblat”. Ez a tdbla a kovetkezo:

8-as szamrendszerben | 0 | 1 | 2 | 3
Katinal 0|12 ]|4|5|6|8|9

Vagyis pl. a 8-as szamrendszerbeli 53 megegyezik a Kati-féle 64 alaktd szammal. Ezt
a tovabbiakban 53s = 64 x-ként fogjuk jelolni.

a) A 8-as szdmrendszerben a 2015-dik szamot pl. ismételt 8-cal valé maradékos
osztésokkal meghatarozhatjuk:

2015=251-8+7, 251=31-8+3, 31=3-8+47 3=0-8+3.

Vagyis 201510 = 3737s. Mivel 37375 = 4949, ezért a Kati listajan szerepl 2015-dik
szam a 4949.
b) Mivel 20155 = 2014 = 2-8%4+0-8%+1-8" +4 = 103610, ezért Kati a 2015-t a sajat

listadjan az 1036-dik szdmként irta fel.
Sztranyak Attila

Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 4559. Az ABC hdromsziog koré irt korét az A-bol, B-b6l és C-bdl induld
belsd szdgfelezék rendre a D, E és F pontokban metszik. A DEF és ABC hdrom-
szogek oldalainak metszéspontjai az A-tél B irdnydba elindulva rendre G, H, I,
J, K és L. Mutassuk meg, hogy a DGL, EHI és FKJ hdromszigek egymdshoz

hasonlok.
(6 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)
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Megoldas. Jelolje az ABC ha-
romszog szogeit rendre 2a, 25 és 27.
Legyen tovabba ADNEF = P, BEN
NFD=Mé CFNDE=N.

Az azonos iven nyugvé Kkerii-
leti szogek egyenlésége miatt ek-
kor ADE<<= ABE< =, DEB< =
=DAB< =a és BEF< = BCF« =
=+. Tehat a DFEP héiromszogben
a D-nél és E-nél 1évé szogek Osszege
B+ (a+7) =90° ezért a hirom-
sz0g harmadik szoge derékszog, vagyis
AD 1| EF. Ugyanigy kapjuk, hogy
BE 1 FD é CF 1 DE.

Az LAG haromszogben tehdt az A csicsbol indulé AP szogfelez6 merdleges
a szemkozti oldalra. Ezért AP a haromszognek szimmetriatengelye, LA = GA és
LP = PG. Viszont az AP egyenes D-n is dtmegy, tehat LD = DG, vagyis a DGL
hiromszog is egyenloszari. Ugyanigy kapjuk, hogy az FHI és FKJ haromszogek
is egyenl@szariak, és ezen hdromszogek szimmetriatengelye BE, illetve C'F.

A héromszogek hasonlésiaganak belatdsahoz elegend6 megmutatnunk, hogy
alapon fekvé szogeik egyenléek. Mivel CK D<= CK J<¢ = 90° — v, ezért DKL =
= 90° + v. Ekkor az FDK L négyszoghen a szemkozti szogek Osszege

DKL<+ LFD<x<=DKL1<+ EFCa+CFD<1=90°+~v+ 4+ «a=180°,

vagyis a négyszog hurnégyszog. E hirnégyszog koréirt korében DK F< és DLF'<
ugyanahhoz a DF' ivhez tartozé keriileti szogek, ezért DK F'<¢ = DLF<. Ugyanigy
kapjuk, hogy DEGH is hirnégyszog, amibél pedig DGE< = DH E< kovetkezik.

Tehat a DGL, FHI és FKJ haromszogek olyan egyenloszaru haromszogek,
melyeknek az alapon fekvo szogeik egyenloek, ezért a haromszogek hasonléak egy-

méashoz. o ) ] ] .
Sdndor Krisztidn (Kaposvar, Tancsics M. Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan

54 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 22 versenyzé: Andi Gabriel Brojbeanu, Emri

Tamds, Fekete Panna, Fony6 Viktéria, Geng Maté, Gyorfi-Batori Andrds, Jakli Aida

Karolina, Katona Déniel, Lajké Kalman, Leipold Péter, Lengyel Adém, Maga Balazs,

Nagy-Gyorgy Pal, Nagy-Gyorgy Zoltdn, Sandor Krisztidn, Sarosdi Zsombor, Schwarcz

Tamas, Simké Irén, Szebellédi Marton, Széke Tamds, Tulassay Zsolt, Williams Kada.
5 pontos 20, 4 pontos 4, 3 pontos 3, 2 pontos 2, 0 pontos 3 dolgozat.

B. 4566. Az ABC hdromszig oldalaira kifelé az ABDE, BCFG és CAHI
négyzeteket rajzoltuk, majd a DBG, FCI és HAFE hdromszigeket a DBGJ, FCIK
és HAFEL paralelogrammdkkad egészitettik ki. Igazoljuk, hogy

AKB<+ BLC<+ CJA< =90°.
(5 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)
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K, I. megoldas. Az ABC, KCF,
| CKI, HLA, FAL, BDJ és JGB ha-
romszogek egybevagoak, hiszen két azo-
I nos hosszisagi oldaluk egyenlé szo-
get zar be. (Példaul LE = HA = CA,
C ¢ AFE = AB, valamint

H HAE< =360°—90°—90°— CAB< =
= 180° — CAB«,

tehat

LEA<=180°— HAE< = CAB«.

A tobbi hdromszogre is hasonléan bi-

E D zonyithaté.) Az dbrdn az egyvona-

las, a kétvonalas, illetve a hdaromvona-

las szakaszok paronként megkaphatéak egymasbdl egy valamelyik oldal hosszaval,

arra merdlegesen valé eltolasbdl, illetve mashogy parositva 90°-os elforgatdssal.
Példdul

FCKA = (CBAA, KCF<4=ABC« ¢é FCLCB,

ezért az FCK haromszoget 90°-os forgatds viszi a CBA hédromszogbe, vagyis
CK 1 BA és egyenld vele. Hasonléan LA | BC és LA = BC, valamint JB | AC
és JB = AC. Mindebbél kovetkezik, hogy CK || BD és CK = BD, vagyis DBKC
paralelogramma, {gy DC = BK. Hasonléan LB = AG, LC = AF, BI =JC,
JA=BH, EC = AK. Masrészt ABGA = KCB/A, mert hdrom oldaluk egyenld.
Mivel AB 1L KC, igy a két haromszog 90°-os forgatdssal megkaphaté egymasbodl,
igy AG 1 KB is teljesiil. Hasonl6an lathat6 be a tobbi szakaszra is a merdlegesség.

Ezekbdl kovetkezik, hogy AK B<t = JAG< (hdromvonalas—egyvonalas szog).
Ugyanigy BLC< = GAF< (egyvonalas—kétvonalas szog), valamint CJA< =
= FAK< (kétvonalas—hdromvonalas sz6g).

Tehit AKB< + BLC<1+ CJA< = JAG<a+ GAF<1 + FAK< = JAK<, ami
két hdromvonalas szakasz altal bezart szég, melyek egymdasbdl 90°-os elforgatéssal
kaphatok, tehdt JAK < = 90°.

Ezzel az allitast belattuk.

Megjegyzések: 1. A B-nél 16v6 egyvonalas, illetve a C-nél 1év6 kétvonalas 90°-os
szogbe ugyanigy atforgathattuk volna a harom szoget. 2. Hasonléan belathatd, hogy
ECD< = JAG<« és IBH< = FAK<, amibél latszik, hogy a feladat ekvivalens egy kony-
nyebben megfogalmazhaté allitassal: Ha egy tetszileges ABC haromszogre kifele ABDE,
BCFG és CAHI négyzeteket rajzolok, akkor FAG< + HBI< + ECD< = 90°.

Kabos Eszter (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
megoldésa alapjan
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II. megoldas. BDJA =2 ABCA, mert D-nél K
és B-nél ugyanakkora szogek vannak és AB = BD, F
illetve BC = DJ. Hasonléan BDJA &£ CKIN = I
2 HLAN =2 ABCA. Ezért AL=a, BJ =10 és
CK =c.
BJCA = ACLA, mert BJ = AC, BC = AL 1
és JBC< =~+490° = LAC«. Hasonléan n
ABLA =2 CKBA és ABJA =2 KCANA. 7
A Dbizonyitds tovabbi részében irdnyitott L
szogekkel szamolunk. Az eddigiekbdl kovetkezik,
hogy

BLC<x+ AKB«1+ CJA<« =
= BLA<+ ALC<x+ AKC<+ CKB1a+ CJB<+ BJA<« =

= KBC<+ BCJ<+ JAB<+ ABL<x+ LCA< + CAK <.

Tekintsiik az AK B, a BLC és a C'JA haromszogek bels6 szogeinek Osszegét:
3-180° = BAK<+ AKB<+ KBA<+ BLC<+ LCB<+ CBL< +
+CJA<«+ JAC<+ ACJ« =
= (AKB<+ BLC<+ CJAQ) + (o + CAK<) + (B + KBC<«) +
+(v+LCA<)+ (B+ ABL<) + (a + JAB<) + (y+ BCJ<«) =
= (AKB<+ BLC<+ CJA<) + 2a+28+2v) +
+ (CAK<+ KBC<+ LCA<+ ABL<+ JAB< + BCJ<) =

= (AKB<+ BLC<1+ CJA<) +2-180° + (AKB< + BLC< + CJA<).

Tehét 180° = 2(AKB<+ BLC< + CJA<), azaz 90° = AKB<+ BLC<+
+ CJA<, és ezt kellett bizonyitani.

Di Giovanni Mdrk (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. Nagyon sok megoldé az abra miatt olyan kovetkeztetésre jutott, ami
altalanos haromszogre nem teljesiil. Ezt esetszétvalasztdssal vagy irdnyitott szogek hasz-
nélatdval lehetett kikiiszobdlni.
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ITI. megoldas. Egy o vektor 90°-kal valé elforgatottjat jelolje 7/, egy P pon-
tét pedig P’

Ekkor
K Jo AR —AC+CI+ IR = CA+CA + TP =
/ C | Se — _CA+CA +BC,
H N\ amibél
A B ! TR = (- G+ G+ B =
N = (- CA) + (CA) + (BC) =

E D
— _CA' - CA-BC.

Felirhaté, hogy AJ = AB + BD + DJ — AB + AB' + BC'.

Tudjuk, hogy AB + BC + CA = 0, és fgy
(AB+BC+CA) = AR + BC' + CA' =0 =7,

— —
igy aB' + BC' = —CA' és AB = —BC — CA, tehat AK' = AJ. Tehdt a K pont
A koriili —90°-os elforgatottja a J pont, a B pont elforgatottja az E pont, ezért
az AKBA elforgatottja az AJEA. Emiatt AKB< = AJE<.

Hasonléan belathaté, hogy a BLCA C koriili +90°-os elforgatottja az FJCA,
ami miatt BLC< = FJC<.

Tehat AKB<+ BLCO<x+ CJA< = AJEq+ FJCq+ CJA< = FJE<. Errél
kéne belatni, hogy 90°. Mivel J ? + D ? igy

78— (7B + DE) - (GB+ DE) - GB/+ DE' - Gi*+ BB - G+ 76 - 77

Tehét az F pont az E pont J koriili —90°-o0s elforgatottja. Ezzel beldttuk, hogy
FJE< =90°, a bizonyitast befejeztiik.

99 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 19 versenyz6: Balogh Tamdés, Barabéas Abel,
Di Giovanni Mérk, Egyhdzi Anna, Fekete Panna, Geng Mé&té, Kabos Eszter, Kocsis
Julia, Kusz Agnes, Lajké Kalméan, Leipold Péter, Maché Bénis, Maga Balédzs, Nagy-
Gyorgy Pél, Nagy-Gyorgy Zoltan, Schwarcz Tamads, Varga Rudolf, Viharos Lorand Otté,
Williams Kada. 4 pontos 57, 3 pontos 9, 2 pontos 3, 1 pontos 6, 0 pontos 2 dolgozat.
Nem versenyszerii: 3 dolgozat.

B. 4569. Két tetraéderrdl tudjuk, hogy mindkettének pontosan 3 darab a hosz-
szisdgu és 3 darab b > a hosszisdgi €éle van. A b/a ardny milyen értékeinél kovet-
kezik ebbdl, hogy a két tetraéder egybevigo?

(5 pont)
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Megoldas. Vizsgaljuk meg, hogy az a és b hosszisagu élek egyméshoz képest
hogyan helyezkedhetnek el egy ABC D tetraéderben. Mivel a tetraédernek 4 csicsa
van, ezért biztosan van olyan csics, melyben legalabb 2 darab a hosszusagu él
taldlkozik. Vélaszthatjuk tgy a cstcsok jelolését, hogy AB = AC = a legyen. Ha
a harmadik a hosszisdgi él BC vagy AD, akkor a tetraédernek van szabdlyos
haromszoglapja, az els6 esetben ABC, a mésodik esetben pedig BCD (1. dbra).
Ha a harmadik a hosszisagi él nem BC' és nem is AD, akkor valaszthatjuk dgy
a jelolést, hogy BD hossza legyen a, ez a harmadik eset (2. dbra).

1. dbra 2. dbra

Meghatdrozzuk, hogy az egyes esetekben milyen b/a ardnyok esetén létezik
tetraéder.

Az els6 és a mésodik esetben legyen a szabalyos hdromszoglap koriilirt korének
sugara r, a kor kozéppontja K, ennek és a tetraéder negyedik csicsanak tavolsidga
pedig m. Az ADK haromszog a tetraéderek szimmetridja miatt mindkét esetben
derékszogli, ezért Pitagorasz tétele szerint m? = AD? — 2. Pontosan akkor 1étezik
tetraéder, ham > 0, azaz AD > r teljesiil. Ismert, hogy ha egy szabdalyos haromszog
oldaldnak hossza h, akkor a hdromszog koriilirt korének sugara hv/3 /3. Tehat az elsd

esetben mindig létezik tetraéder, mert b > a miatt b > a\/§/3 mindig teljesiil,
a masodik esetben pedig pontosan akkor van ilyen tetraéder, ha a > b3 /3, azaz
av/3 > b fennall.

A harmadik esetben el6szor megkeressiik azt
az a/b ardnyt, amikor a tetraéder négyszoggé fa-
jul, azaz csucsai egy sikba esnek. Ekkor az ABDC
négyszog oldalainak és atléinak hosszat is ismer-
jik (3. @bra). Mivel megfelel$ oldalaik hossza meg-
egyezik, ezért a CAB és ABD héromszogek egy-
bevagd egyenlszaru haromszogek. Ebbol kbvetke-
zik, hogy C-nek az AB szakasz felezOmerélegesére
vonatkozé titkkorképe D, és ezért az ABDC' négy-
sz6g szimmetrikus trapéz.

Ha tehat ABC'<t = «, akkor

ACB< = BAD<=BDA<=a é C(CAB< = ABD<=180° - 2a.
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A trapéz alapjainak parhuzamossiga miatt ABC'<t és DC B< valtoszogek, és igy
DCA< = DCB<+ BCA<g =2a. Az ADC és a BC'D haromszogek is egybeviagd
egyenld szaru haromszogek, vagyis DAC< = DC A< = 2a.. Az ABC héromszoégben
a szogek Osszegét felirva kapjuk, hogy

180° = ABC< + BCA<+ (BAD< + DAC<) = a + a + (o + 2a) = 5a,

amibdl kapjuk, hogy o = 36°. Ebbél kévetkezik, hogy DC A< = 72° és ADC< =
= 36°.
Ha az ABDC trapéz dtléinak metszéspontja M, akkor M D = MC, tovabba

AMC< = 180° — (BC A< + DAC<) = 180° — (36° + 72°) = 72°.

Tehat az AMC haromszog is egyenld szard, MC = AC = a, és a szbgek egyez6-
sége miatt hasonl6é az ADC' héromszoghoz. Ezért a két haromszégben a megfelel§
oldalak aranya megegyezik, vagyis

AD AC AC AC b a
azaz — =

AC ~ AM ~ AD—-MD AD— MC’ a b-a

bY b
() L
a a
A miésodfoku egyenletet megoldva és figyelembe véve, hogy b/a > 1, kapjuk hogy

b 1++5

Ebbdl rendezés utan

a 2

Szamolasunkbdl a szinusztételt és a megfeleld addicids tételt alkalmazva ko-
vetkezik, hogy
1+v5 AD  sin72°
2 AC  sin36°
ebbdl pedig kapjuk, hogy

= 2c0s36°,

_ V10 — 2v/5

4 )

sin36° = /1 — cos? 36° =

amiket a kés6bbiekben hasznalni fogunk.
Megmutatjuk, hogy pontosan akkor létezik a harmadik esetben leirt tetra-
éder, ha
b 1++56

1< -<
a 2

Ha létezik tetraéder, akkor a D cstics nincs benne az ABC sikban. Forgassuk
el a tetraéder ABD lapjat az AB egyenes koriil ugy, hogy a D cstics D’ képe
az ABC sikba keriiljon. Ekkor ABD'C szimmetrikus trapéz, mert az ABD’ és
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4. dbra

ABC héromszogek egybevigd egyenlészari haromszogek (4. dbra). Legyen v =
= ABC< = ACB< = BAD'< = BD'A<. Mivel az AB egyenes koriil forgatunk,
ezért a forgatds soran a D pont egy olyan S sikban mozog, mely meréleges az AB
egyenesre. Ezért az AB-vel parhuzamos CD’ egyenes is merSleges S-re. Ez viszont
azt jelenti, hogy S-nek a C-hez legkdzelebbi pontja D', tehat b= CD > CD' = c.
Mivel barmely haromszoégben igaz, hogy nagyobb oldallal szemben nagyobb szog
van, ezért ekkor

d=D'AC<a < ACD'« = ACB< + BCD'<« = ACB< + ABC< = 2.

Vagyis az ABC haromszégben a szogek osszegére kapjuk, hogy 180° = § + 3y < 57,
tehat 36° < . Ezért a szinusztétel alapjan
b AD"  sin2y 1++5

— = =2 < 2c0836° = :
a AC ~ siny 0872008 2

Megforditva, ha 1 < g < %5 teljesiil, akkor legyen D’ az ABC sik azon
pontja, melyre ABD’'C szimmetrikus trapéz. A b > a feltételbdl kovetkezik, hogy
az AB felezémerdlegese dltal meghatdrozott két félsik koziil B és D’ az egyikben,
A és C pedig a mésikban van. Jelolje v és § ugyanazokat a szogeket, mint az elézé
bekezdésben. Az ABC' egyenlOszaru haromszoghdl kapjuk, hogy

BC

COS 7Yy = 2 = i
TTAB T 2
Tehat
1 1 )
5 <cosy < +4\[, azaz  60° >~y > 36°.
Ezért
D'AC<a=§=180° -3y < 72° < 2y = D'CA«.
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S mivel barmely haromszégben nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal van, ezért
CD' < AD' =b.
Ha a D’-bl az AB egyenesre allitott merdleges talppontja T, akkor

10 — 2v/5

D'T =bsiny > bsin36° = b 1

Forgassuk az ABD’ hiromszoget az AB egyenes koriil valamelyik irdnyban.
A forgatds soran D’ egy olyan T kozépponti kérvonalon mozog, melynek sikja
merdleges az AB egyenesre és a CD’ tavolsig nyilvan folytonosan valtozik. Amikor
az elforgatds szoge éppen 180°, azaz a D' pont atkeriil D'-nek az AB egyenesre
vonatkozé D" tiikérképébe, akkor a C D' D" derékszdgli haromszdgbdl kapjuk, hogy

10—2
CD">D'D" =2D'T > b%@ > b,

Ezért a forgatés sordn lesz egy olyan helyzet, amikor D’ képének és C-nek a tdvol-
sdga b. Az ehhez a helyzethez tartozé6 ABCD tetraéder eleget tesz a feltételeknek.

A két tetraéder egybevagosaga pontosan akkor kovetkezik a feladat feltételei-
bol, ha a harom eset koziil csak az egyikben leirt tetraéder valésithatéo meg. Mivel
az elso esethez tartozd tetraéder minden b > a értékre létezik, ezért azt kell megnéz-
niink, hogy a masik két eset mikor nem épitheté meg. A létezés feltétele a méasodik

esetben b/a < /3, a harmadikban pedig b/a < 1+2\/‘?’. Mivel v/3 > 1+2\/5, ezért a két

tetraéder egybevigdsdgdnak feltétele a b/a > V3 egyenlétlenség teljesiilése.

Mandoki Sdra (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozatat felhasznalva

81 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 16 versenyzd: Badacsonyi Istvan Andrés,
Balogh Tamaés, Csépai Andras, Di Giovanni Mark, Fekete Panna, Frank Gyorgy, Gyulai-
Nagy Szuzina, Kabos Eszter, Kovacs Marton, Maga Baldzs, Mandoki Sara, Nagy-Gyorgy
Pal, Simké Irén, Simon Kristéf, Viharos Lordnd Otté, Williams Kada. 4 pontos 6,
3 pontos 2, 2 pontos 26, 1 pontos 16, 0 pontos 14 dolgozat. Nem versenyszerii: 1 dolgozat.

B. 4623. Egy konvex négyszigben az dtlok négy olyan hdromszdget hatdroznak
meg, amelyek terilete egész szdm. Bizonyitsuk be, hogy ennek a négy egésznek
a szorzata nem végzédhet 2014-re.

(3 pont)

Megoldas. El6szér megmutatjuk, hogy a két-két szemkozti hdromszog terii-
letének szorzata egyenlo. Jelolje a héroszogek teriiletét az dbra szerint Ty, To, T5
és Ty. A haromszogeknek az egyik atléhoz tartozé magassigai legyenek my és mo,
ennek az atlénak az atlok metszéspontja altal meghatirozott szakaszai pedig legye-
nek ey és es. Ekkor
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2Ty =eymy, 213 =eamy,

2T3 = €2M2 és 2T4 = e1ma,
T>

tehdt I €2

€1€2M11M2

= T5Ty. e
4 244

T3 =

. 2 . Ty T3
Ezért ThThT5Ty = (T115)°, vagyis

a négy teriilet szorzata négyzetszam. Tud- ma
juk, hogy a négyzetszamok 4-gyel osztva 0
vagy 1 maradékot adnak. Mivel a szdmok
4-es maradéka csak az utolsé két szamje-
gyiiktél fligg, ezért ha egy szam 2014-re
végzddik, akkor a 4-es maradéka megegye-
zik a 14-nek a 4-es maradékaval, azaz 2-vel.
Tehat a teriiletek szorzata nem végzodhet
2014-re.

Varga Péter (Hajduszoboszlé, Hégyes E. Gimn. és Szki., 10. évf.)
dolgozata alapjan

126 dolgozat érkezett. 3 pontos 105, 2 pontos 7, 1 pontos 8, 0 pontos 4 dolgozat. Nem
versenyszeri: 2 dolgozat.

B. 4624. Az ABCD trapézban jelilje E és F az AB, illetve CD alap felezd-
pontjdat, O pedig az dtlok metszéspontjat. Az OA, OF és OB szakaszokat egy ala-
pokkal pdrhuzamos egyenes rendre az M, N és P pontokban metszi. Mutassuk meg,
hogy az APCN és BNDM négyszdgek teriilete egyenld.

(3 pont) Javasolta: Longdver Lajos (Nagybénya)

Megoldas. A négyszogeket az M N, illetve NP atlok két-két haromszogre
bontjak, ezért

Tapcn =Tapn +Tpcen  és
Tenpm =TBNM +TNDM.

Az MNP egyenes péarhuzamos
a trapéz alapjaival. EbbOl egyrészt
a parhuzamos szelGszakaszok tétele

alapjan
MN _ NP .. MN _AE
AE  EB’ Y Np T EB

kovetkezik, s mivel E felezi az AB szakaszt, ezért kapjuk, hogy M N = NP. Mas-
részt a parhuzamossdg miatt a PCN és N DM haromszogek C illetve D, valamint
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az APN és BN M haromszogek A, illetve B cstcsaihoz tartozé magassdgok is meg-
egyeznek. Ezért
Tapy =Tpnm ¢ Tpen =TNpu,

amibdl a feladat allitdsa kovetkezik.

Nagy Odett (Szeged, Radnéti M. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

128 dolgozat érkezett. 3 pontos 111, 2 pontos 9, 1 pontos 4, 0 pontos 4 dolgozat.

B. 4626. Igazoljuk, hogy (1 + a)4(1 + b)4 > 64ab(a + b)2 tetszdleges a,b > 0
szdmokra teljestil.

(6 pont)

Megoldas. Vegyiik észre, hogy a bal oldalon (1 +a)(14+0) =1+ a+ b+ ab,
illetve a jobb oldalon is szerepel ab els6, a + b pedig masodik hatvanyon. Prébaljuk
meg valamelyik kozepek kozotti egyenlStlenséget felhasznédlni. Mivel a jobb olda-

lon a + b a méasodik kitevon szerepel, ezért a négy kifejezés, amire felirjuk majd

az Osszefiiggést, legyen 1, GTH), GTH) és ab. Tudjuk, hogy minden nemnegativ. Leg-

kézenfekvébb a szamtani és a mértani kozepek kozotti egyenlotlenség felirasa:

14 &by ath g
2 2 241 a+b a+b ab.
4 2 2

Ezt alakitva:

(L+a)(l+b) _ 4 (a+b)%ab
4 - 4 7

(1+a)*(1+0b)* _ (at b)*ab
44 -

(14 a)' (14 b)" > 4%(a + b)%ab = 64(a + b)*ab,
ami éppen a bizonyitandé allités.
52 dolgozat érkezett. 6 pontos 28, 5 pontos 13, 3 pontos 1, 0 pontos 10 dolgozat.

B. 4637. Sir Bedevir csak akkor indul el egy lovagi torndn, ha tudja, hogy
legaldbb 1/2 valdszindséggel gydzni fog. Bdrmely dsszecsapds esetén az ellenfelek
gyozelmének valdszinisége a harcképességiikkel ardnyos. Bedevir harcképessége 1,
n-edik ellenfelének a harcképessége pedig ﬁ Hdny lovag jelentkezhetett a tor-
ndra, ha Bedevir gondos szdmolds utdn gy dontitt, hogy & is elindul?

(5 pont) (EMMYV)

Megoldéas. Egy Osszecsapdsban, ha a felek harcképessége a és b, akkor az a,

illetve b harcképességii fél rendre aL_H), illetve aL_'_b valészintiséggel gy&z.
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Tehat Bedevir és az n-edik ellenfele kozotti dsszecsapasban Bedevir gyézelmé-
nek B, valészintisége:

1 _ 27L+1 -1 B 2n+1 -1
C(2rtt-1)+1 2nHt

B, = T
1+ 5o

Becsiiljiik a tagokat alulrdl:

2ntl —1 1 1 (2ntt—1) -1
———=1- >1-— = =
on+l on+1 ontl _ 1 on+l _ 1 -
Confl_2 20m—1) _ 2n—1
Toontl 1 el 1 Tagndl

Legyen Bedevir ellenfeleinek szama k. Ekkor — mivel az 6sszecsapasok egyméds-
t6l fliggetlenek — annak a valdszinlisége, hogy Bedevir lesz a torna gyoGztese:

k k k k
| 2" -1 _ 2m —1
Pk(B):HB”:H on+1 >H2 ontl _ 1 H2n+1_1
n=1 n=1 n=1
o 2-1 4-1 ok=1_1 92k _1 o 1 . 2k 1
- 4—1 8—1 77 2k—1 ok+tl_71 2k+1 _ 1 7 2k+1 T 97

Tehét tetszoleges (barmilyen nagy) k-ra Py (B) > %
Mivel ez volt a feltétele Bedevir induldsanak, ezért tetszolegesen sok lovag
jelentkezhetett a tornédra (a jelentkez6k szdma Bedevirrel egyiitt & + 1).

Seress Ddniel (Debrecei Ref. Koll. Déczy Gimn., 12. évf.)

65 dolgozat érkezett. 5 pontos 32, 4 pontos 10, 3 pontos 6, 2 pontos 1, 1 pontos 9,
0 pontos 7 dolgozat.

B. 4645. Tetszbleges n és k pozitiv egészekre legyen
Hy={1,3,5,...,2n—1} és Hy={1+k,3+k5+k,...,2n—1+k}.

Létezik-e minden n-hez olyan k, hogy a Hy U Hy halmaz 0sszes elemének szorzata
négyzetszam legyen?

(5 pont)
Megoldas. Jeloljik a H; U H; halmaz Osszes elemének szorzatat A-val.

Az a sejtés, hogy k =2n + 1 minden n-re megfelel§ védlasztas. Ezt teljes induk-
ciéval igazoljuk. Adott n esetén jelolje k,, és A,, a megfeleld k, illetve A értéket.

i) n = 1l-re ky = 3, Hy = {1}, Hy = {4}. Lathatd, hogy

HyUH, ={1,4}, igy Ay =1-4, ami négyzetszam.
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11) Az indukciés feltevés alapjin

Ay=1-3-5- ... @n—1)-(1+k)B+k)-...-2n—1+k) =
=1-3-5-...-2n—1)-1+2n+1)B+2n+1)-...-2n—1+2n+1) =
=1-3-5-...-(2n—1)- (2n+2)2n+4)-...- (4n)

négyzetszam.

191) Most igazoljuk az allitast n + l-re. A k,+1 = 2n + 3 beirdsdval
App1=1-3-5-...-2n—-1)- 2n+ 1)1 +2n+3)3+2n+3) -...-
2n—142n+3)2n+1+2n+3) =

=1-3-5-...-2n—1)-2n+1)(2n+4)2n+6)-...- (4n+2)(4n+4) =

A A
= n 1 dn+4) = n 1 1 =
2n+2(2n+ )(4n + 2)(4n + 4) 2n+2(2n+ )2(2n +1)2(2n + 2)

=A,-4-2n+1)%

Az indukcids feltevés szerint A, négyzetszam, igy A, 1 is az. Tehat létezik
minden n-hez alkalmas k, nevezetesen k = 2n + 1.

Gl Bogldrka (Lovassy Laszl6 Gimn., Veszprém, 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 108 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 97, 4 pontot 4 versenyz, toviabbd
2 pontos 1, 1 pontos 1, 0 pontos 5 versenyz6 dolgozata.

B. 4647. Tegyiik fol, hogy 100 zdrt egységkir egyiittesen lefed eqy télik kilon-
bozd 101-ediket. Mutassuk meg, hogy a 100 kézil valamelyik lefedi egy mdsiknak
a legfelsé (legnagyobb ordindtaji) pontjdt.

(6 pont) Javasolta: Pdlvdlgy: Démdtor (Budapest)

Megoldéas. Legyen a lefedett kor k, kozéppontja O, a legalsé pontja A.
Az A pontot lefedi egy kor, ez legyen a ki, ennek a kozéppontja legyen Op és
a legfels6 pontja F.

OA || FO, és OA=FO; =1, ezért az AOFO; négyszog paralelogramma.
Jeloljiik az AO; szakasz hosszat z-szel. A ky kor lefedi az A pontot, ezért = < 1.
Igy OF = z < 1, tehat a k kor lefedi F-et.

Jelolje az F-hez legkozelebbi kor kdzéppontjat Os, és legyen FO5 = d.

Ha d < 1, akkor F' le van fedve. A tovdbbiakban legyen d > 1.

Ha z < 1, akkor rajzoljunk egy F kézéppontd, ¢ = min(1l — z,d — 1) sugart
kort, legyen ez ks (1. dbra). Mivel d > 1, igy k3 egyetlen bels§ pontjat sem fedi le
k1-t06] kiilonbozo kor a 100 kor koziil, és a k1 nem fedi le az egészet, igy k3 nincs
teljesen lefedve. Mivel k3 C k, igy k sincs teljesen lefedve. Ez ellentmondds, tehat
ez az eset nem johet létre.
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1. dbra 2. abra

Ha x =1, akkor k athalad az F ponton. Rajzoljunk egy F koézéppontu,
0 =d—1 sugart kort, legyen ez k3 (2. dbra). Mivel k és ky egybevigé, de kii-
16nb6z6 korok, igy ks-on beliili részeik is egybevagoak, de kiilonbozoek. fgy k-nak
lesz olyan ksz-on beliili pontja, amit nem fed le a k; és a tobbi kor sem, mert ko
a legkozelebbi kor. Ez is ellentmondas, tehat ez az eset sem lehetséges.

Vagyis d sosem nagyobb 1-nél.

Tehat a lefedett kor legalsé pontjat lefedd kor legfelsé pontja mindig le van
fedve.

Tomcesdnyi Gergely (Vac, Boronkay Gyorgy Miszaki Szki. és Gimn., 11. évf.)
megoldésa alapjan

51 dolgozat érkezett. 6 pontos 37, 5 pontos 7, 4 pontos 4, 2 pontos 1, 0 pontos
2 dolgozat.

B. 4648. Egy egyenld oldali tetraéder élei 13, /281 és 20 egység hosszusdguak.
Hatdrozzuk meg két lapjinak a hajldsszogét.

(5 pont)

Megoldas. Az egyenld oldalu tetraéder szemkozti élei egyenld hossziak, igy
a bennfoglal6 paralelepipedon lapjain az atlék egyenldk, vagyis a paralelogramma
lapok téglalapok, a bennfoglalé paralelepipedon téglatest. A tetraéder élei a benn-
foglalé téglatest lapatléi, igy a téglatest élei Pitagorasz-tételek segitségével szamol-
hatok:

a® 4+ b? = 281, b2 4 ¢ = 169, e 4 a® = 400.
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Az egyenletrendszer megolddsa a = 16, b =5, ¢ = 12. Helyezziik el a tetraédert
célszerlien a koordinata-rendszerben:

A(0,0,0), B(16,5,0), C(16,0,12), D(0,5,12).

Mivel két-két-két él megegyezik, ezért harom kiilonb6z6 hajlasszég van. Legyenek
az ABC, ACD, az ABC, ABD, valamint az ACD, ABD sikok altal meghatarozott

hajlasszogek rendre 1, wa, p3. Az ABC sik esetében az zﬁ és 1@ vektorok
mindegyikére mer6leges n(U, V, 1) vektor lesz a sik normalvektora. Ez mindkét,
nem parhuzamos vektorra meréleges:

AB-n—16U +5V =0,

AC -0 =16U +12 = 0.
_3 12

47 57
napc(15,—48,—20). Az A ponton dtmené ABC sik egyenlete ez alapjan

Ebb6l az egyenletrendszerbdl n ( 1)7 illetve az ezzel parhuzamos
15z — 48y — 20z = 0.
Hasonl6 szamolassal az AC'D sik egyenlete
—15z — 48y + 20z = 0.
A két sik normalvektora
napce(15,—48,—-20), nyuop(—15,—48,20).

Mivel a normaéalvektorok merdlegesek a megfeleld sikra, illetve — jelen esetben —
a szogtartomannyal ellentétes iranyba mutatnak, ha skalarszorzatukat vessziik,
megkapjuk az altalunk keresett ¢; hajlasszog kiegészitd szogét. Tehat

Napc Nacp = Mapcl [Racpl - cos(180° — p1).

Ebbél o
—15% + 482 — 20 1679
_ _ ~ 124,98°.
cos e 152 + 482 + 202 2929° 1 :

A tovabbi szogek meghatarozasihoz az ABD sik normalvektora

LLY¥:35) (157 _487 20)

Az el6z6hoz teljesen hasonld szamitassal, figyelembe véve a skaldris szorzat felira-
sanal, hogy a tetraéder belseje felé, vagy ellentétes iranyba mutatnak a normalvek-
torok, megkapjuk, hogy

2 479
~ 32,18°.
2929 2929 32,18

Vidghy Mihdly (Budapest, Németh Ldszlé Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

(pg = arccos ~ 43,38°, illetve 3 = arccos

Osszesen 83 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 13, 4 pontot 24, 3 pontot 17 versenyzd.
2 pontos 9, 1 pontos 18, 0 pontos 2 versenyzé dolgozata.
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B. 4651. Az n pozitiv egész szamot egzotikusnak nevezziik, ha oszthaté a po-
zitiv osztoinak szamdval. Bizonyitsuk be a kovetkezd dllitdsokat:

a) Ha egy egzotikus szdm pdratlan, akkor ez a szdam négyzetszdm.

b) Végtelen sok egzotikus szam van.

(3 pont)
Megoldés. Az n = p’fl . pIch S pé“ primtényezés felbontasi pozitiv egész
szam pozitiv osztdinak szama
¢
d(n) = (ky + 1)(k2 + 1) (ke + 1) = [ [ (ki + 1).
i=1

a) Ha az egzotikus szdm pdratlan, akkor minden osztéja is csak pédratlan
lehet, tehdt az osztok szdma is paratlan. A fentiek alapjan az oszték szamat dgy
kaptuk, hogy mindegyik primkitevOhoz egyet adtunk és ezeket Osszeszoroztuk.
Latjuk, hogy k; + 1 minden i =1,2,...,¢ esetén paratlan szdm, vagyis minden
k; paros. Az n szém mindegyik primtényez&jének kitevéje paros, az n négyzetszam.

b) Tekintsiik az n = pP~! alakii pozitiv egészeket, ahol p paratan primszam.
Mivel a primszamok szama végtelen, ezekbdl a szamokbdl végtelen sok van. Az ilyen
alaku szdmok osztéinak szdma d(n) = p — 1+ 1 = p, tehét d(n) | n. Ezzel végtelen
sok egzotikus szamot talaltunk.

Kocsis Julia (Dunakeszi, Radnéti Miklés Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés: A feladat b) kérdésére bar a legtobben a fenti konstrukciét valasztotték,
tovabbi érdekes egzotikus szdmokat is mutattak a versenyzSk. A teljesség igénye nélkiil
ezek koziil néhany:

32,02 23, 92™ -1

264 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 197, 2 pontot 55 tanuld, 1 pontos 6, 0 pontos
4 versenyz6 dolgozata. Nem versenyszeri 2 dolgozat.

B. 4653. Hdny olyan pozitiv egészekbdl dllo a, b, c rendezett szamhdrmas van,
amelyre igaz, hogy [a,b,c] = 10! és (a,b,c) =17 (Az (a,b,c) a legnagyobb kizis
0s2tdt, az [a,b, c| pedig a legkisebb kozds tobbszirdst jelenti.)

(4 pont)
Megoldés. A 10! szam primtényezds felbontésa:
100 =2%.3%.5%. 7"

Tegyiik fel, hogy 10! kanonikus alakjaban a p primszdm az a-adik hatvdnyon sze-
repel. Ekkor (a,b,¢) =1 és [a, b, ¢] = 10! teljesiilése esetén a, b, ¢ kozott szerepelnie
kell olyan szamnak, ami nem oszthaté p-vel, olyannak, amit p pontosan az a-adik
hatvdnyon oszt, és a harmadik szdamban is legfeljebb « lehet p kitevGje. Ha ezek
a feltételek mind a négy primosztéra teljesiilnek, tovabba az a, b, ¢ szamok Osszes
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primosztdja a 2, 3, 5, 7 koziil keriil ki, akkor (a,b,c) =1 és [a,b, c] = 10! valéban
teljesiil.

Vizsgaljuk most meg, hogy az a,b,c szamok primtényezds felbontasdban p
kitevéje (ahol p a 10! egyik primosztéja) hdnyféle médon valaszthaté meg. Legyen
a hdrom kitev6 0, és 8. Ha 0 < 8 < «, akkor 6-féle sorrend lehetséges, ha 8 =0
vagy B = «, akkor pedig 3-3. Tehat Gsszességében p kitevOjének megvalasztasara
a hdrom szdmban 6(« — 1) + 2 - 3 = 6« lehetdség van. A kiilonbéz6 primosztdkra
a kitevéket egymastdl fiiggetleniil valaszhatjuk meg, igy az olyan a, b, ¢ pozitiv egész

szdmokbdl allé rendezett harmasok széama, amelyekre teljesiil a feltétel, tsszesen
(6-8)-(6-4)-(6-2)-(6-1) =282944.

Radnai Bdlint (Veszprém, Lovassy Laszl6 Gimn., 9. évf.)

209 dolgozat érkezett. 4 pontos 81, 3 pontos 19, 2 pontos 37, 1 pontos 46, 0 pontos
20 dolgozat. Nem versenyszerii: 6 dolgozat.

B. 4661. Adott eqy n oszlopot és k sort tartalmazo sakktabla, melynek bizonyos
mezdire korongokat helyeztiink (minden mezdre legfeljebb egyet). Nevezziink két
korongot szomszédosnak, ha egy sorban vagy oszlopban vannak, és az ket 6sszekitd
szakaszon nincs tovdbbi korong. Minden korongnak legfeljebb hdrom szomszédja van.
Legfeljebb hdny korong van a sakktabldan?

(6 pont) Javasolta: Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn.)

I. megoldéas. Ha minden korongnak legfeljebb harom szomszédja van, vagyis
legfeljebb harom masik korongot ,,lat” a tdblan, akkor ez azt jelenti, hogy legalabb
egy irdnyban nincs szomszédja. Mondhatjuk gy, kinéz a tablardl egy ablakon, ahol
az ,ablak” a sakktabla keriiletének egységnyi része.

Megallapithatjuk, hogy a sarokba barmilyen elrendezés mellett elhelyezhetd
korong anélkiil, hogy barmely més korong kildtasat zavarna. Ez azért igaz, mert
a sz€ls6 sorokban és oszlopokban all6 korongok kozvetleniil kilatnak a tablardl,
hiszen egyik oldaluk a tébla keriiletén van. A sarkokba elhelyezett négy korong
Osszesen 8 ablakot takar el.

Ezutdn marad még 2(n + k) — 8 ablak. A leg-
tobb korongot akkor tudjuk elhelyezni, ha mindegyik
pontosan egy ablakon lat ki. Ilyen elrendezés léte-
zik, példaul ha az Gsszes szélsé mezot korongokkal
toltjiik fel. Ebb6l tovabbi jo megoldasokat general-
hatunk, a szélsé korongok beljebb tologatasaval, de
ijabb korongot mar nem tudunk elhelyezni (dbra).

Megéllapithatd, hogy n, k > 2 esetén a korongok szdma legfeljebb 2(n + k) — 4
lehet. Ha n = 1 vagy k = 1, akkor legfeljebb annyi korong helyezheté el a tablan,
ahany mez6 van, ilyenkor minden korongnak legfeljebb két szomszédja van.

Adorjdn Ddniel (Budapest, Szent Istvan Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldéas. Az, hogy egy korongnak hany szomszédja van, azt mutatja
meg, hogy az ,,oszlopaban folotte”, ,,oszlopaban alatta”, ,,soraban téle balra”, illetve
a ,soraban téle jobbra” irdnyok koziil hanyban van masik korong.

Vegyiink egy olyan elrendezést, ahol a lehet6 legtobb korong van a tablan gy,
hogy minden korongnak legfeljebb harom szomszédja van. Ekkor minden sarok-
ban kell lennie korongnak, mert ha valamelyikben nem lenne, oda téve még egy
korongot egy tébb korongbdl 4116 megfelels elrendezést kapndnk. (A sarokba tett
korongnak legfeljebb két szomszédja lehet. Az elhelyezéssel csak olyan korongok
szomszédjainak a szama néhet, amelyek szélsé sorban vagy oszlopban vannak, igy
a szomszédsagaik szdma nem ndéhet 3 f6lé.)

Jeloljitk meg azokat a korongokat, amelyek f616tt abban az oszlopban méar nincs
mésik korong. Ez oszloponként legfeljebb 1, igy Osszesen legfeljebb n db jelolést
jelent. Most jeloljilk meg azokat, amik a sajat oszlopukban a legalsék, ez megint
legfeljebb n db jelolés. Jeloljiik meg azokat is, amik a sorukban az els6k, ezekbdl
legfeljebb k db van, majd azokat is, amik a sorukban az utolsok, ezekbdl is legfeljebb
k db van. Ez 6sszesen legfeljebb 2k 4+ 2n db jel6lés, de a sarkokban 1évé korongokat
kétszer jeloltiik meg. Ezek szerint legfeljebb 2k 4 2n — 4 db megjelolt korong lehet.

Jeloletlen korong nem maradhatott, mert ha lenne, az azt jelentené, hogy
az oszlopaban alatta és folotte és a sordban elGtte és mogotte is van masik korong,
azaz négy szomszédja van.

Tehat legfeljebb 2k 4+ 2n — 4 korong helyezhet6 el a tablan megfelelé mddon.

Han, k > 2, akkor ennyi valéban elhelyezhetd, példaul ha az 6sszes széls6 mezot
korongokkal toltjiik fel. Ekkor a sarkokban 1évé korongoknak két, a tobbinek pedig
harom szomszédja lesz.

Ha k=1 vagy n =1, akkor legfeljebb annyi korong helyezhet6 el a tablan,
ahany mezo6 van. Ilyenkor a két széls6 korongnak egy-egy, a tobbinek két-két szom-
szédja lesz.

Baran Zsuzsanna (Debrecen, Fazekas M. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

109 dolgozat érkezett. 6 pontos 44, 5 pontos 28, 4 pontos 5, 3 pontos 3, 2 pontos 1,
1 pontos 21, 0 pontos 6 dolgozat. Nem versenyszerii: 1 dolgozat.

B. 4662. Az ABC hdromszdg oldalaira kifelé rajzolt szabdlyos hdromszdgek
harmadik csiucsai D, E és F. Szerkessziik meg az ABC hdromsziget, ha adottak
a D, E és F pontok.

(4 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)

Megoldas. Az ACF<,CEB< és BDA< 60°-o0s szogek, mivel szabédlyos héa-
romszogek cstcsairdl van szo.

Vegyiink fel egy tetszoleges P pontot. Forgassuk el ezt F' pont koriil pozitiv
irdnyba 60°-kal, ekkor megkapjuk a P, pontot. Ezt kévetéen a Pa-t forgassuk el
E koriil pozitiv irdnyba 60°-kal, ekkor kapjuk a Ps pontot. Végiil a P; pontot
forgassuk el a D koriil pozitiv irdnyba 60°-kal, ekkor jutunk a P, ponthoz.
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Egymaés utdn hdrom azonos irdnyu 60°-os
forgatast végeztiink el, tehat egy 3-60° =
= 180°-0s forgatdst. A 180°-os forgatas egy ko-
zéppontos tiikrozésnek felel meg. A hiromszo-
gek szabélyossdga miatt A-t 60°-kal pozitiv
irdnyba F koriil elforgatva a C' ponthoz jutunk,
ezt E koriil pozitiv irdnyba 60°-kal elforgatva
a B pontot kapjuk meg, ezt pedig D koriil pozi-
tiv irdnyba szintén 60°-kal elforgatva visszakap-
juk az A pontot. Tehdt az 6sszesen 180°-os for-
gatdst elvégezve A-bdl visszajutunk A-ba, tehdt
A a fixpontja a kozéppontos tiikrozésnek.

Azt latjuk, hogy Pi-et A-ra tiikrozve
a P, pontot kaptuk. Mivel kdzéppontosan tiik-
roztiink, az A pont éppen a P; P, szakasz felezGpontja. fgy az A pontot a leirtak
alapjan meg is tudjuk szerkeszteni. A-bdl pedig megszerkeszthetd a haromszog
tObbi csticsa is: A-t pozitiv irdnyba F' koriil elforgatva megkapjuk a C' pontot, C-t
E koriil pozitiv irdnyba szinén 60°-kal elforgatva megkapjuk a B pontot is. Tehdt
megszerkesztettiik az ABC haromszoget.

El6fordulhat a szerkesztés soran, hogy nem létezik a Py Py szakasz, mivel a két
pont egybeesik. Ekkor P; a kozéppontos tiikrozés fixpontja, vagyis éppen a keresett
A csucs. Ezutan a szerkesztés az elébb leirtak szerint, két forgatassal fejezheté be.

Torok Timea (Bonyhadi Petéfi Sdndor Evang. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

91 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 48, 3 pontot 20 tanuld, 2 pontos 12, 1 pontos 5,
0 pontos 4 versenyz6 dolgozata. Nem versenyszerii 2 dolgozat.

B. 4664. Az ABC hegyesszigii haromszog AB oldaldra befelé az ABDE tég-
lalapot irjuk gy, hogy a C pont a DE oldalra keriljon. Hasonléan definidljuk
a BCFG téglalapot és a CAHI téglalapot. (Az A az FG szakaszra, a B pedig
a HI szakaszra esik.) Az AB, BC és C A oldalak felezépontjai rendre J, K és L.
Igazoljuk, hogy a GJH<, IKD< és ELF< szdgek dsszege 180°.

(4 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)

E C D Megoldas. Készitsiik el a feladatban sze-
replé betlizésekkel az dbrdt.

Az ABC haromszog szogeit a szokdsos

T K médon rendre «, 3, y-val jeloljitk. Fejezziik ki

I az allitdsban szerepl6 szogeket az «, 5, v se-
J gitségével.

A s Az ACE< = CAB< = «, mert valtészo-

gek. Az EC A haromszog derékszogii, dtfogdja

AC, ennek felezépontja L. Az E és F' pontok

G az AC szakasz Thalész-korén helyezkednek

H el, AL=FL=EL=CL. Az ELC hirom-
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szog egyenld szard, {gy LEC< = LOCE< = a, tehdt ELC< = 180° — 2a. Hasonl6an
szamolhaté az FLA< szog is, FLA<t = 180° — 2. A két el6bbi alapjdn

ELF<=180°—- FLC<—FLA< = 180° —180° + 2cx — 180° + 2y = 2a + 2y — 180°.
A feladatban szerepl6 mésik két szogre ugyanezzel a gondolatmenettel kapjuk, hogy
IKD<« =180° — CKD< — IKB< = 180° — (180° — 23) — (180° — 2v) =

=20+ 2y —180°,
GJH< =180° — AJG< — HJB< = 180° — (180° — 283) — (180° — 2a)) =
=28+ 2a — 180°.
Végiil a harom kifejezett szog Gsszege:
ELF<+IKD<+GJH<1=4a+48+4y—3-180° =4(a+ B+~)—3-180° = 180°.

A feladat allitasat igazoltuk.

Dobdk David (Kecskemét, Katona Jézsef Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

167 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 159, 3 pontot 4 tanuld, 2 pontos 1, 1 pontos 1,
0 pontos 2 versenyz6 dolgozata.

B. 4666. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre

S [i] =2 [

k=1 k=1
(5 pont)
I. megoldas. Definidljuk az f, fliggvényt a pozitiv egész szamparokon a ko-
vetkezOképpen:
1, ha [ﬁ] =,
xT
fo(z,y) =
n
0, ha [;] <y
Nyilvén f,(z,y) értéke pontosan akkor 1, ha % >y, vagyis ha = >z, ezért

fn(yvx) = fn(wvy)
A bevezetett jeloléssel az Osszeg a kovetkezOképpen alakithato:

izk—1H i%—l(%l—k znj >:

k=1 k=1 j=1 J:[%}-i‘l
n n n
= (2k—1 an/w) DD k=1 fulk,j) =
k= k=1 j=1
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Gaspdr Attila (Miskole, Foldes F. Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. Megoldésomhoz Gtletet adott a K6MaL Férum: Erdekes ma-
tekfeladatok 3931. bejegyzése.

Rajzoljunk oszlopdiagramot a derékszogi koordinata-rendszer elso siknegye-
débe tugy, hogy az x tengely k-adik egységszakasza folé [%]2 magassagu oszlopot
rajzolunk. Az oszlopok egyiittes teriilete ekkor a jobb oldal értékét adja, és az osz-
lopok ,ereszkednek”, ahogy k értéke n6. Most tekintsiik ezt, mint sordiagramot:
nézziik meg, milyen hosszi sor 16g ki az y tengely a ((k - 1)2)—edikt61 a k*-edik
egységszakaszig terjedd tartomanyabdl. Mivel csak négyzetszam magassagu oszlo-
pok vannak, az itt kilégd sorok egyiitt egy téglalapot alkotnak, melynek teriilete
a két oldalanak a szorzata. Az egyik oldala 2k — 1, a mdsik pedig az a hossz,
amennyire ez benyulik. A téglalap addig tart, amig az a-adik oszlop magassiga
legalabb k2, azaz

2 2 2
Sz (B)=r () 2et Tza
a a k k
Mivel a egész, azért [%] > a. Tehat a sorok altal alkotott k-adik téglalap teriilete
(2k—1) [%], ezzel azt kaptuk, hogy a bal oldali 6sszeg is a diagram teriiletét adja.
Ezzel bizonyitottuk az allitast.

Hansel Soma (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn. és Alt. Isk., 10. évf.)

36 dolgozat érkezett. 5 pontos 31, 4 pontos 2, 2 pontos 1, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4670. Az ABC hdromszig oldalainak felezépontjai leqgyenek A1, By és Cf.
Bocsdssunk A1-bdl merdlegest az A csucshoz tartozo szogfelezére, B1-bél a B-hez,
C1-bdl pedig a C-hez tartozora. A Bi-et tartalmazo merdleges és a Ct-et tartalmazo
merdleges metszéspontja legyen Ao, hasonléan kapjuk a Bs, Co pontokat. Mutassuk
meg, hogy az A1 As, B1Bs, C1Cy egyenesek egy pontban metszik egymdst.

(8 pont) Javasolta: Sdrosdi Zsombor (Veresegyhdz)

Megoldas. Legyenek az A, B, C pontokbdl indulé bels§ szogfelezék fo, fo, fe-
Az A, B;C kozépvonal hdromszog belsé szogfelezdi legyenek fo,, fo,, fe,. Az ABC
és A1 B1C7 haromszogek oldalai paronként parhuzamosak és megfeleld szogeik
egyen16k7 ezért fa1 ” fm fb1 H fb7 fc1 ” fc'

Ezért az A1, By, C1 pontokbdl az f,, fu, f. szogfelez6kre bocsijtott merd-
legesek az fo,, fo,, fe, egyenesekre is merdlegesek lesznek, és igy ezek lesznek
az A1 B1C1 A kiils6 szogfelezoi.
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Egy haromszog két csicsaban huzott kiilsé és a harmadik csicsban huzott
belso szogfelez6je egy pontban, a haromszog hozzairt korének kozéppontjaban met-
szi egymast, ezért az Ay B1C1 A kiilsé szogfelezbinek As, Bs, Co metszéspontjain
rendre athaladnak az fo,, fo,, fe, szOgfelez6k. Ezek rendre egybeesnek az A;As,
By By, C1C5 egyenesekkel.
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Vagyis az A1As, BBy, C1C5 egyenesek az Ay B1C1 A bels6 szogfelezéi, ezért
egy pontban metszik egymast.

Gl Bogldrka (Veszprém, Lovassy L. Gimn. 12. évf.)
dolgozata alapjan

35 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 13 versenyzé: Csépai Andras, G&él Bogldrka,
Geng Maté, Gyulai-Nagy Szuzina, Heinc Emilia, Juhdsz Déniel, Kerekes Anna, Khayouti
Séara, Nagy D&avid Paszkdal, Németh Baldzs, Polgdr Marton, Vanké Miléna, Williams
Kada. 2 pontos 5, 1 pontos 8, 0 pontos 9 dolgozat.

B. 4672. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan pozitiv egész szamokon értelmezett,
valos értékeket felvevd [ fiigguényt, amelyre tetszbleges n pozitiv egész esetén telje-
stl, hogy

P _p+1 _p+ 1
fO+fQ)+..+ ) fn)  fln+1)

ahol p rogzitett pozitiv szdm.

(5 pont) Javasolta: Kovdcs Béla (Szatmarnémeti)

Megoldas. Vélasszuk meg f(1) értékét tetszéleges, 0-tdl kiilonbozé valds
szémnak (egyébként a lépések sordn 0-val osztandnk): legyen f(1) = a, ahol a # 0.
Az osszefiiggés alapjan kiszamolhatjuk f elsé néhany értékét:

fW)=a, fQ)=@+1)-q f(g)zw.a,

)= QT4

Ezek alapjan azt sejtjiik, hogy ha n > 2, akkor

_e+De+2).. . (ptn-1)  (ptn-DI - (p+n-1)
o= (1) e G

Ezt teljes indukcidval bizonyitjuk. Lathattuk, hogy n = 2, 3, 4-re igaz. Tegyiik fel,
hogy n-ig igaz, és bizonyitsunk n + 1-re. Feltételiink szerint:

D _p+1l  p+l1l
FO+f@)+...+fn) fln)  fln+1)

ebbe {rjuk be az indukcids feltevésiinket (f(1)-et (5 ) a-ként {rva):

+1
P p+1 5 prn—1\ pﬁn—l B f(pr:rll)'
(p)a+(p)a+...+( » )a ( » )a

Alkalmazzuk az ismert
1 -1
0+ (3 (7= 00)
p p p+1
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Osszefiiggést: Ezt beirva:

P _ p+1  p+1

Gi)a (5 a St
p+l _ p+1  p (4 Dpn=D! p+Din-1)"
fn+1) (P+Z—1)a (Zi?)a (p+n—1)a (p+n)a

_ )+ D) —1)! —pp+1i(n-1)! _

(p+n)a
_ n(p+ )l(n —1)! _ (p+1)n!
(p+n)la (p+n)la’

Fln+1) :a(pp‘;'n7!1)! :a(Pj;n)

és éppen ezt akartuk belatni. Ezzel indukcids bizonyitasunkat befejeztiik.
Konnyen lathato behelyettesitéssel, de elobbi bizonyitasunkbdl is latszik, hogy
a felirt alaku fiiggvények valdban ki is elégitik minden n-re az 6sszefiiggést. Igy tehat
pontosan a kovetkezd fiiggvények megfelelék: f(n) = (p +Z_1)a, ahol a tetszbleges
nemnulla valés szam.
Széke Tamds (Miskolc, Foldes F. Gimn., 12. évf.)

50 dolgozat érkezett. 5 pontos 29, 4 pontos 17, 2 pontos 1, 1 pontos 1, 0 pontos
2 dolgozat.

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1287-1293.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1287. Egy elég nagy négyzethalds
lapra csigavonalban haladva felirjuk a pozitiv — |
egész szamokat az dbra szerint. Melyik sza- i
mok allnak a 2015 felett és alatt? A T8990

! 6 1] 2|11

C. 1288. Az ABCD paralelogramma
AB oldalanak a B csucshoz kozelebb es6 har- 815 43|12
madolépontja H, a BC oldal felez6pontja pe- 17116115 14 | 13
dig F'. Milyen ardnyban osztja az AF és DH
szakaszok metszéspontja ezeket a szakaszo- =T
kat?
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Feladatok mindenkinek

C. 1289. Van 5 darab 6tforintos, 10 darab tizforintos és 20 darab huiszforintos
pénzérménk. Hanyféleképpen vélthatunk fel 500 Ft-ot a pénzérmék felhasznélasa-
val?

C. 1290. Oldjuk meg az (x;y) egész szdmpérok korében a 2zy + 2z — 5y = 40
egyenletet.

C. 1291. Az z-tengely mely pontjdbdl latszik legnagyobb szégben az A(2;4)
és B(6;1) pontok dltal meghatdrozott szakasz?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1292. Oldjuk meg a (3\/§)n — (2\/5)” =" 43" 46" egyenletet a po-
zitiv egészek korében.

C. 1293. Az Alfa sportszergydrté négyesével
csomagolja a teniszlabddkat: guldaba rendezve egy
szabdlyos tetraéder alakd dobozba (1. dbra). Az
AFLA cég szintén négyesével csomagolja a tenisz-
labdakat: egymadsra téve egy hosszi henger alaku
(alul-feliil zart) dobozba (2. dbra). Mekkora az el-
térés a kétféle doboz feliilete kozott, ha egy tenisz-
labda atméréje 6,50 cm?

=3 1. dbra 2. dbra

Bekiildési hatarid6: 2015. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4705-4713.)

B. 4705. Legyen p paratlan primszam. Mutassuk meg, hogy az z? + pz = 3>
egyenletnek pontosan egy megolddsa van a pozitiv egész szamparok korében.

(4 pont) Javasolta: Németh Baldzs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Gimn., 9. évf.)

B. 4706. Az ABCD téglalap oldalai AB = @ és BC'=1. Legyen F az AB
szakasz azon bels§ pontja, amelyre AE = 1. Mutassuk meg, hogy

ACE<« =2-FEDB«.
(3 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)
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B. 4707. Legyen t > 1 paratlan egész szdm. Mutassuk meg, hogy csak véges
sok olyan, t-nél nem kisebb n, k egészekbol allo par 1étezik, amelyre S = (?) + (’Z)
prim.

(5 pont) Javasolta: Maga Baldzs (Budapest)

B. 4708. Az ABC hegyesszogii hdromszog koriilirt kérének kozéppontja O,
magassagpontja M. Tiikrozziik az A pontot a BC oldal felezémerélegesére, a B pon-
tot a C'A oldal felezbmerélegesére, végiil a C pontot az AB oldal felez6merdlegesére,
a tikorképek rendre Ay, By, C1. Legyen az Ay B1C7 haromszog beirt korének ko-
zéppontja K. Bizonyitsuk be, hogy az O pont felezi az M K szakaszt.

(5 pont) Javasolta: Bird Balint (Eger)

B. 4709. Oldjuk meg az

2 4 9% =13,
a +y° =35
egyenletrendszert.
(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

B. 4710. A sikbeli P ponthalmazrdl tudjuk, hogy minden egységsugari korle-
mez a belsejében tartalmazza legaldbb egy pontjat. [gaz-e, hogy biztosan van olyan
egységsugaru zart korlemez, amely legalabb harom P-beli pontot tartalmaz?

(4 pont)

B. 4711. Legyen f(x) = 43—12. Szamitsuk ki az

£(0/2015) + £(1/2015) + £(2/2015) + ... + f(2014/2015) + f(2015/2015)

Osszeg értékét.
(5 pont)

B. 4712. Hany szazalékat pazaroljuk el egy ceruzdnak? Tegyiik fel, hogy
a ceruza végtelen hosszi henger alaki, és benne a grafit is egy hengeres rud,
a hengerek tengelye pedig egybeesik. Kihegyezziik a ceruzat ugy, hogy a grafit
hegye tokéletes kup alaki, melynek nyildsszoge 12 fok. A haszndlat sordn a ceruza
és a papirlap altal bezart szog mindig 42 fok. Egészen addig hasznéljuk a ceruzat,
amig mar akdrhogyan is forgatjuk a tengelye koriil, nem tudunk irni vele, mert
a fa karcolni kezdi a papirt. Ekkor ujra kihegyezziik a ceruzat, egészen addig, hogy
a ceruza hegye tjra 12 fokos kip legyen, de nem tovabb, vagyis a grafit hegyének
cstucsa nem valtozik a hegyezés soran, az csak a haszndlat soran kopik. A grafit
hany szazalékat pazaroljuk el azzal, hogy a hegyezések sordan mindig valamennyit
leforgacsolunk? Tobbet vagy kevesebbet pazarol az, aki 45 fokban tartja a ceruzat,
és mennyivel?

(5 pont) Javasolta: Gdspdr Merse El6d (Budapest)
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B. 4713. Az ABC haromszog B és C csicsain athaladé kor az AB oldalt
D-ben, az AC oldalt E-ben metszi. A CD és BE egyenesek metszéspontja O.
Legyen M az ADE, N pedig az ODE haromszog beirt korének kozéppontja.
Bizonyitsuk be, hogy az M N egyenes felezi a kisebbik DFE ivet.

(6 pont)
Bekiildési hatarid6: 2015. majus 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(641-643.)

A. 641. Van-e a sikbeli négyzetracsnak olyan S véges, nemiires részhalmaza,
amelyben minden pontnak legaldbb két szomszédja szintén S-beli, és S nem tartal-
maz négy olyan pontot, amelyek egy (nem feltétleniil tengelyparhuzamos) négyzet
csucsai?

Javasolta: Sustik Mdtyds (San Francisco)

A. 642. Legyen n > 3, és legyenek zq,...,x, nemnegativ szamok, tovabba
n n n
legyen A= 5" x;, B=
i=1

K2

2?2 és C = 3" z3. Igazoljuk, hogy
=1 i=1

(n+1)A’B+ (n—2)B? > A" + (2n — 2)AC.

A. 643. Tetszéleges pozitiv egész n esetén jeloljik P(n)-nel az n? +1 legna-
gyobb primosztdjat. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan (a, b, ¢, d), pozitiv egé-
szekbdl 8116 szamnégyes 1étezik, amire a < b < ¢ < d és P(a) = P(b) = P(c) = P(d).

Bekiildési hatarid6: 2015. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Informatikabdl kittizott feladatok

1. 373. A szoveg formazasdnak hatékony mddja a stilusok alkalmazdsa. Hasz-
nalatuk esetén az egyes szovegegységek jellemzoit nem egyenként, hanem a hozza-
juk rendelt stilusok segitségével éllitjuk be. A legtobb programban a stilusok nem
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onalléan 1étez6 elemek, hanem fastruktiraba rendezheték. Egy szovegegység adott
tulajdonsagat a helyben, egyedileg megadott érték hatarozza meg. Ha az hidnyzik,
akkor a hozzarendelt stilusban vagy a struktiraban a felette levo stilusok koziil
a hozzd legkozelebbiben szereplo beallitds a meghatdrozo.

s

A feladatban a fentiek leegyszertisitett modelljével dolgozunk: a szovegegysé-
gek bekezdések, a tulajdonsigaik pozitiv egészek. Készitsiink programot 1373 né-
ven, amely a stilusok leirasat a lehetd legtomorebbé alakitja, az egyes szovegrészek
tényleges jellemz6it pedig meghatarozza.

A bemeneti f4jl két részbol all. Az elsé rész elsd sora a tarolt stilusok s szama.
A kovetkez6 s sor egy-egy stilus lefrasat tartalmazza. Az els6 karakter a stilus neve
(az angol dbécé nagybetiije), a kovetkezd a struktirdban felette 1év§ stilus neve
(a fa csiicsa esetén onmaga), majd a tulajdonsidg—érték pérosok (az angol dbécé
kisbetlije—pozitiv szdm). Az értékeket pontosan egy szokoz valasztja el. A kovet-
kez6 sorban a szoveg bekezdéseinek b szama taldlhatd, amely legfeljebb 500 lehet.
A kovetkezd b sorban egy-egy bekezdés leirdsa taldlhatd. Az els6 karakter az al-
kalmazott stilus neve, majd a bekezdésben egyedileg érvényes tulajdonsig—érték
péarosok olvashatok az el6zé részhez hasonlé formaban.

A kimeneti fajl szerkezete pontosan egyezik a bemeneti f4jl szerkezetével.
Az els6 rész tartalmazza az egyszerisitett stilusokat, ahol azok a tulajdonsagok
nem jelennek meg, amelyek nem maddositjdk a struktiraban felettiik 1é6v6 stilusok-
ban bedllitott értékeket. A masodik részben az egyes bekezdésekben ténylegesen
érvényre jutd tulajdonsigok jelenjenek meg.

Bemenet: Kimenet:

4 4

AAb1lc2ed AAblc2ed
FAb2 FAb2
DFa3b2c?2 DF a3
CAblc3ebald CAc3ebald

3 3

Af4b3d2 b3c2d2e4d4f 4l
C b1c3ebasd
Df2b1 a3blc2edf?2

A program els§ parancssori argumentuma a bemeneti fajl neve, a méasodik
pedig a kimeneti fajl neve legyen.

Bekiildend6 egy tomoritett i373.zip allomédnyban a program forraskddja
(1373.pas, 1i373.cpp, ... ), valamint a program révid dokumentdcidja (1373.txt,
i373.pdf, ...), amely tartalmazza a megoldds rovid lefrdsét, és megadja, hogy
a forrdasallomany melyik fejleszté kornyezetben fordithato.

I. 374 (E). Egy Magyarorszégra most érkezé autégyarté kereskedelmi ponto-
kat és markaszervizeket hoz létre vidéki varosainkban, tébbnyire a megyeszékhe-
lyeken és megyénként néhany nagyobb telepiilésen. A motelep.csv tabulatorokkal
tagolt, UTF-8 kdédolasu szoveges allomanyban rendelkezésre all az orszdg varosa-
inak neve, a vdrosok térképes elhelyezéséhez X és Y koordindtdk (méter mérték-
egységben), valamint a megye, amelyhez a véros tartozik és — amelyik vérosban
lesz — a létesitend6 telephely neve. Oldjuk meg tablazatkezel$ program segitségével
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a kovetkezo feladatokat. A megolddst mentsiik 1374 néven a tablazatkezel$ alapér-
telmezett formatumaban. A megoldashoz rendelkezésre all még egy momegyek . png
nevi kép, amely Magyarorszag megyetérképét tartalmazza. Mindkét allomany hon-
lapunkrdl letoltheto.

1. Toltsiik be a motelep.csv dlloményt egy munkalap Al-es cellajatol kezdve és
nevezziik 4t a munkalapot varosok névre. A tablazat fejléce dlljon a Varos, Tér-
képX, TérképY, Megye és Telephely szavakbdl, melyek jelenjenek meg félkovér
betiistilussal, sziirke hattérszinnel, vizszintesen kozépre igazitva.

2. Az X ésY koordindtakat kerekitsiik egészre, majd az eredeti adatokat cserél-
jik le a kerekitett értékekre, és a tovabbiakban ezekkel szamoljunk. A mun-
kalap nem iires celldit szegélyezziik vékony szegéllyel. Az adatokat rendezziik
a megye, illetve azon beliil a varosok neve szerint.

3. Készitslink diagramot, amelyen dbrazoljuk a varosokat egy varosok diagram
munkalapra. A vérosok helyét jelent6 kérvonal nélkiili kérsk RGB (132,60, 12)
szinnel legyenek kitoltve.

4. A diagram rajzteriiletének hattereként a momegyek . png képet adjuk meg. A di-
agram tengelyeit ugy allitsuk be, hogy ne keriiljon varos az orszaghatédron tulra,
és a Budapest koriili telepiilések is nagyjabdl a févaros hatardhoz keriiljenek.
Legnyugatibb véarosunk, Szentgotthard, valamint a f&varostol észak felé eso
Balassagyarmat éppen a hatarvonalon legyenek.

5. A diagramnak ne legyen jelmagyarizata. A ,,Magyarorszag varosai és megyéi”
diagramcim a bal felsé részben, Magyarorszagon kiviil, a jelolékkel azonos
betfiszinnel és narancssdrga RGB (255,230, 153) héttérszinnel jelenjen meg.
A tengelyeket és vezetéracsokat ne jelenitsiik meg a diagramon.

6. Szirjiik ki egy masik munkalapra a varosok koziil azoknak az Osszes adatat,
amelyeken telephelyet 1étesit majd a gyar. Ezt a munkalapot telephely névre
nevezziik is at, és formazzuk a varosok munkalap megjelenéséhez hasonléan.
Hozzunk létre a telephely diagram nevii munkalapon egy az el6z6vel meg-
egyez6 formatumu diagramot a telephelyek varosaibdl, melynek diagramcime
,Magyarorszagi telephelyek” széveg legyen.

7. Készitsiink egy tavolsdgok munkalapot, amely megadja az (X,Y") koordindtak
és a Pitagorasz-tétel segitségével az Gsszes varos és a telephelyként szerepl6 va-
rosok térkép szerinti tavolsagat. A munkalap A2 celldjatél lefelé hivatkozédssal
adjuk meg az Osszes varos nevét, illetve a Bl-es cellatol jobbra rendre a telep-
helyek varosainak nevét.

8. Az els6 oszlopban és az elsé sorban 1év6 varosok kozotti tavolsdgot adjuk meg
a sorok és oszlopok metszéspontjaban talalhato celldkban egy masolhaté képlet
segitségével km mértékegységben, egész szamként megjelenitve. A CA oszloptol
vagy a 350. sortdl segédcelldk hasznalhatdk a szamitdasokhoz.

9. Készitsiink egy keresés nevii munkalapot, amely alkalmas arra, hogy megmu-
tassa, hol vannak egy adott varoshoz az adott tavolsdgon beliili telephelyek.
Az Al-es celldba a ,Varos” szoveget irjuk, az A2-es celldba egy magyar véros
nevét, a Bl-es cellaba a ,Telephely” és a C1 cellaba a ,, Tavolsag” szoveget.
A B2-es celldban hatarozzuk meg a legkozelebbi telephely véarosat és a C2-es
celldban a két varos tdavolsagat km-ben. Ebben a celliban a meghatarozott
érték mellett jelenjen meg a ,,km” mértékegység.
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Bekiildend6 egy tomoritett i374.zip fajlban a megoldds rovid leirasa
(1374 .pdf), amely tartalmazza a haszndlt tdblazatkezelé program nevét és verzi-
6jét, valamint a megoldést ad6 tabldzatkezel munkafiizet (i374.x1sx, 1374.0ds,

).

I. 375. Készitsiik el a kozlekedési csomépont probléma mechanikai modelljé-
nek szamitégépes valtozatat.

A probléma lényege: adott harom varos, egy kozos kozlekedési csomépont-
hoz szeretnének utat épiteni gy, hogy az 6sszkoltség minimalis legyen. Az eredeti
probléma mechanikai interpretaciéjat Pélya Gyorgy adta, amelynek lényege: he-
lyezziink el a harom pontban egy-egy csigat, azokon vessiink at egy-egy kotelet,
amelyet fogjunk Ossze egy kozos pontban, a tulsé végiikre pedig egy-egy azonos
nagysagu sulyt erdsitsiink. A rendszer egyensilyi allapota — amikor a k6zos pont-
ban haté erdk kioltjak egymdast — adja meg a csomoépont helyét. (Pdlya Gyorgy:
Indukcid és analdgia, Gondolat, 1988, 165-171.)

A fenti rendszert dltalanositsuk n pontra. A megjelenitést egyszeriisitsiik azzal,
hogy a csigdkat a pontokat tartalmazo sikon egy adott helyen vagott lyukkal helyet-
tesitjiik. A fonalakat egy kozos pontbdl a lyukakhoz vezetett szakaszokkal abrazol-
juk. (A kozos pont a lyukon nem haladhat 4t.) A modell 3 pontra itt tekinthet$ meg:
http://demonstrations.wolfram.com/PolyasMechanicalModelForTheFermatPoint/.

A szamitégépes modell a kovetkezOképpen legyen hasznédlhato:

e n értékét a 3 és 8 kozott szabadon megadjuk;
e a lyukak helyét a feliileten megadhatjuk, de véletlenszer(i elhelyezést is vé-
laszthatunk;
e a program az egyensulyi helyzet felé lépésenként halad az aldbbiak szerint:
a. a feliiletet feliilnézetbdl latjuk;

b. a kozos pontra haté erdket a beléle induld, fondlirdanyban mutaté egység-
vektorokkal szemléltetjiik;

c. léptetéskor az Osszekottetési pontot a program a fenti egységvektorok
ereddjének iranyaba mozditja.
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A megoldést barmely programozasi eszkozzel elkészithetjiik. Ugyeljiink a szép
megjelenésre és a konny hasznélhatésagra.

Bekiildend$ egy tomoritett (i375.zip) dlloményban a megoldds leirdsa
(1375.pdf), amely tartalmazza megoldds lényeges 1épéseinek ismertetését; vala-
mint a program forrdsnyelvi valtozata és a forditdsahoz és miikodéséhez sziikséges
f4jlok.

A feladatok megolddsai regisztracié utan a kovetkezé cimen toltheték fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2015. majus 10.

S. 98. Szeretnénk a szamitégépiinket feltjitani, ezért vasarolnunk kell bele
néhany alkatrészt, igy a régieket az ujakra tudjuk cserélni. A lehet6 legolcsébban
szeretnénk a felujitast elvégezni, igy a legkevesebb alkatrészt szeretnénk megvasa-
rolni (mindegyik azonos drban van). Viszont el6fordulhat, hogy valamilyen Gssze-
tartozo k db alkatrész koziil k — 1-et 1jra cseréliink, ekkor kotelezéen a k-adikat is
ki kell cserélni. A boltban 6sszesen N (1 < N < 1000 000) tipust alkatrész taldl-
haté (1-t8] N-ig szdmozva). Az Gsszetartozé csoportok mérete barmekkora lehet,
de Osszes méretiik legfeljebb 250 000 lehet. Tudjuk tovabba azt is, hogy az 1-es
szamu alkatrészt mindenképp ki kell cserélniink.

A program olvassa be a standard input els§ sordbdl N-et és C-t (a csopor-
tok szamat), majd a kévetkezd C sorbdl a csoportban 1évé alkatrészek db; szdmat,
majd a csoportban 1év6 alkatrészek tipusat db; darab 1 és N kozotti egész forma-
jaban. A két csoportnak akér kozos elemei is lehetnek. A program irja a standard
output elsé sordba a megvasarolandd alkatrészek minimalis szamat. Magyarazat:
a példaban az 1, 2, 3, 4-es szdmu alkatrészeket kell megvenni.

Példa bemenet: Példa kimenet:
10 4 4

213

234

6123467

44321

Pontozas és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét to-
moren, de érthetden leiré dokumentacié 1 pontot ér. A programra akkor kaphato
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futasidokorlaton beliil.

Bekiildend6 egy tomoritett s98.zip allomdnyban a program forrdskddja
(s98.pas, s98.cpp, ... ) az .exe és mds, a fordité dltal generdlt dllomdnyok nélkiil,
valamint a program révid dokumentdciéja (s98.txt, s98.pdf, ... ), amely a fenti-
eken til megadja, hogy a forras mely fejlesztéi kornyezetben fordithato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezd cimen toltheték fel:

https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2015. méajus 10.
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Népszerii csillagdszati miivekben, filmekben gyakran utalnak ra, hogy a csil-
lagok a legkiilonfélébb sziniiek lehetnek. Kozismertek az olyan kifejezések, mint
,VOros orias” vagy ,fehér torpe”, de beszéliink pl. ,sarga déridsokrol” vagy , kék szu-
peréridsokrél” is. A Mars kozismert dllandé jelzéje ,a voros bolygd”. A webolda-
lakon vagy népszert tudoméanyos cikkekben, kényvekben gyakran latott latvanyos
égboltfelvételek szinei egyenesen lenyligozéek. Mégis, ha egy sotét éjszakan az égre

tekintiink, az ott latott fénylo pontok szinében csak enyhe arnyalati kiillonbségeket
fedezhetiink fel.

Ennek oka az emberi latas fizioldgidjaban keresend6. Mint ismeretes, szemiink
fényérzékeny sejtjei két tipusba sorolhatdk. Nappali vildgossagban a latas feladatat
els6sorban a szinérzékenységgel is rendelkez6 csapsejtek végzik. A Hubble trtdvesd
és més nagy teleszkopok latvanyos égboltfelvételein — ha a valds szinek hii reprodu-
kélasa a cél — a kiilonb6z6 hulldimhossztartomanyokban felvett monokrom képeket
teszik a megfelel6 szinekben egymadsra. Mivel az igy nyert képeket monitorunkon
vagy a konyvek oldalain kellen erds fényerosséggel szemléljiik, szemiink csapsejtjei
segitségével szineiket teljes mélységiikben élvezhetjiik.

A csillagok szinei

A csapok fényérzékenysége azonban korldtozott, ezért csokkend fényer6sség
mellett a fényérzékelés egyre nagyobb mértékben a masik sejttipusra, a palcikakra
hérul, melyeknek viszont nincs szinérzékelése. A latott szinek élénksége ennek meg-
felelGen a fényerosség fiiggvénye — okkal nevezi a magyar ,sziirkiiletnek” a nappal
és az éjszaka kozotti dtmenetet! Ez a mechanizmus az evolicié sordn nyilvdn nem
véletleniil, hanem a jel-zaj viszonyt, illetve a fénybdl kivont informéaciétartalom
egyideji optimalizaldsanak kovetelményének megfeleléen alakult ki.

Voros az ég alja — vulkan tort ki tegnap ...

Ez a magyarazata annak is, hogy bar a felkel6 vagy lenyugvé csillagok fénye
a napéhoz hasonléan jéval vorosebbé valik, a csillagok esetében ez a jelenség kevéshé
szembeotld, mint a fényes napkorongnél. Kevésbé feltiing, de nem észrevehetetlen:
a legelterjedtebb magyarazat szerint éppen ezért nevezték az égbolt legfényesebb
allocsillagat, a kozismerten fehér szint Siriust az 6kori megfigyelok kovetkezetesen
vorosnek. Az ékori csillagdszok ugyanis nagy hangsilyt helyeztek a kelési és nyug-
vasi jelenségek megfigyelésére, igy észleléseiket rendszerint a latéhatarhoz kozel
végezték. (Persze ez csak a fenti n. ,vords Sirius rejtély” legprézaibb magyara-
zata. Akadnak egyéb spekulaciok is, melyek kiilonféle egzotikus asztrofizikai vagy
légkoroptikai folyamatokat feltételeznek.)

Mint ismeretes, a lenyugvé nap és korotte az égbolt voros szine a fény 1égko-
ron at megtett hosszabb utja kovetkeztében megnovekedett 1égkori fényszérasnak
koszonhetd. Az ibolyatdl a zoldig terjedd szintartomanyban a széras féként a le-
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veg6 molekuldin torténé Rayleigh-szdérédst jelenti. A kiszérédott fény adja az égbolt
kék szinét. A sérga és voros szinii fény ugyanakkor féként a légkor felsé rétegei-
ben lebeg6 mikroszkopikus méretli szemcséken, az in. aeroszolokon szérodik. Ezek
mennyisége erdsen valtozé. Nagy vulkankitoréseket kovetéen honapokig, sét éve-
kig lebeghetnek a sztratoszféraban apro kénsavcseppek, melyek a fényszérast igen
megnovelik. Ezzel befolyasoljdk bolygénk éghajlatat is: az indonéz szigetcsoport-
ban fekvé Tambora 1815-6s kitorését pl. a gydszos emlékili ,nyar nélkiili év” kovette,
mely Eurépaban silyos éhinséget okozott. De az aeroszolok jétékonyabb hatasaként
ilyenkor a szokottnél latvanyosabb naplementékben is gyonyorkédhetiink. Nemré-
giben D. Olson amerikai csillagasz mutatott ra, hogy az expresszionizmus el6futa-
rdnak tekintett norvég festé, Edvard Munch hires festménye, ,,A sikoly” nem oly
mértékben a miivész fantdzidjanak terméke, mint azt kordbban gondoltdk: Munch
feltehetOleg a Krakatau 1885-6s kitorését koveto, vilagszerte csodalt ,,vulkéni nap-
lementék” egyikét orokitette meg.

Z5ld csillagok helyett z6ld k6dsk

Az égbolt szineivel kapcsolatos mésik zavarba ejt6 koriilmény, hogy a csillagok
kéktél vorosig terjedd szinskdlajan nem fordulnak el6 zold csillagok. Monokroma-
tikus, azaz egyetlen hullamhosszisaggal kisugarzott fényt zold sziniinek a 495—
570 nm hullamhossztartomanyban érzékeliink. Kétségkiviil vannak olyan csillagok,
melyek sugdrzdsa ebben a tartomédnyban éri el maximalis intenzitdsat. (Ezek egyéb-
ként az 5100 és 5800 K kozotti feliileti hémérsékletii csillagok — kozéjiik tartozik
a Nap is!). A csillagok fénye azonban nem monokromatikus, hanem nagyon is széles
hullamhossztartomanyban bocsatodik ki: a kibocsatas hullimhosszfiiggését az un.
Planck-fiiggvény irja le. Ezért még az ilyen csillagok altal kibocsatott fény zome
is a zold tartomanyon kiviill esik, s a szinkeverés torvényei, valamint a Planck-
fliggvényt kovetd intenzitaseloszlas kovetkeztében Osszességében sargasnak latjuk
6ket (noha érdekes médon a monokromatikus fényt csak az igen sziik 570-590 nm
hulldmhossztartoméanyban érzékeljiik sargénak).

Mégiscsak akadnak ugyanakkor olyan forrasok az égbolton, melyek zdldes ar-
nyalatban pompéaznak. Ezeket a fenti gondolatmenet alapjdn az elsésorban egyes
jOl meghatarozott hullimhosszakra koncentralt, un. vonalas sugédrzast kibocsato
égitestek, az emisszids kiodok kozott kell keresniink. Az emisszids kodok olyan ritka
csillagkozi felhdk, melyekbe forrd, kékes szindrnyalatu csillag dgyazodik. A kék csil-
lag jelentds ultraibolya sugdrzast is kibocsét, mely a felh$ anyagat ionizalja. Az io-
nizéacids és rekombindcids folyamatok dinamikus egyensilya sordn folyamatosan
alakulnak ki épp most rekombindlédott, magas gerjesztettségii atomok és ionok.
Ezek elektronjai egyre alacsonyabb energiaszintekre ,bucskaznak”, s ennek soran
bocsatjak ki a vonalas sugarzast.

Valéban, mar régen észrevették, hogy egyes kicsiny kompakt, un planetdris ko-
dok kimondottan zoldes szinben ragyognak. Amikor 150 éve, a csillagdszati spekt-
roszkopia — és ezzel az asztrofizika — hajnalan szinképiiket el6szor felvették, két
erés szinképvonal tiint fel benniik 496 és 501 nm hulldmhossznal. Foldi laboraté-
riumokban ezekkel a vonalakkal még soha nem taldlkoztak, ezért kezdetben egy
4j kémiai elem vagy anyag, a ,nebulium” jelenlétével prébaltak értelmezni ket
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(lat. nebula = kod). Végiil azonban 1927-ben a kétszer ionizalt oxigén vonalaiként
sikeriilt azonositani 6ket. A vonalak nagyon kis valdszinliségii, in. tiltott atomi
atmenetekhez tartoznak, ezért csak a csillagk6zi tér nagyon alacsony striiségii ko-
zegében johetnek létre, ahol a kibocsaté ionok kozotti iitkozések elég ritkak ahhoz,
hogy elektronjaik , megvarhassak” a spontdn fotonkibocsatast.
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Petrovay Krist6f

Fizika feladatok megoldasa

P. 4638. Egy testet 12 m/s sebességgel fiiggdlegesen felfelé hajitunk a Holdon.

Mekkora lesz a test sebessége a folfelé mozgds félidejében? Es a folfelé mozgds kézben
féliton?

(3 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldéas. Az egyenletesen lassulé mozgast végzo test sebessége az iddvel
aranyosan csokken, a felfelé mozgds félidejében tehat a test sebessége a vy kezdé-
sebesség fele,

L _gm
v = 2’00 = S
lesz.

A felfelé mozgd test mozgasi energidja a megtett uttal ardnyosan csokken,
tehat féluton a mozgasi energia éppen a kezdeti értékének fele lesz. Mivel a mozgasi
energia a sebesség négyzetével aranyos, a feleakkora energidhoz

() m
Vg = —= A~ 8,5 —
V2 s

sebesség tartozik.

Megjegyzés. Az eredmény fiiggetlen a nehézségi gyorsulds szamértékétél, tehat a Fol-
don eldobott testre is érvényes lenne, ha a mozgas soran a kozegellendllas elhanyagolhato.

Tobb dolgozat alapjdn

78 dolgozat érkezett. Helyes 56 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 22, nem versenyszerii
1 dolgozat.
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P. 4684. A homoru tikor gorbileti kizéppontjabdl kiindulva egy pont mozog
egyenletesen és egyenes vonalban a tikor optikai kézéppontjdig. Adjuk meg és db-
razoljuk a kép helyét az idé fiigguényében!

(4 pont) Strasser V. Bend (1884-1966) feladata

Megoldas. A gombtiikor gorbiileti sugara a kétszeres fékusztavolsdggal egye-
zik meg. Ha a mozgd pont sebessége v, akkor az induldsatdl szamitott ¢ id6 milva
a tiikortol 2 f — vt tavol lesz, ekkora a képalkotas szempontjabdl figyelembe vehetd
targytavolsag. A leképezési torvény szerint

I | . 1
K fo2f—ut K
ahonnan a képtavolsag:
2f 2f — vt
k(t) = .
f (t) ot f
t
! 2f Ez a fiiggvény a t = f/v id6pillanatban (amikor
v v a mozgd test éppen a tiikkor fékuszpontjihoz ér-

kezik) nincs értelmezve, ekkor nincs képalkotds.
A fliggvény grafikonja egy hiperbola két dganak
0 < vt <2f (de vt # f) része.

Toth Miklos (Keszthely, Vajda Jdnos Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

37 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibds 6 dolgozat.

P. 4687. A wildgirben két pontszerinek tekinthetd test bizonyos tdvolsdgra
helyezkedik el. Ha az eqyik testet nem engedjiik elmozdulni, a mdsik test Ty = 6 perc
mulva fog nekititkozni. Forditott esetben ez az idd To = 8 perc. Mennyi idd telik el
az litkozésig, ha mindkét test szabadon elmozdulhat?

(5 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

I. megoldas. Jeloljitk a nagyobb tomegl test tomegét M-mel, a kisebbét
m-mel, a kezdeti tavolsdgukat pedig R-rel!

Foglalkozzunk el6szor azzal az esettel, amikor az M tomeg test nem tud
elmozdulni. Az energidk vizsgalatabdl kiindulva meghatarozhatjuk a mésik test
v sebességét a testek kozotti r tavolsag fiiggvényében:

mM 1 9 mM

R 2 r
ahonnan
1 1
U () = [27M | = — =
m(T) g <7‘ R)
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Ugyanezt a szamitast a masik testre is elvégezhetjiikk. Ha az m tomegi test
rogzitett, akkor a t6le éppen r tdvolsdgban 1évé masik (M tomegli) test sebessége

ot (r) = 1| 2ym C _ ]1%)

Osszuk fel az R tavolsdgot sok kicsiny, egyenként Ar hosszisdgi szakaszra.
Az egyes szakaszok legyenek olyan kicsinyek, hogy a mozgo testek sebességét a sza-
kasz mentén jé kozelitéssel dllandénak tekinthessiik. Azokat a szakaszokat, amelyek
ugyanolyan messze vannak a mésik (rogzitett) testtol, a mozgd testek

lesz.

Af, = Ar 7
U (1)
illetve A
Aty = 0
v (r)

idGtartamok alatt futjak be. A fenti két egyenletet elosztva egymédssal a

At,,  [m

Aty VM

aranyossdghoz jutunk, majd ebbél dsszegzéssel (a mozgdsok teljes idejének ismert
értékeit felhasznélva) megkapjuk a testek tomegének ardnyét:

6perC:ZAtm:1/%ZAtM:1/%~8perc,

vagyis

Ha mindkét test szabadon elmozdulhat, vagyis nem hat rajuk kiilsé erd, a rend-
szer kezdetben all6 tomegkdzéppontja mindvégig nyugalomban marad. Amikor
a két test Osszeiitkozik, az iitkozés nyilvan a tomegkozéppont helyénél kovetkez-
het be. Kezdetben az m tomegi test a tomegkozépponttol

M 16
m—i—MR_%

™m

tavolsdgra van, és a késobbiekben is fennmarad ez az arany: amikor a testek
tavolsdga valamekkora r értékre csokken, a tomegkozéppont és az m tomegi test
tavolsaga x = %r lesz. Az m tomegi testre haté eré ilyenkor

mM mM
F(T):_’y r2 :_’)/(E )2>
167
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amit

alakban is felirhatunk, ahol
16\’
m*=|—=| M.
Léthatd, hogy az m tomegii test (az M tomegli test vonzdsdnak hatdséra) éppen
gy mozog, mintha a rogzitettnek tekinthetd tomegkozéppontban egy m* tomegii

fiktiv test helyezkedne el, ennek graviticiés vonzoereje hatna az m tomegu testre,
és a masik (az M tomegll) test egydltaldn nem is lenne jelen.

Mennyi id6 alatt iitkozik az m tomegil test az m™* tomegll (rogzitett) von-
zécentrumnak? Erre a kérdésre ismét az energiatétel felhasznaldsaval kaphatunk
valaszt. A test sebessége x tavolsdgban a vonzdécentrumtol:

1 1
v(z) = | 2ym* (m - 16)'
xR

(Kihasznaltuk, hogy az induldsnél a test x = R, = %R tavol volt a tomegkozép-
ponttdl.)

Osszuk fel a test palydjat a kezdéponttdl a tomegkozéppontig kicsiny Az hosz-
szusagu szakaszokra. Egy-egy ilyen szakaszon

Ar
v(x)

id6 alatt halad végig a test, a mozgas teljes ideje pedig ezen kis idétartamok
Osszege lesz. Hasonlitsuk Ossze ezeket az id6tartamokat az elsd esetben (rogzitett
m tomegll testnél) kiszamitott idétartamokkal! Ha az z tdvolsdgokat az ottani
r értékek ;—g aranyu kicsinyitésének valasztjuk, a szakaszok hosszédnak aranya

At(z) =

A:L‘_IG

Ar 25

a sebességek aranya pedig

v(z) _ -z
Um(r (L1 (L1 5
S R T
Ezek szerint
Bi(a) _ Br valr) 16 5 _4
Aty (r)  Ar wv(z) 25 4 5
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Ez az ardny a kicsiny idétartamok Osszegére is érvényes, tehdat ha mindkét testet
elengedjiik, azok

4 4
T= ZAt(m) =% ZAtm(r) =% 6 perc = 4,8 perc

miulva fognak talalkozni.
Kaposvdri Péter (Miskolc, Herman O. Gimn., 12. évf.)

I1. megoldas. Jeloljiikk a keresett id6t Ts5-mall Megmutatjuk, hogy nemcsak
a feladatban szereplé gravitdcids eré hatdsara mozgé testeknél, hanem tetszdleges
er0torvény esetén fennall:

111

7T T

vagyis a megadott T; és Ts idotartamok mellett

[ T272
Ty =,/ —=t"2_—=48 .
3 T12 + T22 ,O0 perc

Ha az r tévolsigra 16v6 testek kozott haté erd F(r), akkor egy m tomegl test
mozgésegyenlete (az origéban rogzitett mdsik test eréterében):

(1) ma = F(r).

Ezen egyenlet megoldasat az teszi egyértelmiivé, hogy tudjuk: ¢ = 0 pillanatban
a test r = R tdvol van az orig6tdl (R ismert érték), és a test sebessége nulla.
Az utkozésig eltel6 id6t az r(T7) = 0 feltétel hatdrozza meg.

Hasonléan a masik test rogzitése esetén az M tomegil test mozgdsegyenlete:
(2) Ma = F(r).

Ha mindkét test elmozdulhat, akkor tomegkozéppontban fognak 6sszeiitkdzni,
igy érdemes az egyik test tomegkozépponttdl mért tavolsaganak idébeli valtozasat
vizsgalni. Ha mondjuk az m tomegi testet tekintjiik, akkor annak a tomegkozép-
ponttdl mért tavolsaga

M
T?
m+ M

ahol r a két test pillanatnyi tavolsagat jeloli. A test mozgasegyenlete:

ma, = F(r).

Ebben az egyenletben a, az x tdvolsdgnak megfelels gyorsulds, vagyis x(t) valtozasi
iitemének (a sebességének) valtozasi iiteme. Mivel az er6torvényben az r tdvolsig
szerepel, célszerli a gyorsuldst is erre a mennyiségre vonatkoztatni. Kihasznédlva x
és r ardnyossagat, a gyorsulasok kapcsolata:

M
Ay = a
T m+ M
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és a mozgasegyenlet
m+ M
M

F(r),

ma, =
amit az a, = a jeloléssel igy is irhatunk:

mM

(3) ooy yche

F(r).

mM

A fenti képletben szerepld kifejezést a két testbdl allé rendszer redukdlt to-
megének nevezik. Ez a kifejezés a tomegeket szimmetrikusan tartalmazza, emiatt
az M tomegi test mozgdsegyenlete — az r tavolsdgnak megfelelé gyorsulassal kife-
jezve — ugyancsak a (3) egyenlet.

Az (1)—(3) egyenletek csak a benniik szerepl6é tomegekben kiilonbéznek egy-
mastol. Ez a kiilonbség azonban egy triikk segitségével ,eltiintethet6”. Ha ugyanis
a testek mozgasarol k-szoros lassitasu videofelvételt készitiink, majd azt normél se-
bességgel jatsszuk le, vagyis a valédi ¢ id6 helyett a ¢’ = ¢/k mennyiség fiiggvényé-
ben irjuk le a mozgast, akkor a vesszés ,,idohoz” tartozd sebességek és gyorsulasok
masok lesznek, mint az igazi sebességek és gyorsuldsok:

v’—ﬁ— Ar —kg—kv
AV A(t/k) At T
illetve
o — Av' _ A(kv) _ 5 Av 124
At A(t/k) At '
Ennek megfeleléen pl. az (1) egyenlet ilyen alakot 6lt:
m
ﬁ a/ = F(’/‘),
ami k = v/m vélasztdssal kiilonosen egyszerti lesz:
(1) a'=F(r), ha k=+m.

Hasonlé médon az M tomegil test mozgdsegyenlete (rogzitett m mellett):
(2) a=F(r), ha k=+vVM,
és végiil mindkét test szabad mozgasa esetén:

mM
m—+ M

(3 a=F(r), ha k=

Az (1'), (2') és (3") egyenletek azonos alakja (és az azonos kezd6feltételek, ne-
vezetesen 7(0) = R és v'(0) = 0) miatt az Osszeiitkdzések az egyenletekben szerepld
vessz6s id6ben mérve ugyanakkor, egy bizonyos t' = Ty ,,pillanatban” kévetkeznek
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be. Visszatérve a valédi idévaltozédra ez annyit jelent, hogy a harom esethez tartozé
idotartamok:

mM
m+ M

T1 = \/T%To, T2 = \/MTO és T3 = To.

Innen (Ty kikiiszobolésével) a bizonyitandé

1 1 1

(ERE I
Osszefiiggéshez jutunk.

A fenti, tetszOleges erétorvénynél érvényes relaciot specialis esetekben, pl. a té-
volsdggal ardnyos rugalmas erénél, vagy a téavolsagtdl fliggetlen Fjy erénél kozvet-
leniil is igazolhatjuk, hiszen ezeknél a mozgds a jol ismert harmonikus rezgémoz-
gés, illetve az egyenletesen gyorsulé mozgas. Méskor (pl. a Newton-féle gravitdcids
vonzédsnal) az id6tartamok kiszamitdsa nem ilyen egyszer(i, de a Kepler-térvények
alkalmazdsaval, vagy az I. megolddsban bemutatott médszerrel (az energiamegma-
radds térvényének felhasznéldsdval) megoldhatd.

(G. P.)

40 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 1 dolgozat.

P. 4692. Vizszintes, homogén, B = 0,05 T indukcidji mdgneses mezdben egy
L =20 cm hosszi, A =12 cm? keresztmetszetli, N = 400 menetszdmi, egyenes te-
kercs vizszintes sikban foroghat a kdzepén dtmend fiiggdleges tengely koril. A tekercs
tengelye kezdetben merdleges a mdgneses indukciovonalakra, és két végén egy-eqy
D =24 N/m direkcids ereji, £y = 20 cm hosszisdgi, nydjtatlan, mdsik végén rig-
zitett csavarrugohoz csatlakozik az dbra szerint. A rugdk kezdetben merdlegesek
az egyenes tekercs tengelyére.

A kapcsold zdrdsa utdn a tekercsben dram fog folyni. Mekkora erdsségii ez
az dram, ha a tekercs oo = 60°-0s szdggel elfordulva keril ismét egyensilyba?

(6 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
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Megoldas. A tekercs egyensiilyi helyzetében a mégneses mezd dltal kifejtett
forgatonyomaték és a rugdk forgatényomatékanak dsszege nulla. A magneses mezd
altal kifejtett forgatényomaték az a szoggel elfordult tekercsre

M, = NIBAcos .

A rugék megnytlasa ebben a helyzetben az dbrdn lathaté derékszogli haromszogbdl

szamithato ki:

L > /L .
Al = \/(fo—i— 251na> + (2 cosa) —ly = 0,091 m,

és igy a rugokat feszito er6

F=DAl¢=2]18 N.
A rugéknak az eredeti iranyukkal bezart szoge

L COS
2

£0+A€:9’9’

(p = arcsin
és ennek segitségével a rugderék erCkarja is kiszamithato:
L
k= 3 cos (v — ) = 0,064 m.
A két rugé altal kifejtett forgatényomaték dsszesen

M, = 2Fk = 0,28 Nm,
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és igy a forgatéonyomatékok egyensulydnak M; — My = 0 feltételébdl megkapjuk
a keresett aramerdsséget:

B 2Fk 0,28
- BNAcosa  0,05-400-0,0012-0,5
Di Giovanni Mdrk (Gy6r, Révai M. Gimn., 12. évf.)

34 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 10, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibds 1 dolgozat.

1

A =233 A.

P. 4693. Hdny kelvinen mutat ugyanannyit a higanyos hémérd Celsius- és
Fahrenheit-skaldn, és mennyi ez az ugyanannyi?

(3 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

Megoldas. A Celsius-skéldn tc hémérsékletnek a Fahrenheit-skalan
9

homérséklet felel meg. A tc = tc = z feltétel az

9
= Cx+32
x 5(13’

egyenlet megoldasandl teljesiil:
x=—40 °C = —40 °F,

ami az abszolit hémérsékleti skalan T" = 233 kelvin. Ilyen homérsékletet azonban
a higanyos héméré soha nem mutathat, hiszen a higany —39 °C-on (234 K-en)
megfagy!

Fénai Martin (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., 11. évf.)

117 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 94, hidnyos
(1 pont) 9, hibés 4 dolgozat.

P. 4702. Négy darab 10 cm oldald, kilon-
bozd anyagi mindségl betonkockdt az abranak meg- =
felelen helyeziink egymds mellé, és °Co gamma-
sugdrnyaldbbal wildgitjuk meg” eqgymds utdn 4 pozi- Sl=| 1 2 |:| D1
ciobdl (S1, S2, S3 és S4). A sugdrforrdsokkal szem-
ben, a betonkockdk mogitt 4 detektort is elhelyeztiink
(D1, D2, D3 és D4). Az elsd hdrom mérés szerint
a betonkockdk a sugdrzds intenzitdsdt rendre az ere-
deti érték 86,76, 71,94 és 84,25 szdzalékdval csok-
kentik.

2= 3 4 |]D2

L/
S3 sS4

a) Hdny szdzalékkal csikkent intenzitdst mér a negyedik detektor?

b) Az 1. kocka felezési réteguastagsdga” 6 cm. Mekkora ez — az anyagi mind-
ségtél fliggé — mennyiség a tobbi kockdndl?

(5 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs
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Megoldas. Jelolje r; azt az aranyt, amilyen mértékben az ¢-edik betonkocka
csokkenti a rajta dthaladé sugdrzds intenzitasat (1 = 1,2, 3,4). Mivel az egymds mo-
gott elhelyezked6 betonkockak intenzitdascsokkenési ardanyszamai osszeszorzodnak,
az elsé harom mérés alapjan allithatjuk, hogy

100 — 86,76

1 = — 1 = 0,1324

( ) T1 -T2 100 0,1324,
100 — 71,94

2 =" 202

(2) 3Ty 0 0,2806,
100 — 84,25

3 ry = 0% 0,1575.

(3) LT3 100 ,

a) A negyedik detektor mérésére jellemz6 szorzoéfaktor:

(7‘1 7’2) . (Tg 7’4) _ 0,1324 . 0,2806

T T 0,1575

= 0,2359,

ez az eredeti intenzitds 76,41%-os csokkenésének felel meg.

b) Jeloljiik d;-vel azt a tdvolsdgot, amelyen dthatolva az i-edik betonkocka
anyagdban az intenzitds a felére csokken. (Ezt a tavolsidgot nevezik ,felezési réteg-
vastagsdgnak”.) Egy d = 10 cm vastag betonrétegen dthatolé gammasugarzds in-
tenzitdscsokkenését dltaldnosan az

" - ( % )d/di

képlet adja meg. Az els6 kocka adatait felhasznalva megkaphatjuk, hogy

1\10/6
o= (2> = 0,3150.

Ebbdl és az (1)—(3) osszefiiggésekbdl kiszamithatjuk, hogy ro = 0,4203, r3 = 0,500,
rq = 0,5612; majd ezekbdl (4) felhasznalasiaval megkapjuk a keresett felezési réteg-
vastagsagokat:
log 2
di=——22 " gy=8cm, ds=10cm, dy=8 12m.

log r;

Marozsdk Tébigs (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 9. évf.)

dolgozata alapjan

Megjegyzés. A feladat egy korszerii anyagvizsgdlati és orvosdiagnosztikai mddszer,
a komputertomogréfia (CT) egyszerli modelljét mutatja be. A tomogrdfia gorog elemek-
bél alkotott szd, eredeti jelentése rétegfelvétel. A komputertomografidas vizsgdlatok ma-
tematikai alapjait Johann Radon (1887-1956) cseh matematikus dolgozta ki 1917-ben,
azonban gyakorlati alkalmazdsra a szamitégépek kifejlesztéséig varni kellett, igy az els6
CT-s rontgenberendezések csak az 1960-as évek végén jelentek meg.

42 dolgozat érkezett. Helyes 33 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibas 1 dolgozat.
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P. 4703. Az dbrén ldthatd alakzatban (amely A °
a kézepe felé korldatlanul folytatddik) a fekete ko-
rokkel jelzett pontok kozott 1 Q) ellendlldsu vezeté- .
kek vannak.

Mekkora az eredd ellendllds az A és B pontok
kozott?

(6 pont) Amerikai versenyfeladat nyomdn

Megoldas. A kapcsolds szimmetridja miatt az AB egyenes felezé merdlegesén
elhelyezked6 pontok ekvipotencialisak, tehat a kozottiik esetleg meglévd vezetékek
eltavolithatéak, illetve — ha nem volt kozottiik vezeték — az beiktathatéd. Emiatt
az eredeti kapcsolds és az 1. dbrdn 1lathaté kapcso- A »
las egyenértékii, hiszen P és P, illetve  és Q" akar P
dssze van kapcsolva, akdr nem, az A és B pontok G
kozotti keresett R eredo ellendllas ugyanakkora. @

Az 1. dbrén sotétebben jelolt kis négyzetben
1év6 dramkor C' és D pont kozotti eredd ellenallasa 0
ugyancsak R, ha az dbra kozepe felé a kapcsolas
korlatlanul ismétlédik:

(1) Rap = Rcp = R. 1. Gbra

A kapcsolds az (iires téglalapokkal jelslt) 1 Q-os ellenédlldsokkal a 2. dbrdn
lathaté mddon rajzolhatd le.

1 1

| S| | S|

| I | I

| S| | S|

| S| | S|
2. dbra

A szaggatott vonalak ekvipotencidlis pontjainak rovidre zardsa utdn tovabbi
egyszerusitésekre nyilik lehetGség, ahogy azt a 3. dbra mutatja.

Ennek megfeleléen az (1) rekurziés egyenlet (ohm egységekben):

1 1 1
R w
I+ 5+l
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/4 245



ﬁ} 2015.4.2 — 22:22 — 246. oldal — 54. lap KoMalL, 2015. aprilis gf

N[

ami az R? — 2 = 0 méasodfoki egyenlettel egyenértékii. Ennek pozitiv gyoke adja
meg a keresett eredo ellendllast:

R=Rip=V2Q.

Bekes Nandor (Budapest, Varosmajori Gimn., 10. évf.)

36 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 5 dolgozat.

P. 4708. Téglalap és négyzet alaki lemezt a sikjukra merdleges és kozéppont-
jukon dtmend tengely koril forgatunk. A két lemez tomege, vastagsdga €s striisége
ugyanakkora. A téglalap eqyik oldala a mdsiknak fele. Melyik lemeznek van nagyobb
tehetetlenségi nyomatéka? (Nem sziikséges a tehetetlenségi nyomatékokat kiilon ki-
szdmitani!)

(4 pont) Strasser V. Bend (1884-1966) feladata

Megoldds. A négyzet méretét nyilvan tetszélegesen megvélaszthatjuk. Te-
kintsiik példdul az 1. dbrdn lathaté ABCD négyzetet, amelynek atléja 12 egy-
ség, oldaléle tehédt 12/ V2 egység hosszu, igy a négyzet teriilete 72 teriiletegység.
(Ez a vélasztds nem megy az dltaldnossig rovdsdra, alkalmas hosszisigegység vé-
lasztdsaval mindig elérhet8; csupdn a tovabbi szadmolds leegyszeriisitésére szolgal.)
Ugyanekkora teriiletii és 1 : 2 oldalaranyt az XY UW téglalap is, egy ilyen alaku
lemez tomege tehat ugyanakkora, mint a négyzet alaku lemezé.

Szeretnénk tsszehasonlitani a két lemeznek az O kozépponton dtmend és a le-
mezek sikjara merdleges tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékét. A te-
hetetleségi nyomatékok Gsszehasonlitasa az itt kovetkez6 gondolatmanetben azon
alapszik, hogy valamely test tehetetlenségi nyomatéka a test egyes részeinek tehetet-
lenségi nyomatékaibdl adhatéd 6ssze. Ha csak azt kérdezziik, hogy melyik lemez te-
hetetlenségi nyomatéka nagyobb, a két sikidom kozos részével, vagyis az ALMCPK
hatszoggel nem kell foglalkoznunk, csak a 4-4 kis haromszog O-ra vonatkoztatott
tehetetlenségi nyomatékat kell 6sszehasonlitanunk. Megmutatjuk, hogy a PQD hé-
romszog O pontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka kisebb, mint a PUC
haromszogé, ha tehat a négyzetet az abran lathaté médon atdaraboljuk téglalappa,
a tehetetlenségi nyomaték néni fog.

A két (sotétsziirkén jelolt) haromszog egybevdgd, teriiletiik megegyezik, tehét
a nekik megfelelel6 lemezdarabok tomege ugyanakkora. A hdromszogek tehetet-
lenségi nyomatéka az Si, illetve Sy sulypontra nyilvdn megegyezik, az O pontra
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D
//"\ S /—\\
/1 x/] |o A
w U
f / Vs,
/ 1
LT
A 0 C
]
X Y
NENP NV
T A
B
1. dbra

vonatkoztatva tehat (a Steiner-tétel szerint) annak a lemezdarabnak nagyobb a te-
hetetlenségi nyomatéka, amelyiknek a sulypontja az O ponttdl messzebb talalhato.
Az abrardl leolvashatd, hogy

085 = /52 +22 =29 > V17 =05,

és hasonl6 érvényes a masik 3 haromszog-parra is.

D

2. abra

Mids modon is elvégezhetjiik az ,atdarabolast”. Ha a 2. dbrdn lathaté PQD
haromszéget 90°-kal elforgatjuk az O pont koriil, az M NC haromszoget kapjuk,
amelynek megfelel6 lemezdarab tehetetlenségi nyomatéka nyilvan ugyanakkora ma-
rad, mint amekkora eredetileg volt. Tiikrozziik most az M NC haromszoget a CM
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atfogdjara. A titkrozés soran a haromszog minden pontja messzebb keriil az O pont-
t6l, a C'Y' M haromszog alaki lemezdarab tehetetlenségi nyomatéka tehat biztosan
nagyobb, mint a kiinduldsi helyzetnek megfelel6 PQD alakzaté, és ugyanez érvényes
a masik hdrom kis hdromszogre is. (Vegyiik észre, hogy ennél a gondolatmenetnél
nem kellett felhaszndlnunk a Steiner-tételt.)

Megallapithatjuk tehat, hogy az azonos teriiletii, azonos vastagsagu és azonos
slirliségli (emiatt azonos témegii) lemezdarabok koziil a téglalap alakinak a kozép-
pontjara vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka nagyobb, mint a négyzet alaku
lemezdarabé.

(T6bb dolgozat alapjdn)

49 dolgozat érkezett. Helyes 39 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(2 pont) 5 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 350. Hatarozzuk meg egy hagyomanyos, gaztoltésl izzdlampa burdjaban
1évé gdz nyomasat!

(6 pont) Kozli: Szeder Ldszld, Sarospatak

P. 4725. A szabvanyos pingponglabda dtméréje 40 mm, témege 2,7 gramm.
Mekkora atméréjii vasgolyot kellene a pingponglabdahoz ragasztani, hogy egyiitt
éppen lebegjenek a vizben?

(3 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

N , P. 4726. Egy fekete korongot, amelyre vékony, fehér kor-
t\'/s cikket festettiink, a korong kozepén atmeno, r4 meréleges ten-
- ' - 7’ 7 . . .
SN 4 gely koriil forgatunk, és stroboszképpal (periodikusan felvil-
‘/', \'\ lané fényforrdssal) vildgitunk meg. Milyen Osszefiiggés van
/ ' \" a korong n fordulatszama és az f villogasi frekvencia kozott,
L\ ha nemcsak egyetlen egy, hanem p szamu, allni latsz6 fehér
korcikket figyelhetiink meg (p = 2,3,4,...)7

(4 pont) Orosz feladat

P. 4727. Egy homogén fémlemezbdl kiilonb6z6 alaki, de ugyanakkora terii-
letti sikidomokat vagunk ki. Milyen alaku sikidomnak lesz a sikjara meréleges és
a tomegkozéppontjan atmené tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka
a lehetd legkisebb? (Lasd még a P. 4708. feladat megolddsét lapunk 246. oldalan!)

(4 pont) Strasser V. Bend (1884-1966) feladata nyomén
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P. 4728. A Rosetta tlirszonda leszdll egysége, a Philae, egy olyan iistokos
magjara szallt le, amelynek tomege 1013 kg, és mivel iireges beliil, atlagos stirfi-
sége csak 0,4 g/ em?®. A leszallds ,pattogésra” sikeriilt, az elsé visszapattands utén
113 perc milva érkezett vissza a Philae az {istokos felszinére. Adjunk becslést a ko-
vetkezokre:

a) Mekkora az iistokos magjanak felszinén a gravitdcids térerdsség, és mekkora
a szOkési sebesség?

b) Legalabb mekkora lehetett az els visszapattands sebessége, és legfeljebb
milyen magasra pattanhatott fel a Philae?

A becsléshez az iistokos magjat nem forgd, homogén gombnek tekinthetjiik,
a mozgast pedig alland6 gyorsuldsi mozgasnak. Az alkalmazott atlagos gyorsulds
meghatarozasahoz hasznaljuk fel a visszapattands sebessége és magassaga kozotti
egzakt Osszefiiggést.

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4729. Fiiggblegesen 4116, A =5 dm? bels§ keresztmet-
szetll hészigetelt hengerben egy fondlra fiiggesztett, M = 80 kg
tomegil, konnyen mozgo dugattyu zar el Ty = 300 K homérsékletii
levegét. A dugattyit egy D = 6 N/cm rugddllandéji, nyijtatlan
rugé kapcsolja a mennyezethez. A 1égoszlop hossza o = 1,2 m,
kezdetben a kiilsé és a bels6 nyomds py = 10° Pa. A fondl egy
adott pillanatban elszakad.

a) Mekkora lesz a dugattyt legnagyobb sebessége a 1étrejove
folyamat soran?

b) Mekkora lesz a bezédrt levegd legmagasabb hémérséklete
a folyamat soran?

(5 pont) Kozli: Holics Ladszlo, Budapest

P. 4730. Az dbra szerinti kapcsoldsban az aram-
forrasok kapocsfesziiltsége alland6. A C' kapacitdsu kon-
denzator fesziiltsége 1,8 Uy. Ha az Uy kapocsfesziiltségii
aramforras polusait felcseréljiik, akkor a kondenzator fe-
sziiltsége 1,4 Up-ra csokken. Mekkora az r/R és az ug /Uy

uo

Bt

Vo arany?
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 4731. A kriptongazzal toltott volframszélas izzélampa N P
altal kisugdrzott lathaté fény egyetlen fotonjanak energidja, t\' ~
vagy az izzéban 1évé kriptongdz egy atomjanak atlagos moz- N
gasi energidja nagyobb, amikor be van kapcsolva a lampa? /' 2
Py 4 N N -
(4 pont) Kozli: Bigus Imre, Sdrospatak ‘/“\'
’ \
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P. 4732. Egy ciklotronban protonokat, deuteronokat és a-részecskéket gyor-
sitanak. A legnagyobb korpalya sugara 50 cm. A maéagneses indukciévektor nagy-
saga 1 tesla. Legfeljebb mekkora energiara gyorsithatdk fel ezek a részecskék a cik-
lotronban?

(4 pont) Romdn feladat

P. 4733. Egy hengeres iivegradban a tengelyével par-
huzamosan fénysugarak haladnak, majd a rid végén kilép-
nek a levegdbe, és egyetlen pontba fékuszalédnak. Adjuk meg
a hatarfeliilet alakjat jellemz6 gorbe egyenletét az tiveg n to-
résmutatdja és az f fékusztdvolsig fiiggvényében! (Lasd még
a P. 4646. feladat megoldasat lapunk 2014. évi oktéberi sza-
méban!)

(4 pont) R. P. Feynman nyoman

P. 4734. Szigetel6 anyagu, vizszintes, sima feliile-

2Q A m ten harom darab m tomegi, kisméreti, pozitiv toltési
golyét L hosszusagu, elhanyagolhaté tomegt, szigeteld

fonalakkal kotottiink ossze. Két golyo toltése @, a har-

L L madiké pedig 2Q). Egy adott pillanatban a @ toltési
golyodkat 6sszekoté fonalat elvagjuk.

a) Mekkora lesz a goly6k sebessége abban a pil-

Q m Q m  lanatban, amikor a 2Q to6ltésti golyé sebessége a leg-

nagyobb?
b) Mekkora erd fesziti a fonalakat ebben a helyzetben?
¢) Mekkora az egyes golydk elmozduldsa ebben a pillanatban?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 4735. A Kozmikus Baleseteket Kivizsgdlé Intézet (KOBALKIVI) a kovet-
kez6 rovid jelentést irta egyik fizikus szakértéjének:

LA titdnfalo kis zold emberkék egyik kutato drhajdja rdtaldlt egy tokéletesen
gomb alakid, homogén, titan anyagi kisbolygdra. A bdnydszat elbkészitésére egy
egyenes, a kisbolygo sugardval megegyezd hosszisagu alagutat furtak, és abba sineket
fektettek. (Az alagut mindkét vége a kisbolygo felszinénél volt.) Sajnos az egyik csille,
jollehet befékezték, az alagut eqyik végénel belecsuszott az aknaba. Eleinte gyorsult,
utdna fokozatosan lelassult és visszafordult, majd éppen az alagit kézepén megallt.
A fordulopontndl hajszdl hijan elititte az ott dllé bdnyamestert.”

A KOBALKIVI a kovetkezo kérdésekre vart vélaszt a szakértotél:
a) Hol (az alagit hdnyad részénél) allt a banyamester?

b) Mekkora lehetett a csille kerekei és a sinek kozotti csiiszo sturléddsi egyiitt-
hat4?

¢) Mennyi ideig mozgott a csille, ha a kisbolygé koriil, a felszinhez kézel kering$
{irszonda keringési ideje 24 6ra? (A kisbolygénak nincs légkére.)

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
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Aprilisi potfeladat.” Magyardzzuk meg a hdtsd belsd boritén lathatd furcsa
Ora jeleit!

Kozli: Radnai Gyula, Budapest

*

Bekiildési hatarid6: 2015. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 65. No. 4. April 2015)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 225): Exercises up to
year 10: C. 1287. The positive integers are written on a large squared sheet of paper,
arranged in a spiral, as shown in the figure. What numbers are written in the fields above
and below 20157 C. 1288. H is the point lying closer to vertex B that divides side
AB of parallelogram ABCD in a 1 to 2 ratio. F' is the midpoint of side BC. In what
ratio does the intersection of line segments AF and DH divide them? Exercises for
everyone: C. 1289. We have 5 five-forint coins, 10 ten-forint coins and 20 twenty-forint
coins (HUF, Hungarian currency). In how many different ways can we pay 500 forints
with these coins? C. 1290. Solve the equation 2zy + 2x — 5y = 40 on the set of pairs of
integers (x;y). C. 1291. Find the point on the z-axis where the line segment formed by
points A(2;4) and B(6;1) subtends the greatest angle. Exercises upwards of year 11:
C. 1292. Solve the equation (3\/5)" — (2\/5)” =2"+3"+6" on the set of positive
integers. C. 1293. Alpha & Co. manufacture tennis balls and sell them in packets of four,
arranged in a pyramid in a regular tetrahedral box (figure 1). Another manufacturer,
APHLA, also sells tennis balls in four-packets, arranged in a column in a tall cylindrical
box closed at both ends (figure 2). What is the difference between the surface areas of
the two boxes if the diameter of a tennis ball is 6.50 cm?

New exercises — competition B (see page 226): B. 4705. Let p denote an
odd prime number. Show that the equation z? +pr = y2 has exactly one solution on
the set of pairs of positive integers. (4 points) (Suggested by: B. Németh, Budapest)
B. 4706. The sides of rectangle ABCD are AB = % and BC = 1. Let E be the
point in the interior of line segment AB with AF = 1. Show that LZACE =2-/ZEDB.
(3 points) (Suggested by Sz. Miklds, Herceghalom) B. 4707. Let ¢t > 1 be an odd integer.
Prove that there exist only a finite number of pairs of integers n and k, not smaller

than ¢ such that S = (?) + (?) is a prime. (5 points) (Suggested by B. Maga, Budapest)
B. 4708. O is the centre of the circumscribed circle of triangle ABC, and M is the
orthocentre. Point A is reflected in the perpendicular bisector of side BC, B is reflected
in the perpendicular bisector of side C A, and finally C' is reflected in the perpendicular
bisector of side AB. The reflections are denoted by Ai, Bi, C1, respectively. Let K be the

*A megoldés bekiildhets, de nem szamit bele a pontversenybe.
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centre of the inscribed circle of triangle A1 B1C1. Prove that point O bisects line segment
MEK. (5 points) (Suggested by B. Bird, Eger) B. 4709. Solve the simultaneous equations
2® +y> =13, 2 +y® = 35. (8 points) (Suggested by J. Szoldatics, Budapest) B. 4710.
P is a set of points in the plane such that every disc of unit radius has at least one point
of P in its interior. Is it true that there exists a closed disc of unit radius that contains at
least three points of P? (4 points) B. 4711. Let f(z) = 414_—&-2 Calculate the value of the
sum f(0/2015) 4+ f(1/2015) + f(2/2015) + - - - + £(2014/2015) + £(2015/2015). (5 points)
B. 4712. What percentage of a pencil gets wasted? Assume that a pencil is a cylinder,
infinitely long, and the graphite rod inside is also cylindrical. The axes of the two cylinders
coincide. When the pencil is sharpened, its point is a perfect cone with an apex angle of
12 degrees. When we write with the pencil, its axis always encloses a 42-degree angle with
the plane of the paper. We keep using the pencil until we can no longer write with it since
no matter how we rotate it about its axis, the wood will scratch the paper. Then the pencil
is sharpened again to the shape of a 12-degree cone, but never longer, that is, the tip of
the pencil never changes during sharpening, it only wears in writing. What percentage of
the graphite is wasted by scraping it off with the sharpener? Will someone holding the
pencil at a 45-degree angle waste more than that or less? If so, by how much? (5 points)
(Suggested by E. M. Gdspdr, Budapest) B. 4713. A circle passing through vertices B
and C of triangle ABC intersects side AB at D, and side AC at E. The intersection of
lines CD and BE is O. Let M denote the centre of the inscribed circle of triangle ADE,
and let NV denote the centre of the inscribed circle of triangle ODE. Prove that line M N
bisects the smaller arc DE. (6 points)

New problems — competition A (see page 228): A. 641. Determine whether
there is a finite, nonempty subset S of the square grid in the plane such that every
element of S has at least two neighbours in S and S does not contain four points
that are the vertices of a square (with sides not necessary parallel to the coordinate
axes)? (Proposed by: Mdtyds Sustik, San Francisco) A. 642. Let n > 3, let z1,...,z, be
nonnegative numbers, and let A =3" =z, B=Y" 27 and C = 3"  z}. Prove that
(n+1)A’B+(n—2)B* > A" + (2n—2)AC. A. 643. For every positive integer n, let P(n)
be the greatest prime divisor of n® + 1. Show that there are infinitely many quadruples
(a,b, c,d) of positive integers that satisfy a < b < ¢ < d and P(a) = P(b) = P(c) = P(d).

Problems in Informatics
(see page 228)

I. 373. An effective way to format a text is to use styles: various attributes of text
blocks can be set simultaneously with the corresponding styles, instead of setting the
attributes one by one. In most applications, styles are not separate elements, but they can
be given a tree structure. A particular attribute of a text block is determined by a value
set locally. If a value is not given locally, then that attribute is determined by the one
occurring in the corresponding style, or in the closest style above the actual style in the
tree structure.

In this task we work with a simplified model of the above: text blocks are paragraphs,
and attributes are positive integers. Create your program i373 to perform the following:
for a given description of styles, it should produce another equivalent description, as
compact as possible, then list the actual attributes for each text block.

The input file (“Bemenet” in the ezample) consists of two parts. The first line of the
first part is the number of the styles s, then each of the following s lines describes a style.
The first character (an uppercase letter of the English alphabet) is the style name, the
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next one is the style name just above the actual style in the tree structure (for the tree
root, these first two characters are identical), then each attribute—value pair is given in the
form of “a lowercase English letter—positive integer”. Values are separated by exactly one
space character. The second part of the input file first contains the number of paragraphs b
(b < 500) in the text. Then each of the following b lines describes a paragraph. The first
character is the name of the applied style, then the locally valid attribute—value pairs are
listed in a format similar to the one specified in the first part of the file.

The structure of the output file (“Kimenet” in the ezample) is the same as the
structure of the input file. The first part of the file contains the simplified style descriptions.
In a simplified style description, a particular attribute should not appear if it does not
modify the same attribute set in the styles above the actual one in the tree structure. The
second part of the file contains a complete description of the actual attributes for each
paragraph.

The first and second command line arguments to your program are the name of the
input and output files, respectively.

The source code of your program (i373.pas, 1373.cpp, ...) with a short documen-
tation (i373.txt, i373.pdf, ...) — containing a brief description of your solution and
specifying the developer environment to compile the source code — should be submitted
as i373.zip.

I. 374. A certain car manufacturing company has arrived in Hungary. They want
to establish marketing offices and service centers in some Hungarian towns outside the
capital, mostly in county towns or in some bigger towns in each county. The tabulator-
separated and UTF-8 encoded text file motelep.csv contains the town names in the
country, the X and Y coordinates (in meters) to locate the towns on the map, the name
of the county of each town, and the name of the service center if such center will be
established in that town. By using a spreadsheet application, you should solve the following
tasks. You should save your solution 1374 in the default application file format. You can
also use the image momegyek.png containing a county map of Hungary. Both files can be
downloaded from our webpage.

1. Open the file motelep.csv in a sheet starting from cell Al, then rename the sheet
to varosok (= towns). The sheet heading should contain the titles Véros (= town),
TérképX (= map X), TérképY (= map Y), Megye (= county) and Telephely (= service
center), displayed in bold with gray background and horizontally aligned in the
center.

2. Round the X and Y coordinates to integers, replace the original data with these, and
use the new data in the following. Non-empty cells of the sheet should be bordered
with a thin border. Data should be sorted according to county names, then, within
each county, according to town names.

3. Create a diagram to display the towns in a sheet named vdarosok diagram (= town
diagram). Town locations should be represented by disks without their boundaries
and filled with RGB (132, 60, 12) color.

4. The background image of the drawing area of the diagram should be the
momegyek.png file. The diagram axes should be set such that no towns should ap-
pear outside the country, and settlements close to the capital Budapest should appear
close to the capital boundary. The westernmost town Szentgotthard, moreover, Bal-
assagyarmat (located to the north of the capital) should be just on the boundary
lines.

5. The diagram should have no legend. The diagram title “Magyarorszag varosai és
megyéi” should appear in the upper left corner, outside the country, having the same
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text color and with orange RGB (255,230, 153) background color. Axes and grids
should not be visible.

6. On a different sheet you should collect all the data corresponding to towns in
which a service center will be established. The name of this new sheet should be
telephely, and it should be formatted as the varosok sheet. You should create a sheet
telephely diagram having the same format as the previous diagram and containing the
towns with service centers. The diagram title should be “Magyarorszagi telephelyek”
(= Hungarian service centers).

7. Create a sheet tavolsagok (= distances) that gives the distance between an arbitrary
town and a town with a service center. Distances are measured by using the map
(X,Y) coordinates and the Pythagorean theorem. Starting from cell A2 downwards,
all town names should appear by using a reference, and all town names with a service
center should appear to the right of cell B1.

8. Distances between towns in the first column and towns in the first row should appear
in the corresponding cell in the column-row intersection by using a formula that can
be copied, having km as a distance unit, and using only integer values. Auxiliary
cells for computations can be placed to the right of column CA or below row 350.

9. Create a sheet keresés (= search) to display service centers within a given distance
from a given town. Cell Al should contain the text “Varos”, cell A2 should contain
the name of a Hungarian town, cell B1 should have the text “Telephely”; and cell
C1 should contain “Tavolsdg”. In cell B2 the closest town with a service center
should appear, and cell C2 should contain their distances in km units. In this cell the
numerical value should be followed by the text “km”.

A short description of your solution (i374.pdf) containing the name and version of
the spreadsheet application and your actual solution sheet (1374.x1sx, i374.o0ds, ...)
should be submitted in a compressed file i374.zip.

I. 375. In this task we study a mechanical model for the road junction problem by
using a computer simulation.

The junction problem asks the following. We are given the location of three towns.
Where to put the junction such that the total cost of roads to be built from the junction
to the towns is minimal? A following mechanical model for this problem was given by
Pélya Gyorgy (see in his book George Pdlya: Induction and Analogy in Mathematics,
Princeton Univ. Press, 1954). We fix three pulleys with ropes, join one end of the ropes
at a common point, and attach three equal weights on the other ends of the ropes. The
equilibrium point of the system (where the forces acting at the common point cancel each
other out) gives the location of the road junction.

You should generalize the above model to n points, and display the resulting sys-
tem on the screen. To simplify the appearance, we replace each pulley with a hole
cut in the plane that passes through the n points. Each rope is represented by a line
segment joining the holes and the common point. The common point cannot be in-
side a hole. A model for n =3 created by using the Wolfram Language is found at
http://demonstrations.wolfram.com/PolyasMechanicalModelForTheFermatPoint/.

Your computer model should have the following properties.

e The user should be able to set the value of n between 3 and 8;
e The user should be able to specify the location of the holes in the plane, but a random
hole configuration can also be chosen;
e Your program approximates the equilibrium state iteratively according to the follow-
ing rules:
a. the plane is viewed from above;
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b. forces acting at the common point are represented by unit vectors along the
direction of the ropes;

c. at the next iteration step the common point is moved to the direction determined
by the sum of the unit vectors.

You can use any programming environment to solve the task. Your simulation should
have a nice appearance and be easy to use.

A description of your solution (1375.pdf) containing the main steps and observations,
the source code of your program, and any files necessary to compile or run the program
should be submitted in a single compressed file (1375.zip).

S. 98. We are upgrading our computer, so we have to buy some components, and
replace the old ones with new. We want to minimize the total cost, hence we should buy
the least number of new components. Each component has the same price. However, it can
happen that certain k — 1 components out of a group of k components belonging together
have to be replaced. In this case the kth component should also be replaced. The shop
contains N types of components (1 < N < 1000 000, numbered from 1 to N). A group
of components belonging together can have an arbitrary size, but the total size of such
groups is at most 250 000. We also know that Component 1 should be replaced anyway.

Your program should read the values of N and C' (the number of groups) from the
first line of the standard input. Then, from each of the following C' lines, it should read the
number of components db; belonging to that group, finally the type of each component
in that group as db; integers between 1 and N. It is possible that two groups have some
common components. Your program should write the minimal number of new components
to be bought in the first line of the standard output.

In the example, “Példa bemenet” is a sample input, while “Példa kimenet” is the
corresponding output. In this situation we have to replace Components 1, 2, 3 and 4.

Scoring and bounds. You can obtain 1 point for a brief and proper documentation
clearly describing your solution. Nine further points can be obtained provided that your
program solves any arbitrary valid input within 1 second of running time.

The source code (s98.pas, s98.cpp, ...) without the .exe or any other auxiliary
files generated by the compiler but with a short documentation (s98.txt, s98.pdf, ...),
also describing which developer environment to use for compiling the source, should be
submitted in a compressed file s98.zip.

Problems in Physics
(see page 248)

M. 350. Determine the pressure of the gas in the bulb of a traditional gas filled
filament lamp.

P. 4726. The diameter of a standard table-tennis ball is 40 mm, and its mass is
2.7 grams. What is the diameter of that iron ball, which should be attached to the table-
tennis ball, in order that they just float in the water? P. 4727. A narrow circular sector
of a black disc is painted white. The disc is rotated about an axis which goes through its
centre, and is perpendicular to the disc, and the rotated disc is illuminated with strobe
light (a periodically flashing light source). What is the relationship between the number
of revolutions n of the disc and the flashing frequency f, if not only one, but a number
of p seemingly steady white sectors can be observed on the disc (p = 2,3,4,...)? P. 4728.
Different shapes of planar figures, which have the same area, are cut from a uniform
metal sheet. What is the shape of that figure which has the least moment of inertia
calculated around an axis which goes through the centre of mass of the figure and which
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is perpendicular to the plane of the figure? P. 4729. Philae, the lander of the space probe
called Rosetta, landed on the nucleus of a comet of mass 10" kg, and of average density
0.4 g/cm®, which is due to the fact that inside the nucleus there are voids. The landing
was “bouncy”, Philae arrived back to the surface of the nucleus of the comet 113 minutes
later after its first bounce. Give estimation for the following: a) What is the gravitational
field strength on the surface of the nucleus of the comet, and what is the escape speed?
b) What was the least speed of the first bounce, and to what greatest height could Philae
bounce back? For the estimation, the nucleus of the comet can be considered as a uniform
sphere, which is not rotating, and the motion can be considered as uniformly accelerated.
For determining the average acceleration use the exact relationship between the speed
and the height of the bouncing. P. 4730. An easily moveable piston of mass M = 80 kg is
suspended by a thread in a vertical cylinder of inner cross section A = 5 dm?, and encloses
a sample of air at a temperature of Tp = 300 K. The piston is attached to the ceiling by
an unstretched spring of spring constant D = 6 N/cm. The length of the air column is
fo = 1.2 m, and initially the pressure inside and outside is po = 10° Pa. At a moment
the thread breaks. a) What will the greatest speed of the piston be during the initiated
process? b) During the process what will the greatest temperature of the enclosed sample
of air be? P. 4731. The terminal voltages across the voltage supplies connected as shown
in the figure are constant. The voltage across the capacitor C' is 1.8 Uy. If the terminals of
the voltage supply Uy is swapped over then the voltage across the capacitor decreases to
1.4Uy. Determine the ratios of r/R and of ug/Uy. P. 4732. Which is greater: the energy
of one photon emitted by a filament lamp made of Tungsten and filled with Krypton, or
the average kinetic energy of an atom of the Krypton gas in the lamp, when the lamp
is operated? P. 4733. In a cyclotron protons, deuterons and a-particles are accelerated.
The radius of the greatest circular path is 50 cm. The magnitude of magnetic flux density
is 1 Tesla. To what greatest energy can these particles be accelerated in this cyclotron?
P. 4734. Light-rays travel in a cylinder shaped glass rod parallel to the symmetry axis
of the rod, and when they enter to air at the end of the rod they brought to focus at
one point. Give the equation of the boundary curve in terms of the refractive index of
glass n, and of the focal length f. P. 4735. Three small positively charged balls of mass m
are attached by massless insulating threads of length L and are placed to a horizontal
smooth surface made of some insulating material. Two of the balls both have a charge
of @ and the third is charged to 2Q. At an instant the thread between the two balls
of charge @ is cut off. a) What are the velocities of the balls at the instant when the
ball of charge 2@ is the fastest? b) What is the tension in the threads at this moment?
¢) What are the displacements of the balls at this moment? P. 4736. The Examining
Institute for Cosmic Accidents (EXINCA) sent the following short report to one of its
experts: “One of the discovery spaceships of the Titanium-Devouring Little Green Men
has found a perfectly spherical uniform Titanium asteroid. In order to make preparations
for the mining, a straight tunnel was built and rails were put into it. The length of the
tunnel was the same as the radius of the asteroid, and both ends of the tunnel were on the
surface of the planet. Unfortunately one of the mine-carts, although its brake was applied,
slipped into the shaft at one end of the tunnel. Initially it speeded up, then it slowed down
gradually, turned back and then it stopped exactly at the middle of the tunnel. When it
turned back it nearly hit the leader of the miners.” EXINCA asked the expert to calculate
the following: a) Where (at what fraction of the length of the tunnel) did the leader of
the miners stand? b) What could the coefficient of kinetic friction between the wheels of
the mine-cart and the rails be? ¢) How long did the mine-cart move if the period of the
spacecraft revolving next to the surface of the asteroid is 24 hours? (The asteroid has no
atmosphere.)
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