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A Milne-egyenl6tlenség és tarsai, avagy
ellenallasok alruhaban I.

»A matematika a fizika része. A fizika kisérleti tudomdny, a természettudo-
many része. A matematika o fizikdnak az a része, amelyben a kisérletek olcsdk.”
E mondatokkal kezdte a matematika tanitdsardl szol6 eléadasat (1dsd [3]) a 20. sza-
zad egyik zsenidlis matematikusa, Vlagyimir Igorevics Arnold (1937-2010), aki
a fizikai intuiciot a matematikai gondolkodés nélkiilozhetetlen elemének tekintette
(egyedi latdsmodjarol barki képet kaphat az idézett eléaddasabdl, illetve a magyarul
kozépiskolai szakkori fiizetként megjelent [2] konyvecskéjébdl). Bar Arnold iménti
kijelentése kissé merésznek tiinik, annyi mindenesetre bizonyos, hogy szamos, tisz-
tan matematikainak latszé eredmény mogott valéjaban a jézan ész szamaéra teljesen
vilagos és természetes fizikai elvek bijnak meg. Ezek a rejtett gondolatok gyakran
roppant varatlan helyeken bukkannak fel — a [7] kényv példaul egy egész sereg meg-
lepd Osszefiiggésre vilagit rd —, és gyonyori megnyilvanuldsai a két tudoményteriilet
egymashoz valé szoros kétodésének.

Jelen irasunk célja is éppen az, hogy egy szép és taldn kevéssé ismert példa-
jat mutassuk annak, ahogyan egyszeri fizikai meggondolasok matematikai alruhat
Oltenek. Mindossze ellenalldsokat kell megfelelo6 médon Gsszekapcsolni, és rogton
nevezetes egyenlGtlenségekhez jutunk, mint példaul a szamtani és harmonikus ko-
zepek kozotti egyenlétlenség, a Milne-egyenlotlenség, amely egy KoMal. feladat
megoldasaban is szerephez jutott, valamint a Minkowski-egyenlotlenség egy specia-
lis esete. Cikkiinkben az emlitett egyenlétlenségeket eldszor ellenallas-halézatokbeli
fizikai megfontolasok segitségével , bizonyitjuk”, majd matematikailag is igazoljuk,
kozben pedig a torténeti hatteriikrdl szintén szét ejtiink. Mindvégig csupan elemi
eszkozokre tamaszkodunk, nagyrészt matematikara, az elején egy kis fizikaval fii-
szerezve. Néhany eredményt feladat forméjaban fogalmazunk meg és tiiziink ki,
ezzel elésegitve a témédban val6 elmélyiilést. Kezd6djon tehat a kaland.

1. Bemelegités: dibhéjban az ered6 ellenallasrél

Miel6tt ratérnénk az egyenlétlenségekre, elevenitsiik fel, hogy mit tanulunk
a fizikaéran ellenéllasok soros és parhuzamos kapcsoldsa esetén az eredd ellenallas-
r6l. Aki 4gy érzi, hogy mindenre emlékszik, vagy még frissek az ismeretei, az (els§
olvasaskor) nyugodtan ugorjon a kovetkezé szakaszra.

Ha egy U fesziiltségii aramforrasra az R, Rs,..., R, ellendllasokat sorosan
kapcsoljuk az 1. d@brdn lathaté mdédon, akkor mindegyik ellenallason ugyanakkora
I aram folyik keresztiil, az aramforréds fesziiltsége azonban megoszlik az ellenalléd-
sokon, méghozza Kirchhoff huroktorvénye alapjan

(1.1) U=U,+Us+...+U,,

ahol U; az i-edik ellenéllasra eso fesziiltség. Mivel Ohm torvénye szerint U; = R; -
és U =R, - I, ahol R, jeloli az ered ellendllast, amellyel az n darab ellendllas
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helyettesithetd, ezért az (1.1) osszefiiggés alapjan Rl = RiI + Rol + ...+ R, 1.
Kovetkezésképpen

(1.2) Re=Ri+Ro+ ...+ Ry,

tehdt soros kapcsolas esetén az eredé ellenallas az egyes ellendllasok Osszege.

1. dbra. Ellenéllasok soros kapcsolasa

Ezzel szemben, ha az Ry, Ro, ..., R, (nem nulla) ellenélldsokat a 2. dbrdnak
megfeleléen parhuzamosan kapcsoljuk az aramforrasra, akkor az egyes ellenalla-
sokra ugyanakkora U fesziiltség esik, viszont kiilonbozé nagysagu Iy, Io, . . ., I, ara-

)
+
S
—
=
N
&
&
&

2. dbra. Ellendlldsok parhuzamos kapcsoldsa

mok folynak rajtuk keresztiil, amelyek Osszege Kirchhoff csoméponti térvénye sze-
rint éppen az dramforrason athaladé aram nagységa: I = I + I + ...+ I,,. Ekkor
ismét Ohm torvényét alkalmazva

v_uv,u, U
Re R Ry "R,
igy
.t 41
Re Ry Ry "R,

vagyis parhuzamos kapcsolds esetén az ered6 ellendllas reciproka az egyes ellen-
allasok reciprokainak Osszegével egyezik meg. Az eredd ellendllds tehat az egyes
ellenalldsok reciprokosszegének reciproka, vagyis az Ry, ..., R, pozitiv szdmok har-
monikus kézepének n-edrésze:

1

(1.3) R. = I T T
R_1+R_2+"'+R_n

(A kés6bbiekben — tobbek kozott tipografiai és esztétikai okokbdl kifolydlag — néhol
reciprok helyett (—1)-edik hatvényt fogunk {rni.)

1.1. torténeti megjegyzés. Erdekességképpen megemlitjiikk, hogy Gustav
Robert Kirchhoff (1824-1887) az egykori poroszorszagi Konigsberg (mai nevén Ka-
linyingrad) vérosdban sziiletett, majd tanult, és 1845-ben egyetemistaként fogal-
mazta meg a hurok- és csomoéponti torvényt. A véaros hidjait bejard sétardl szol
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a kozépiskolasok korében is bizonyara jol ismert konigsbergi hidak problémaéja,
amelyet a svijci Leonhard Euler (1707-1783) oldott meg 1736-ban — innen ered
az Euler-séta elnevezés is —, és inditotta el ezzel a grafelmélet fejlodését.

2. Rayleigh monotonitéasi térvénye

Az eléz6 szakaszban dtismételt osszefiiggések mellett az eredo ellenéllassal kap-
csolatban sziikségiink lesz még egy észrevételre, amelyet gyakran Rayleigh mono-
tonitasi elveként vagy torvényeként emlegetnek — a valtozatossag kedvéért mi is
mindkét megnevezést hasznélni fogjuk.

2.1. elv (Rayleigh monotonitdsi elve/térvénye). Ha ellendlldsok egy halézaté-
ban valamelyik ellenallast noveljiik, akkor a halézat ered6 ellenédllasa nem csokken-
het; valamely ellendlldst csokkentve pedig az eredd ellendllas nem novekedhet.

2.2. toérténeti megjegyzés. Az elvet a kés6bb Nobel-dijjal kitiintetett angol
fizikus, John William Strutt (1842-1919), ismertebb nevén Lord Rayleigh 1871-
ben hangtani vizsgaldodasai soran hasznalta. Ennek segitségével adott alsé és fels6
becslést kiilonboz6 elektromos vezetok ellenadllasira. Rayleigh mddszerére a kivald
skét fizikus, James Clerk Mazwell (1831-1879) a Tanulmany az elektromossag-
rol és méagnességrol cimi, 1873-ban megjelent — az azdta a nevét visel6 Maxwell-
egyenletek els6 alakjat is tartalmazd — hires miivében is hivatkozik. Mindketten gy
fogalmazték az elvet, hogy ha egy vezetd valamely részének ellendllasiat megvaltoz-
tatjuk, és a tobbi részt valtozatlanul hagyjuk, akkor az egész vezetd ellenallasa nd,
ha a rész ellendlldsdt noveltiik, és csokken, ha csokkentettiik (1dsd Maxwell [8] mi-
vének 353-354. oldalait).

Rayleigh torvénye minden bizonnyal sokak szdmara nem igényel magyardza-
tot, szemléletesen teljesen vildgos vagy legalabbis hihet. Az mindenesetre biztos,
hogy az 1. és 2. abrak halézatai esetében érvényes, hiszen konnyen lathato, hogy
az eredd ellenélldst megadd (1.2) és (1.3) kifejezések barmely R; ellendllds novelé-
sével novekednek.

Valészintileg sokkal latvanyosabb Rayleigh torvénye, ha aramkorok helyett pél-
déul vizvezeték-hdlézatra gondolunk, amelyben egy szakasz lesziikitésével a rend-
szerben adott idGegység alatt atfolyd viz mennyisége nem novekedhet. Ennél még
meggy6z6bb lehet, ha esziinkbe jutnak a kiilonb6z6 uthalézatokon kialakuld torlo-
déasok, amelyek egy-egy titszakasz lesziikitése vagy lezarasa kovetkeztében alakulnak
ki. Aki az el6bbi szemlélteté példak ellenére tovabbra is — és taldn nem alaptala-
nul — kételkedik, annak Maxwell véleményét ajanljuk a figyelmébe (ldsd Maxwell
miivének kordbban idézett oldalait), amely szerint ,FEz az elv magdtdl értetéddnek
tekinthetd ... "

Természetesen matematikailag semmilyen szemlélet, intuicié vagy akar egy
zsenialis tudds kijelentése nem bizonyitd erejli, de ez szdmunkra most nem is 1é-
nyeges, hiszen a késObbiekben az elvet éppen az eredmények intuitiv megsejtésére
szeretnénk haszndlni, nem pedig bizonyitdsra (és emiatt remélhetbleg az is meg-
bocsédjthatd, ha ebben a fizikardl szolé részben a szemléletesség érdekében néhol
esetleg kevésbé egzaktul fogalmaztunk a kelleténél). Annyit azért mindenképpen
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érdemes hozzafiizniink, hogy Rayleigh torvénye valdjaban levezethetd egy masik
fizikai elvbol, amely szerint egy adott halézaton atfolyd egységnyi dram az Osszes
lehetséges athaladd egységnyi dramok koziil a minimadlis energiaveszteséggel jaro.
Ezt az elvet szokés az {r fizikus, William Thomson (1824-1907), ismertebb nevén
Lord Kelvin nevéhez kétni. Mindezekrdl bévebben olvashatunk az [5], [7] kényvek-
nek a monotonitasi elvrél szold fejezeteiben.

Végill megemlitjiik, hogy a monotonitasi torvény kozlekedési haldzatokkal vald
illusztraciéja egyéltalan nem légbhdl kapott, ugyanis az elektromos halézatok és
az ugynevezett véletlen bolyongasok elmélete — amelyben egy elagazdsban a véletlen
hatdrozza meg a tovdbbhaladés irdnyédt — szoros kapcsolatban 4ll egymadssal (errél
bovebben olvashatunk a kivalé és nagyrészt kozépiskolasok szamara is érthetd
[5] konyvben).

3. A szamtani és harmonikus k6zép egyenlGtlensége

Ennyi fizikai bevezet6 utan térjiink most rd a matematikdra: milyen eredmé-
nyeket nyerhetiink az elektromos ellenallasokra vonatkozé ismereteink segitségével?
Meglep6é médon a szamtani és a harmonikus kézép kozotti egyenlStlenség egysze-
riien ,kipottyan” Rayleigh monotonitasi torvényébdl.

Ry Ry

(a) Nyitott kapcsold (b) Zért kapcsold
8. dbra. Szamtani és harmonikus kozép elektromos hélézatokban

Tekintsiik ugyanis a 3. dbrdn lathaté kapcsolasi rajzokat: kétféle sorrendben
sorosan kapcsolt Ry és Ry ellenalldsokat parhuzamosan kapcsoltunk, és a két agat
egy kapcsoldval kotottitk 6ssze, amely elOszor nyitott, aztan zart allapotban van.
Szamitsuk ki mindkét esetben a halézat eredé ellendllasat a kapcsolé belsé ellen-
allasat elhanyagolhaténak feltételezve. Nyitott kapcsolo esetén az egyes dgakban
az eredd ellendllas Ry + Ro, igy a rendszer eredé ellenallasa

1 _ Ri+ Ro
1 1 - 9 :
R1+R2 + R1+R2

nyitott __
Ry =

Zart kapcsol6 esetén az ellendllas-halézat egyenértékii a 4. dbrdn lathaté rend-
szerrel, amelyben sorba van kapcsolva két komponens, mindegyikben parhuzamo-
san kapcsolt Ry és Ry ellenallasokkal. Ekkor mindkét komponens eredo ellenallasa

_ TN ” 14
(R1 '+ R; 1) , ezért a rendszer eredd ellenéllasa
Rzért _ 2

e 1,17
Ry Ro

Es most jon a csavar. Rayleigh monotonitési térvénye alapjan a kapcsold zarasaval
a halozat ellenédllasa nem névekedhet, hiszen nyitott allapotban a kapcsolé ,, végtelen
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4. dbra. Zart kapcsold esete atrajzolva

ellendllasi”, mig zards utan az ellenallasa nulla — a kozlekedési halézatos példaval
élve, a varos egy eddig felijitds alatt &ll6 utjan megindulhat a forgalom. Ebbdl
kovetkezben RVttt > Rzart azaz

Ri+ Ry > 2

(3.1) Z I 10
2 T

ami éppen az R;, Rs pozitiv szdmok szamtani és harmonikus koézepei kozotti
egyenlGtlenség.

Ahogy kordbban, most is hangstlyozzuk, hogy az iménti érvelés nem bizonyi-
tds, hanem inkabb egy fizikai elv ldtvanyos megjelenési forméaja (vagy akinek jobban
tetszik, tekinthet a matematikai eredményre gy, mint az elv egy specialis esetének
bizonyitdsdra). Természetesen a (3.1) egyenlStlenség j6l ismert, és egy korrekt iga-
zolasat nyerjiik az alabbi egyszertien ellenorizhetd azonossag segitségével, amelybdl
az egyenlOség feltétele, nevezetesen Ry = R is azonnal kdvetkezik:

Ry + Ry 2 (Ry — Ry)?

(3.2) - = .
2 R + Ry 2(R1 + RZ)

Jegyezziik meg azt is, hogy a (3.1) egyenlétlenség pozitiv szdmokra egyenértékii
a szamtani és mértani kozepek egyenlétlenségével, hiszen mindkét oldalnak az
(R1 + R2)/2 kifejezéssel val6 szorzdsa utdn az

(Rl + R2)2
4

alakot oOlti, ahol az egyes oldalakon éppen a megfelel¢ kozepek négyzete all.

> RiRy

Dacara annak, hogy a szamtani és harmonikus kézepek kozotti egyenlétlenség
elébbi ,, bizonyitasa” igen meglep6 és szellemes, mégsem terjedt el igazan a matema-
tikai koztudatban. Bar a gondolatmenet dltaldnositdsa mar 1960-ban megjelent (a
torténeti hatteret ldsd részletesen a 7.11. megjegyzésben), mégis viszonylag kevés
olyan helyen tesznek emlitést réla, amely széles olvasokszonségnek szdl (angolul
a [7] konyvben és a [10] cikkben, magyar nyelvii szakirodalomban szinte sehol), és
csak szlikebb korben ismerik. A szerz6 kozvetlen munkatarsai korében végzett mini
kozvéleménykutatds szerint 1ényegében teljesen ismeretlen, pedig az otlet figyelemre
mélto és messzemenden altalanosithaté. Folytassuk is ennek bemutatasat.

4. Egy altalanositas

Az el6z6 szakaszbeli gondolatmenet taldn legkézenfekvébb altalanositasa, ha
Ry és Ry ellendllasok helyett (az egyszeriliség kedvéért kis betiivel jelolt) a, b, ¢, d
ellenalldsokat tekintiink az 5. dbrdn lathaté modon. Ekkor nyitott kapcsold esetén
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az eredo ellenalléas

Ruvitott _ 1 _ (a+0b)(c+d)
e L1 gtbtetd’
a+b ct+d
mig zart kapcsold mellett
p 1 1 ac bd
Rzartzl 1+1 1:a+c+b+d.
ate vta

A monotonitési elv alapjan ROt > RZr yagyis

(a+b)(c+d) S _ac bd

a+b+c+d a+c b+d
Az imént megsejtett egyenldtlenség egy matematikailag helyes bizonyitasa — a (3.2)
azonossag mintajara — az alabbi észrevételen mulik:

(4.1) (a+b)(c+d) ac  bd (ad — be)?
' a+b+c+d a+c b+d (a+b+ct+d)(ate)(b+d)

5. dbra. A (4.2) egyenlStlenség hélézata

4.1. feladat. Ellendrizziik a (4.1) azonossdgot.
A (4.1) osszefiiggésbdl az egyenldség kérdésére is azonnal vélaszt kapunk, és
rogton meg is fogalmazhatjuk egy allitas formajaban az eredményt.

4.2, allitas. Legyenek a, b, ¢, d nemnegativ valds szamok, amelyekre a+ ¢ > 0
ésb+d> 0. Ekkor
(a+b)(c+d) L _ac bd
at+bt+c+d ” a+ec b+d
€s egyenldség csakis ad = be esetén dll fenn.

(4.2)

4.3. megjegyzés. Az egyenlOség ad = be feltételét — itt most 1ényeges, hogy a,
b, ¢, d nem lehetnek kiilonbozd eldjelliek — dtfogalmazhatjuk gy is, hogy az (a, b) és
(¢,d) sikbeli vektorok azonos irdnyiak (beleértve azt az esetet is, amikor valamelyik
esetleg nullvektor). Valéban, ez utébbi osszefiiggés azt jelenti, hogy van olyan A > 0
szam, amelyre a = Ac és b = Ad. Ha A = 0, akkor (a,b) = (0,0), igy a két vektor
azonos irdnyu; ha pedig A > 0, akkor d = b/, és igy ad = (Ac¢)- (b/A\) = be. Forditva,
amennyiben ad = be # 0, akkor a/c = b/d = X > 0, hiszen ebben az esetben a, b, ¢,
d pozitiv szamok. Ha pedig ad = bc = 0, akkor a szimmetria miatt feltehetd, hogy
a =0, ekkor b =0 vagy ¢ = 0; az els6 esetben (a,b) = (0,0), mig a masodikban
(a,b) = (0,b), (¢,d) = (0,d), mindkétszer a kérdéses vektorok azonos iranydak.

4.4. feladat. Mutassuk meg, hogy nemnegativ a, b, ¢, d szdmok esetén az (a, b)
és (¢, d) vektorok pontosan akkor azonos irdnydak, amikor az (a, ¢) és (b, d) vektorok
azonos iranyuak.
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Bevezetve a

2zy
z+y

(4.3) H(z,y) =

jelolést az x, y nemnegativ és egyszerre nem nulla szamok harmonikus kozepére
(a harmonikus kozép eredeti forméjédban az z,y > 0 feltételezés lenne sziikséges),
a (4.2) egyenltlenség 2-vel vald szorzds utédn a kovetkezd, kénnyen megjegyezhetd
alakot olti:

(4.4) H(a+b,c+d) > H(a,c) + H(b,d).

4.5. feladat. Vizsgédljuk meg, hogy a (4.4) egyenlStlenség (vagy esetleg a for-
ditott irdnya) igaz marad-e, ha a harmonikus kozepet a szdmtani (A(z,y)), mértani
(G(z,y)) és négyzetes (Q(x,y)) kozepek valamelyikére cseréljiik, ahol

x + .132—|— 2
Az,y) = 2y, G(z,y) = Vzy, Qz,y)= 2y-

A (4.2) egyenl6tlenség akdrmelyik alakjat is nézziik, azt gondolhatnank, hogy
valésziniileg nem tartozik a versenyfeladatokban leggyakrabban alkalmazott egyen-
16tlenségek kozé. Ez azonban nem feltétleniil igaz, hiszen a (4.2) egyenlStlenség
nemrég példaul a K6Mal-ban is felbukkant, méghozza a 2012. méjusi szamban ki-
tlzott B. 4461. és A. 563. jelu feladatok egyik megolddsaban kapott szerepet
(lasd a nyomtatasban és az interneten kozolt [6] megolddsokat). Az emlitett fel-
adatok cikkiink témakorén kiviil esnek, ezért most ezekre nem tériink ki. Annyit
viszont még mindenképpen megemlitiink, hogy a két feladat megolddsaban valdjéa-
ban a (4.2) egyenl6tlenség aldbbi altaldnositdsdra volt sziikség.

4.6. allitas. Legyenek a, b, ¢, d nemnegativ valds szamok, amelyekre a+ ¢ > 0
ésb+d >0, tovabbd legyen p > 1 valds szam. Ekkor

(a+b+c+dP *(a+b)(c+d) > (a+c) 2ac+ (b+ d)’ *bd,
és egyenldség csak abban az esetben dll fenn, ha p =1 és ad = be.

4.7. feladat. Igazoljuk a 4.6. &llitdst (a p =1 eset ismeretében). (Segitség:
(a+c)" " =(a+c)""/(ate))

Térjiink vissza ezek utan az ellenallasokra és folytassuk a Rayleigh-féle mono-
tonitasi torvény alkalmazasainak sorat.

5. A Milne-egyenlGtlenség

Egy tovabbi altaldnositasi lehet6sége az 5. dbran szereplé héldzatnak, ha két
ellendllas helyett n darabot kapcsolunk sorosan, majd két ilyen rendszert parhu-
zamosan kapcsolunk Ossze a 6. dbrdn lathaté médon. Ekkor az 6sszes kapcsoldt
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ay a2 as Qn

blTbQTbgT ----- b,
SR

6. dbra. Az (5.1) egyenl&tlenség halézata

nyitva hagyva, az egyes dgakban az eredd ellendllas a; + ...+ a, és by + ... + by,
igy az eredo ellendllas

(a1 +...+an)(by +...+by)
a1+ ...+ap+b1+...+b,

nyitott __
R =

Zart kapcsolok mellett a halézat a 7. dbrdn lathatoval egyenértéki, ahol parhuza-
mosan kapcsolt a;, b; ellendllasokbdl all6 komponensek vannak sorosan kapcsolva.
Az egyes komponensek ered§ ellendlldsa a;b;/(a; + b;), ebbdl kovetkezben az Gsszes
kapcsold zarasa utan a 6. abra halézatanak eredd ellendllasa

a1b1 + + CLnbn
¢ 7(11+b1 an+bn

zAart __

Mivel a Rayleigh-féle monotonitdsi torvény szerint R > RZ4 ezért a; +b; > 0

(i =1,...,n) esetén vérhatdéan igaz a kovetkez6 egyenlétlenség:
(5 1) (al—f——l—an)(bl—i-—l—bn) S ai1by anby
' a1 +...+apn+b1+...4b, _ ar+b " a,+b,

amit mésképpen (2-vel valé szorzds utédn) gy is frhatunk, hogy
(5.2) H(ai+...+ap,bi+...4+b,) > H(a1,b1) + ...+ H(an,by).

Ez n = 2 esetén éppen a (4.2) egyenlStlenség, ebbdl pedig teljes indukciéval nem

7. dbra. A 6. dbra hal6zata atrajzolva zart kapcsoldk esetén

nehéz beldtni az altaldnos esetet. Valéban, ha n-re igaz az (5.2) egyenl6tlenség,
akkor az a=a1+ ...+ an, b=ap4+1, c=b1 + ...+ b,, d= b,y szereposztassal
a (4.2) egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy

H(a1+...+ap+ant1,00 4+ ...+ by +bpy1) 2
>H(ay+ ...+ ap,b1+ ...+ bn) + H(ans1,0n41),
ahol a jobb oldalon az indukcids feltevés alkalmazasival éppen (n + 1)-re adddik

az (5.2) egyenlétlenség.
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Az iménti indukciés gondolatmenet segitségével azt sem nehéz igazolni, hogy
egyenléség csakis akkor &ll fenn, ha az (a1,...,a,) és (b1,...,b,) vektorok azo-
nos iranyuak, amin azt értjiik, hogy létezik A > 0 szam, amellyel a; = \b; minden
i=1,...,n esetén. Valéban, az egyenlOség feltétele n = 2 esetén a 4.3. megjegyzés-
bol kovetkezik. Ha pedig n-re mar tudjuk a feltételt, akkor az indukcids 1épésbdl
kiolvashaté, hogy csak gy lesz egyenl6ség (n + 1)-re, ha az indukciés feltevésben is
egyenléség all fenn, tehdt az (a1,...,a,) és (b1,...,b,) vektorok azonos irdnyuak,
valamint az is sziikséges, hogy az

(a,b) =(a1+ ...+ an,ns1)

(C7 d) = (bl + ...+ bn, bn+1) = ()\(al + ...+ an), bn+1)

vektorok azonos irdanytak legyenek. Ebbdl sziikségképpen a,+1 = Ab,41 adddik,
tehat az (a1,...,an41) és (b1,...,bp41) vektorok azonos irdnyuak.

Ervényes tehat a kovetkezd allitds.

5.1. allitas. Legyenek a;, b; (i=1,...,n) nemnegativ szdmok, amelyekre
a; +b; >0 mindeni=1,...,n esetén. Ekkor
(a1—|—...—|—an)(b1—|—...—|—bn) > ai1by anby
a1+...+an+b1+...+bn/a1+b1 an—i—bn’
és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha az (ai,...,an) és (by,...,by) vektorok

azonos iranyvak.

Erdemes megjegyezniink, hogy az 5.1. allitds elébbickben bemutatott teljes
indukcids bizonyitdsa mellett az dltalanos esetben is miikoédik az n = 2 esetén al-
kalmazott (4.1) azonossdgnak megfeleld négyzetosszeggé valé alakitas otlete. Ennek
tomor és atlathaté megfogalmazasahoz azonban célszerii bevezetniink egy — sokak
szamara bizonyara mar ismeros — jelolést.

5.2. jelolés. Ha ag, ..., a, tetszOleges valés szamok, akkor

n
E a; :=a1+az+...+ap,
i=1

amit ugy olvasunk, hogy ,szumma i = 1-t6l n-ig a;”. Haszndlni fogjuk még a
>
1<i<j<n
tipusi jelolést is, amelyben — magatdl értetddden — az 1 < i < j < n feltételt kielé-

gitd Osszes i, j indexparra kell Gsszegezni.

A szummas jelolés segitségével az 5.1. allitds valéjdban egy — kis odafigyelés-
sel és tiirelemmel — konnyen ellenérizheté azonossagra vezethetd vissza, amelyet
az aldbbi feladatban fogalmazunk meg (a feladat megolddsa j6 gyakorldsi lehetéség
a szummas jelolésmdd elsajatitdsdhoz).
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5.3. feladat. Mutassuk meg, hogy

" n n "L ab; (aiby — a;bi)’
Zlai ;bi — Z(ai"i‘bi) Zm = Z (a; +b;)(aj +b;)

i=1 i=1 1<i<j<n

5.4. torténeti megjegyzés. Az 5.1. allitasban szereplé egyenl&tlenséget
az irodalomban szokas Milne-egyenlGtlenségnek is hivni. Edward Arthur Milne
(1896-1950) angol asztrofizikus és matematikus 1925-ben csillagdszati vizsgaloddsai
kapcsédn irta fel az egyenl6tlenség folytonos véltozatat integralok segitségével (lasd
a [9] cikket), és a bizonyitds kézben lényegében megfogalmazta az altalunk kimon-
dott diszkrét véltozatot is. A Milne-egyenlétlenség igazoldsat feladatként a neves
kanadai, tobbnyire nehezebb versenyfeladatok kitiizésére specializdlédott Crux Ma-
thematicorum folyéirat is kitiizte 1996-ban. Egy évvel kés6ébb harom kiilonbozé
megoldast jelentettek meg, amelyek egyike éppen az 5.3. feladatban szerepld azo-
nossag (lasd [1]).

A szakasz zdrdsaként a nevezetes egyenlétlenségekkel foglalkozé [4] konyvecske
egy nehezebb feladatat idézziik, amely a Milne-egyenl6tlenség fényében szinte nyil-
vénval6vé egyszerlisodik (ezért prébéljuk tobbféleképpen is megoldani, és a konyv
megolddsat is olvassuk el).

5.5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a1, ..., a, pozitiv valés szamok, akkor
1 1 1
1 1 1T 1 1 T2 n
Trar T itas T T THan an Ta Tt a,
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Besenyei Adam
badam@cs.elte.hu

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Hatdrozzuk meg a kovetkez6 kifejezések pontos értékét kozelité értékek
hasznalata nélkiil:

51g20
:201+1g5’
1 1 1 1
c= + + tot Y=
VI+V2  V2+V3 0 V344 V99 + /100

a =sin75° - cos 75°, b

(4 4+ 5+ 4 pont)

2. Egy haromszogben két oldal hosszanak kiilonbsége a — b =4 cm, a veliik
szemkozti szogek o = 60°, 3 = 40°. Mekkora a haromszog teriilete? (12 pont)

3. Egy matematikai teszt megirasaban egy kozépiskola 100 tanuldja vett részt,
és az 4tlagpontszamuk 100. Az als6évesek szama 50%-kal tobb, mint a fels6éveseké,
a fels6évesek dtlagpontszama pedig 50%-kal magasabb, mint az alsééveseké. Mennyi
a fels6évesek dtlagpontszdma? (13 pont)

4. Egy szabdlyos hatszog alapu gula alapélei 5 cm, oldalélei 10 cm hosszi-
saguak. Mekkora a gula térfogata, a beirt és koré irt gomb sugara? Mekkora egy
oldallapnak az alaplappal bezért szoge? (13 pont)

II. rész
5. a) Mennyi lgx — lgy értéke, ha az x, y szdmokra teljesiil a
22% — 5xy +3y* =0
feltétel?

1 1
b) Oldjuk meg a valés szamok halmazéan a 4”72 —5-6% + 912 = ( egyenletet.
¢) Milyen 0 < a < 360° szogek a megolddsai a

4sin?a — 5sina - cosa + Heos’ a = 2

egyenletnek? (54 5+ 6 pont)
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6. Egy hordé legnagyobb atméréje 6 dm, leg- ‘ 5 dm
kisebb 4tmérdje 5 dm, magassdga 6 dm. (Ezek |
a hordé belsé méretei.) A hordé olyan forgdstest-
nek tekinthetd, amely egy szimmetrikus parabo-
laiv forgatasaval keletkezett.

a) Mekkora a hordé térfogata?

b) Hany szdzalékos hibéat vétiink, ha a hordé
térfogatdat olyan hengerrel kozelitjiik, amelynek
magassaga megegyezik a hordééval, dtméréje pe-
dig a hordé legkisebb és legnagyobb atmérdjének
szamtani kézepével? (16 pont)

6 dm

7. a) Hanyféleképpen &llithaté elé a 2016 szomszédos pozitiv egész szdmok
Osszegeként?

b) Adjunk meg egy olyan, 2016-ndl nagyobb, pozitiv egész szdmot, amely nem
allithato el6 szomszédos pozitiv egész szamok Osszegeként. (16 pont)

8. Az AB Aatméréji kor egy pontja P. Az AB egyenesnek C az a pontja,
amelyre AP = PC. P mely helyzetében lesz az AC'P haromszog teriilete maxi-
malis? (16 pont)

9. Ha felirjuk az Gsszes olyan 6tjegyli szamot, amelyben az 1 és 2 szamjegyeken
kiviil mas jegy nem szerepel, akkor mennyi lesz

a) a felirt szamok osszege,

b) a felirt szamjegyek sszege,

¢) annak a valdsziniisége, hogy két véletlenszeriien kivalasztott ilyen szdmban
ugyanannyi a szamjegyek osszege? (544 + 7 pont)

Katz Sandor
Bonyhad, Pet6fi Sindor Evangélikus Gimnézium

Megoldasvazlatok
a 2015/8. sz. emelt szintli matematika gyakorlé feladatsorhoz

I. rész

1. Milyen o valés paraméter esetén lesz a kovetkezd egyenletnek egy megolddsa?

z2cosa+x + %sina

xQ—%

=0. (11 pont)

Megoldas. A nevezdben nem &allhat nulla, tehdt x # i\/?i

nulla, ha a szamlaléja nulla, vagyis

. Egy tort akkor lehet
2 1 .
T cosa+x+§sma:0.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/9 525



2015.12.2 — 12:49 — 526. oldal — 14. lap Ko6MalL, 2015. december

— P

FEnnek a mésodfoki egyenletnek akkor lesz pontosan egy megolddsa, ha

a) Nem mdsodfoki az egyenlet, vagyis a mdsodfoku tag egyiitthatéja nulla. Ekkor
cosa = 0, azaz

azg—i—kn (ahol k € Z).

Ekkor
+ ! si 0
T+ —sina =0,
2
melyre
1
o = g + 2km esetén 1 = —5
3 , 1
o = o5 + 2km  esetén 1o = 3

b) Mésodfoku az egyenlet (cosa # 0), s ekkor az egyenlet diszkrimindnsa nulla. Ebbé&l
1 .
1—4-cosa- §sma=0,

vagyis sin 2a = 1 adédik. Ennek gyokei o = % + 7, ahol | € Z. A paraméter ezen értékei

azonban nem felelnek meg a feltételeknek, hiszen o = = esetén x = fﬁ, a= %

o ] 3 esetén
r="5 adddik.

Tehdt az egyenletnek csak a = g + k7 esetén lesz egy valds gyoke.

2. Ovodds kori kisicsénk a jdték rulett-zsetonokat haszndlja toronyépitésre. Az elsd
korongoszlop mellé magasabbat dllit, majd a kévetkezdket ugyanannyival noveli, mint a ko-
rabbiakat. fgy egy lépcsds toronysorozatot hoz létre mackdjdnak.

a) Milyen sorozatot alkotnak a tornyok magassdgai?

b) Az elsd toronytdl kezdve csoportositsuk a tornyokat hdrmasdval. Igazoljuk, hogy
a hdrmas csoportokban szerepld tornyok magassdgainak 0sszege szamtani sorozatot alkot.

c) A sorba rendezett tornyok elejérél kisocsénk elvett n darab tornyot, majd megszd-
moltatta veliink, hogy hdny zsetonja van dsszesen. Ezutdn elvett még n db tornyot, s ismét
megkérdezte, hogy az elézbvel egyiitt most hdany zsetonja is van. Ebbdl a két adatbdl meg
tudndnk-e mondani, hogy még n tornyot elvéve, hany zsetonunk is lesz az el6z0kkel egyiitt?

(12 pont)

Megoldas. a) Mivel a szomszédos tornyok magassdgai ugyanannyival névekednek,
ezért szdmtani sorozatot alkotnak. (Ez a szdmtani sorozat definicidja.)

b) Jelolje az a)-beli sorozat altaldnos tagjit a.,, differencidjat pedig d. Ekkor az j
sorozat egy altaldnos elemét igy irhatjuk fel:

b, = a3n—2 +a3n—1+ azn =3 a3, —3d =3a1 — 6d+n-9d.

Ebbdl kiolvashaté a szamtani sorozat definicidja, a 9d-s allandé novekedés. Vagy igazol-
hatjuk az allitast a

2b, = bn—1 + bny1, 2(3 c A3y — 3d) = (3a3n — 12d) + (3a3n + Gd)

Osszefiiggéssel is.
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¢) Legyen
6 — b= 2a1+(n_1)d~n:a1n+ (n—l)nd}
2 2
5o — 0 — 2a1 + (2n — 1)d 9 — 2a1m + (2n — 1)2nd’
2 2
sa = 2a; + (3n —1)d 3 = 6ain + (3n — 1)3nd — 3aun + In-nd 3&1!
2 2 2 2
Ekkor
c—b=a n+3n-nd_nﬁd
— a1 2 21

amirél lathatd, hogy éppen az ss, harmada. Tehdt s3, = 3(c — b).

3. Az A halmaz elemei olyan 100-ndl kisebb pozitiv a egészek, melyekre sin(a - 10°) =
=0,5. A B halmaz elemei a 100-ndl kisebb hattal oszthaté természetes szamok.

a) |A] =7 |B| =?

b) Definidljuk a C halmazt a kévetkezdképpen: C := {1;2;3;6; A}, ahol az A halmaz
a C eleme. |C\ B| =7

¢) Hdny pdros elemi részhalmaza van C-nek? (14 pont)

Megoldas. a) A sin(a - 10°) = 0,5 egyenlet megoldésai
a-10° =30° + k- 360°, illetve a-10° = 150° +1 - 360°,

melyekbdl a 100-nél kisebb a értékek a 3, 39, 75, illetve 15, 51, 87. Tehat |A| = 6.
A B halmaz elemei: 0,6,12,...,96. Tehat |B| = 17.
b) C'\ B ={1;2;3; A}, tehat |C \ B| = 4.
c) Az 6t elemii C' halmaznak a pédros elemi részhalmazai a 0, 2, illetve 4 elemiiek.

Ezekbdl rendre (g)7 (g), (Z) van, ami Osszesen 1 + 10 + 5 = 16 darab.

4. A Balaton valdsaghti modelljét szeretnénk elkésziteni. Az adatok szerint a Balaton
hossza 77 km, felszine 594 km?, dtlagos mélysége 3,6 m, legmélyebb pontja 11 m.

a) Hdny centiméter mélyen lesz a modellink legmélyebb pontja a felszinhez képest, ha
annak hossza a terepasztalon 1 m?

b) Mennyi a modelliink léptéke (méretaranya)?

¢) Hdny centiliter viz kell a modellhez, ha azt valéban vizzel szeretnénk feltélteni?

d) A Balatont egy helikopterrdl fentrél is megtekintjik, hogy ldssuk, mennyire hasonlit
a modelliinkre. A to két legtdvolabbi, egymdstol 77 km-re lévd pontjdt nézzik hossztenge-
lyére merdlegesen, kozéppontja felé repiilve. 4 km tdvolsagban, 900 m magasrol mekkora
szogben ldtjuk a tavat? (14 pont)

Megoldas. a) A megfeleld hosszisdgok ardnyét felirva

h 1m 1m o _ lm L
Tm = 7 km — 77000 m’ amibdl h = 77000~ 0,0143 cm  adédik.

b) Az elBz8 részben felirt megfelel§ hosszisdgok ardnya a hasonlésig ardnya:

A Tehét a 1épték 1 : 77 000.

= 77000°
c) A Balatonban V = 594-10°- 3,6 (m®) viz van. A modellben V' = X3V = 0,468 cl
viz van.
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d) Legyen a Balaton két legtavolabbi pontja
A és B, a kozepe F. Az AB szakaszra merdle-
gesen érkez6 helikopter a 0,9 km magasan 1év6
H pontbdl nézi az AB tavolsdgot, a H pont me-
réleges vetiilete a Balaton sikjara HL. A feladat
az AH B< sz0g meghatarozasa.

Az FHH* A derékszogt, igy

FH = /42 +0,92 = 4,1 km.

¢ _ EB

FHL1FB,ésigy tgt = T

tehdt ¢ ~ 167,84°.
II. rész

5. Egy bank a kévetkezd ajanlattal kivinja dgyfelei korét bdviteni: aki a megadott
hatdridéig pénzét dthozza a fidkba fél éves lekdtéssel, az elsé hat hénapban évi 5% kamatot
kap. Az apré betiis részt elolvasva megtudhatjuk, hogy fél év utdn havi lekétéssel, évi 1,5%
kamattal marad a fickban a pénzink. (A havi lekdtés azt jelenti, hogy amennyiben el6bb
vessziik ki a pénziinket, a teljes kamatot elveszitjiik a csonka hénapra.) 1 millid forintot
tesziink be a bankba. Ezen feltételek ismeretében vilaszoljunk a kévetkezd kérdésekre:

a) Mennyi pénziink lesz fél év milva?
b) Mennyit kamatozott egy év alatt a betett 1 millié forintunk?
¢) Kordbbi bankfickunkban hagyva a pénziinket évi 2%-o0s a kamatot kapndnk havi le-

kités mellett. Legfeljebb mennyi idére éri meg dthozni a pénziinket az uj helyre? (16 pont)

Megoldas. a) Fél év alatt 5% kamattal kell szdmolni, de nem a teljes évre, csupdn
feleannyi idére. Igy 1000000 - (1 + 0,05)%, vagyis egészre kerekitve 1024695 Ft-unk lesz.
b) A teljes évre a kamat:

1 1
(140,05)% - (1+0,015)2 ~ 1,0324,
tehdt kb. 3,24% a kamat a teljes évre.

(A mésodik félévben mar csak 1,5% volt a kamat, igy 1024695 - (1,015)% ~ 1032352
forintunk lett.)

b) A feladat megéllapitani, hogy hény évre érdemes dthozni a pénziinket a feltételek-
nek megfelelden. (Feltételezziik, hogy a két bank egyéb koltségei nem kiilonboznek, és igy
csak a hiiségidén milik, hogy érdemes-e dtmenni egyik bankbdl a mésikba.)

1 1
1000000 - 1,02" = 1000000 - 1,052 - 1,015" " 2,

1
1,02 Y /1,052
1,015) — \1,015) ’
1 1,05
In ( 1,015)
TL = 17()2 % 3745v
In ( 1,015)
Tehat kb. harom és fél évnél kevesebb id&tartam esetén megéri dthozni a pénzt az 4j
feltételeknek megfeleléen. (Vagyis hosszabb idére nem éri meg dthozni a pénziinket.)
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6. Ugorjunk masfél évet. Az egyetemek 1j eldirdsa miatt a 2017-es érettségin igen
sokan vdlasztottdk a matematikdt emelt szinten. 10%-uknak 90% feletti lett az eredménye.

a) Az emelt szinten érettségizé didkok kizil véletlenszeriien megkérdezve 10-et mek-
kora annak az esélye, hogy kézilik pontosan ketten 90% feletti érettségit tettek?

b) Internetes felmérésen 100 didkot kérdeztek meg véletlenszerden az emelt szinten
érettségizék koziil. Mekkora a valdszindsége, hogy legfeljebb 2-en wizsgdztak 90% feletti
eredménnyel? Es annak, hogy a 100 megkérdezett didkbdl legfeljebb ketten vannak azok,
akiknek nem sikerilt 90% felett az eredményiik?

¢) (Az emelt szinten tulmutatd kérdés.) Az OH statisztikdjdban kutakodunk. A 40000
emelt szintl vizsgdzd eredményét tekintve 90%-o0s biztonsdggal hdny 90% feletti eredményes
vizsgdzora szdmithatunk? (16 pont)

Megoldas. a) Az érettségizk nagy szdma miatt binomi-
alis eloszldssal szdmolhatunk. A visszatevéses urna-modell sze-
rint 0,1 valdsziniiséggel valaszthatjuk ki a 90% feletti tanuldkat,
s a maradék nyolcat 0,9 valdszintiséggel. Ezen tanuldkat pedig
(120) -féleképpen valaszthatjuk ki. Eszerint

P(X =2)= <120) -0,9%-0,1° ~ 0,1937.

Tehét kb. 19,37% annak az esélye, hogy pontosan két 90%

feletti eredményti tanulét taldlunk az adathalmazban. O A : 1:0

(A grafikonrdl jol latszik, hogy a legnagyobb esélye annak lenne, hogy egy tanulét
taldlunk, aki a feltételnek megfelel.)

b) Annak az esélye, hogy legfeljebb két 90% feletti eredményt nyujté didkot taldljunk,
azzal egyezik meg, hogy pontosan kettd, vagy pontosan egy, illetve egy ilyen didkot sem
taldlunk a 10 tanulé kozott.

(1(30

2
PX<2)=PX=0+P(X=1)+Px=2=Y (") 09" 01"~
1=0

~ 0,000 027 + 0,000 295 + 0,001 623 = 0,001 945.

Tehét annak az esélye, hogy legfeljebb két 90% feletti eredményt iré tanulét taldlunk, kb.
0,19%, koézel nulla. (Ez a lenti grafikonon is jél leolvashatd, a gérbe bal széle.)

0,14t
0,121 h

0171
0,081
0,06 1
0,041
0,021

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
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Annak az esélye, hogy legfeljebb két olyan didkot taldljunk, akiknek nem sikeriilt
90% felett az érettségijiik, megegyezik azzal, hogy 0, 1 vagy 2 ilyen didk van.

2
P(Y<2)=P(Y =0)+ P(Y = 1)+ P(Y =2) = 3 (190) L0119 0,97 ~ 0.
i=0 N !
¢) A feladat szerint nem szeretnénk nagyon hibdzni, 90% biztonsaggal akarjuk meg-
hatdrozni azon vizsgazdk szamat, akik 90%-ndl jobban teljesitettek. A kérdés tehdt az,
hogy legfeljebb hany ilyen tanuléra szamithatunk 90%-os biztonsdggal.

P(X =k) Az eléz8 grafikonokbdl is jél latszik,
0,147 hogy eszerint azt az n értéket keressiik, mely-
0,127 nél kisebb n-ekre az oszlopok teriilete a teljes
0,11 grafikon teriiletének 90%-a lesz. Ez a szdmi-
0,08 tas binomidlis eloszlassal legfeljebb szamito-
0,06 | gép segitségével (pl. GeoGebra — 1d. a GEO-
0,041 MATECH' oldalén 1évé statisztikai feladato-
0,02+ kat) lenne elvégezhetd, igy kozelitsiik eloszla-
' h& e sunkat normdlis eloszlassal.
01 10™20 30 40 50 60 70 80 90 100 Az eloszlds vérhaté értéke E(X) =

=0,1-40000 = 4000, szérisa

D(X) = 1/0,1-0,9 - 40000 = 60.

A normalis eloszlashoz a gorbénket transzformélnunk kell, hogy a j6l ismert Gauss-gorbét
. R B
megkapjuk (f(a:) = 7ot 2 )
1. toljuk el a maximumdt az y-tengelyhez (F(X)-szel vald eltolds);
2. alakitsuk tgy at, hogy teriilete 1 legyen (osszuk D(X)-szel ,beliil”, hogy merdleges
affinitdst hajtsunk végre az z-tengely irdnydban).

J(@) pl@)t 5 L=4000
60
N% "
4000 L T 7 T

Ekkor a gorbe alatti integrdlds lenne a feladatunk, de ,szerencsére” a fiiggvény-
tédblazat ®(Z)-tablazatdt haszndlva visszakereshetjiik, hogy milyen z abszcisszdig integ-
ralva lenne a gorbe alatti teriilet 0,9:

L—4000)_09 L — 4000

50 &0 ,28, 076,8

P(XgL):@(

Tehét elegendd legfeljebb 4077 tanulét mondani, hogy 90% biztonsdggal eltaldljuk, hogy
hédnyan {rtdk meg 90%-nal jobban a dolgozatot.

7. Adott a valds szamok halmazdn értelmezett [ fiigguény:
x

T ————.

Frer= g

a) Abrdzoljuk a figguényt a ]—1;2]\ {1} intervallumon.

"http://tananyag.geomatech.hu/.
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b) Adott a g(x) =2z figguény. Mi lesz az fog figgvény értékkészlete a |—1;2]

(16 pont)

intervallumon?
¢) Hatdrozzuk meg az f figgvény inverzét a |—1;1[ intervallumon, s dbrdzoljuk

az 71 fiigguényt.
Megoldas. a) A fiiggvény dbrazoldsdhoz bontsuk fel az abszolitértéket:
-1
haz <0, z# —1,

T . _m+1+ -1 i1
; 1—(~z) 14z =z+1 z+1 =x+1 7
DT
z __z-1+1 - -1, hax >0, = # 1.
r—1 r—1

1—=x
Ezekrdl az alakokrol jél leolvashatdk a fiiggvénytranszforméciok. A megfeleld inter-

vallumokon 4brézoljuk a fiiggvényeket (1. dbra).

1. dbra 2. dbra

b) Az f(z) — f(2z) fiiggvénytranszformdcié egy = tengely irdnyt meréleges affini-

tdsnak felel meg (z tengely irdnydban torténé zsugoritds, 2. dbra).
Természetesen ezt is meggondolhatjuk az abszoliutérték bontasanak segitségével:
2z - 1
2
= = +1, h 0
1 ( 5 ) s axr <0, x# 9

1

f:raxr— L
2 2 hax}O,x#i.

1_2$:1’—%

Abrézolds nélkiil is, az el6zbek alapjan, lathato, hogy a fliggvény értékkészlete a teljes

valés szamhalmaz.
¢) A fiiggvény a ]—1;1[ intervallumon kélcséndsen egyértelmii hozzdrendelés, gy

invertalhatd.
x < 0 esetén:
= = — = —
Y 142 v 14y Y r—1
531
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x > 0 esetén:

A vastagon abrézolt rész a kért |—1; 1] intervallumon értelmezett fiiggvény.

8. Lakdsunk mnappali szobdja hatszdg alakd, melynek oldalai rendre AB = 3,4,
BC =23, CD=23, DE=23, EF =34, valamint FA = 3,7 méteresek. Az AB és
a BC, valamint a DE és az EF oldalak merdlegesek egymdsra. A szoba parkettdzdsa-
hoz szeretnénk megdllapitani az alapteriiletét, melyet kétféleképpen tesziink meg.

Mi megmérijiik a szoba AD dtldjdat, melyet 4,8 méteresnek taldlunk, mig fiaink a szoba
F csicsandl lévd széget hatdrozzdk meg, melyet 120°-nak mérnek. A hosszusdgot 5 cm-es
pontossdggal, mig a széget 5°-0s pontossdggal tudjuk eszkizeinkkel megmondani.

a) A sz6g vagy a hosszisdg relativ hibdja nagyobb?
b) Mekkorak a teriletek a két esetben?

)

d) Melyik mérést fogadjuk el inkdbb? (16 pont)

Mennyire pontosan ismerjik a két esetben az AD dtlot?

Megoldés. a) Tudjuk, hogy a hosszisag abszolit hibja: H(AB) = 0,05 m. A rela-
tiv hibdja: R(AB) = 22 ~ 0,01, vagyis kozelitdleg 1%. A szog esetén: H(AFE<) = 5°,
R(AFE<Q) = % ~ 0,04, ami 4%. Tehat a szog relativ hibdja a nagyobb.

b) Készitsiik el a szoba vazlatrajzat. Az dbrdn

Br 2,3 lathaté c oldalt Pitagorasz-tétel segitségével szamit-
-0 hatjuk ki:
34 C c=1/2,32+3,42 =~ 4,1
2,3
Az els6 esetben a ABC' és DEF hiaromszogek

teriiletét két befogdjuk segitségével, mig a két belsé
haromszog teriiletét Heron-képlet segitségével haté-
rozhatjuk meg:

T=2

.34
%4‘ 56-0,8-33-1,5+

+4/6,3-2,6-2,2-1,5~ 19,88 m>.

F 34 E

A maésodik esetben az a sz6g segitségével hatdrozzuk meg AD hossziisdgat (koszinusz-

tétel). Az FED hdromszogben tg 8 = 25, amibél 8 ~ 34,08°.

3

AD = /372 +¢*—2-3,7-c-cos(a — ) =~ 5,33.
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Ezutéan a teriileteket hasonléképpen hatarozhatjuk meg:
2,3-3,4
2

T =2 +/5,1-1,27-28-1+ /8815 1,715 - 2,115 - 1,985 ~ 18,38 m”.

¢) A hosszmérést +5 cm hibaval végezhetjiik, ezért 475 cm < AD < 485 cm, a szdggel
val6 szdmolasndl 530 cm-t kaptunk, tehat biztosan sokkal pontatlanabb ez az adat.

d) A két esetben — a hibaszamitas tekintetében — azonos miiveletsorozatokat hajtunk
végre az AD &tlén, igy a mésodik esetben nagyobb hibédval ismerjiik a teriiletet, mint
az els6ben.

9. A mérnokik egy gépkocsi mozgdsdt figyelték miszerek segitségével négy mdsod-
percen dt. A pillanatnyi sebességek (m/s-ban) mért adataira a szdmitdgép a kivetkezd
fliggvényt illesztette:

o(t) = 2,5° — 16t> 4 33t + 5.

a) Mekkora sebességre gyorsult fel az autd az elsé mdsodperc végére?

b) A sebességudltds pillanatdban nem gyorsult az autd. Mikor volt ez?

c) A gépkocsi pillanatnyi fogyasztdsdt (centiliterben mérve)® a kovetkezd figguény
irja le:

F(t)=2-10"% (v/(t) + 50t).

Hany centiliter iizemanyag fogyott az elsé két mdsodperc alatt? (16 pont)

Megoldas. a) Az elsé masodperc végére
v(t) =251 —16-1° +33-1+5 =245 (m/s),
azaz 88,2 km/h sebességre gyorsult fel.
b) Amikor az auté nem gyorsul, akkor a At id6 alatti sebességvéltozdsa nulla. Ezek
szerint a sebesség derivaltjanak nullahelyét keressiik.
V() =75t —32-1+33=0.

Ennek nullahelyei ¢t; = 1,745 s-nal, illetve t> = 2,522 s-nal vannak. Ekkor nem gyorsult
az autd, tehdt ekkor lehettek a sebességvéltds pillanatai. (Ehhez automata sebességvaltot
lehet elképzelni, mellyel a Forma-1 pilétai versenyeznek.)

¢) A megadott fiiggvény a gépkocsi pillanatnyi fogyasztdsdt adja meg. Az elsé két
mésodperc alatt a gépkocsi fogyasztdsat ennek a fiiggvénynek a [0; 2] intervallumon vett
hatédrozott integralja adja meg.

/QF(t)dt:/22~1()_2 - (v'(t) 4 50t) dt =

2
:/ 2:107% (7,5 > — 32t + 33 + 50t) dt =
0

2
t3 2

=2.107" {775— 188 433 =244 (cl).
3 2 0

Székely Péter
Budapest

2Sajnélatos médon a feladatba hiba csiszott, eredetileg a centiliter szé helyett liter
szerepelt. A hibaért elnézést kériink.
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Matematika feladat megoldasa

B. 4671. Legyenek AB1Bs...Bg és AC1Cs...Cy azonos kériljardsi szabd-
lyos hétszdgek. Mutassuk meg, hogy a B1C1, BoCs, ..., BsCs egyenesek egy ponton
mennek dt.

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

Megoldas. Legyen az ABy Bs . .. Bg hétszog koriilirt kore kg, az AC1C5 ... Cq
hétszog koriilirt kore pedig ko. A kp és ko korok atmennek A-n. Jelolje a két
kor A-tol kiilonbozd metszéspontjat M (ha a két kér A-ban érinti egymdst, akkor
M = A). Megmutatjuk, hogy i =1,2,...,6 esetén a B;C; egyenesek mindegyike
atmegy M-en.

Legyen o = @. Ez a szabdlyos hétszogek oldalaihoz tartozd keriileti szog
mind a kg, mind pedig a ko korben. Az o sz6g segitségével meg fogjuk hatdrozni
az AM B; és AMC; szogeket. Két {6 esetet kiilonboztetiink meg, annak megfelelGen,
hogy a B; és C; cstcsok az AM egyenes (ha a két kér A-ban érinti egymadst, akkor
az A-beli kozos érintdjiik) dltal meg-
hatarozott két félsik koziil ugyanabba
vagy kiilonbozoekbe esnek.

Feltehetjiik, hogy a hétszogek po-
zitiv koriiljarasuak. Nevezziikk az AM
egyenes altal meghatarozott félsikok ko-
ziil pozitivnak azt, amelyik a kg és
ko korok A-bol M-be mend ivei ko-
zill a pozitiv irdnyut tartalmazza, nega-
tiv félsiknak pedig a madsikat, s jelolje
e nyilt félsikokat Fy és F_ (1. dbra).
Ekkor a keriileti szogek tételét alkal-
mazva kapjuk, hogy

AMBy<t+ BiMBao<t + ... + Bi_1 M B;<t = ia, ha B; € Fs,

AMB;<t =

AMBg<I+B6MB5<I+...+Bi+1MBZ‘<I:(7—i)a, ha B; € F_,

S ugyanigy

i, ha C; € Fy,
AMC;< =
(T—i)a, haC; e F_.

Ezek utdn mar egyszeriien belathatjuk, hogy az M, B; és C; pontok min-
deni=1,2,...,6 esetén egy egyenesbe esnek. Ha M = B; vagy M = C;, akkor ez
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nyilvanvalé. Ha B; és C; koziil mindkett§ az F, vagy az F_ félsikba esik, akkor
AMB;<t = AMC;<, és mivel B; és C; az AM egyenesnek ugyanazon az oldalan
vannak, ezért ebbdl kovetkezik, hogy B; és C; ugyanazon az M-bol kiindulé fél-
egyenesen helyezkednek el (2. dbra). Ha viszont B; és C; kiilonbozé félsikokban
vannak, akkor

AMB;<+ AMCy;<a< =i -a+ (7T —1i) - a = 180°,

s mivel B; és C; az AM egyenesnek kiilonbozé oldalain vannak, ezért ebbdl kovet-
kezik, hogy B;, C; és M kollinedrisak (3. dbra).

2. dbra 3. dbra

Az el6z6 bekezdésben leirtak M = A esetén is igazak, csak azt kell meggon-
dolnunk, hogy ekkor AM B;<t és AMC;<t a megfeleld érintészara keriileti szogeket
jeloli (4. és 5. dbra).

4. dbra

Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Kocsis Julia (Dunakeszi, Radnéti M. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A megoldds sordn nem hasznéltuk ki, hogy a sokszégek oldalszama 7.
Ugyanezzel a gondolatmenettel beldthaté az 4llitds tetszéleges n-szogekre is. SOt tulaj-
donképpen azt bizonyitottuk be, hogy ha tekintjiik az egymaést az A pontban metsz6 kg
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és kc korvonalak azon B, és C, pontjait, melyekre az ugyanolyan irdnyitasi AB, és AC,
ivekhez tartozé kozépponti szogek megegyeznek, akkor a B,C, egyenesek atmennek kp
és ke mésik (esetleg A-val egybees6) metszéspontjan.

80 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 24 versenyz6: And6 Angelika, Baran Zsuzsanna,
Bodolai Eléd, Cseh Kristéf, Csépai Andrds, Dobrontei David Bence, Fekete Panna,
G4l Boglarka, Glattfelder Hanna, Hansel Soma, Kocsis Jilia, Kovacs Péter Tamas,
Nagy Dévid Paszkal, Németh Baldzs, Papp Marcell, Polgdr Marton, Schrettner Bélint,
Schwarcz Tamas, Szebellédi Marton, Szécsényi Nandor, Tomcsanyi Gergely, Téth Viktor,
Varga-Umbrich Eszter, Williams Kada. 4 pontos 24, 3 pontos 10, 2 pontos 11, 1 pontos
7, 0 pontos 4 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(481—486.)
112 5 K. 481. Mennyi a szamok Gsszege a 20 x 20-as szorzo-
512 10 tabldban? (Az dbrdn az 5 X 5-0s szorzétablat 1atjuk.)
3|6 12|15 K. 482. Egy bicikligyarban az elkésziilt bicikliket szisz-
418112]/16/20 tematikusan tesztelik. Minden 6todiken a fékeket, minden ne-
5 [10]15]20( 25 gyediken a fogaskerekeket és minden hetediken a véltét. 435

biciklit gyartanak naponta. Hany olyan bicikli keriil ki a gyar-
bol naponta, amelyen semmit sem tesztelnek?

K. 483. Hanyféleképpen lehet felirni egy kor keriiletére az 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9
szamokat Ggy, hogy semelyik két szomszédos szdm Osszege se legyen tobbszorose
a 3, 5 és 7 egyikének se?

K. 484. frjuk 1-t6] n-ig a természetes szamokat egy-egy kartyara. Melyik az
a legkisebb n, melyre akarhogy is osztjuk két csoportra a kartyakat, az egyikben
lesz két kartya, amelyeken szerepl6 szdmok Gsszege négyzetszam?

K. 485. Az 6rids és Babszem Jankd elmennek a sirkdny vardhoz. Az érids
ugyan 3,5 m-rel magasabb Jankéndl, de nem éri fel a f61don édllva a varfal tetejét.
Ezért felemeli a tenyerén Babszem Jankét a feje folé, akinek igy éppen sikeriil
felkapaszkodnia a 6 méter 20 cm magas varfalra. Az Oridsnak hosszt keze van,
a testmagassagénak 40%-4val a feje f61é tudja nytjtani a kezét, mig Babszem Jankd
csak a magassdganak 20%-4ig tud felnyulni a feje f61é. Milyen magas az C)riés, illetve
Babszem Janko?

K. 486. Hény olyan Otjegyil pozitiv egész szam van, melyben a szamjegyek
Osszege és szorzata is paros?

Bekiildési hatarid6: 2016. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

536 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015/9



ﬁ} 2015.12.2 — 12:49 — 537. oldal — 25. lap Ko6MalL, 2015. december gf

— P

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1322-1328.)

Feladatok 10. évfolyamig
C. 1322. Melyik az a legnagyobb hétjegyli szam, amit ugy kapunk, hogy egy
szamtani sorozat harom egymést kovetd, pozitiv egész tagjat kozvetleniil egymas
utdn irjuk?
Quantum, 1998
C. 1323. Egy derékszogii hiromszogben az A csicsbdl indulé szogfelezd
BC oldallal valé metszéspontja legyen T. A BC oldal felezépontja F', az F-ben
allitott felezGmerdtleges metszéspontja a haromszog masik oldalaval M. Mekkorak
a hdromszog szogei, ha tudjuk, hogy ATFM deltoid? (Az A a hdromszog bérmely
cstcsét jelolheti.)

Feladatok mindenkinek

C. 1324. Agi szivecske alaki mézeskaldcsokat siit kardcsonyra. A mézecskaldcs
forméja egy 6 cm oldald négyzet és két szomszédos oldalahoz illeszked6 félkor egye-
sitéseként jon létre. Az Gsszegyirt tésztdt mindig ugyanolyan vastagségura és egész
deciméter oldalhosszisagi négyzet alakba nyujtja (a méreten til 16g6 részeket le-
vagja, és a testvérének adja). A szivecskéket ugy végja ki a négyzetbdl, hogy egyik
sarkahoz illeszti a szaggaté forma sarkat, hogy az oldalak is egybeessenek, majd
ugyanebben az irdnyban helyezi el a lehetd legszorosabban djra és Gjra a szaggatdt
a kivagott szivek mellé. Hany szivecskét tud siitni Agi, ha kezdetben egy 1 m2-es
tésztdja van, és a formazas utani maradékot mindig djra gyurja?

C. 1325. Jeldlje a, a v/n-hez legkizelebbi egész szamot. Mekkora az
1 1 1 1
— =t — .+ —
ar a2 ag Q484
Osszeg?
C. 1326. Egy derékszogli trapéz alaku telek keriilete 400 m. A trapéz egyik
szara az alappal 45°-os szoget zar be. Mekkora alap esetén lenne a telek tertiilete
a lehetd legnagyobb?

Feladatok 11. évfolyamtadl

C. 1327. Hogyan tudjuk az db-
rdn lathaté tulajdonsagokkal rendel-
kezo6 nyolcszoget egy belsé pontjabdl in-
dulé szakaszokkal négy részre darabolni
dgy, hogy a kapott részekbdl két, egy-
bevagé szabalyos Otszoget rakhassunk
Ossze?
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C. 1328. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

sinx + cosx

V2

2sin2 xr

*

Bekiildési hatarid6: 2016. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(4750-4758.)

B. 4750. Anna szerint a haromjegyii, Balazs szerint az 6tjegy(l szamok koziil
valasztva lesz nagyobb a valészintlisége annak, hogy a kapott szamban van 6-os
szamjegy. Melyikiiknek van igaza?

(3 pont) Matlap (Kolozsvar)
B. 4751. Igazoljuk, hogy 3™ + 5" egyetlen pozitiv egész n esetén sem négy-

zetszam.

(4 pont) Javasolta: Somlai Gdbor (Budapest)

B. 4752. Egy egyenes a ko6z0s pont nélkiili ki, illetve ko korbdl rendre
az egyenld hossziusagi AB és C'D hurokat metszi ki. A metszéspontok sorban A,
B, C és D. Egy P pontra teljesiil, hogy PA érinti a k1, PD pedig a ko kort. Adjuk

meg a % aranyt a két kor sugaranak felhasznédlasaval.

(4 pont) MEIQ

B. 4753. Bizonyitsuk be, hogy barmely = > 0 szamra

\/21:\/(% + 1)\/(21: + V2 13 < 1596; 6

(5 pont) Javasolta: Dedk Imre (Székelyudvarhely)

B. 4754. Az ABC haromszog D belsd pontjan dtmendé AD, BD és CD
egyenesek a szemkozti oldalakat rendre az Ay, By és C; pontokban metszik. Az
Ay By szakasz felez6pontja Cy, B1C1 felezépontja Ay, C1A; felezépontja pedig Bs.
Mutassuk meg, hogy az AAy, BBs és CCy egyenesek egy ponton mennek &t.

(5 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)
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B. 4755. Az ABC haromszogben a CB, illetve a C'A oldalhoz irt kg4, illetve
kp korok a megfelel6 oldalakat a D, illetve az E pontban érintik. Mutassuk meg,
hogy a DE egyenes a k4 és kg korokbol egyenlé hosszisagu hirokat metsz ki.

(4 pont) Javasolta: Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Gimn.)

B. 4756. Adott az egységkocka belsejében néhany gomb, melyek felszinének
Osszege 2015. Mutassuk meg, hogy

a) van olyan egyenes, amely ezek koziil legaldbb 500 gombét metsz,
b) van olyan sik, amely ezek koziil legaldbb 600 gomboét metsz.
(6 pont) Erdélyi Magyar Matematikaverseny

B. 4757. Tizes szamrendszerben a k darab 1-esbdl all6 szamot jelolje Ay. Hany
olyan pozitiv egész szdm van, amely nem &allithaté el6 az Ay valamely tobbszorose
szdmjegyeinek osszegeként?

(6 pont) Javasolta: Williams Kada (Szeged, Radnéti M. Gimn.)

B. 4758. Legaldbb hdny kiilénb6z8 oldalegyenese van egy (nem feltétleniil
konvex) 2015-sz6gnek?

(6 pont) Javasolta: Lenger Ddniel (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2016. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Novemberi szdmunkban a B. 4748. feladat hibdsan jelent meg. A feladat sz6-
vegét honlapunkon kijavitottuk, és versenyzdinket e-mailben is értesitettitk a vél-
tozdsrél. Mivel a hiba elég koran kideriilt, a feladat bekiildési hatdrideje (decem-
ber 10.) nem valtozik. A feladat javitott szovege a kovetkezé:

B. 4748. Forgassuk meg a H haromszoget egy, a sikjdban fekvd, de 6t nem
metsz6 egyenes koriil. Bizonyitsuk be, hogy a keletkezett test térfogata megegye-
zik H teriiletének és a H silypontja altal a forgatds sordn leirt kor keriiletének
a szorzatdval.

(5 pont)

A hibéért és az okozott kellemetlenségért elnézést kériink.

*
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(656—658.)

A. 656. Legyen p(z) =ag+ a1z + ...+ a,z™ valds egyiitthatés polinom,
amelyre z > 0 esetén p(x) > 0. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges ¢, d pozitiv szdmok
esetén

ap+ai(c+d)+az(c+d)(c+2d)+...+ap(c+d)(c+2d)...(c+nd) > 0.

A. 657. Legyen {x,} a van der Korput sorozat, azaz ha a pozitiv egész n
bindris alakja n =, a;2' (a; € {0,1}), akkor z, = >, a;27"!. Legyen V a sik-
beli (n,z,) pontok halmaza, ahol n pozitiv egész. Legyen G az a graf, melynek
csucshalmaza V', és amelyben két kiilonb6zé cstucsot, p-t és ¢-t akkor és csak akkor
kotjiik Ossze éllel, ha van olyan — a koordinatatengelyekkel parhuzamos éallasa —
R téglalap, melyre RNV = {p, q}. Igazoljuk, hogy G kromatikus szdma véges.

Schweitzer Miklos emlékverseny, 2015

A. 658. A hiromdimenziés, origé kozéppontt egységgomb S? hatérin egy
w szélességll sdvon egy w szélességli, origora szimmetrikus géombovet értiink. Mu-
tassuk meg, hogy létezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre minden pozitiv egész n
esetén S? lefedhetd n darab egyforma szélességii savval gy, hogy minden pontot
legfeljebb ¢ - v/n sdv tartalmaz.

Schweitzer Miklos emlékverseny, 2015

Bekiildési hatarid6: 2016. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Novemberi szamunkban az A. 653. és az A. 654. feladat is pontatlanul vagy
hibdsan jelent meg. A feladatok szoévegét honlapunkon kijavitottuk, és verseny-
z6inket e-mailben is értesitettiik a valtozasrol. Mivel a hiba elég koran kideriilt,
a feladatok bekiildési hatdarideje (december 10.) nem valtozik. A feladatok javitott
szovege a kovetkezo:

A. 653. Legyen n > 2 egész. Igazoljuk, hogy akkor és csak akkor léteznek olyan
a1, .., 0,1 €gész szamok, amelyekre

aj arctg 1 + agarctg2 + ... + a,_1 arctg(n — 1) = arctgn,
ha (12+1)(22+1)...((n— )%+ 1) oszthaté (n? 4 1)-gyel.

A. 654. Legyen p(z) olyan legfeljebb n-edfoki polinom, amire 0 < z < 1 esetén
|p(x){ < ﬁ Mutassuk meg, hogy |p(0)’ <2n+ 1.

A hibakért és az okozott kellemetlenségért elnézést kériink.
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Grafalgoritmusok 3.

Az el6z6 részekben a szélességi és a mélységi keresés, illetve bejaras algoritmu-
saival ismerkedtiink meg. Nézziik meg példak segitségével, hogy miként hasznal-
hatok fol ezek az algoritmusok grafokra visszavezetheté problémak megolddsara.
A tovabbiakban tobb olyan feladatot is megvizsgdlunk, amelyek a Nemes Tiha-
mér Verseny és az Informatika OKTV Programozéi kategoridjaban lettek kittizve.
A feladatok teljes szovege elérheté a http://nemes.inf.elte.hu oldalon, ezért itt
a cikkben csak a probléma lényegét irjuk le, vagy a feladat szovegébdl idéziink.

1. probléma (OKTYV 2014/15, méasodik forduld, 3. feladat). Bergengécia vas-
uthéalézata olyan, hogy barmely varosbdl barmely masik varosba csak egyféleképpen
lehet eljutni. Minden vonat a f8varosbdl (1-es sorszdmi véros) indul, és valamely
olyan vérosig megy, ahonnan mar nincs tovdbb vasuti palya. A vdrosok szama N
(2 < N <£10000), a vasuti palya barmely varosbdl legfeljebb 10-felé dgazhat. Két
varos kozott a vonatut hossza a koztiik levé vasitdllomasok szédma + 1. Készit-
slink programot, amely megadja a leghosszabb olyan vonatut hosszat, ahol a vasut
nem agazik el!

A feladat lefrasabdl azonnal lathatd, hogy a véarosok tekinthet8k egy (irdnyi-
tatlan) graf csicsainak, a kozvetlen vastuti kapcsolatok pedig a csicsok kozotti
éleknek. Mivel barmely két kivalasztott varos kozott pontosan egy utvonal van,
ezért a grafban nincs kor. Azt is tudjuk még, hogy az 1-es szdmu véros kitiintetett,
innen indulnak a vonatok, tehat a graf azon részét kell vizsgalnunk, amely innen
elérhetd. A févarosbol nyilvan minden varoshoz vezet vonatut, ezért egy Osszefiiggd
grafunk van. A feladatot leiré graf tehdt kormentes és Osszefiiggd, vagyis egy fa,
amelynek az 1-es szamu csicsa a gyokere.

A feladatban akar 10000 varos is szerepelhet, ami azt jelenti, hogy egy 0
vagy 1 értékeket tartalmazé szomszédsagi matrix a legegyszertibb esetben 10000 x
x 10000 x 1 bajton tarolhatd, tehat a tarolasa 100 MB memdriateriiletet igényel.
Most azonban ennél sokkal kevesebb hely is elegendd, mivel egy csiicshoz legfoljebb
10 él csatlakozik. Taroljuk tehat egy 10000 x 10-es két dimenzids tombben a kap-
csolatokat. Az é1[i,j] legyen az i-edik csics j-edik szomszédja (a szomszédok
sorrendje most nem lényeges, helyezziik el 6ket egyszeriien a bemenetrél valé olva-
sés sorrendjében). Folvehetiink még egy fok[1] tdbldzatot, amely megadja, hogy
az i-edik csicsnak hény szomszédja van (ez a csics fokszdma). Ebbdl tudni fogjuk,
hogy az é1[i,j] tomb elsé fok[i] szdmu eleme egy szomszédos cstcs sorszama,
a nagyobb indexii elemek nem jelentenek semmit.

A feladat megoldédséhoz el6szor készitsiik el a bemenet foldolgozasaval az é1
és a fok tomboket (melyek indexelése most induljon 1-t6l). Adott tehdt N véaros
1-t61 sorszamozva, és valahdny szomszédsagi kapcsolat, amelyek szampéarokként
olvashatok a bemeneti alloménybdl.
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El6készités
Be: N
fok[minden csticsra] = 0
Ciklus amig nincs vége a bemenetnek
Be: cslicsl,cstics2
fok[cstics1] := fok|[estics1]+1
él[cstics1][fok[cstcs1]] := cstics2
fok|[cstics2] := fok|[cstics2]+1
el[cstics2][fok[csics2]] := csticsl
Ciklus vége
El6készités vége
Folytassuk a megoldas lényegi részével. Kérdés, hogy vajon milyen médon
taldlhatndnk meg a leghosszabb eldgazds nélkiili rész(ek) hosszat? A megismert
grafalgoritmusok koziil a mélységi bejaras tiinik a feladathoz megfelelének. Legyen
a fa gyokere, tehat az 1-es csics, a start csics. A mélységi bejaras a pontosan két
szomszéddal rendelkez6 csicsokon egyenesen halad elére, amig egy olyan csicshoz
nem ér, amelynek csak egy szomszédja van — ezeket a faban levélnek hivjuk — vagy
egy olyan csicshoz, amelynek kettonél tobb szomszédja van. Ezt a tulajdonsdgot
kihasznédlva mdédositsuk az algoritmust gy, hogy szamitsa ki a keresett titvonalak
hosszat.

A fa 6nmagaban is egy rekurziv struktira, hiszen barmely csics tekinthet6
gyOkérnek, amelybdl szintén egy fa agai nének. A bejards soran barmely csucs-
nal tartunk, az onnan kiinduld, még el nem ért részgraf szintén egy fa, amelynek
a gyokere az aktudlis csics. Induljunk ki tehat a rekurziv mélységi bejaras algorit-
musabdl, és mddositsuk azt. A neve legyen MBR_hossz, és tartalmazzon még egy
paramétert, amely azt mutatja, hogy milyen hosszu egy megfeleld, eddig taldlt tt,
amely az aktudlis csicshoz vezet. Ha a hivé 0 értékkel hiv egy csticsot, azzal jelzi,
hogy 2-nél magasabb fokszam, tehat nem lehet egy keresett tut része. Itt legfol-
jebb indulhat egy megfelel6 ut. A hivé nulldnal nagyobb argumentuma jelzi, hogy
egy megfeleld uton jarunk, egy kettes fokszamu szomszédtdl ériink ide, és az adott
csucstdl fiigg, hogy mi a folytatds. Az eredmény elballitdsdhoz a rekurziv eljarast
alakitsuk fiiggvénnyé, amely adja vissza a beldle indulé fa rész leghosszabb meg-
felel6 utvonaldanak hosszat. fgy a fa gyokerének hivasa a teljes grafban taldlhato
leghosszabb megfelel6 Ut hosszat adja, vagyis a feladat megoldasat. Rekurziv fiigg-
vényiink tehat barmely csticsnal a csics fokszama és a kapott hossz argumentum
alapjan a kovetkezOket teheti:

e ha egy levélnél vagyunk, akkor az argumentumként kapott hossznal eggyel
nagyobb értéket kell visszaadnunk, hiszen egy megfelel6 ut végére értiink;

e ha egy olyan cstucsnal jarunk, amelynek fokszama kettd, akkor meghivjuk
a rekurziv fiiggvényt eggyel nagyobb hossz argumentummal a még el nem
ért szomszédos csucsra, és visszaadjuk a hivénak az onnan kapott értéket;

e ha a fokszdm meghaladja a kettot, akkor meghivjuk 0 hosszuséggal az Gsszes,
még be nem jart fadghoz vezetd szomszédos cstcsra a rekurziv fiiggvényt.
Ezen hivasok eredményeit és az aktudlis csics hivasakor kapott hossz+1-et
Osszehasonlitjuk, és a legnagyobb értéket adjuk eredményként vissza. A hossz
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novelése itt is értheto, hiszen az aktudlis csticesal szintén egy megfelel6 titvonal
végére értiink.

Latszik, hogy a hossz paraméterben kapott érték novelése az eldgazas mind-
egyik részében szerepel, de a gondolatmenetet jobban tiikrézi, ha nem emeljiik ki
az elagazasok elé. Ezek alapjan a kovetkezd algoritmust készithetjiik el:
Leghosszabb elagazas nélkiili Gt hossza(graf, él, fok)

jartunk[minden csicsra] := nem

MBR_hossz(0)

Leghosszabb elagazas nélkiili it hossza vége
MBR_hossz(cstics,hossz)
jartunk]cstics] := igaz
Ha fok[cstics] = 1 akkor
MBR_hossz := hossz+1
Kiilonben ha fok[cstics] = 2 akkor
szomszéd := el[cstics][1]
Ha jértunk[szomszéd] akkor szomszéd := el[cstics][2]
MBR_hossz := MBR_hossz(szomszéd,hossz+1)
Kiilénben
hossz := hossz+1
Ciklus sz := 1-t8l fok][cstics]-ig
szomszéd := él[csics][sz]
Ha nem jértunk[szomszéd] akkor
akthossz := MBR_hossz(szomszéd,0)
Ha akthossz > hossz akkor hossz := akthossz
Elagazas vége
Ciklus vége
MBR_hossz := hossz

Elagazas vége
MBR_hossz vége

Az algoritmus helyes eredményt ad minden olyan gréfra, amelyben legaldbb
egy él van az indulé csticsbdl, de a feladat leirasa alapjdn ez foltételezhetd. A feladat
megoldasat tehat megkapjuk a mélységi bejaras rekurziv algoritmusanak mddosi-
tasaval.

2. probléma (Nemes Tihamér Verseny 2014/15, 9-10. osztélyosok, 2. forduld,
3. feladat). Egy kémszervezetben minden tagnak legfeljebb két beosztottja lehet.
Az tizenetek a tagoktdl 1 nap alatt jutnak el a kdzvetlen beosztottjaikhoz. A f6nok
az 1-es sorszamu tag. Készits programot, amely megadja, hogy a fonoktél induld
iizenetet az tizenetkiildéstél szamitva hdnyadik napon kapja meg a legtobb tag!

A standard bemenet els6 sora a tagok szdméat tartalmazza (2 < N < 10000),
majd N — 1 sorban a kapcsolatok (A;, B;) leirdsa kovetkezik, ami azt jelenti, hogy
az A; sorszdmu tag kozvetlen beosztottja a B; sorszamdu tag (1 < A; # B; < N).

A feladat lefrasabdl latszik, hogy most is egy faval van dolgunk, amelynek
a gyokere az 1-es szamu csucs. A bemeneti szamparok rendezettek, ezért tekintsiik
a grafot iranyftottnak. Mivel minden cstcs legfoljebb két kimené élt tartalmaz,
ezért az el6z6 feladathoz hasonléan érdemes egy 2 - N méretti é1 tabldzatot folvenni
a kapcsolatok tarolasdra. A fok tombre most nincs is sziikségiink: jeloljiik az é1
tablazat méasodik oszlopaban negativ értékkel, ha csak egy kivezeto él van az adott

cstcsbdl, vagy irjunk mindkét oszlopba negativ szamot, ha a csics egy levél.
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A feladat megoldédsa egy maximaélis érték kivalasztdsat jelenti. Ezt akkor tud-
juk megtenni, ha bejarjuk a fat és minden cstcsndl tudjuk, hogy milyen tavol van
a kezdd csucstol. I,ng tlnik, hogy a szélességi bejaras segithet a megoldasban, mi-
vel az algoritmus a start csuicstol vett tavolsdguk sorrendjében éri el a csicsokat.
Most az utvonalakat nem akarjuk megismerni, ezért a honnan tébldzatra nincs
sziikségiink, s6t a jartunk tomb sem kell, mert egy faban nem érhetiink el egy csu-
csot kétféle uton. De sziikségiink lesz egy IV méretli tablazatra, amelybe a bejaras
kozben bejegyezziik a cstcsok tavolsdgat az 1-es cstcstol.

A bemeneti adatok feldolgozasa és az él tablazat kitoltése utan kovetkezik
a bejaras az irdnyitott grafban, ami csak annyiban boviil az eredeti szélességi
bejarashoz képest, hogy minden elért csics esetén megadja, hogy a szomszédjai
tavolsaga eggyel nagyobb a csucs tavolsaganal.
Szélességi bejaras — tavolsagok(él)
Sor_legyen_iires
Sorba(1)
tavolsag[l] = 0
Ciklus amig nem iires a Sor
Sorbdl(cstcs)
szomszéd := él[csics][1]
Ha szomszéd > 0 akkor
Sorba(szomszéd)
tavolsdg[szomszéd] = tavolsig[cstics]+1
szomszéd := él[cslics][2]
Ha szomszéd >0 akkor
Sorba(szomszéd)
tavolsdg[szomszéd] = tdvolsig[cstics]+1
Elagazas vége
Eldgazas vége
Ciklus vége
Szélességi bejaras — tavolsagok vége
A bejarés lefutdsa utdn minden, az 1-es csiicsbdl elérhetd csticsra megkapjuk
a tole vald tavolsag értékét, és nincs mas dolgunk, mint a maximumot kivalasztani
a tavolsag tombbol.

Feladatok:

1. Médositsuk az 1. probléma rekurziv megoldasat igy, hogy ne a fa gyokétol
induljon a bejdras. Vajon helyes eredményt kapunk ebben az esetben is? Milyen
cstcsoktdl indulva kapunk helyes eredményt?

2. Moédositsuk a mélységi bejaras nem rekurziv algoritmusat tugy, hogy
az 1. probléma megoldasat adja!

3. Olvassuk el a Nemes Tihamér Verseny 2014/15, 9-10. osztdlyosok, 3. forduld,
2. feladat feladatat, és gondoljuk végig, hogy pontosan miben kiilonbozik az eddig
megoldott problémdktdl! Oldjuk meg az eddig megismertek alapjan (kisebb beme-
neti értékekre) a feladatot! Gondoljuk végig, mire volna sziikség a megolddshoz
nagyobb bemeneti értékek esetén!

Schmieder Laszlé
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Néhanyan a 2014—-2015-6s tanév legszorgalmasabb megoldéi koziil

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

5. sor:

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

5. sor:

546

8-9. évfolyam

Schrettner Jakab 8.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Tdfalusi Addm 8.o.
(Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.), Bukor Benedek 8.0. (Selye Jdnos Gimn.),
Jdnos Zsuzsa Anna 9.o0. (Budapest, Obudai Arpéd Gimn.), Németh Csilla Mdrta
9.0. (Budapest, Puskds Tivadar Tévkozlési Techn. Infokommunikécids Szki.).

Németh Baldzs 9.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Pdhoki
Tamds 9.0. (Pécsi Ledwey Kldra Gimn.), Gdspdr Attila 9.0. (Féldes Ferenc
Gimn.), Dobréntei Ddvid Bence 9. 0. (Tiirr Istvdn Gimn. és Koll.), Fekete Baldzs
Attila 9. 0. (Pécsi Ledwey Klara Gimn.).

Molndr-Sdska Zoltdn 9.0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Tsk. és Gimn.),
Varga-Umbrich Eszter 9.o. (Papai Reformétus Koll. Gimn.), Szemerédi Levente
9.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Marozsdk Tdbids 9.0. (Obudai Arpad
Gimn.), Simon Ddniel Gdbor 9.0. (Kecskeméti Bényai Julia Gimn.).

Keresztfalvi Bdlint 9.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.),
Szakdly Marcell 9.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Alery
Marcell 9.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Pszota Mdté
9.0. (Selye Jdnos Gimn.), Vankd Miléna 9.o0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak.
Alt. Isk. és Gimn.).

Lakatos Addm 9.o. (Budapesti Fazekas Mihsly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.),
Rittgasszer Akos 9.0. (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Szécsényi Nandor 9. o.
(Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Kovdcs Tamds 9. o. (Szegedi Radnéti Miklés
Kis. Gimn.), Veres Kdroly 9.0. (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn.).

10-11. évfolyam

Williams Kada 10.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Kocsis Julia 10.o.
(Dunakeszi Radnéti Miklés Gimn.), Szentivdnszki Soma 10.0. (Pécsi Lebwey
Klara Gimn.), Kovdcs Péter Tamds 10.0. (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn.),
Schrettner Bdlint 10. 0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.).

Baran Zsuzsanna 10.0. (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.), Kldsz Viktdria 10.o.
(Koch Valéria Gimn., Alt. Isk., Ovoda, Koll. és Pedagégiai Intézet), Jakus Baldzs
Istvdn 10. 0. (Badr-Madas Reformatus Gimn., Alt. Tsk. és Koll.), Ivdn Baldzs 10. o.
(Métyés Kirdly Gimn.), Csenger Géza 10. 0. (Selye Jdnos Gimn.).

Kormdnyos Hanna Rebeka 10.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Mdandoki
Ldszlé 10.0. (ELTE Radnéti Miklés Gyak. Alt. Isk. és Gyak. Gimn.), Andd
Angelika 10. 0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Lajkd Kdlmdn 10. o. (Szegedi
Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Cseh Kristdf 10.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis.
Gimn.).

Téth Viktor 10.0. (Kaposvari Tancsics Mihdly Gimn.), Sallai Krisztina 10.o.
(Békés Megyei Hunyadi Jdnos Gimn., Specidlis Szakisk. és Koll.), Németh Gdbor
10. 0. (Zalaegerszegi Zrinyi Mikl6és Gimn.), Vdrkonyi Dorka 10. 0. (Szegedi Radnéti
Miklés Kis. Gimn.), Ardai Istvdn Tamds 10.0. (Badr-Madas Reformétus Gimn.,
Alt. Tsk. és Koll.).

Temesvdri Bence 10.0. (ELTE Radnéti Miklés Gyak. Alt. Isk. és Gyak. Gimn.),
Coulibaly Patrik 11.0. (Kecskeméti Bényai Julia Gimn.), Czirkos Angéla 10.o0.
(Kecskeméti Bolyai Jdnos Gimn.), Szakdcs Lili Kata 10.0. (Budapesti Fazekas
Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Kosztoldnyi Kata 10. o. (Szegedi Radnéti Miklds
Kis. Gimn.).
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1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

5. sor:

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

5. sor:

11. évfolyam

Sal Kristéf (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Forrai Botond
(Badr-Madas Reformatus Gimn., Alt. Isk. és Koll.), Szabé Barnabds (Budapesti
Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Gyulai-Nagy Szuzina (Szegedi Radndéti
Miklés Kis. Gimn.), Asztalos Bogddn (Badr-Madas Reformétus Gimn., Alt. Isk.
és Koll.).

Polgdr Mdrton (Németh Léaszlé Gimn.), Csorba Benjdmin (Egri Szildgyi Erzsébet
Gimn. és Koll.), Wiandt Péter (Bonyhddi Petéfi Sandor Evangélikus Gimn. és
Koll.), Németh Flora Bordka (Keszthelyi Vajda Janos Gimn.), Szdntd Benedek
(Keszthelyi Vajda Jénos Gimn.).

Kortefdi Ddéra (Hajdiboszérményi Bocskai Istvan Gimn.), Kdsa Szildrd
(Sarbogardi Petéfi Séndor Gimn.), Horvdth Miklés Zsigmond (Gymnasium
Schillerstrasse), Stein Armin (Bonyhadi Petsfi Sandor Evangélikus Gimn. és
Koll.), Szépfalvi Bdlint (Obudai Arpad Gimn.).

Somogyi Pdl (Madéch Imre Gimn.), Bencsik Bdlint (Obudai Arpad Gimn.), Sziics
Patricia (Szekszdrdi Garay Jdnos Gimn.), Brdnyi Baldzs (Obudai Arpdd Gimn.),
Tanner Martin (Bonyhddi Petéfi Sdndor Evangélikus Gimn. és Koll.).

Csurgai-Horvdth Bdlint (Budapest XIV. Keriileti Szent Istvdn Gimn.), Matusek
Mdrton (Pannonhalmi Bencés Gimn., Egyhazzenei Szki. és Koll.), Molndr Szildrd
(Mikes Kelemen Liceum), Osvdth Tibor Attila (Budapest XIV. Keriileti Szent
Istvan Gimn.), Szics Kilidn Addm (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.).

12. évfolyam

Holczer Andrds (Pécsi Janus Pannonius Gimn.), Fekete Panna (Pécsi LeSwey
Klara Gimn.), Fényes Baldzs (Budapest XVI. Keriileti Szerb Antal Gimn.),
Egyhdzi Anna (Németh Laszl6 Gimn.), Weisz Ambrus (Budapesti Fazekas Mihdly
Gyak. Alt. Isk. és Gimn.).

Fehér Zsombor (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Tsk. és Gimn.), Fehér Baldzs
(Egri Szildgyi Erzsébet Gimn. és Koll.), Nagy-Gydrgy Pdl (Szegedi Radnéti Miklds
Kis. Gimn.), Dombai Tamds (Szekszdrdi Garay Jdnos Gimn.), Csathd Botond
(Debreceni Reformétus Koll. Déczy Gimn.).

Olosz Baldzs (Pécsi Tudomdanyegyetem Babits Mihdly Gyak. Gimn. és Szki.),
Nagy Gergely (Szegedi Tudomdnyegyetem Sagvdri Endre Gyak. Gimn.), Janzer
Barnabds (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Porupsdnszki
Istvin (Foldes Ferenc Gimn.), Schwarcz Tamds (Budapest XIII. Keriileti
Berzsenyi Déniel Gimn.).

Di Giovanni Mdrk (Révai Miklés Gimn. és Koll.), Berta Dénes (Szegedi Radnoti
Miklés Kis. Gimn.), Bereczki Zoltin (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.),
Marosvdri Kristdf (Keszthelyi Vajda Jénos Gimn.), Mdcsy Miklds (Budapesti
Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.).

Mdndoki Sdra (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Katona
Ddniel (Budapest XIII. Keriileti Berzsenyi Déniel Gimn.), Leitereg Miklds
(Békédsmegyeri Veres Péter Gimn.), Kovdcs Baldzs Marcell (ELTE Radnéti Miklés
Gyak. Alt. Isk. és Gyak. Gimn.), Trdcsdnyi Péter (Debreceni Fazekas Mihdly
Gimn.).
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Informatikabdl kittizott feladatok

I. 388. Ma mar mindenki szamara megszokott, hogy a térképek északi tajola-
stak, de ez alig néhany széz éve van igy. Kordbban az adott kultirkérnek megfe-
lel6 iranyt hasznaltak. Az egyiptomiak a Nilus folydsiranyat, az amerikai telepesek
a vandorlds irdnyat (nyugat), az eurépaiak pedig északot.

Ebben a feladatban csak olyan térképeket haszndlunk, amelyek a négy {6 ég-
t4j valamelyike szerint tdjoltak. A feladatban szerepld térképek mas és mas céllal
késziiltek, mas és mas nevezetes pontok szerepelnek rajtuk. Ezen pontok koordiné-
tainak ismeretében kell megallapitanunk az egyes térképek tdjolasat. A térképeken
az origé mas és mas pontban lehet.

terkep.be terkep.ki
6 E E
42810627358199 N
2181758 X
2804342 K
4231057635 77TT74 D
3402520740 K
270-32-43

A bemeneti f4jl elsé sora tartalmazza a térképek (T' < 50) szdmét és attdl
egy szokozzel elvdlasztva az els§ térkép téjolasat (E, K, D, N). A kovetkezd T sor
mindegyikében az elsé szdm az adott térképen szerepld pontok (N) szédmét adja
meg. Fzt kovetéen N szamhéarmas szerepel, amelybol az els6 szam a pont sorszama,
utdna pedig annak X és Y koordinataja az adott térképen. A soron beliili hatédrold
jel a székoz. A pontok szdma Osszességében legfeljebb 50. A koordindtak értéke
a [—1000;1000] intervallumban van az adott t&joldsi térképen, de a kiilonbszd
térképek egyesitésével az intervallum megnGhet.

A kimeneti fajl pontosan N sort tartalmazzon, amelyben soronként egy ka-
rakter, a térkép tajolasa alljon. Ha a tdjolas nem allapithaté meg, akkor a sorban
az X karakter szerepeljen.

Bekiildendd egy tomoritett 1388.zip allomanyban a program forraskddja és
rovid dokumentéciéja, amely tartalmazza a megoldas vézlatos leirasat, és megadja,
hogy a forrasallomény melyik fejlesztoi kornyezetben fordithato.

1. 389 (E) Az atlétika néi versenyei koziil a legdsszetettebb a hétproba. Ezzel
foglalkoz6 adatbéazis-kezelési feladat volt az I. 338-as. Egy verseny eredményeinek
kiértékelését most tablazatkezelével végezziik el.

A hétpréba hét versenyszama: 100 m gatfutds, 200 m és 800 m futds, ma-
gasugras, tavolugras, sulylokés és gerelyhajitds. A verseny pontozasos rendszer.
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A versenyszamokat nemzetkozi ponttablazat alapjan értékelik, amelyben minden

elért eredménynek megvan a maga pontszama.

A versenyszdm pontszamanak kiszamitasira a kovetkez6 képletet hasznaljak
a versenyzé X eredményét figyelembe véve:

pont = [A-|X — B\C]

(ahol [ ] a kifejezés egészrészét, | | az abszolut értékét jelenti).
Az A, B és C konstansok a Nemzetkozi Atlétikai Szovetség altal kozolt, ver-

senyszamonként eltéré konstansok.

Versenyszam A B C

200 m 4,990870 | 42,5 | 1,810
800 m 0,111930 | 254,0 | 1,880
100 m gat 9,230760 | 26,7 | 1,835
Magasugras 1,845230 75,0 | 1,348
Tavolugras 0,188807 | 210,0 | 1,410
Sulylokés 56,02110 1,5 | 1,050
Gerelyhajitds | 15,98030 3,8 | 1,040

A 2012. évi nyari olimpiai jatékok hétproba verseny adatait és az el6z6 téabla-
zatban 1év6 konstansokat rogzitettiik a hetforras.txt tabuldtorral tagolt, UTF-8

kédoléast alloményban.

1. Toltsiik be a hetforras.txt szovegfdjlt a tablazatkezelobe az Al-es cellatol
kezdédéen. (Az Al:l4 tartomanyban a fenti tédbldzat transzpondlt valtozata
taldlhatd.) A munkalap neve legyen eredmények. Munkdnkat hetproba néven

mentsiik el a tablazatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

2. Hozzunk létre 1j munkalapot pontszamok néven, és a minta szerinti fejlécet

alakitsuk ki az els§ sorban.

A B C
)
n
g
2
"
oo
I
o
@
8]
£
o
1 |Név Nemzet =t
2 | Lyudmyla Yosypenko UKR 1087
P iy SarpT e

200 méteres sikfutas(s) ©
800 méteres sikfutas(s) m

1012 917
T OG5 S

-n

Gerelyhajitas {m)

853

Magasugras (cm)

Sulylokés (m)

1016
I

Tévolugras (cm)

946

Osszpont

6618
905" a0

WMAAAAAMAKX

3. Ezen a munkalapon az A2:B40 celldkban — az eredmények munkalap A7:B45

celldira hivatkozva — jelenitsiik meg a 39 versenyzd nevét és nemzetiségét.

4. A C2:140 celldkban, a fent megadott szamitdsi mddszer szerint, egyetlen kép-
lettel és annak maésolasaval hatdrozzuk meg a versenyzok versenyszamonként
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elért pontszamat. Ha a versenyeredmény cella iires, akkor a kifejezés szerint
az erre hivatkozé pontszam celldja is legyen fires.

5. A J2:J40 celldkban adjuk meg a versenyzdk versenyszamonként elért pontsza-
mainak Osszegét, ha mind a hét versenyszambol pontszammal rendelkeznek,
kiilonben a ,Nincs” felirat jelenjen meg.

A kovetkez6 feladatokat az eredmények munkalapon végezziik el.

6. Az M2 celldban hatarozzuk meg fiiggvény segitségével a versenyt teljesitOk
szamat. A versenyt az teljesitette, aki mind a hét versenyszamban pontokat
szerzett.

7. A K8:N17 cellakban képlettel adjuk meg az els6 tiz helyezett versenyzé pont-
szamat, nevét és nemzetiségének roviditését. A hétpréba gyoztese a legtobb
pontot elérd versenyz§ (feltételezhetjiik, hogy azonos pontszdmokat nem értek
el a versenyz6k).

8. A C50:150 celldkban hatdrozzuk meg a versenyszamonkénti gy&ztesek nevét.
Azonos eredmények esetén elegend§ egyikdjiik nevét megadnunk.

9. A hétpréba versenyen nemzetenként tobben is részt vehetnek. A K20:L20
cella alatt soroljuk fel a versenyzdk szama szerint cstkkend sorrendben, hogy
az egyes nemzetekbdl hdny indulé volt. A megoldasban a K oszlopban nem
sziikséges a képletek hasznalata, megfelel§ a nemzetek harombetiis roviditésé-
nek kigytijtése is.

10. Az eredmények munkalap celldit formédzzuk a minta szerint.

A B C D E F G H J K L M N

" - o

-] § - = = _ %

H H H 8 3 3 5 L,

iz 2z £m 5 & 2 g £ E

&= &= £ £ 2 ) 2 Ex

t £ t s 2 3 2 g

g g g & = 7 F $
1 ] ] H
2 A 9,23076 4,99087 0,11193 15,9803 1,84523 56,0211 0,188807
3 B 26,7 42,5 254 3,8 75 15 210
4 c 1,835 1,81 1,88 1,04 1,348 1,05 1,41
5
6
7 | Lyudmyla Yosypenko UKR 13,25 23,68 133,28]  49,63] 183 13,90 631 Helyezés [Osszpont  [Név Nemzet
8 | Jessica Samuelsson SWE 13,58 24,25 131,31 42,02 177 14,18 618| - - - - i
9 | Louise Hazel GBR 13,48 24,48 138,78 47,38 159 12,81 577 - - i
10 | Olga Kurban RUS 13,46 23,88 139,82 40,36 180 13,71 583 |
11  Sarah Cowley NZL 13,95 25,60 133,01 41,90 180} 12,37 600 - = - i
12  Brianne Theisen CAN 13,30 24,35 129,27 46,47| 183 12,89 601 i
13  Sara Aerts BEL 12,94 165 14,43 10
14 Margaret Simpson GHA — N i
15 Sofia Ifadidou GRE 13,82 25,91 142,03 56,96 168| 12,96 581 - . - i
16 Jessica Ennis GBR 12,54 22,83 128,65 47,49 186 14,28 648 i
17 | Marisa De Aniceto FRA 13,74 25,26 136,20 51,98 171 13,09 576 - - - = \
18 Yana il BLR 13,97 25,43 133,37 42,33] 189 14,09 599
19 Dafne Schippers NED 13,48 22,83 135,52 36,63 180} 13,67 628
120 | Hyleas Fountain USA 12,70 23,64 21,60 186 11,99 605 I
21 | Grit Sadeiko EST 13,50 24,25 143,01 44,12 174 12,43 611 | i
122 | 1da Marcussen NOR 14,08 25,15 133,62 42,26 168 14,26 582 =
23 | Irina Karpova KAZ 14,21 25,42 148,93 35,75 168| 11,68 570}
124Sharnn Day USA __13S 24,36 131,31 Le3,90| 177| A48 585 e _ . B e h

Bekiildendd egy tomoritett 1389.zip dllomanyban a munkafiizet (hetproba.
x1sx, hetproba.odt), valamint egy rovid dokumentécid, amelybdl kideriil az al-
kalmazott tablazatkezeld neve és verzidszama.
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I. 390. A mobilappok egyre népszeriibbek, sok jaték és hasznos program meg-
talalhaté kozottiik. A hdrom legelterjedtebb mobil operédciés rendszer mindegyiké-
hez elérhetok ingyenes fejlesztéeszkozok, amelyek segitségével mi is készithetiink
mobilalkalmazast. irjunk mobilappot, amellyel egy ismert logikai jatékot lehet jat-
szani.

A jatékban N x N négyzetlap szerepel négyzetes elrendezésben. A lapok két
oldala kiilonb6z6 szinti. A jatékos barmely lap megérintésével megfordithatja a lap-
pal oldalszomszédos lapokat, {gy azok ellentétes szinfire valtanak (a megérintett lap
nem). A jaték célja, hogy minden lap azonos szinfi felével legyen liathaté. A jaték
kezdetekor lehessen megadni N értékét (3 < N < 12). Az alkalmazas ezutdn hozzon
létre egy olyan véletlenszerl lapszinezést, amelybol az egyszini allapot elérhetd.

Bekiildend$ egy tomoritett (1390.zip) allomdnyban az Android, i0OS vagy
Windows Phone alkalmazas futtathaté valtozata és teljes forrdsa, valamint a fej-
lesztéshez folhaszndlt fejlesztéi rendszer elektronikus elérhetésége és a fejlesztés
lépéseinek vazlatos leirasa.

I/S. 4. Egységnyi magas, kiilonbozé szélességli és hossztisdgi K (0 < K <
< 10 000) darab doboz elszértan helyezkedik el egy N x M (10 < N, M < 100 000)
téglalap alaku teriileten. A dobozok oldalai parhuzamosak a téglalap oldalaival,
nem érintkeznek egymadssal és nem lathatjuk 6ket feliilrél, mert le vannak takarva.

Készitsiink programot is4 néven, amely
megadja, hogy hany olyan doboz van, amit
biztos, hogy nem latunk meg, ha minden 7
oldalrdl benézhetiink. Egy doboz lathatésa- %
gahoz elegendé valamely oldaldnak részletét
megfigyelniink. Benézni csak a téglalap olda-
laira merdlegesen, egyenes iranyban tudunk.
A mintan a satirozott dobozok lathatéak és D %
a sziirkék nem.

A program olvassa be a standard input % ¥
elsé sordbdl N-et, M-et és K-t, majd a kovet- 7
-
%

kez& K sorbdl a dobozok bal felso, illetve
jobb alsé sarkainak X és Y koordindtdit (po-
zitiv egész szdmok). A program {rja a stan- %
dard output els6é és egyetlen sordba a nem
lathaté dobozok szamét. Futasi iddkorlat

1 mp.
Példa a bemenetre (a / jel 4j sort jelsl): | Példa a kimenetre:
16 19 15 3

114216 /2466 /2738/
29411/ 217419/ 3143/
312516 /577 11 / 5 17 10 19 /
61103 /87 1010/ 6 12 9 15 /
11 514 10 / 7 5 10 6 / 10 11 12 15
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Bekiildend6 egy tomoritett is4.zip allomanyban a program forraskddja és
rovid dokumentéciéja, amely tartalmazza a megoldéas vazlatos leirasat, és megadja,
hogy a forrasallomény melyik fejlesztoi kornyezetben fordithato.

S. 103. Egy orszagban N varos taldlhat6. Megbiztak minket, hogy tervezziink
utakat a varosok kozt ugy, hogy barmelyik varosbdél barmelyikbe egyféleképp le-
hessen eljutni. Mivel egy Ut megépitésének koltsége egyenesen aranyos a hosszaval,
igy szeretnénk minimalizdlni a megépiilé utak Osszes hosszat. Az orszdgban nagy
hegyek is vannak, ezért nem épithetiink utat barmely két varos kozott, hanem csak
a bemend adatokban megadott M db utat lehet megépiteni. Az itépitést vallal6 cég
technikai okok miatt nem tud egy adott ithosszbdl haromnal tébbet megépiteni,
ezért az uthalézatot ugy kell kialakitani, hogy barmely hosszisdgu utbdl legfoljebb
hérom szerepeljen benne. Kérdés, hogy hanyféleképp tudjuk megépiteni a lehetd
legkisebb 6sszhosszisdgu tthélézatot.

A program olvassa be a standard input els§ sordbdél N-et és M-et (1 < N <
< 50000, 1 < M <200000), majd a kovetkezd M sorbdl az a;, b;, ¢; székozzel
elvalasztott egészeket, melyek jelentése: az a; varosbdl a b; varosba épithetiink ¢;
(1 < ¢; <1000 000) hosszti kétirdnyi utat. A program irja a standard output els
és egyetlen sordba a legrévidebb Gsszhosszisagot, amelybdl megépithetd a héldzat,
illetve a lehet6ségek szamanak 1 000 000 007-tel vett osztasi maradékat.

Példa bemenet: Példa kimenet:
4 3

NP W
Wk WO
NN

Magyardzat: Ha az 1 hosszisagu éleket, és barmelyik 2 hosszisaga élet va-
lasztjuk, akkor kapjuk a legrévidebbet.

Pontozds és korldtok: A programhoz mellékelt, a helyes megoldas elvét t6-
moren, de érthetden leiré dokumentacié 1 pontot ér. A programra akkor kaphaté
meg a tovabbi 9 pont, ha barmilyen hibatlan bemenetet képes megoldani az 1 mp
futdsidékorlaton beliil.

Bekiildend6 egy tomoritett s103.zip allomanyban a program forraskddja,
valamint a program roévid dokumentédcidja, amely a fentieken til megadja, hogy
a forrds mely fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

*

A feladatok megolddsai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2016. januar 10.

%
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Jelentés a 2015. évi Ericsson-dijazottakrdl ’
ERICSSON

Idén tizenhetedik alkalommal keriilnek kiosztdsra az Ericsson-dijak, melyek
eredeti célja, hogy elismerjék azoknak a kozoktatasban résztvevé pedagdgusoknak
a munkajat, akik sokat tesznek azért, hogy a magyar dltalanos és kozépiskolai ter-
mészettudomanyos képzés a vildg élvonaldban jarjon. A t6bb mint 1500 f&s ma-
gasan képzett mérnoki gardaval rendelkez6 Ericsson Magyarorszag tobbek kozott
e dij megalapitdasaval is elkGtelezte magdt a hazai oktatds fejlesztése mellett, sza-
mara kiilonosen fontos az 6 munkajuk.

Az Ericsson-dij 2015. évi palyazati kifrasa szerint dltalanos- vagy kozépiskolak-
ban fizikat vagy matematikdt oktatd pedagogusok, 6sszesen nyolcan részesiilhetnek
ebben az elismerésben. A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat aprilis 14-én, az Eot-
vos Lorand Fizikai Téarsulat aprilis 7-én megtartott Ericsson-dijbizottsagi tilésein
meghozta dontéseit. A matematika népszeriisitéséért dijra 20, tehetségeinek gondo-
zasaért dijra 26 felterjesztés érkezett. A fizika népszerisitéséért dijra 14, tehetsége-
inek gondozaséért dijra 20 jeloltet javasoltak. Koziiliik vélasztotta ki a két tarsulat
bizottsdga az idei dijazasra javasoltakat. A javaslatokat a MATFUND Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Alapitvdny kuratériuma jévdhagyta. Ennek alapjan:

Az ,ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasdért” 2015. évi
dijat matematikabdl
Lengyel Csaba, a vici Boronkay Gyorgy Miiszaki Szki., Gimn. és Koll. tanéra és
Remeténé Orvos Viola, a Debreceni Fazekas Mihdly Gimn. tanara kapta.

Az ,ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasdért” 2015. évi
dijét fizikdbol
Dudics Pal, a Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyak. Gimn. tanara és
Tolgyesiné Irmes Marianna, a Dunakeszi Radnéti Miklés Gimn. tandra kapta.

Az ,ERICSSON a matematika és fizika népszeriisitéséért” 2015. évi dijat ma-
tematikabol
Fodor Zsolt, a veszprémi ,,SEF” Vendéglatoipari, Kereskedelmi és Idegenforgalmi
Szakképzo Isk. tandra és
Pataki Janos, a budapesti Lauder Javne Zsid6 Ko6zosségi Ovoda, Alt. Isk. és Zenei
Alapfoki Miivészeti Isk. tandra kapta.

Az ,ERICSSON a matematika és fizika népszertisitéséért” 2015. évi dijat fizi-
kabol
Csatari Laszld, a debreceni Szent Jézsef Gimn. és Szki. tanara és
Nyerkiné Alabert Zsuzsanna, a dunatjvarosi Rudas Kozgazdasagi Szki., Szak-
isk. és Koll. tanara kapta.

A dijazottakrol részletesebben honlapunkon olvashatnak, a réluk késziilt port-
réfilmeket pedig a youtube-on lehet megtekinteni.

Gratuldlunk az elismeréshez!

Olah Vera
a MATFUND alapitvany képviseldje
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A gravitaciés tobbtestprobléma
két specialis esete

Amint az j6l ismert, egy centralis gravitacids térben egy m tomegii testre (amit
nevezziink bolygénak)

mM
F=—~ T
r
er6 hat, tehat a mozgdsegyenlete
N mM
(1) mi = ",

ahol M a centrumban elhelyezked6 tomeget, r a mozgé test helyvektorat, v pedig
a Newton-féle gravitaciés allandét jelsli.t

Az (1) egyenlet megoldésa ellipszis, parabola vagy hiperbola attdl fiiggéen, hogy
a mozgd test teljes

M 1
g’

(2) E=—

energidja negativ, nulla vagy pozitiv, és az adott kupszelet (egyik) fékusza éppen
a centrumba esik. Ellipszispalya esetén a bolygd keringési ideje

| a3
T=2m|—
™ VR

ahol a az ellipszis nagytengelyének a fele. Ez a lefrds (mivel rogzitett vonzécentru-
mot és egyetlen bolygét feltételez) eléggé idealizalt, ennek ellenére nagyon pontosan
irja le pl. a Naprendszeriink bolygdinak a mozgasat. Ennek az az oka, hogy a Nap-
rendszer Osszes tomegének legnagyobb része (99,87%-a) a Napban van, a bolygdk
palyasugarai pedig eléggé eltérnek egymastdl, igy a bolygdk egymdésra gyakorolt
tomegvonzasa, és az a tény, hogy a Nap maga is a kozos tomegkodzéppont koriil
mozog, csak igen kicsi korrekciot okoz.

A kovetkezOkben két olyan esetet tdrgyalunk meg részletesen, amelyekben
ezek a feltételek nem teljesiilnek: megvizsgaljuk, hogyan mozog két kozel azonos
tomegli égitest (ikercsillag) egymés gravitacids terében, és bemutatjuk a gravitdcids
haromtest-probléma egy igen specialis, de nagyon szép esetét.

LA cikkben azt a gyakorlatot kdvetjiik, hogy egy vektort és annak nagysigat ugyanaz
a szimbdlum jeloli, csak a vektort magat félkovér karakterrel szedjiik; igy pl. r az r vektor
nagysaga. Egy mennyiség jele f6lé tett pont a mennyiség idSbeli valtozasdnak titemét jelzi,
igy 7 a tomegpont sebessége, 7+ pedig a gyorsuldsa.
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Az ikercsillagok mozgasa

Tegyiik fel, hogy a két égitestre egymadson kiviil nem hat semmi! Ekkor nyilvédn
a kozos tomegkozéppont koriil mozognak, ezért érdemes a koordinata-rendszeriink
origdjat ehhez a ponthoz rogziteni. Ez az impulzusmegmaradds miatt inerciarend-
szer. Legyen a két tomeg my és mo, a helyvektorok pedig 1 és ro! A koordindta-
rendszer valasztasunkbol kévetkezik, hogy a mozgas sordn minden pillanatban

mir1 + mere =0 és mi7T1 + maro = 0.

Ebben a koordinata-rendszerben tehat csak olyan kezdeti feltételnek van ér-
telme, amely a fenti egyenleteknek megfelel, és tulajdonképpen csak egy fliggetlen
koordinatank van. Mivel az erétorvényben a két test tavolsdga szerepel, fliggetlen
véltozénak érdemes pl. az 71 o = r1 — o vektort vélasztani (|71 2| =112 =71 +72).
Ennek segitségével a két mozgasegyenlet

ma .. my

T = —Y—3T1,2 és Ty =79-"—"=3"1,2,
(r1,2) (r1,2

melyeket kivonva egymdsbol az

. mp + ma
Ti2=—""7—""3T1.2
(r1.2)

egyenletet kapjuk, ami (1)-gyel azonos szerkezet(i, hiszen
Ti2 & T, T2 ST, mi1+meo & M

helyettesitésekkel a két egyenlet egymasba atirhaté. Ennek megfeleléen a megolda-
suk is azonos, vagyis az origébdl felmért r; o vektor végpontja kipszeletet rajzol
le. Annak feltételét, hogy ez milyen kipszelet, (2)-b6l a megfelel§

T2 =T, mi1+meo o M

helyettesitéssel kapjuk meg: a palya ellipszis, parabola vagy hiperbola, ha a

mi + me 1, . 9
v 1,2 +2(T1’2)

mennyiség negativ, nulla vagy pozitiv. A (2) kifejezés el6jele nem fiigg m-t6l, ezért
azt itt elhagytuk, de vegyiik észre, hogy ha nem hagyjuk el, hanem a helyére
Mzt helyettesitiink, kihaszndlva a teljes impulzus nulla voltat, megkapjuk

m1+m2 . « s
a rendszer teljes energidjat:

mims 1 ) . \2
E=— — - .
'yrl T + 2m1('r1) + ng(’f’g)

Tehat — a fizikai érzékiinkkel 0sszhangban — most is mondhatjuk: az energia nega-
tiv vagy pozitiv volta donti el a palya alakjat. (Természetesen ez igy csak ebben
a tomegkozépponti koordinata-rendszerben igaz. Ha a kozos tomegkozéppont mo-
zog, ahhoz is tartozik egy energiajarulék, ami azonban nem befolyasolja a testek
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egymashoz viszonyitott mozgését.) Erdemes megjegyezni, hogy az egyes testek pa-
lydja geometriai értelemben hasonlé ahhoz a sikgérbéhez, amelyet az 71 o vektor
kirajzol. A megfelel6 fékuszpontok a kozos tomegkozéppontba esnek, és pl. ellipszis-
pélya esetén az rq o ellipszisének fél nagytengelye ¢ = (71,2 max + 71,2 min)/2 azonos
a két ellipszis a; és as fél nagytengelyének osszegével. (Az indexben megjelend max
és min jelzés értelemszertien az adott mennyiség maximalis és minimalis értékére
utal.) Ennek megfelelSen a keringési id6

(a1 + a2)3

T=274 ———.
y(m1 +ma)

A haromtest-probléma egy specialis esete

Most tekintsiink hdrom, minden méas objektumtdl fiiggetlennek tekintheto6 égi-
testet! A tomegek legyenek mq, mo és mg, és a koordinata-rendszeriink origdjanak
valasszuk most is a kozos tomegkozéppontot. Az r; koordinaték és az 7; sebességek
(1 =1,2,3) most az

(3) miry + more + msgrs =0 és mir1 + maoro + msrz =0

egyenleteket elégitik ki. A hdrom mozgasegyenlet:

. mo ms

= —y—5(r1—r2) — 7 z(r1—13),
(1,2 (r1,3)

. m m

7“22—7713(7“2—7“1)—7 33(7“2—7“3),
(1,2 (r2,3)

. m m

7“32—’)’723(7“3—7“2)—7 13(?“3—7“1),
(72,3) (r1,3)

ahol az el6zéekhez hasonléan az r;; az i és j index(i tomegpontok tavolsdga.
Ez a csatolt egyenletrendszer mar kezelhetetleniil bonyolult, de igen egyszertivé
véalik abban a specidlis esetben, amikor ri o =113 =723 = R, azaz a testek egy
R oldalhosszi, egyenld oldali hdromszog csticsain helyezkednek el. Ekkor (3) segit-
ségével mind a harom az

my1 + mg + mg

(4) T = I T (i=1,2,3)

alakra hozhato.

Mi kovetkezik ebbol? Nevezetesen az, hogy ha egy pillanatban mindharom test
sebessége ugyanugy aranyos a helyvektoraval, azaz

(5) i =KP+w X Ty (1=1,2,3),

akkor ez a mozgds sordn igy is marad. Itt az els6é tag egy egyenletes tagulas,
melyben a k egy 1/s dimenziéji mennyiség, a mdsodik tag pedig egy egyszerii
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forgds, melyben az w szogsebességvektor merdleges a hiarom test sikjara. Ilyen
sebességek mellett nyilvan nem valtozik az r; helyvektorok egymashoz viszonyitott
mérete és irdnya, és (4) miatt az 7; sebességek is ardnyosak maradnak a megfeleld
helyvektorokkal, csak x és a szogsebességvektor nagysaga, w valtozik az idével.
Kovetkezésképp ilyen kezdeti feltételek mellett a harom test altal kijelolt haromszog
végig egyenld oldali marad, a

LK

(6) Ai=p

aranyok a mozgds soran allandok, és a mozgasegyenletek

A3 .
(7) h:_yzm“+2”+m”m (i=1,2,3)

T

alakba frhatdk. (A A; egyiitthatdk csak a tomegardnyoktdl fiiggenek, viszonylag
konnyen megadhaték, de a magunk elé tizott feladat szempontjabol a konkrét
alakjuk nem érdekes.)

A (7) és (1) egyenletek azonos alakja, és a hdromszog ardnyainak valtozatlan-
saga alapjan allithatjuk, hogy a harom test egymdashoz hasonl6 kipszeletpalyakon
mozog a kozos tomegkozéppont koriil. Ugyan mindegyik méas-mas effektiv centralis
tomeget ,1at”, de éppen ez biztositja a palydk idébeli szinkronjat. Ezzel 6sszhang-
ban ellipszispalya esetén barmelyik test keringési idejére ugyanaz adodik:

a3 a3
T=2r 3 £ =27 ,
VA3 (M1 + ma + mg3) ~v(m1 + ma + ms3)

ahol
Ti,min + 7% ma: .
a; = %’ illetve a=

Rmin + Rmax
72 .

Végezetiil szolnunk kell a palya alakjat meghatarozo feltételrdl. Senki nem
lep6dik meg azon, hogy azt most is az

mims +mimsg + mam 1 . 1 . 1 .
(8) E=-—q——p— t gma(i)” o+ gma(ive)” + Sms(is)’

teljes energia el6jele hatdrozza meg, de hogy ez hogyan hozhaté ki a (2)-bél formé-
lisan ad6do
miA(my +ma +mg) 1

9) -y - + 5’”1‘(*2’)2

kifejezésbdl, azt a Figgelékben mutatjuk be.

Megjegyzések. 1. A cikkben targyalt problémék tartalmazzak egymdst mint hatdr-
esetet. Az ikercsillagndl minél nagyobb az egyik csillag tomege a masikéndl, annal job-
ban megkozeliti a rendszer a rogzitett centrum esetét. Hasonléan, ha a harom test koziil
az egyik tomege lényegesen kisebb, mint a méasik kett6é, az a kettd igy mozog, mint ahogy
azt az ikercsillagokndl latjuk.
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2. Az ikercsillagok problémé&ja a gravitacids kéttestprobléma dltaldnos esete, és a pé-
lydk a tomegkozépponti rendszerben mindig kipszeletek. Ezzel szemben a haromtest-
probléma altalanos esete igen bonyolult, nem periodikus, és dltaldban nem is sikmozgas:
a harom test sikja id6ben elfordulhat. Az itt targyalt eset csak nagyon specidlis kezdeti
feltételek mellett valésulhat meg, és attol kiilonleges, hogy a testek tavolsdgainak az ara-
nya, igy az dltaluk kit(izott sikidom alakja nem valtozik a mozgds sordn. A hdromtest-
probléménak van egy mésik olyan megoldéscsaladja is, melyben a tavolsagok ardnya nem
valtozik: a hdrom test haromféle médon is elhelyezhet6 gy egy egyenesen, hogy azok
egy (5)-nek megfeleld kezdeti sebesség esetén egymadssal szinkronban, végig egy egyene-
sen maradva kipszelet pdlydn mozogjanak. (Ezek az esetek paraméteresen sajnos nem,
csak numerikusan térgyalhatok.) fgy ha két test (mondjuk a két nagyobb) pozicidjat
és a mozgasuk sikjat megadjuk, a harmadik test 6t olyan pozicidba helyezhetd, melyek-
ben szinkronizalt mozgds lehetséges. Ebbél hdrom a két (nehezebb) test egyenesére esik
(egyik helyzet a két test kozott, egy-egy pedig a két testen kiviil), kettd pedig a fentebb
targyaltaknak megfeleléen az a két pont, amely ugyanolyan tavol van az egyes testektdl,
mint azok egymadstdl. Abban az esetben, ha a legkisebb témeg elhanyagolhatéan kicsiny
a két nagyobb témeghez képest, ezt az 6t pontot egyik tanulminyozéjukrél® a rendszer
Lagrange-pontjainak nevezik. Erdekes még, hogy a nagy testek egyenesébe esé Lagrange-
pontok instabilak, az oda helyezett objektumok barmilyen kicsi zavar esetén gyorsulva ki-
mozdulnak, mig a mésik két pont (a nehéz testek témegardnydnak nagysdgatol fiiggben)
lehet stabil abban az értelemben, hogy az oda helyezett harmadik, kicsiny tomegii test
a zavard hatdsok ellenére is hosszu ideig az adott pont kozelében marad. Ezzel fiigg 6ssze,
hogy a Naprendszerben kisbolygdk és aszteroidak egész felh6i taldlhatok a Nap-Jupiter
rendszer megfelelé (a Jupitert 60°-kal megeldzd, illetve kévetd) Lagrange-pontjainak a kor-
nyékén, de taldlhatok kisbolygék a Neptunusz, a Mars és a Fold palydjahoz tartozé stabil
Lagrange-pontok kézelében is.

Fuggelék
Vegyiik észre, hogy ha (9)-et beszorozzuk az

mime + Mmimsg + maoms

)\%ml(ml “+ mo + mg)
kifejezéssel, és kihasznaljuk (6)-ot, akkor a kapott

mimg +mims + moms 1 mimg + myms + moms (f'i)2
R 2 my + ma + ms A2

(2

(F'1) -

mennyiség elso tagja a teljes energia gravitacids része, tehat azt kell belatnunk, hogy
a masodik tag éppen a teljes mozgési energia. Mivel az 7; (5) szerinti felbontdsidban
a két tag egymasra meréleges,

(F2) (7:)° = rZ (K* +w?).

2Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) olasz sziiletésfi francia matematikus és fizikus,
aki tobbek kozott a szamelméletben, a matematikai analizisben és az égitestek mechani-
kéjaban ért el nagyon jelentés eredményeket.

3 A Naprendszer kiilénb6z6 bolygéihoz tartozé Lagrange-pontok kozelében elhelyezkedd
természetes és mesterséges égitestek impozans listdja taldlhaté a https://en.wikipedia.
org/wiki/List_of_objects_at_Lagrangian_points webhelyen.
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Ennek és (6)-nak a kovetkezményeként (F1) mdasodik tagja

(F3) lmlmg + mims + moms

20,2, 2
5 I R*(k* + w?).

Ha megmutatjuk, hogy

(F4) mimeo + mMims + moms R? —
mi + mo + ms

2 2 2
=mar] + maor; + mars,

akkor igazoljuk, hogy (F3) a mozgdsi energia,
tehat (F1) valéban a teljes energia. Marpedig
(F4) fennéll, ahogy azt a mellékelt dbra segit-
ségével konnyen belathatjuk.

Ezen a hiromszog oldala R, a geometriai sulypontja C, a fizikai tomegkozép-
pontja S, a C-bdl az S-be mutatd vektor r, a C-bdl és az S-bdl az egyes tomegekhez
mutaté vektorok ¢; és r;. Az (F4) egyenlet jobb oldala a rendszer S-re vonatkoz-
tatott tehetetlenségi nyomatéka, amit a Steiner-tétel segitségével Osszekothetiink
a jol szamithatd C-re vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékkal. Eszerint

3 3 3
(F5) E mr? = E mic? —r? E m;.
i=1 i=1 i=1

Ugyanakkor a témegkdzéppont definiciéjabol

3 3
E m;Cc; =T E m;.
i=1 i=1

Ezt az egyenletet négyzetre emelve és kihasznalva, hogy c;c; = %RQ, ha i =j,
és féRz, ha i # j, kiszamithatjuk 72-et, és igy (F5) jobb oldalét kiértékelve valoban
megkapjuk (F4)-et.

Woynarovich Ferenc

Megoldasvazlatok
a 2015/8. sz. emelt szintii fizika gyakorlé feladatsorhoz

Tesztfeladatok:

1 2 13| 4|5 |6 71891011 |12 | 13 | 14 | 15
c|,B|C|D|C|B|C|C|B]|C A C C B D
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F1. a) A Skoddbdl nézve a kezdésebesség nélkill indulé Volvo ¢ idé alatt
s = at?/2 utat tesz meg. Esetiinkben s = 20 m, tehat a Volvo t = \/2s/a ~ 6,32 s
alatt éri utol a masik autot.

b) A Volvo kezd6sebessége vp = 20 m/s, az utolérés pillanatéban pedig vy =
= vy + at = 26,32 m/s, az dtlagsebessége tehat %(vo +wv1) = 23,16 m/s. Igy a kér-
déses idé alatt 23,16 m/s- 6,32 s ~ 146 m utat tesz meg.

¢) A mozgdsi energidk ardnya (a talajhoz rogzitett koordindta-rendszerben):

Evolvo - %mVOlVOU% _ Mvolvo <Ul>2 - 1500 (26,3)2 N

= — ~ 2,6.
Eskoda %mskodavg MSkoda Vo 1000 \ 20,0

F2. a) A 1éggomb térfogata (az idedlis gz dllapotegyenlete alapjdn):

nRT (0,15 mol) - 8,31 J/(mol K) - (295 K)
p 1,05 - 105 Pa

V= =0,0035 m® = 3,5 liter.

b) A leveg6 stirtiségét ugyancsak a pV = nRT = §; RT gaztorvénybdl kaphat-
juk meg:
~m _ pM  10° Pa-29-107% kg/mol 118 kg
CTV T RT T 831 J/(molK)- (295 K) 7 C m3’

¢) A léggémbre haté nehézségi eré:
mg = (2+0,6)-107° kg - 9,81 m/s” = 0,026 N,

mig a levegd felhajtoereje:
kg 3 m
Ffel = Olevegé ° ‘/léggémbg = 1,1873 . 0,0035 m- - 9,81 - = 07041 N.
m S

A felhajtéeré nagyobb, mint a nehézségi erd, ezért szall fel a 1léggdmb. A mennye-
zetnél erGegyensuly alakul ki, a mennyezet a fenti két erd kiilonbségével nyomja
lefelé a 1éggombot:

F =0,041 N - 0,026 N = 0,015 N.

A 1éggomb egy kis darabon belapul, ahol a mennyezethez nyomddik. Erre a kis
darabra tgy teljesiil az erdk egyensulya, hogy a mennyezet lefelé mutaté nyomoéereje
megegyezik a kiils6 és belsé nyomasok kiilonbségébdl szarmazdé felfelé mutatd erdvel:
F = Ap A, amibdl a mennyezettel érintkezé feliillet nagysdga

F _0015N
Ap 5000 Pa

=3-10"% m? = 3 mm?2.

Megjegyzés. A szamitéas sordn elhanyagoltuk a léggomb mennyezettel érintkez6 da-
rabkajanak a sulyat, a belapult gumidarabra a 1éggtmb t6bbi része altal kifejtett rugalmas
er6ket, valamint a nyomas valtozasat a léggombon beliil. Beldthatd, hogy ezek jogos el-
hanyagolasok.
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F3. a) Egyenstlyi helyzetben az elektromos eré és a nehézségi erd eredéje

fonalirdny:
mgsin 20° — QF cos 20° = 0,
ahonnan
mg . 0,001 kg - 9,81 m/s? A%
E=—1tg20° = 0,364 ~ 3600 —.
Q8 10-6 C ’ m

b) A testre haté gravitdcids erd és az elektromos eré ered8je mg/ cos 20° nagy-
sagi és mindig ugyanolyan irdnyu, tehat éppen olyan, mintha a test elektromos
erétér nélkiili, de a szokdsostol eltérd, g’ = g/ cos20° ~ 10,4 m/s? nehézségi gyor-
suldsi, homogén gravitacids térben helyezkedne el. Egy ilyen erétérben a fonédlinga

lengésideje:
[ £
T =2m/— =1,06s.
g

F4. a) frjuk fel mindkét esetben a kapocsfesziiltséget az aram fiiggvényeként:
Ug =€ — Ry 11, Ua = € — Ry I>.

Ha a két egyenletet egymasbdl kivonjuk, kiszamithatjuk a belsd ellendllast:

3900 — 3800 mV
By = 50120 ma 08B

b) Az elektromotoros erét gy kaphatjuk meg, ha a belsé ellendlldst vissza-
helyettesitjitk példaul az els6 egyenletbe:

&€ = Ui + Ry Ry, = 4000 mV.
¢) ﬁjra a kapocsfesziiltség-dram fiiggvényt kell haszndlnunk:
Uy =& — Ry I =4000 mV — 29'12 mA = 3990 mV.
Az akkumulétor teljes teljesitménye:
P=¢E-1=4V-12mA =48 mW,

a masodpercenkénti energiacsokkenés tehat P At = 48 mJ.

Megjegyzés. Ilyenkor az akkumuldtor belsé ellendllasara juté veszteség elhanyagol-
hatd, hiszen a belsd fesziiltségesés (10 mV) nagyon kicsi a 4000 mV-os elektromotoros
er6hoz képest.

Honyek Gyula
Budapest
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Fizika feladatok megoldasa

P. 4713. Figgoleges, B mdgneses indukcioju
homogén mdgneses mezében lévé fondlon eqy m t6-
megl, Q toltést, kisméretd golyd fiigg. A golyo-
nak akkora és olyan irdnyi sebességet adunk, hogy
az vizszintes stkban egyenletes kormozgdst végez-
zen. Egy mdsik alkalommal gy dllitjuk ugyanolyan mlQ
sugari, vizszintes siku korpdlydra a golyct, hogy B
az a mdgneses mezdben ellentétes irdnyban kordz-
Z0n.

a) Hatdrozzuk meg a két fondlerd ardnydt!

b) Mekkora a szdgsebességek nagysdgdnak kilonbsége a két mozgds sordn?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

Megoldis. a) Ha Q pozitiv toltés, és a kis test (foliilrél nézve) az éramutaté
jarasaval ellentétes irdnyban forog, akkor a ré haté Lorentz-erd a korpalya kozép-
pontjdnak irdnyaba mutat; ha pedig ezzel ellentétesen forog, akkor a Lorentz-erd
a kor kozéppontjatdl kifelé mutat. (Ha @ negativ, akkor éppen forditott a helyzet.)

Amennyiben a forgémozgas kozben a fondl allandé « szoget zar be a flig-
gblegessel, a test fiiggbleges irdanyban nem gyorsul. Ez csak tugy lehetséges, hogy
a fonaler6 fiiggoleges komponense mindkét esetben a nehézségi erdvel egyezik meg:

Kicosa =mg, Kscosa =mg,

a fondlerd tehdt a két esetben ugyanakkora:

mg

K =Ky, = ;
Cos av

az aranyuk 1.
b) A test vizszintes irdnyd mozgdsegyenlete a kétféle forgdsiranyndl:
2

T — mgtga+ QBuy,
,

illetve )
my mgtga — QBug,
r
ahol r a korpalya sugardat, v és vo pedig a keriileti sebességeket jeloli. A fenti két
egyenlet kiilonbségébol

%(U% — U%) = QB(v1 + v2),
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vagyis
vi—vy QB
Cr m
kovetkezik. A bal oldalon éppen a szogsebességek nagysaganak keresett kiilonbsége
all, ami tehdt Aw = QB/m.
Németh Flora Bordka (Keszthely, Vajda J. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

27 dolgozat érkezett. Helyes 25 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1 pont) 1 dolgozat.

P. 4717. Mekkora széget kell bezdarniuk az Fy és Fo erdknek, hogy az ereddjik
nagysdga F' és Fy nagysdgdnak szdmtani kézepével legyen eqyenlé? Mind hatdrok
kozatt kell lennie az Fy /Fy viszonynak, hogy a feladatnak legyen megolddsa? Milyen
hatdrok kozott kell lennie a két erd szogének?

(4 pont) Strasser V. Bend (1884-1966) feladata
Megoldas. Legyen az er6k nagysaga F és Fy, a szogiik pedig a. Az ered6 erd
nagysaga a vektortsszeadds szabdlya és a koszinusztétel szerint

L+ F
2 )

F=\/F2 + F} +2F Fycosa =

ami algebrai atalakitasok utan igy irhatoé:

2—-8cosa F1 Py
3 R R
Tudjuk (a szdmtani és a mértani kozepekre vonatkozé egyenlStlenségbél), hogy
egy szamnak és reciprokanak Gsszege legalabb 2, emiatt

2 —8cosa 1
— > 2, azaz cosa < —5
Tehat fennall, hogy 120° < a < 180°. Ebben az intervallumban cos« f% és —1
kozotti értékeket vesz fel, tehdt az erék nagysdginak x = Fy/F5 ardnyéra a
1 10
2<r+ - <
T 3
egyenl6tlenség teljesiil, aminek megolddsa
L
3 F

A nagyobb er6 tehdt legfeljebb hdromszorosa lehet a mdasik (F nagysigd) erd
nagysaganak, és ha az irdnyuk ellentétes, az ered$ eré nagysiga (2F) valéban F
és 3F szdmtani kozepe. Ugyancsak teljesiil a megadott feltétel két egyforma (F')
nagysagu, egymassal 120°-os szoget bezard erd F nagysagu ereddjére is.

Wiandt Péter (Bonyhad, Petéfi S. Evangélikus Gimn., 11. évf.)

46 dolgozat érkezett. Helyes 25 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 13, hidnyos
(1-2 pont) 8 dolgozat.
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P. 4719. Egy kajakos 5 m/s sebességi folyon evez felfelé. Mekkora sebességgel
kell eveznie, hogy a lehetd legkevesebb munkavégzéssel jusson el adott tdvolsdagra?
(A kozegellendlldsi erd a sebesség négyzetével ardnyos.)

(5 pont) Kozli: Forman Ferenc, UK, Cambridge

Megoldas. Ha a kajakosnak a parthoz viszonyitott sebessége v, akkor a vy se-
bességil foly6 vizéhez képest v+ vy sebességgel kell mozognia. A kozegellenallasi erd
és annak teljesitménye szempontjabdl csak a vizhez viszonyitott sebesség lényeges:

F)=k-(w+uw)°, illetve P(v)=F(@)-(v+up)=k-(v+up)°.

A foly6n felfelé haladva egy adott s tdvolsdgot ¢ = s/v id6 alatt tesz meg

a kajakos, ezalatt
3
W) = P(o) -t — ks - L0
v
munkat kell végeznie. Mivel ks a sebességtol fiiggetlen dllandd, W (v) minimumat az

(v+ v0)3
v

flv) =

fliggvény minimuma hatarozza meg.

Alkalmazzuk f(v)-re a szdmtani és mértani kozepekre vonatkozé egyenlStlen-

séget:
v—&—lv —&—lv °
( E 20)
1 1
(v w) oy ° >op 2% 5% _ 2T 0

Vg
v (Y (% 0

Az egyenlOség akkor all fenn, amikor a kajakos sebessége a parthoz képest
1 95 m
V= 70y = 2,9 —,
2 ¢ S
a vizhez viszonyitva pedig
3
v4+vg==v9g=7,5 E.
2 S

Fekete Baldzs Attila (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 9. évf.)
43 dolgozat érkezett. Helyes 26 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 9, hidnyos
(1-3 pont) 7, hibas 1 dolgozat.

‘ ‘ P. 4747. Egy 40 cm hosszusdgu ldnc két vég-
ol pontjdt azomos magassigban rogzitjik az abran

|

| lathato mdodon. Mekkora a ldnc gorbiileti sugara

a) a legalsd pontjaban,
b) a felfiiggesztési pontokban?
(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
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Megoldas. Jeloljiik a lanc teljes hosszat L-lel, teljes silyat G-vel. A lanc két
végén hatd erdk fiiggbleges komponense G/2 , a vizszintes komponensiik pedig
(a 45°-0s szdgek miatt) +£(G/2) (1. dbra).

LA

1. dbra
Tekintsiik a lancnak egy olyan P pontjat, amely pont és a legmélyebb O pont

kozotti ldncdarab hossza ¢ (2. dbra). Ennek a ldncdarabnak a silya ardnyos ¢-lel,
és mivel £ = L/2 esetén a sily G/2, dltaldnos esetben

G) = ZE.
C D a
B
Aa tga
a o= 1 4
2. dbra 3. dbra

A P pontban haté (a ldnc tobbi része éltal kifejtett) eré vizszintes komponense
mindenhol ugyanakkora (hiszen a ldncdarabra nem hat vizszintes irdnyu kiilsé erd):

F) = allandé = g,

a fiiggoleges komponens pedig a lancdarab silya:

G
Ezek ismeretében ki tudjuk szdmitani a ldnc meredekségét a P pontban:
o2
1 tga = — = —/.
(1) ga=p =7

Mennyit valtozik ez a meredekség, ha P-bdl egy kicsiny Af-lel hosszabb lanc-
darab P’ végpontjdba ,megyiink 4t”? A 8. dbrdrdl leolvashatjuk, hogy kicsiny A«
esetén
1 1
(2) A(tga) = BD =~ BC =

cosa  cos?a

Aa = (1 + tg? a) Aa.

(A képlet csak kozelitéleg, kicsiny Aa-ra igaz, mert az O D-re meréleges BC szakasz
hosszét egy kicsiny koriv hosszaval helyettesitettiik.)
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Megjegyzés. A fenti osszefiiggés a differencidlszamitas formuldibdl is megkaphato:

d(tg o)

2
=14+tg"a= oo’

da

Az (1) és (2) osszefiiggésekbdl azt
kapjuk, hogy

2 2
(3) (1+tg®a)Aa =+ Al= —-RAa.

Az utolsé 1épésben kihasznaltuk, hogy
Al = RAa«, ahol R alanc gorbiileti sugara
(a simul6koérének sugara) a kérdéses pont-
ban (l4sd a 4. dbrdt).

A (3) osszefiiggésbdl (2) felhaszndls-
saval megkaphatjuk a lanc gorbiileti suga-
rat a lanc tetszoleges pontjaban:

L 27
RO =5+7

4. dbra
és igy a kérdéses specidlis helyeken is.

a) A ldnc legals6 pontjdban

R({=0)== =20 cm,

N

b) a felfiiggesztési pontokban pedig

2

Bugdr Ddvid (Révkomérom, Selye J. Gimn., 12. évf.)
dolgozata felhaszndlasaval

R(ﬁzlL):L:40cm.

23 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 2, hibas 1 dol-
gozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 355. Cseppentsiink vizfeliiletre étolajat! Hogyan fiigg az olajfolt dtmérdje
a kicseppentett olaj mennyiségétol?

(6 pont) Kozli: Homoki-Nagy Olga, Monor
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P. 4780. Mely szélességi fokokrol 1ldthaté (jé mindségii tdvesével) egy geosta-
ciondrius ,,szinkron miithold”?

(3 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

P. 4781. Kemping gézf6zén (amelynek iizemanyaga 80% butant és 20% pro-
pant tartalmaz) 200 g vizet 15 °C-rél 75 °C-ra melegitiink fel.

Mennyivel véaltozik meg a {626 Ossztomege a melegités soran, ha a melegités
hatésfoka 60%7

(3 pont)

P. 4782. Egy 16 cm és egy 30 cm hosszu fondl egy-egy végét a mennyezethez
rogzitjiik, egymastdl 34 cm tdvolsdgban. A fonalak masik végét egy pici, 1,7 dkg
tomegl testhez erdsitjiik.

a) Mekkora erék ébrednek a fonalakban?

b) A rovidebb fonalat elégetjiik. Mekkora er6 ébred a fondlban abban a pilla-
natban, amikor az éppen fliggbleges?

(4 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 4783. o = 30°-o0s hajlasszogli lejtore helyezett mq t6- ma2
megli ék és annak vizszintes lapjan 1év6 mo tomegii kocka
egylitt gyorsulva mozog a lejtén lefelé. Az ék és a lejt6é ko-
zOtt a surlédasi egyiitthaté 0,1.

Legaldbb mekkora a surlédasi egyiitthaté a kocka és «
az €k kozott, ha a kocka nem cstszik meg az éken?

(4 pont) Kozli: Szabé Miklds, Eger

P. 4784. A kanadai Large Zenith Telescope 6 méter atmérojii parabolatiikrét
ugy hozték létre, hogy egy tdlba higanyt ontottek, és a tdlat egyenletesen, percen-
ként 8,5 fordulattal forgattak.

Mekkora lett a parabolatiikor fokusztavolsdga?
(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 4785. A Tejutrendszer az ugynevezett spirdlis galaxisok kozé tartozik.
Alakjat kozelithetjiik egy, az atméréjéhez képest csekély vastagsagn, allandé stiri-
ségli koronggal, amelynek ,alja” és ,teteje” k6z6tt a Nap harmonikus rezgémozgast
végez.

Mekkora a rezgés periédusideje, ha a galaxis atlagstirtisége 5,8 - 1072 kg/ m*?

(5 pont) Kozli: Forman Ferenc, Cambridge, UK
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2m P. 4786. Harom pontszerii test — méas testektdl
/,‘ tavol — igy helyezkedik el a vildgiirben, hogy egy kez-
SN deti pillanatban nem mozognak, és egymastdl azonos
/ d tdvolsdgban vannak. Két test tomege egyenld (m),

Y a harmadik tomege 2m. A gravitdcids vonzas hatdsara
/ a testek mozgdasba jonnek és egymasnak iitkoznek.

Y om a) Mekkora utat tesznek meg a testek a taldlkoza-
sig?
b) Mennyi id6 telik el a testek titkozéséig?
(Lasd még ,A gravitdcids tébbtestprobléma két specidlis esete” cimii cikket Lapunk
558. oldalan.)

(5 pont) Nagy Ldszlé fizikaverseny (Kazincbarcika) nyoman

P. 4787. Egy merev, adiabatikus fali edényben 1év6, 17 °C hémérsékletii
héliumgéazt 30 méter magasbol a Hold felszinére ejtiink.

a) Mekkora lesz a héliumatomok rendezett sebessége a becsapddds pillanata-
ban?

b) Mennyivel nd a héliumatomok rendezetlen, termikus dtlagsebessége a be-
csapodast kovetden?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4788. Egy a = 2 cm oldali szabdlyos hatszog min-
den mésodik csiicsan at, a hatszog sikjara merdlegesen,
hossz1, egyenes vezetékben I =10 A nagysigu aram fo-
lyik, kettében felfelé, egyben pedig lefelé.

a) Mekkora és milyen irdnyd a mégneses indukcié
a hatszog kozéppontjaban?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

b) Mekkora nagysagi és milyen irdnyu er§ hat az egyes
vezeték £ = 1 m hosszisiagu darabjara?

P. 4789. Vékony, egyenletes keresztmetszetii ellenallashuzalbdl in. Sierpinski-
héromszoget szeretnénk forrasztani. Ehhez egy szabdlyos haromszog alaku keret-
bol indulunk ki, melynek A és B cstucsai kozott Ry ellendllast mériink. A kerethez
els6 1épésben hozzaforrasztjuk a haromszog kozépvonalait, majd méasodik 1épésben
az gy keletkezett négy kis haromszog koziil a kiilsé harom koézépvonalait is befor-
rasztjuk. Az eljardst tovabb folytatva énhasonld, fraktédlszerii drétkeretet kapunk
(lasd az dbrdat).

Mekkora lesz az A és B pontok kozotti ellendllas az n-edik 1épés utan?

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
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P. 4790. Egy ¢ = 45° toroszogt, H = 20 cm -
magassagu, egyenlészari prizma anyaganak torés- A $d
mutatéja n; = 1,3. Ehhez a prizméhoz egy maésik, A\
©/2 torészogi prizmét illesztiink az dbra szerint.

Az elsé prizma alaplapjaval parhuzamosan, attol h
h = 12 cm tavolsdgban vékony fénynyaldbot bocsé- ny
tunk a prizmara a tor6élre meroleges iranyban.

SIS

a) Mekkora legyen a mésodik prizma no térésmutatdja, hogy a masodik priz-
mén kilépd sugar parhuzamos legyen a belépé fénysugarral?

b) Mekkora d tévolsdggal tolddik el egymdstdl a belépd és a kilépd sugédr?

¢) Mennyi ideig tartézkodik a fénysugédr egy hulldmfrontja a kettOsprizmdaban?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 4791. Petiék kazdnja mostandban nagyon furcsa hangokat ad, mintha fel
akarna robbanni. Ezért hivnak egy szerel6t, aki megdllapitja, hogy lerakédds van
a csOben, amit ,ki kell majd savazni”. Petit6l megkérdezi az 6ccse, hogyan kelet-
kezhetett a furcsa hang, és miért van a kazan vizének homérsékletét méré hémérs
120 °C-ig skalazva, hiszen akkor mar ugyis elforrna a viz. Vajon a cs6 keresztmet-
szetének mekkora része zarédhatott el?

Mit valaszolt ezekre a kérdésekre Peti?
Adatok: A cs6ben 80 °C-os viz van, a nyomasmérd 1,2 bar (tul)nyomdst mutat, és
rendes miikodés mellett a szivattyd 3 m/s-os sebességgel keringeti a vizet.

(6 pont) Kozli: Juhdsz Péter, Cambridge, UK

Bekiildési hatarid6: 2016. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 65. No. 9. December 2015)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 1): K. 481. What
is the sum of the numbers in the 20 x 20 multiplication table? (The figure shows the
5 x 5 multiplication table.) K. 482. In a bicycle factory, the bicycles produced are tested
systematically. The brakes are tested on every fifth bike, the gears are tested on every
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fourth, and the shifter is tested on every seventh one. They manufacture 435 bicycles
a day. How many bicycles are issued from the factory per day without anything tested
on them? K. 483. In how many different ways is it possible to write the numbers 1, 2,
3,4, 5,6, 7, 8,9 on the circumference of a circle so that no sum of adjacent numbers is
a multiple of 3, 5 or 7?7 K. 484. Every natural number 1 to n is written on a card. What
is the smallest n such that no matter how the cards are divided into two packs, there
will always be two cards in one of the packs with two numbers that add up to a perfect
square? K. 485. Tom Thumb and the giant arrive at the castle of the dragon. Although
the giant is 3.5 metres taller than Tom, he still cannot reach the top of the castle wall
when he stands on the ground. So he lifts Tom Thumb on his palm over his head. Tom
can just climb the wall, which is 6 metres and 20 centimetres high. The giant has long
hands: he can reach 40% of his height above the top of his head, while Tom can only reach
20% of his height above the top of his head. How tall is the giant, and how tall is Tom
Thumb? K. 486. How many five-digit positive numbers are there in which the sum and
the product of the digits are both even?

New exercises for practice — competition C (see page 1): Exercises up to
grade 10: C. 1322. Three consecutive terms of an arithmetic progression of positive
integers are written down in a row to form a single number. Find the largest seven-digit
number obtained in this way. (Quantum, 1998) C. 1323. Let T" denote the intersection
of side BC with the angle bisector drawn from vertex A of a right-angled triangle. Let
F' denote the midpoint of side BC, and let M be the intersection of the perpendicular
bisector drawn at F' with another side. Given that the quadrilateral ATFM is a Kkite,
determine the angles of the triangle. (A may denote any vertex of the triangle.) Exercises
for everyone: C. 1324. Agnes is making gingerbread hearts for Christmas. The pastry
cutter has the shape of a 6 cm by 6 cm square with two semicircles attached to two
adjacent sides. She always rolls the dough the same thickness, forming a square whose
side is a whole number of decimetres. (If any dough remains, she gives it to her sister.)
She starts cutting the hearts out of the pastry by placing the corner of the cutter to the
corner of the pastry square, carefully aligning the sides. Then she continues by placing
the cutter next to the cut-out squares with the same orientation, as close as possible.
How many squares can Agnes make if she starts out with a 1 m? pastry, and she always
kneads together the pastry remaining after cutting out the hearts? C. 1325. Let a,

denote the closest integer to y/n. Determine the sum % + i + ai +...+ ﬁ. C. 1326.
The perimeter of a right-angled trapezoidal plot is 400 m. One leg of the right angled
trapezium makes an angle of 45° with the base. For what length of the base would the
area of the plot be a maximum? Exercises upwards of grade 11: C. 1327. With line
segments drawn from an interior point, dissect an octagon with the properties shown in

the diagram into four parts, such that the parts can be put together to form two congruent
sin x4-cos x

regular pentagons. C. 1328. Solve the following equation: gsin®e _ 7

New exercises — competition B (see page 1): B. 4750. Ann claims that a random
three-digit number is more likely to contain a digit of 6 than a random five-digit number.
Bill says it is the other way around. Who is right? (8 points) (Matlap, Kolozsvar) B. 4751.
Prove that 3™ 4+ 5™ is not a perfect square for any positive integer n. (4 points) (Proposed
by G. Somlai, Budapest) B. 4752. Consider circles k1 with center O; and radius r1,
and ko with center Oz and radius r2. Line PA is tangent to ki1 at A and line PD is
tangent to k2 at D. Segment AD intersects k1 and ke at B and C, respectively. Find
PA/PB in terms of r1 and rp if AB = CD. (4 points) (M&IQ) B. 4753. Prove that

21’\/(235 + 14/ (2z+2)V2x+3< % for all z > 0. (5 points) (Proposed by I. Dedk,
Székelyudvarhely) B. 4754. Lines AD, BD and CD passing through an interior point
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D of a triangle ABC intersect the opposite sides at A1, By and Cy, respectively. The
midpoints of the segments A1 B1, B1C1 and Cy1A; are C2, As and Ba, respectively. Show
that the lines AAs, BBy and CC> are concurrent. (5 points) (Proposed by Sz. Miklds,
Herceghalom) B. 4755. In a triangle ABC, the escribed circles k4 and kg drawn to sides
CB and CA touch the appropriate sides at D and E, respectively. Show that line DE
cuts out equal chords from the circles k4 and kg. (4 points) (Proposed by K. Williams,
Szeged) B. 4756. In the interior of a unit cube, there are some spheres with a total surface
area of 2015. Show that a) there exists a line that intersects at least 500 spheres, b) there
exists a plane that intersects at least 600 spheres. (6 points) (Hungarian Mathematics
Competition of Transylvania) B. 4757. Let A, denote the number that consists of k ones
in decimal notation. How many positive integers are there that cannot be obtained as the
sum of the digits of any multiple of Ax? (& points) (Proposed by K. Williams, Szeged)
B. 4758. What is the minimum number of different lines determined by the sides of a (not
necessarily convex) 2015-sided polygon? (6 points) (Proposed by D. Lenger, Budapest)

New problems — competition A (see page 1): A. 656. Let p(z) = a0 + a1z +
-+-+anx™ be a polynomial with real coefficients such that p(z) > 0 for « > 0. Prove
that for every pair of positive numbers c and d, ap + a1(c+ d) + az(c+ d)(c+2d) + -+ - +
an(c+d)(c+2d)...(c+nd) >0. A. 657. Let {x.} be the van der Korput sequence,
that is, if the binary representation of the positive integer nis n = 73", a;2" (a; € {0,1}),
then z, =3, ;27" Let V be the set of points (n,zy) in the plane where n runs over
the positive integers. Let G be the graph with vertex set V' that is connecting any two
distinct points p and ¢ if and only if there is a rectangle R which lies in a parallel position
to the axes and RNV = {p, ¢q}. Prove that the chromatic number of G is finite. (Miklds
Schweitzer competition, 2015) A. 658. We call a bar of width w on the surface S? of the
unit sphere in 3-dimension, centered at the origin a spherical zone which has width w and
is symmetric with respect to the origin. Prove that there exists a constant ¢ > 0 such that
for every positive integer n the surface S can be covered with n bars of the same width so
that every point is contained in no more than cy/n bars. (Miklds Schweitzer competition,
2015)

Problems B. 4748., A. 653. and A. 654. were incorrectly stated in our November
issue. The correct problems are:

B. 4748. A triangle H is rotated about a line lying in its plane but not intersecting
it. Show that the volume of the resulting solid equals the product of the area of H and
the perimeter of the circle described by the centroid of H during the rotation. (5 points)
A. 653. Let n > 2 be an integer. Prove that there exist integers ai,...,an—1 such that
a1 arctg 1 4 ag arctg2 + ... + an_1 arctg(n — 1) = arctgn if and only if (n® + 1) divides
(P+1)(2°+1)...((n— 1)+ 1). A. 654. Let p(x) be a polynomial of degree at most n
such that ’p(x)| < % for 0 < z < 1. Prove that ’p(O)‘ <2n+ 1.

Problems in Physics
(see page 570)

M. 355. Drop some cooking oil onto the surface of water. How does the diameter of
the oil spot depends on the amount of the 0il?

P. 4780. At which latitude should we stand in order that we could observe (by means
of a good quality telescope) a geostationary “synchronous satellite”? P. 4781. 200 g water
is heated on a camping stove from a temperature of 15 °C to a temperature of 75 °C.
(The cartridge of the stove contains 80% butene and 20% propane.) By what amount does
the total mass of the stove change during the heating process, if the efficiency of heating
is 60%7? P. 4782. One end of a 16 cm-long and a 30 cm-long pieces of rope are attached
to the ceiling at a distance of 34 cm. The other ends of the ropes are attached to a small
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object of mass 17 grams. a) Calculate the tensions in the ropes. b) The shorter rope is
burnt. What is the tension in the other rope when it is vertical? P. 4783. A wedge of
mass m1, and a cube of mass mz on the horizontal face of the wedge are sliding down along
an inclined plane of angle of elevation of o = 30° at the same acceleration. The coefficient
of friction between the wedge and the inclined plane is 0.1. What is the minimum value
of the frictional coefficient between the wedge and the cube, if the cube does not slip
on the wedge? P. 4784. The parabolic mirror of the Canadian Large Zenith Telescope
is created by a uniformly spinning pan filled with liquid mercury. The diameter of the
telescope is 6 m, and the number of revolutions of the pan is 8.5/minutes. Determine the
focal length of the parabolic mirror. P. 4785. The Milky Way is a so called spiral galaxy.
Its shape is approximately a uniform density disc which has a small width with respect
to its diameter. The Sun undergoes simple harmonic motion between the “bottom” and
the “top” of this disc. What is the period of the SHM, if the average density of the galaxy
is 5.8-107%! kg/mg? P. 4786. There are three point-like objects in space — far from any
other objects — such that their initial velocities are zero, and the distance between any
two is the same d. Two of the objects have the same mass of m, and the mass of the
third one is 2m. Due to the gravitational force the objects begin to move and they collide
with each other. a) How much distance do they cover until they meet? b) How much time
elapses until the collision of the objects? P. 4787. There is a sample of 17 °C Helium
gas in a container of rigid adiabatic walls. The container is dropped to the surface of the
Moon from a height of 30 m. a) What will the ordered speed of the Helium atoms be,
at the impact of the container? b) By what amount does the unordered thermal average
speed of the Helium atoms increase after the impact? P. 4788. The measure of current
flowing in each of three long straight wires through every other vertex of a regular hexagon
of edges a =2 cm is I = 10 A. Each wire is perpendicular to the plane of the hexagon,
and the direction of the current in two of the wires is upward, whilst in the third wire
the current flows downward. a) What is the magnitude and the direction of the magnetic
induction at the centre of the hexagon? b) What is the magnitude and the direction of the
force exerted on a £ = 1 m long piece of each wire? P. 4789. We would like to solder a so
called Sierpinski-triangle from a piece of thin wire of uniform cross-section. We start from
an equilateral triangle shaped frame, in which the resistance measured between the the
vertices A and B is Ry. First the wires at the midlines of the triangle are soldered to the
original frame, and then the second step is to solder the wires along the midlines of three
outer triangles which were created. The process is continued similarly, and a fractal like
frame is created (see the figure). What will the resistance between the points A and B be
after the n-th step? P. 4790. The refractive index of the material of a triangular prism
of apex angle ¢ = 45° is n; = 1.3. The base of the prism is an isosceles triangle of height
H = 20 cm. Another prism of apex angle /2 is attached to the previously described one
as shown in the figure. A beam of light enters to the first prism, parallel to the base of the
isosceles triangle at a distance of h = 12 cm from it. a) What should the refractive index
of the second prism m2 be in order that the light beam emerges parallel to the original
beam? b) By what distance d is the emerging beam displaced with respect to the entering
ray? ¢) How long does a wave-front of the light-beam take to travel through the double
prism? P. 4791. Recently Peter’s boiler makes very strange sounds, as if it would explode
at any moment. A repairman was asked to have a look, and he said that limescale has
deposited in the tube, and it must be descaled. Peter’s small brother asked Peter how the
strange sound could arise, and why the thermometer, which measures the temperature of
the water, is scaled up to 120 °C, since at that temperature the water would boil. What
fraction of the tube is closed by the deposited scale? What did Peter answer to these
questions? Data: The temperature of the water in the tube is 80 °C, the pressure gauge
reads 1.2 bar (excess) pressure, and at normal working conditions the pump makes the
water flow at a speed of 3 m/s.
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