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, \( ) , Beszamold az 58. Nemzetkozi Matematikai
| | Diakolimpiarol
IM0 2017

RIO DE JANEIRO - BRAZIL

Az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiat julius 12-23. kozott Brazilia-
ban, Rio de Janeiroban rendezték meg. A versenyen 111 orszdg 615 didkja vett
részt. Ez a résztvevl orszagok szamat és a résztvevo versenyzok szamat tekintve is
abszolut cstcs. (Az eddigi rekordok 109, illetve 602 voltak.)

A legtobb orszdg a megengedett maximalis 1étszamu, 6 f6s csapattal szerepelt;
az aldbbi listdban az orszagnév utdn zardjelben tiintettem fel az adott orszég
versenyzo6inek szamat, ha ez hatnal kevesebb volt.

A résztvevd orszagok: Albdnia, Algéria, Amerikai Egyesiilt Allamok,
Argentina, Ausztralia, Ausztria, Azerbajdzsin, Banglades, Belgium, Belo-
russzia, Bolivia, Bosznia-Hercegovina, Botswana, Brazilia, Bulgdria, Chile, Cip-
rus, Costa Rica, Csehorszdag, Ddania, Dél-Afrika, Dél-Korea, Ecuador, Egyip-
tom (3), Elefdntcsontpart, E’sztorszdg, Finnorszdg, Franciaorszdg, Filop-Szigetek,
Ghdna (1), Girégorszag, Grizia, Guatemala (4), Hollandia, Honduras (2), Hong
Kong, Horvdtorszdg, India, Indonézia, Irak (4), Irdn, frorszdg, Izland, Izrael,
Japan, Kambodzsa, Kanada, Kazahsztdn, Kenya, Kina, Kirgizisztdn, Kolumbia,
Koszovd (5), Kuba (1), Lengyelorszdg, Lettorszdg, Liechtenstein (3), Litvdnia,
Luzemburg, Macedonia, Magyarorszag, Makad, Malajzia, Marokks, Mexiko, Mol-
dova, Mongdlia, Montenegro (4), Mianmar, Nagy-Britannia, Németorszdg, Ne-
pdl, Nicaragua (4), Nigéria (4), Norvégia, Olaszorszdg, Oroszorszdg, Ormény-
orszdg, Pakisztdn, Panama (1), Paraguay, Peru, Portugdlia, Puerto Rico (5),
Romdnia, El Salvador (4), Spanyolorszdg, Sri Lanka, Svdjc, Svédorszdg, Szaid-
Ardbia, Szerbia, Szingapiur, Sziria, Szlovdkia, Szlovénia, Tadzsikisztdn, Tajvan,
Tanzdnia (2), Thaifdld, Tordkorszdg, Trinidad és Tobago (1), Tunézia (5), Tiirk-
menisztdn, Uganda, Uj-Zéland, Ukrajna, Uruguay, Uzbegisztdn (5), Venezuela(5),
Vietnam.

A versenyen szokds szerint mindkét napon négy és fél éra alatt 3-3 felada-
tot kellett megoldani. (A feladatokat aldbb kozoéljiik.) Mindegyik feladat helyes
megoldasaért 7 pont jart, igy egy versenyz6 maximélis teljesitménnyel 42 pontot
szerezhetett. A verseny befejezése utan megallapitott ponthatdarok szerint aranyér-
met a 25-35 pontot elért, eziistérmet a 19-24 pontos, mig bronzérmet a 16-18
ponttal rendelkezd tanuldk szereztek. (35-nél tobb pontot nem szerzett senki.)
Dicséretben részesiiltek azok a versenyzok, akiknek 16-nal kevesebb pontjuk volt,
de egy feladatot hibatlanul megoldottak.

A magyar csapatbdl
Borbényi Marton (Kaposvéri Téncsics Mihdly Gimn., 12. o.t.) és
Gaspar Attila (Miskole, Féldes Ferenc Gimn., 11. o.t.) egyardnt 25 ponttal arany-

érmet,

Williams Kada (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 12. o.t.) 22 ponttal
eztistérmet,
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Baran Zsuzsanna (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 12. o.t.) pedig 18 ponttal
bronzérmet szerzett.
Kovacs Benedek (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. o.t.)

13 ponttal dicséretben részesiilt,

Matolcsi David (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. o.t.)

12 pontot szerzett.

A magyar csapat vezetdje Pelikdan Jozsef (ELTE TTK, Algebra és Szdmelmélet
Tanszék), helyettes vezet&je Dobos Sdndor (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt.
Isk. és Gimn.) volt. Kés Géza (MTA SZTAKI, ELTE TTK) a feladatkivdlaszt6
bizottsig tagjaként és koordindtorként miikodott kozre az olimpian.

Az orszégok (nem-hivatalos) pontversenyében Magyarorszag a résztvevd 111
orszag kozott a 22-24. helyen végzett. A csapatverseny élmezényének sorrendje igy
alakult (megszerzett pontszdmaikkal):

1. Dél-Korea 170, 2. Kina 159, 3. Vietnam 155, 4. USA 148, 5. Irdn 142,
6. Japan 134, 7-8. Szingapur és Thaifold 131, 9-10. Nagy-Britannia és Tajvan
130, 11. Oroszorszag 128, 12-13. Gorogorszag és Gruzia 127, 14-16. Belorusszia,
Csehorszag és Ukrajna 122, 17. Fiilop-Szigetek 120, 18-21. Bulgaria, Hollandia,
Olaszorszag és Szerbia 116, 22—24. Lengyelorszag, Magyarorszag és Roménia
115, 25. Kazahsztan 113, 26-28. Argentina, Banglades és Hong Kong 111, 29.
Kanada 110, 30. Peru 109, 31. Indonézia 108, 32. Izrael 107, 33. Németorszag 106,
34. Ausztralia 103, 35-36. Horvatorszdg és Torokorszag 102, 37-38. Brazilia és
Malajzia 101, 39-40. Franciaorszag és Szaid-Arabia 100 ponttal.

Szeretnék koszonetet mondani a versenyzék tanarainak. Az alabbi felsorolas-
ban minden tandr neve utdn monogramjukkal jeloltem azokat a didkokat, akik
a tanitvanyaik:

Berzsin Gabriella (BM), Dobos Sdndor (BM, BZs, GA, KB, MD, WK),
Fazakas Tinde (KB), Gulyds Tibor (GA), Gyéry Akos (GA), Juhdsz Péter (MD),
Kiss Gergely (MD), Kiss Géza (MD), Kosztolanyi Jozsef (WK) Kubatov Antal
(BM), Lakatos Tibor (BZs), Mike Jdanos (WK), Molndr-Sdska Gdbor (KB), Nagy
Zoltan Lordnt (BZs), Pésa Lajos (BM, BZs, GA, KB, MD, WK), Schultz Jdnos
(WK), Sztics Gdbor (GA), Téth Mariann (BZs).

Ugyancsak szeretnék koszonetet mondani Dobos Sandornak, mint a kdzponti
olimpiai el6készit6 szakkor vezetGjének, tovabba mindazoknak, akik a felkészitésben
kozremiikodtek.

Idén az olimpiai csapat kijelolése valogatéversenyek forméjaban tortént. A va-
logatéverseny utolsd, kétnapos részét Kecskeméten rendeztiik. Szeretnék koszonetet
mondani a kecskeméti Mategye Alapitvanynak azért, hogy a versenyt nagyvonalian
vendégiil lattdk.

Az idei olimpidra is rdnyomta bélyegét a tul nehéz feladatok kitlizése, ez azon-
ban még a korabbi éveknél is szembetlinébb volt. A hagyomanyosan legnehezebb 3.
és 6. feladat koziil a hatodikat a 615 versenyz6bol csak 14 tudta megoldani, a har-
madikat pedig csak 2(!) versenyzé (egy ausztrél és egy orosz). A kordbbi években
még a nehéz feladatokra is jonéhanyan kaptak toredékpontokat, idén a 3. feladatra
a 615 didk koziil 608 nulla pontot kapott! Mivel ugyanakkor a konnytinek szant
(és ezen a szinten tényleg konnyti) 1., illetve 4. feladatra 446, illetve 394 teljes meg-
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oldas érkezett, a verseny lényegében a maradék két feladaton délt el. Ennek kovet-
kezménye a csapatok kozotti holtversenyek (s6t hdrmas és négyes holtversenyek)
abnormaélisan magas szama. A kitlizott feladatok nehézségének j6 megvalasztasa
a kordbbi években is visszatérd téma volt, azonban most nyilvanvaléva valt, hogy
erre a kérdésre a jovo évi olimpian megkiilonboztetett figyelmet kell majd forditani.

A rendezék altal szervezett kirdndulasok koziil kiemelkedett az, hogy a részt-
vevOknek alkalmuk volt meglatogatni a legendas Maracana stadiont.

A kovetkezé matematikai didkolimpiat Roménia rendezi Kolozsvarott, 2018.
jalius 3-14. kozott.

Pelikan Jézsef

Az 58. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia feladatai*

Els6 nap

1. feladat. Minden ag > 1 egész szamra definidljuk az ag, a1, as, . .. sorozatot
a kovetkezéképpen. Minden n > O-ra legyen

oy = Va,, ha ,/a, egész szam,
n+l — s se
a, +3 kiilonben.

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan ag értéket, amihez van olyan A szam, amire a,, = A
teljesiil végtelen sok n-re.

2. feladat. Legyen R a valds szamok halmaza. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan
f: R — R fiiggvényt, amire minden valds x, y szdm esetén teljesiil

F(F@)fW) + flz+y) = flay).

3. feladat. Egy vadasz és egy lathatatlan nyil egy jatékot jatszik az euklideszi
sikon. A nyul Ay kiindulépontja és a vadasz By kiinduléopontja egybeesnek. A jaték
(n — 1)-edik menete utdn a nyul az A, _; pontban, a vaddsz a B,_1 pontban van.
A jaték n-edik menetében a kovetkezé harom dolog torténik, ebben a sorrendben:

(i) A nyul ldthatatlan médon egy olyan A, pontba megy, amire A, ;1 és A,
tavolsiaga pontosan 1.

(ii) Egy nyomkovetd eszkoz megad egy P, pontot a vaddsznak. Az eszkoz &ltal
a vaddsznak nytjtott informécié minddssze annyi, hogy P, és A, tavolsiga
legfeljebb 1.

(iii) A vaddsz l4thaté médon egy olyan B, pontba megy, amire B,_1 és B, tdvol-
saga pontosan 1.

Igaz-e, barhogyan mozogjon is a nytl, és barmilyen pontokat jelezzen is a nyom-
kovetd eszkoz, hogy a vadasz mindig meg tudja ugy valasztani a mozgasat, hogy
10° menet utén a tavolsag kozte és a nyil kozott legfeljebb 100 legyen?

*Az olimpia honlapja: http://www.imo2017.org/.
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Masodik nap

4. feladat. Legyenek R és S kiilonb6z6 pontok egy 2 korén, amikre RS
nem atmérGje a kornek. Legyen ¢ az 2 korhoz a R pontban hiizott érintGegyenes.
Legyen T az a pont, amire teljesiil az, hogy S az RT szakasz felez6pontja. Legyen
J egy olyan pont az 2 kor rovidebb RS ivén, amire teljesiil az, hogy a JST
hiromszog I' koriilirt kore az ¢ egyenest két kiillonboz6 pontban metszi. Legyen
I' és ¢ metszéspontjai koziil az A pont az, ami kozelebb van az R-hez. Az AJ
egyenes (2-val vett masodik metszéspontja legyen K. Bizonyitsuk be, hogy a KT
egyenes érintéje a I kornek.

5. feladat. Adott egy N > 2 egész szdm. N (N + 1) futballjatékos, akik kozott
nincs két egyenlé magassagu, valahogyan feldllnak egy sorban. Az edz6 ki akar
hagyni ebbdl a sorb6l N(N — 1) jatékost gy, hogy a megmaradt 2N jatékos alkotta
sor jatékosaira teljesiiljon az alabbi N feltétel:

(1) senki nem all a legmagasabb és a masodik legmagasabb jatékos kozott,
(2) senki nem all a harmadik legmagasabb és a negyedik legmagasabb jatékos
kozott,

(N) senki nem &ll a két legalacsonyabb jatékos kozott.
Bizonyitsuk be, hogy ez mindig megteheto.

6. feladat. Egy egész szamokbdl 4116 (z, y) rendezett part primitiv racspontnak
neveziink, ha x és y legnagyobb ko6z0s osztdja 1. Ha adott primitiv racspontok egy
véges S halmaza, bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész, és vannak olyan
ag,ai,...,a, egészek, hogy minden (z,y) S-beli pontra teljesiil

apr" + a1z 'y + agz™ 2y + A a1y +any” =1

Olimpiai valogatéversenyek (IMO, MEMO)

A 2018. évi IMO és MEMO versenyekre a csapatok kivalasztdsa az ideihez
hasonléan valogatéversenyeken torténik. A lebonyolitds menete a KéMal 2016.
szeptemberi szamaban leirtakhoz hasonld, az idei kiirds részletei elérhet6k Dobos
Sandor honlapjan:

dobos.felhasznalo.fazekas.hu/olimpia/csapat.htm.

Budapest, 2017. augusztus Pelikan Joézsef, Dobos Sandor

Olimpiai el6készité szakkorok a 2017/2018. tanévben

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat altal szervezett Olimpiai felkésziilés az alabbiak
szerint torténik:

Budapest: az els6 alkalom szeptember 15-én lesz, utdna kéthetente pénteken, a Budapesti
Fazekas Mihaly Altaldnos Iskola és Gimnéziumban (Budapest, Horvath M. tér 8.),
14.30-t6l. Tovabbi informéciék: http://matek.fazekas.hu/portal/szakkorok/,
szakkorvezet6: Dobos Sdndor.
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Csongrdd megye: az els6 szeptember 21-én lesz, utdna kéthetente csiitortokon, a Szegedi
Tudomaényegyetem Bolyai Intézetében (Aradi vértanik tere 1., I. emelet, Riesz te-
rem), 15.00 és 17.00 kozott, szakkdrvezetS: Kosztoldnyi Jdzsef.

FErdds Pdl Matematikai Tehetséggondozo Iskola veszprémi és szolnoki foglalkozédsai 11-12.
évfolyamosok szaméra. A jelentkezést a didkok egyénileg végezhetik el az Erdés
Iskola honlapjan: http://erdosiskola.mik.uni-pannon.hu/. Az idei els6 foglalko-
zasok Szolnokon oktéber 6. és 8., Veszprémben szeptember 29. és oktéber 1. kozott
lesznek.

pron

4 ) EGMO 2017, Ziirich
A\ 4

Idén Ziirichben keriilt megrendezésre az EGMO, melyen Magyarorszagot né-
gyen képviseltiik: Andd Angelika, Baran Zsuzsanna, Janzer Lili és Kerekes Anna.

Gépiink &prilis 6-dn este érkezett meg a ziirichi reptérre, ahol mér véart rank
a helyi kiséronk, Lara. O volt az, aki a verseny hetében mindenben segitett nekiink
és kideriilt, hogy a német, angol és francia mellett magyarul is kivaléan beszél.

A széllasra éjszaka érkeztiink meg, igy vacsorat mar nem kaptunk, atvehettiink
viszont egy csodds ajandékcsomagot svajci bicskaval, toriilkozovel, tornazsakkal,
eserny6vel.

Masnap reggel egy tornaval inditottuk a napot a kozeli jatszétéren, majd
a ,Scavenger Hunt” nevii program keretében bejartuk Ziirichet. A véros kiilon-
b6z6 pontjain kellett feladatokat teljesiteniink, utaztunk fogaskerekiivel, jartunk
az egyetemeken és répat pucoltunk a sétaléutcan. A zoldséghdamozdt — egy igazi
svajci darab — meg is tarthattuk. Délutan sor keriilt a megnyitéra, majd jol belak-
maéroztunk az alléfogadason.

A maésnap, szombat mar az els6 versenynap volt, igy érthetd, hogy mind-
annyian erdsen izgultunk. Miel6tt beiiltiink volna a terembe, Panna és Zoli igyekez-
tek lelket nteni belénk. Kaptunk Turé Rudit, egy szerencsedlelést, majd kezd6dott
is a megmérettetés . ..

3 feladatot kaptunk 4,5 érara, ezek kozott (a legtébbiink 6romére) tébb kombi-
natorikus jellegli példa is volt. Délutan sportprogramokon vehettiink részt, az szas
és a frizbi mellett svdjci gyerekjatékok kiprébélasara is lehet&ség nyilt.

Vasarnap a masodik dolgozat megirdsa utdn mar némileg megnyugodhattunk.
Kirandultunk a kozeli Uetlibergen, ahol csodalatos képeket készitettiink a gyonyori
kilatassal. Este tancolni tanultunk — nem sok sikerrel, de azért élmény volt ennyi
lannyal.

Hétfon tjra akadt okunk izgulni. Ekkor zajlott a koordinalas, Panna és Zoli
keményen kiizdottek a pontjainkért. Ekozben mi az allatkertben mulattuk az idot,
lattunk pingvineket, héparducot és 0jsziilott elefantot is. Ezutan csokit vasaroltunk
a csaladunknak, baratainak, hiszen Svajcbdl senki nem mehet haza igazi svajci cso-
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koladé nélkiil. Napkozben élében kovethettiik a dolgozatok pontozasat és szamol-
gathattuk, hogy milyen érmekre szamithatunk. Végiil nagyon elégedettek voltunk
az eredményekkel: a magyar csapat két eziist- és két aranyérmet szerzett. Ezzel
az orszagok kozotti versenyben az elokel6 4. helyet nyertiik el.

Ezek utan kedden remek kedvvel vighattunk neki a tiranak. Ezittal a Rigit
masztuk meg, de a strli kod miatt sajnos nem lathattuk a hiresen kaprazatos téjat.
A hegytetén ebédre igazi svéjci specialitdsokat késtolhattunk meg (mint példdul
a sajtfondii).

Délutan a zaréeseményen megkaptuk az érmeinket, majd egy csodds galava-
csora kovetkezett. A napot egy éjszakdba nyild zenés-tancos mulatsag zdrta.

Aprilis 12-én végiil egy sikeres és élményekkel teli hét utén tértiink vissza
Budapestre.

Mindehhez sokan hozzajarultak, eziton is szeretnénk koszonetet mondani az is-
kolai tanarainknak, tovabba Nagy Zoltin Lordntnak, Fekete Panndnak és Dobos
Sandornak az egész éves felkészitésért és tamogatasért. Koszonjitk ezen kiviil min-
denkinek, aki izgult értiink és az F5 gombot nem kimélve varta a végsoé eredmé-
nyeket.

Haladsak vagyunk a Bolyai Janos Matematikai Tarsulatnak, hogy anyagi tamo-
gatasdval lehet6vé tette az utazasunkat, illetve a ProCons-nak, akiknek az egyen-
polonkat és zaszlonkat koszonhetjiik.

Mind nagyon oriiliink, hogy ott lehettiink és részt vehettiink a 2017-es
EGMO-n. A jové évi csapatnak is sok sikert és élményekben gazdag versenyt kiva-
nunk!

EGMO 2017 csapat

EGMO 2017/2018 felhivas

2018. aprilis 9. és 15. kozott Olaszorszagban, Firenzében rendezik a hetedik
Eurépai Lany Matematikai Didkolimpidt, az EGMO-t (www.egmo.org). Jovére is
négyf6s csapattal indulhatunk, melynek Gsszetétele 2018 elején dertil ki. A valo-
gatds szempontjai: vdlogatéversenyek (2017 6szén és 2018 elején) — kis mértékben
az elmult évi is —, orszdgos versenyek (matematika OKTV, Kiirschak Jo6zsef ta-
nuléverseny, Arany Daniel verseny), a KéMaL A és B pontversenyei és az évkozi
munka.

A versenyen valo sikeres szerepléshez, illetve a kiutazé csapatba keriiléshez is
alapvet6en nélkiilozhetetlen az alapos felkésziilés. Ezt tobbféleképpen is szeretnénk
segiteni. Ev kozben id6kozonként kiildiink az érdeklédéknek (tematikus) feladat-
sorokat; az ezekre kiildott megoldasokra személyesen is visszajelziink, illetve lehet
kérdezni is. Emellett az 6szi valogatdig legeredményesebb didkok részt vehetnek
a téli brit-magyar kozos IMO felkészit6 taborban.

Valdjaban a kozos mentoralt matekozast nem eszkoznek, hanem célnak te-
kintjiik: egy plusz lehet6ségnek ahhoz, hogy aki matematikai képességében fejlodni
szeretne és ebben 6romét leli, a KoMal, iskolai és mas taborok mellett tovabbi
tamogatdsban részesiilhessen.
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AKki szeretne részt venni a felkésziilésben vagy béarmilyen kérdése van, irjon
béatran a nagyzoli@cs.elte.hu cimre.
Tovabbi tudnivaldk itt: http://www.cs.elte.hu/ " nagyzoli/EGMO.html.

Kiss Melinda Flora, Fekete Panna és Nagy Zoltan Lorant

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Egy gyorsvonat két varos kézotti itjat a menetrend szerint 80 km /h 4tlag-
sebességgel szokta megtenni. A vonat azonban egyik nap — palyafelijitasi munkdk
miatt — az ttja elsé egyharmadén csak 40 km/h dtlagsebességet ért el. Az it ma-
sodik kétharmad részét a menetrend szerint eldirt 80 km/h dtlagsebességgel tette
meg. Az 1t befejezé egyharmad részén — hogy csokkentse a késést — gyorsitott, igy
ezt a szakaszt 100 km/h dtlagsebességgel tette meg. A célallomdsra igy is 12 perc
késéssel érkezett. Hany km a tavolsdg a két varos kozott?

b) Egy vasiti jegy arat elészor p szdzalékkal felemelték, majd késébb 2p szdza-
lékkal csokkentették. Igy a jegy eredeti ardhoz képest végiil 19,5 szazalékkal olcsébb
lett. Hatarozzuk meg p értékét. (13 pont)

2. a) Hatérozzuk meg az (z + 1)°(2 + cx)* kifejezésben ¢ értékét, ha a miive-
letek elvégzésével nyert polinomban az els6fokt tag egyiitthatéja —64.

b) Hatérozzuk meg az A, B és C kijelentések lehetséges logikai értékeit, ha
tudjuk, hogy az (A A B) — (-B V C) allités logikai értéke hamis. (13 pont)

3. a) Harom teljes graf koziil az elsének 5-tel kevesebb, a mdsodiknak 6-tal t&bb
pontja van, mint a harmadiknak. A két kisebb pontszamu grafnak egyiitt tsszesen
annyi éle van, mint a legnagyobb pontszadmunak. Hatarozzuk meg a hirom teljes
graf pontjainak szamat.

b) Egy grafban cseresznyének nevezziik a két egymdshoz csatlakozo6 élbél 4ll6
részgrafot. Igazoljuk, hogy egy hétpontu teljes grafban a cseresznyék szdma meg-
egyezik a négypontt kordk szaméaval. (13 pont)

4. Egy nyolc valés szambdl allé adatsor 6t eleme ismert: 5; 5,5; 10; 12,5 és 15,5.

A maradék hirom elem elveszett, de tudjuk, hogy legaldbb az egyik egész szam, és

a harom elem koziil kettd egyforma volt. Azt is tudjuk, hogy a teljes adatsor dtlaga
10,5, szorasa pedig 3,5 volt. Hatarozzuk meg a hidnyz6 hdrom elem értékét.

(12 pont)
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II. rész

5. a) Egy hdromszog egyik oldala 7 cm hosszd, az egyik ezen fekvd szog
18 fokos, az oldallal szemkozti szog pedig 108 fokos. Hatdrozzuk meg a haromszog
teriiletét és a haromszogbe irhaté kor sugarat.

b) Egy vizszintes terepen &ll6 torony talppontjit megkozeliteni nem tudjuk.
A torony magassdgara drnyékanak hosszabdl szeretnénk kovetkeztetni, de a torony
megkozelithetetlensége miatt az drnyék pontos hosszdt sem tudjuk megmérni.

Ezért megjeloljiik a torony arnyékanak végpontjat akkor, amikor a Nap sugarai
75°-0s szogben érik a talajt. Néhany oraval késébb, amikor a Nap sugarai mar
csak 60°-o0s szogben érik a talajt, a torony arnyékat ennél 8 méterrel hosszabbnak
talaljuk.

Milyen magas a torony? (16 pont)

6. Ot osztalytérs: Anna, Baldzs, Cili, Dénes és Elemér négynapos kizos nyara-
lasra mennek. Mind a négy napon sorsolassal vélasztjak ki maguk koziil azt az egy
embert, akinek aznap reggel be kell vdsarolnia (egy-egy emberre akér tobbszor is
sor keriilhet).

a) Mekkora annak a valésziniisége, hogy mind a négy napon més-mds ember
megy bevasarolni?

b) Mekkora annak a valdszinfisége, hogy mind a négy napon ugyanannak
az embernek kell bevasarolnia?

¢) Mekkora annak a valésziniisége, hogy Anndt a négy nap alatt legaldbb
kétszer kisorsoljak?

d) Mekkora annak a valészin(isége, hogy a nyaralds sordan két ember intézi

mind a négy bevdsarldst (mindkettére legalabb egyszer sor keriil)? (16 pont)
7. a) Hatdrozzuk meg az a,, = 4nn_1 sorozat legnagyobb alsé és legkisebb felso
korlatjat.

b) Egy szdmtani sorozat els6 11 tagjanak sszege 660. A sorozat elsd tagja,
hatodik tagja, és elsé nyolc tagjénak Osszege (ebben a sorrendben) egy mértani
sorozat harom egymast kovetd tagjat adja. Hatdrozzuk meg a szdmtani sorozat
els6 tagjat és differencidjat. (16 pont)

8. a) Hatdrozzuk meg n értékét gy, hogy az aldbbi egyenldség teljesiiljon:

n

7
/2x+5dx:/10n—2x—3x2dx.
2 1

b) Mekkora teriiletii sikidomot vég ki az f(x) = ﬁ — 1 fiiggvény grafikonja
az els6 siknegyedbdl?

c) frjuk fel az f grafikonjahoz az 1 abszcisszaju pontjaban hizott érintéegyenes
egyenletét. (16 pont)
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9. Egy villanymozdony aramszed6jét két

ponton régzitették a mozdony tetejéhez, ezek

1m tavolsaga 0,6 méter. Az aramszedd négy, egy-

mashoz csatlakozo egyenes szakaszbdl dll. A két

rovidebb szakasz 0,5 méter, a két hosszabb sza-

kasz 1 méter hosszu (lasd az dbrdt). Az dram-

0,5 m szed$ egyes szakaszai a mozdony tetejéhez és

egymashoz képest csuklésan szabadon elmoz-

dulhatnak. Jelolje h(«) az dramszedd legmaga-

sabb pontjanak magassdgat a mozdony tetejé-

hez képest akkor, amikor mindkét rovidebb g « szoget zar be a mozdony tetejének
sikjaval.

0,6 m

a) Igazoljuk, hogy h(a) = \/1 — (0,34 0,5cos oz)2 +0,5sin a.
b) Milyen magasan lesz az dramszedd legmagasabb pontja o = 25° esetén?

¢) Mekkora « sz6g esetén lesz az dramszedd legmagasabb pontja éppen 1 méter
magassagban? (16 pont)

Koncz Levente
Budapest

Tajékoztato a folydirat elofizetésérol

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok megrendelheté a kiadénal,
a MATFUND Alapitvanynal a szerkeszt6ség cimén; valamint a kovetkezd ci-
men: http://www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml. El6fizetési dij
a 2017-2018-as tanévre (2017 szeptemberétdl 2018 majusdig) 8100 Ft. Azonos cimre
kiildendé, 6-nél nagyobb példanyszami megrendelés esetén a csoportos el6fizetési
dij a korabbi évekhez képest valtozott, a részletes arak a fenti oldalon olvashatok.
Csekket és szamlat a szeptemberi szammal egytitt kiildiink, a fizetés csak ezutan
torténhet.

Lapunk elbfizetéi az eléfizetett példdany cimlapjan ldathato eléfizetdi azonosito
segitségével a kitiizott feladatainkhoz mar a lap nyomtatott vdltozatanak megjelené-
sével egyidejileg hozzdférhetnek.

A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat (BJMT) tagjai dltal igénybevehetd ked-
vezmeényekrdl kérjik, olvassa el a Tdrsulat honlapjin a ,Tagsdgi informdciok™at:
www.bolyai.hu.

Azok, akik az idén kérik felvételiiket a Bolyai Jdanos Matematikai Tarsulatba,
felvételi kérelmiik elbirdldsa utén (legkdzelebb varhatéan oktéberben) értesitést és
tagdijbefizetési csekket kapnak, ezért kiilon nem sziikséges elobb jelentkezniiik.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok példanyonként 950 Ft-ért meg-
vasarolhaté a szerkesztGségben.

Kérjiik versenyzdinket, hogy a KoMaL 2017-2018-as tanévi matematika, fizika
és informatika pontversenyének versenykiirdasat figyelmesen olvassak el!
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VersenyKkiiras*
a KoMalL 2017-2018-as tanévre kiirt pontversenyeire

A most indulé pontversenyek 2017 szeptemberétdl 2018 méjusdig tartanak,
havonta az jonnan kitlizott feladatcsoportok megoldasait lehet bekiildeni.

Minden egyes postan kiildott megoldast — feladatonként kiilon-kiilon — négy-
rét hajtsunk 6ssze (t6bb lapbdl 4ll6 dolgozatokat egybe) tgy, hogy a fejléc
kiviilre keriiljon. Kézirassal késziilt megoldast csak postai uton fogadunk el.
Ha a megold6 kézzel készit abrat és azt jol lathaté mindségben beszkenneli, majd
beilleszti a dokumentumba, azt elfogadjuk. A tovabbi formai kovetelményeket
A matematika és fizika dolgozatok formdja cimi fejezet tartalmazza.

A versenyekbe minden altalanos iskolds és kozépiskolas kord tanulé benevez-
het. A versenyben csak a nevezés utan bekiildott megoldasokat értékeljiik, nevezés
nélkiil bekiildott megoldasokat utélag sem értékeliink. Kérjiik, hogy a versenyzok
1-12-ig jeloljék, hanyadik osztdlyba jarnak (az osztdly egyéb jelolését — pl.
11.b — nem kell feltiintetni).

FONTOS! A versenyek egyéni versenyek; a versenyzéknek 6nalléan
kell elkésziteniiik a példdk megoldéasait. Szigorian tilos a kittzott felada-
tokat a bekiildési hatarid6 el6tt masokkal megvitatni, vagy (az M pont-
verseny kivételével) masoktdl segitséget kérni a feladatok megolddsdahoz.
A fizika mérési feladatok versenyében szabad egy személy (csalddtag, osztélytars,
bardt) segitségét is igénybe venni. A kozdsen készitett vagy maésolt dolgozatokat
— beleértve az eredeti szerz6ét is — nem versenyszerinek értékeljik, és a szerzék
nevét honlapunkon is kozoljiikk. A csoportosan masolt dolgozatokat visszakiildjiik
az osztalyt tanité tanarnak. Sulyosabb, az egész pontversenyt veszélyezteto esetek-
ben (pl. a feladatok megtdrgyaldsa internetes férumokon) az érintett versenyzdket
kizarjuk a versenybol.

A versenyfeltételeket az aldbbiakban ismertetjiik.

A benevezés moédja

A pontversenybe a https://www.komal .hu/nevezesilap internetes cimen ta-
ldlhat6 ,Nevezési lap” kitoltésével és bekiildésével lehet benevezni. A versenyekbe
be lehet kapcsolédni a tanév soran késobb is.

A nagyon gyakori csalddnevil versenyzék vélasszanak egy hdromjegyd jelzé-
szamot is, és mind a nevezési lapon, mind pedig az év soran bekiildott dolgozataik
fejlécére az igy bovitett nevet irjak (pl. Kiss 349 Anna, Szabé 344 Péter). Kérjiik
viszont, hogy a tovdbbiakban ezt a szamot minden egyes bekiildott dolgozatukon
tiintessék fol.

Kérjiik, hogy azok a versenyzdk, akik tavaly mar valasztottak jelzOszamot,
idén is ugyanazt a szamot hasznaljak!

A pontversenyeinkre torténd regisztracio sordn kérjik, adja meg a cimlapon ldt-
hatd eldfizetdi azonositojat, mert ezzel tudjuk biztositani aktudlis kitidzott feladata-
inkhoz a teljes elektronikus hozzdférést a lap nyomtatott viltozatinak megjelenésével
eqyidejileg. Az elbfizetdi azonositdjat megtaldlja a folydiratra ragasztott etiketten.

s

Eléfizetdi azonosito hidnydban a feladatokhoz torténd elektronikus hozzdférést korld-

*Kérjiik, hogy azok is olvassdk el a versenykiirds szovegét, akik megoldasaikat elektro-
nikus tuton kiildik be.
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tozzuk (csak a honap 28-dtdl jelennek meg a feladatok honlapunkon is). Amennyiben
elébb torténik a regisztrdacid, mint az eléfizetés, a regisztracio késébb modosithatd, és
az eldfizetdi azonosité megaddsdt kovetden a havi feladatsorok elektronikusan teljes
koriien elérheték lesznek az ellfizetd szamdra. Lapunk pontversenyében a részvé-
tel a 2017/2018-as tanévre tovdbbra is téritésmentes, tehdt regisztracicval elbfizetdi
azonosito hidnydban is lehetséges. Kérjik azonban versenyzoink sziileit, hozzdtar-

tozoit, vagy az Sket tdmogato intézményeket, cégeket, hogy Lapunkra torténd eldfi-
zetésiikkel segitsék pontversenyiink fennmaraddsdt.

Matematika versenyek

Ebben a tanévben négyféle versenyt inditunk noévekvé nehézségi sorrendben
K, C, B és A kategdridban. Egy tanulé tobb pontversenyben is indulhat, de K-ban
és B-ben egyszerre nem. Minden feladatra csak egy megoldast értékeliink.
Természetesen 6rommel varunk altalanositasokat, megjegyzéseket, masfajta megol-
dési vagy kitlizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, s6t, a pontversenyen
kiviil kiiléndij forméjaban is elismerjiik.

K pontverseny —az ABACUS és a K6MalL ko6zos pontversenye kezd6knek —
csak 9. osztalyosoknak

A K jeli feladatokra kizarélag kilencedik osztélyosoktdl varunk megoldast
szeptembert6l marciusig, hét forduléban.

Az ABACUS a KosMalL rendelkezésére bocsatja a pontversenyében csak 8. 0sz-
talyosoknak kit(iz6tt harom feladatat, emellett havonta tovabbi hdrom feladatot ad,
amelyek csak a KoMal-ban jelennek meg. Minden feladat teljes megoldasa 6 pon-
tot ér.

C pontverseny — matematika gyakorlatok

A C pontverseny gyakorlatait azoknak az olvaséinknak ajanljuk, akik kez-
detben tiul nehéznek vagy szokatlannak talaljak a B és A kategéria feladatait. Itt
rendszeresen kozliink az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat,
azok taldlhatnak itt kedviikre valét, akik valamivel — de nem sokkal — szeretnének
tullépni az iskolai matematika keretein, vagy emelt szintii érettségit kivannak tenni
matematikabdl.

A gyakorlatok egy része altalanos iskolasoknak is ajanlhatd, méas résziik azon-
ban a 11-12. évfolyam tanulményaira tdmaszkodik. Minden hénapban hét gyakor-
latot tiiziink ki, ebbél az 1-5. gyakorlatokra a legfeljebb 10. évfolyamosok, a 3-7.
gyakorlatokra pedig a 11-13. évfolyamosok kiildhetnek be megoldédst. Minden dol-
gozatra legfeljebb 5 pont kaphaté. A C pontversenyt hiarom kategdridban értékel-
jik. Az els6: a 8. évfolyamig, a masodik: a 9., 10. évfolyamosok, a harmadik: a 11.,
12. évfolyamosok.

B pontverseny — matematika feladatok

A B pontversenyben havonta Osszesen kilenc feladatot tliziink ki. A feladatok
sorrendje megfelel az iskolai tananyagnak: egy feladatsoron beliil az alacso-
nyabb sorszamuakat ajanljuk a fiatalabbaknak. A feladatok — szdndékaink
szerinti — nehézségét a kozolt pontszdm jelzi (ez 3, 4, 5 vagy 6 lehet). A B pontver-
senyben az eredményes versenyzéshez nincs sziikség valamennyi feladat megoldé-
sara. Nem kell tehdt mind a kilenc feladatra megoldast kiildeni, feladatsoronként
mindenkinek a legt6bb pontot elért, legfeljebb hat megoldasat szamitjuk
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be a pontversenybe (amelybe azonban elészér a nem versenyszerlieket szamit-
juk be). Ki-ki gondolja végig, mely példdkkal foglalkozna szivesen, hogyan érhetné
el a legtobb pontot. A B pontverseny eredményét 6t korcsoportban tartjuk nyilvéan:
a 8. évfolyamig, a 9., 10., 11. és 12. évfolyamokban.

A pontverseny — matematika problémak

A legfelkésziiltebb didkok szdmara jelent tovdbbra is kihivast az A pontver-
seny, melyet a matematikus pédlyara vagy nemzetkozi versenyekre késziiloknek ajan-
lunk. E verseny résztvevoit nem kiilonitjiik el évfolyamonként, mindannyian egyiitt
versenyeznek, minden megoldasra egységesen legfeljebb 5 pontot kaphatnak.

Fizika versenyek

Ebben a tanévben haromféle fizika versenyt inditunk: M, G és P kategoériaban.
Egy tanul6 tobb pontversenyben is indulhat, de a G és P pontversenyek koziil csak
az egyiket valaszthatja. Minden feladatra csak egy megoldast értékeliink.
Természetesen 6rommel varunk altalanositasokat, megjegyzéseket, masfajta megol-
dési vagy kitlizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, s6t, a pontversenyen
kiviil kiillondij forméjaban is elismerjiik.

M pontverseny — fizika mérési feladatok

Havonta egy mérési feladatot tiiziink ki, valamennyi korosztaly szdmara ko-
zosen. A feladatok megoldasdval 6-6 pontot lehet szerezni. A mérési feladatok ki-
dolgozasanal hasznos lehet a korabbi szamainkban megjelent megolddsok tanulma-
nyozdsa. A mérési jegyzokonyv feltétleniil tartalmazza a mérés elvének attekinthetd
leirdsét (a mérési elrendezés vazlatos rajzdval, esetleg fotdkkal), megfelel§ szamu
és pontossagi mérési adatot (dttekinthetd téblazatban, a mértékegységeket is meg-
adva), a mérési adatok kiértékelését (lehetSleg grafikusan dbrdzolva), és a hiba
nagysagrendjének becslését. A mért és szamitott mennyiségeket ne adjuk meg
indokolatlanul sok tizedesjeggyel, hanem csak a becsiilt hibaval 6sszhangban
allé pontossaggal. A mérési jegyzOokonyv legyen viszonylag tomor, de annyira atte-
kinthetd, hogy annak alapjan barki meg tudja ismételni a leirt mérést. Nagyon sok
(50-nél tobb) mérési adat esetén elegend6 azoknak csak egy ,reprezentativ’ részét
bekiildeni és a tobbinek csak az atlagat kozolni. A 6 oldalnél hosszabb jegyzokonyv
tartalmazzon egy rovid (kb. 1/2 oldalas) dsszefoglaldst. A mérés elvégzéséhez sza-
bad egy személy (csalddtag, osztélytdrs, bardt) segitségét is igénybe venni. A segit6
személy adatait (didkokndl az iskoldjit és osztalydt) a mérési jegyzékonyv elején
a versenyz6 adatai mellett kérjiik feltiintetni.

G pontverseny — fizika gyakorlatok

A G pontverseny gyakorlatait azoknak az 1-8., illetve 9-10. évfolyamos olvasé-
inknak tizziik ki, akik kezdetben tul nehéznek vagy szokatlannak talaljak a P ka-
tegéria feladatait. Itt tobbnyire az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédd
gyakorlatokat talalnak a versenyzék. Ebben a kategéridban azok is eséllyel indul-
hatnak, akik még nem rendelkeznek kell6 feladatmegoldé rutinnal, de a gyakorlatok
megoldasaval és bekiildésével felkésziilhetnek arra, hogy a kovetkezo években ered-
ményesen szerepelhessenek a P pontversenyben.

Minden héonapban négy gyakorlatot tliziink ki. A pontszamokat a feladat utdn
feltiintetjiik. Mindenki szabadon véalaszthat a kittizott gyakorlatok koziil, de leg-
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feljebb harom feladat megolddsat (el6szor a nem versenyszertieket) szamitjuk be
a pontversenybe. A G pontversenyt harom kategéridban (legfeljebb 8. évfolyam, 9.,
10. éviolyam) kiilon-kiilon osszesitjiik és értékeljiik, a mérési versenytél fiiggetle-
niil. (10. évfolyamosokndl idésebbek, illetve azok, akik a P pontversenybe neveztek,
a G pontversenyben nem vehetnek részt.)

P pontverseny — fizika feladatok

Havonta kb. tiz elméleti feladatot tiiziink ki, nem nehézségi, hanem az életkor-
nak megfelel¢ sorrendben. A pontszdamokat a feladat utan feltiintetjiik. Mindenki
szabadon vélaszthat a kitiizott elméleti feladatok koziil. A 9-12. évfolyamosok-
nak legfeljebb 6t, a ndluk fiatalabbaknak legfeljebb harom feladat megolddsat
(azonban eldszor a nem versenyszeriieket) szamitjuk be a pontversenybe. Az elmé-
leti versenyt korosztalyonként (8. évfolyamig, 9., 10., 11., 12. évfolyam) kiilon-kiilon
Osszesitjiik és értékeljiik, a mérési versenytol fiiggetleniil. Akik a G pontversenybe
neveztek, a P pontversenyben nem vehetnek részt.

Informatika verseny

I pontverseny — informatika alkalmazasi és programozasi feladatok

Havonta hirom I jeld és egy I/S jelii feladatot tliziink ki. A feladatok egy
része altalanos iskoldsoknak is ajanlhato, nagyobb része azonban a kozépiskolai ta-
nulméanyokra tdmaszkodik. Alapvet6 célunk, hogy e feladatok segitsék a felkésziilést
az informatika versenyekre és az emelt szintli érettségire. Minden hénapban a négy
kitiizott feladatbdl a harom legmagasabb pontszamot elért feladat pontszamat szé-
mitjuk be az I pontversenybe.

Az I-jelii pontversenyben minden hénapban egy programozasi, egy informatika
alkalmazoi feladatot, valamint egy érdekes problémat tiiziink ki. Ez utébbi tartal-
maban vagy a megoldéas eszkdzében szokatlan; példaul hasznos, am kevésbé ismert
vagy elterjedt szoftver megismerése sziikséges hozza, esetleg a programozas ,,hagyo-
ményos” eszkozein tullépve kiilonleges eszkozok, példaul grafikus feliilet alkalmazé-
sat is igényli. A feladatok egyike jellegében és formdjaban is lényegében megegyezik
az emelt szint{i érettségin kitlizott feladatokkal, ezt az (E) betiivel jelezziik a fel-
adat sorszama mellett. Versenyz6ink ezen feladatok megolddsaval a vizsgira vald
felkésziilést, az ilyen tipusu feladatok megolddsdban vald jartassagot szerezhetik
meg, és tudasukat lemérhetik.

Az 1/8S jelii feladatok Nemes Tihamér Verseny és OKTV szint(, az I jelli prog-
ramozasi feladatoknal nehezebb, de az S jeliieknél konnyebb programozési felada-
tok. A megoldashoz sziikséges ismeretek és algoritmusok a két verseny versenyki-
irdsdban megtaldlhatéak, pl. a http://tehetseg.inf.elte.hu és a http://www.
oktatas.hu oldalakon.

S pontverseny — nehezebb programozasi feladatok

Az S pontverseny egy havonta kitiizott nehezebb S programozasi feladatbol
és az I/S feladatbdl dll. Mindkét feladat a programozasi versenyekre valé felké-
sziilést szolgalja. A megolddshoz sziikséges ismeretek és alkalmazandé algoritmu-
sok korét a Nemzetkozi Informatikai Didkolimpidkon alkalmazott IOI Syllabus tar-
talmazza, lasd http://www.ioinformatics.org/a_d_m/isc/iscdocuments/ioi-
syllabus.pdf.
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Az S és 1/S-jelii feladatok értékelésénél az eredmény helyességén kiviil azt is fi-
gyelembe vessziik, hogy az algoritmusok mennyire hatékonyak, nagyméretii bemend
adatok esetén is lefutnak-e legfeljebb néhany perc alatt, illetve nem igényelnek-e
tulsdgosan sok memoriat. A futdsi idére vonatkozé limitet és a memoriakorlatot
a feladat lefrdsa tartalmazhatja. Fontos a feladatok be/kimenetének helyes és pon-
tos kezelése. A standard I/O-rél t6bb feladat megolddsa kapcsan is irtunk, a lefrast
tartalmazé stdio.pdf fajl honlapunkon elérheté pl. az S. 64. feladat megoldasanak
végén.

A matematika és fizika dolgozatok formaja

A szerkeszt6ség munkatarsainak altaldban nagy mennyiségii dolgozatot kell
rovid id6 alatt feldolgozniuk. A postan bekiildott dolgozatok szétvalogatasa, javi-
tasa és a pontszamok gyors konyvelése akkor lehetséges, ha versenyzoink betartjak
az alabbi formai kévetelményeket:

e Minden egyes megoldas kiilon lapra keriiljon. Ez azért nagyon fontos, mert

a kiilonbo6z6 feladatok mas-mas javitohoz keriilnek. A lapok A4 méretiiek

(kb. 21 cm x 30 cm) legyenek.

e Minden egyes bekiildstt lap bal fels6 sarkaban nyomtatott betiikkel sze-
repeljen:
o a példa betiijele (A, B, C, K, M, P) és szdma pirossal,
o a bekiild6 teljes neve és osztalya,
o az iskola neve varosnévvel egyiitt,
o a bekiild6 e-mail cime.
e Torekedjiink az olvashaté irasra és a rendezett kiilalakra!

MINTA dolgozat fejlécéhez:
C. 1431.

Szabd 172 Istvan 9. évf.
Miskolc, Foldes Ferenc Gimn.
e-mail: pisti@foldes.hu

Jeloljiik a kapitdny életkorat (években kifejezve) K-val, a hajéét H-val. A hajé
H — K évvel ezel6tt volt annyi id0s, mint . ..

Azokat a dolgozatokat, amelyek szerzdjét nem lehet azonositani, tébb feladat
megoldasat tartalmazzak egy lapon, vagy kiilalakjuk miatt értékelhetetlenek, nem
versenyszeriinek tekintjiik.

A matematika és fizika dolgozatok tartalmardl

Maximélis pontszam csak teljes megoldasért jar. A puszta eredménykozlést
nem értékeljiik. A kimondott allitasokat matematikabol bizonyitani kell, fizikabol
az alaptorvényeket alkalmazva igazolni. A matematika példak megolddsaként csu-
péan szamitogépes programot nem fogadunk el! Ha harmincnal tobb esetet vizsgal
a versenyz0, pedig le lehetett volna lényegesen sziikiteni az esetek szamat, azt is
ugy tekintjiik, mintha programot irt volna.

Torekedjiink a megolddsok rovid, olvashato leirdsara. A geometria feladatok
megoldasahoz mellékeljiink dbrat vagy abrakat. Lapunkban a megoldasok tobbségét
kozoljiik: ajanljuk ezek tanulmanyozdsat.
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Levezetés és hivatkozds nélkiil csak a kozépiskolai tananyagban szerepld téte-
leket fogadjuk el. Kozismert tételekre (pl. Menelaosz-tétel, Holder-egyenlStlenség
stb.) elegendd a neviikkel hivatkozni, egyéb esetekben fel kell tiintetni az idézett
forrast (cim, oldalszdm vagy internet-cim). Tételekre valé hivatkozaskor azt is meg
kell mutatni, miért teljesiilnek a tétel feltételei, és hogyan kovetkezik a tétel allitd-
sabdl a bizonyitas gondolatmenetének kovetkezo 1épése.

To6bbszor elofordult mar, hogy egy-egy feladat szerepelt valamely példatarban,
vagy megtalaltdk az interneten. Arra is ldttunk példat, hogy egy folydiratcikkben
a feladatban kitiizottel 1ényegében ekvivalens, vagy anndl altaldanosabb allitas bi-
zonyitasa szerepelt. Célunk tovabbra is versenyzdink problémamegoldé képességé-
nek feljesztése, nem pedig a keresOprogramok tesztelése, ezért nem adunk teljes
pontszamot azokra a dolgozatokra, amelyek csak a megoldas helyét k6z-
lik; a végeredményhez vezeté megoldast részletesen le kell irni. Ez vo-
natkozik arra az esetre is, ha az adott feladat egy az egyben egy tétel, vagy azzal
ekvivalens allités.

Kérjiik, hogy ha a megoldashoz kényvekben vagy az interneten talalt irdsokat
hasznalnak fel, és ezekbdl idéznek, tiintessék fel a felhasznalt forrasokat.

Az informatika megoldasok tartalmi kévetelményei

Az 1 jelii programozasi feladatok megoldasat C, C++, Pascal, Python, Java,
Basic vagy C# nyelvek illetve, az I/S és S jelii feladatok megolddsit C, C++,
Pascal vagy Java nyelvek valamelyikén kell elkésziteni. A fejlesztéshez barmilyen
fejlesztékornyezet (IDE) haszndlhatd, azonban az értékelés mindenképpen a kovet-
kezoOkkel torténik:

C/C++: Code::Blocks 13.12 (MinGW) vagy Visual C++ 2013 Express,
Pascal: FreePascal 3., Lazarus 1.6,

Visual Basic, C#: Visual Studio 2013 Express,

Python 3.5,

Java: NetBeans 8.2 JDK 8.

Bekiildés elott tehat mindenképpen ellen6rizendd, hogy a forraskdd a fenti
listaban szerepl6 eszkozzel is fordithatd, illetve helyesen miikodik-e. Csak olyan
programokat értékeliink, amelyek a fent megjelolt forditok egyikével lefordithatdk,
illetve — szamitasos jellegii feladatokndal — a kiadott mintabemenetek legalabb felére
hiba nélkiil, révid idén beliil lefutnak, és megfelel6 formatumu, értelmes, de nem
feltétlen helyes kimenetet adnak.

Az I-jeli pontversenyben kitiizott alkalmazdi feladatok megolddsahoz a Mic-
rosoft Office 2007/2010/2013/2016 vagy a LibreOffice 5.4 vagy az OpenOffice 4.1
irodai szoftvercsomagok valamelyike haszndlhaté. A javitast a programok legfris-
sebb vialtozataival fogjuk értékelni. A harmadik tipusu feladatok jérészt szabadon
folhasznalhaté programok, esetleg kereskedelmi szoftverek idékorlatos prébavalto-
zatdhoz kapcsolédnak.

Az S és1/8 jelii feladatokra adott megolddsokhoz dokumentéciét kell késziteni
és a forrdskédot kommentekkel kell ellatni. A kiilonalld dokumentaciéban a meg-
oldas elvi menetének, algoritmusanak ismertetését varjuk, dontéen harom részre
tagolva: rovid attekintés az algoritmusrodl; majd az algoritmus részletes menete; vé-
giil egy rovid utmutatéd a kéd értelmezéséhez, leirdas a megvaldsitas sajatossagairol.

336 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/6



ﬁ} 2017.9.10 — 15:42 — 337. oldal — 17. lap KoMalL, 2017. szeptember QF

— P

A forraskdéd kommentezésének 1ényege, hogy segitségével — a dokumentéacio is-
meretében — kénnyen megérthetd legyen az egyes kédsorok, kédrészletek feladata,
szerepe a megoldas menetében. Ennek megfeleléen az egyes osztdlyokat, fiiggvé-
nyeket, kisebb-nagyobb 6sszefiiggé kddrészleteket, a nehezebben érthetd technikai
megolddsokat, illetve a fontosabb (globdlis és lokdlis) valtozokat és tipusokat kell
mindenképp megjegyzéssel ellatni.

Az informatika megoldasok formai kévetelményei

Az informatika feladatok megoldasait kizarélag a KéMaL honlap-
jan, az elektronikus munkafiizetben lehet bekiildeni, illetve felt6lteni.
Amennyiben a megoldés tobb f4jlbdl all, tgy egy, a fdjlok mindegyikét és a doku-
mentaciot is tartalmazo, a feladat sorszaméval egyez6 nevii mappat kell ZIP t6mo-
ritéssel becsomagolva egyetlen fajlként bekiildeni. Ugyeljiink arra, hogy a témori-
tett dllomdnyokba futtathaté fajlok (pl. a fejlesztéskor 1étrejéve . exe dllomdny) ne
keriiljenek.

A programozasi feladatokndl a forraskdd elsé soraiban megjegyzésként szere-
peljen
a feladat szdma;

e a versenyzd teljes neve (jelzészdmmal) és osztélya;
e az iskola neve varosnévvel egyiitt;
e a versenyzo e-mail cime;
e az alkalmazott forditoprogram neve és verzidészama.

Szoveges dokumentumok (példdul dokumentécid) esetén az adatok — a mate-
matika és fizika feladatokhoz hasonléan — a fajl elején, tablazatkezeld feladatoknal
pedig kiilén munkalapon szerepeljenek, amelynek neve ADATOK legyen.

Kérjiik, hogy a programozasi feladatoknél a program be- és kimenete mindig
a feladatban megadott mdédon valdsuljon meg. Erre azért van sziikség, mert a bekiil-
dott programokat sokféle tesztadatra lefuttatjuk, és ezt igyeksziink automatizalni.

Az informatika feladatokkal kapcsolatos barminemi kérdéseket, esetleges rek-
laméciokat az inf-szerk@komal.hu cimre varjuk.

A dolgozatok bekiildése postan

A matematika és fizika dolgozatokat postdn kiildhetik be, vagy felolthetik
az internetes munkafiizet feliileten. Az informatika feladatok megoldasat kizarélag
az internetes munkafiizeten keresztiil kiildhetik be. Megoldasokat e-mailben
nem fogadunk.

Postai bekiildés esetén a dolgozatokat a kovetkezo cimre varjuk:

KoMalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A matematika és a fizika feladatok egy boritékban is bekiildhetok. Kérjiik, mindenki
iigyeljen a helyes cimzésre. A rossz cimre kiildott dolgozatokat nem tudjuk értékelni.

A postan bekiildott megolddsokhoz kisérdjegyzéket kériink a minta szerint,
minden boritékban egy kiilon papiron felsorolva az 6sszes bekiildott dolgozat jelét
és szamat. A név, osztaly és iskola feltétleniil szerepeljen a kiséréjegyzéken!
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MINTA kiséréjegyzékhez:

Kisérojegyzék

Szabd 172 Istvan 9. évf.

Miskolc, Foldes Ferenc Gimn.

A 2017. évi 6. szambdl a kovetkezd feladatokra kiilldok megoldast:

B. 4885., B. 4887., B. 4888., B. 4892., B. 4893.
Osszesen 5 dolgozat.

A megoldasok elkészitése és bekiildése az Elektronikus Munkafiizetben

Az elektronikus munkafiizet egy webes feliilet, amellyel az otthon, el6re elkészi-
tett dolgozatokat feltolthetik, de a megoldéds kozvetlen beirdsara, szerkesztésére is
lehet6séget ad. Kézirassal késziilt megoldast csak postai titon fogadunk el.
Képletek szerkesztéséhez a KoMal férumban bevalt TEX rendszert haszndljuk.
Ha a megold6 kézzel készit abrat és azt jol lathaté mindségben beszkenneli, majd
beilleszti a dokumentumba, azt elfogadjuk.

A munkafiizet hasznalata esetén
A megoldasok médosithatok, atszerkesztheték a bekiildési hataridéig.
Ellenérizhetd, hogy a megoldasok épségben megérkeztek.
A javité kozvetleniil a megoldas mellé irhatja rovid értékelését a megolddsrol
és a kapott pontszamot.

e Versenyzoinket e-mailben értesitjitk a pontszdmok valtozasairol.

e Rovid kérdés vagy tizenet kiildhet6 a javitonak, 6 pedig ugyanitt valaszolhat.

Az Elektronikus Munkafiizet hasznalatdhoz sziikséges jelszot a nevezési lap
kitoltésekor kiildjiik el versenyzoinknek.

Az elektronikus munkafiizet cime:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Ha valaki hibat talal, vagy 4j bovitéseket szeretne javasolni, kiildjon e-mailt
a munkafuzet@komal.hu cimre, vagy pedig irja meg a KoMalL férum Internetes
munkafiizet cimi téméjaban. Segitségét elére is koszonjiik.

A bekiildési hataridé

A bekiildési hatdridé minden kategéridban a lap megjelenését koveté ho-
nap 10. napja; munkasziineti nap esetén a kdvetkezé munkanap. A hataridé azt
jelenti, hogy a kiildeményt legkésobb a hataridé napjan 24 éréig kell postara adni.
(Kérjiik, ellendrizzék a postai bélyegz6é ddtumat, mert késébbi ddtumot nem foga-
dunk el.) A hatiridd betartisat szigordan ellendrizni fogjuk. A hataridd
utan a személyesen behozott dolgozatokat sem fogadjuk el! Elektronikus
bekiildés esetén vegyék figyelembe az Internet esetleges hibdit, ilyen okokra hivat-
kozva sem fogadunk el késedelmes dolgozatokat.

Ertékelés
A pontversenyek allasdt és versenyzbink részletes eredményeit 2017. novem-

ber végétol a honlapunkon folyamatosan kozoljiik. A versenyben résztvevé hozzé-
jarul a dolgozatanak név nélkiili, valamint a szerkesztett valtozat névvel torténd
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kozléséhez. A matematika, fizika és informatika feladatokkal kapcsolatos kérdé-
seket a mat-szerk@komal.hu, fiz-szerk@komal.hu, illetve inf-szerk@komal.hu
cimekre varjuk. Reklamacidkat a feladat értékelése utan két hétig fogadunk el.

Mind a matematika, mind a fizika versenyek hivatalos végeredménye a 2018.
szeptemberi szdmunkban jelenik meg. A legeredményesebb versenyzok arcképét
2018. decemberi szamunkban kozoljiikk. A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Alapitvany pélyadijait és targyjutalmakat kapnak a 2018.
évi KoMaL, Ankét rendezvényén. Az okleveleket postan kiildjiik el.

Néhéany megjegyzés

A folyéirat elektronikus valtozatat havonta frissitjiik. A mindenkori pontsza-
mokat (a legeredményesebb versenyz8k fényképeivel) rendszeresen kozoljiik. A lap-
ban kitiizott feladatok a kitlizés hénapjanak 28. napjatol hozzaférhetok a honlapon.

Javasoljuk, hogy bekiildott dolgozataik masolatotat 6rizzék meg, hogy a lapban
kozolt megoldassal Gssze tudjak hasonlitani. Ha a dolgozat esetleg elvész a postén,
csak masolat esetén tudjuk elfogadni a reklaméciot.

Szép, érdekes és nem kozismert feladatokat javasolhatnak kitiizésre. A javasolt
feladatokat (megolddsokkal egyiitt) a szerkesztéség cimére kiildjék el.

A didkok elfogadott javaslatait év végén beszamitjuk a kilondijért folys wver-
senybe.

Szeretnénk, ha a kitltizott kérdések nem zarulnanak le véglegesen a bekiildési
hataridével, a kozolt megoldéassal. Erre teremt lehetOséget az internetes KoMal-
férum. Béarmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsoléd6 megjegy-
zést, altalanositast szivesen latunk és alkalomadtdn kozoljiik.

Orémmel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkori munkardl szél6 be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kozleményeiket
elkiildhetik postéan, vagy személyesen juttathatjak el szerkesztOségiinkbe.

Kérjiik a szerkesztOségnek szént {izeneteket a szerk@komal.hu e-mail cimre
kiildeni.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan a

SzerkesztOség

Matematika feladatok megoldasa

B. 4791. Az ABC hdromszig AD és CE magassagvonalainak metszéspontja
az M pont. A DE egyenes az AC oldalegyenest a P pontban metszi. Igazoljuk, hogy
a PM egyenes merdleges a hdromszég B csiucsbol indulo sulyvonaldra.

(5 pont) (Kvant)

I. megoldas. Elészor tisztazzunk elfajuld, illetve lehetetlen eseteket. A D vagy
FE pontok akkor eshetnek egybe valamelyik csiiccsal, ha a haromszog derékszogii.
Ha a derékszog B-nél van, akkor D = E = B, nem johetett létre a D E-egyenes.
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Ha A-ndl vagy C-nél van (mivel a két eset lényegében ugyanaz, elég pl. csak
az A csicsra vizsgédlni), akkor A = E = M, igy P = M, vagyis most a PM-egyenes
nem johetett létre. Ezeken az eseteken kiviil M nem eshet egybe se talpponttal,
se cstcesal, se P-vel. Lehetséges még, hogy AC||DE, ilyenkor AEDC' hirtrapéz,
igy BAC<t = BCA< miatt ABC egyenlé szari. Tehat fel kell tenni még, hogy
BC # AB.

Legyen az AC szakasz felezOpontja G. Bizonyitandé, hogy BG L PM. Mivel
CDA<=CFEA<=90°, azért D és FE az AC szakasz Thélesz-korére illeszkedik.
Ezt a kort jelolje k.

Miésrészt MDB< = BEM< =90°, ezért D és E a BM szakasz Thalesz-korére
is illeszkedik. Legyen ez a kor ¢, a kozéppontja pedig BM felez6pontja, H.

Most azt bizonyitjuk, hogy a GD
szakasz (és hasonlé médon a GE szakasz)
az ¢ korhoz hizott érintészakasz. G, D és
H az ABC haromszog Feuerbach-korére*
illeszkednek (melyet az 1. dbrdn f-fel je-
loliink), a koriilirt kor K koézéppontjit
viszonyitasi pontnak valasztva pedig

e, ) Zg? N (X+§J£3)+§

2 2

44840
EREE

ami a Feuerbach-kor kozéppontjanak
helyvektora (felhasznéltuk a

KM=KA+KB+KC

Osszefiiggést is). igy GH atmér6, a Thélesz-tétel miatt GDH<( = 90°, GD csak-
ugyan érintoszakasz.

Most invertaljunk k-ra. A GD szakasz a k kor sugara, ezért — a szelGszorzat-
tételt is figyelembe véve — f-nek a k-ra invertalt képe énmaga. Keressiik P képét.
Az inverzié illeszkedéstartd, igy P egyrészt a DE egyenes képére illeszkedik. A D
és az F fixpontok, az egyenes pedig nem megy at G-n, igy DE képe egy G-n
atmen6 kor: DEG koriilirt kore, ami ismét ABC Feuerbach-kore. Méasrészt P
illeszkedik AC képére, ami fixegyenes. fgy P’ az AC oldalegyenes és a Feuerbach-kor
metszéspontja. Két ilyen pont van: az egyik G, de az k kézéppontja, igy nem lehet P
képe. A masik a B-hez tartoz6 magassdg talppontja, igy ez a magassagtalppont lesz
P képe. (Megjegyzés: ha a magassdgtalppont és G egybeesnek, akkor ABC' egyenld
szérud lett volna, amit kizdrtunk.) Igy GPB< = 90°. (Ha D, E és G egy egyenesen
lennének, akkor DE is k atméréje lenne, igy a Thalesz-tétel szerint ECD< =

*https://hu.wikipedia.org/wiki/Feuerbach-kor.
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= DAE< = 90° is igaz lenne, vagyis az ABC haromszog AFE és C'D oldalegyenesei
parhuzamosak lennének, ami lehetetlen.)

Most hatdrozzuk meg M’-t is. Ez rajta van az £ fixkéron, gy GM és £ méso-
dik metszéspontja. Mivel az £ kor BM Thélesz-koére, igy GM'B< = M M'B<t = 90°
(ha M és M’ forditott sorrendben helyezkednek el, akkor is igaz az &llitds, mert ki-
egészitd szogek lesznek). Most mar meghatdrozhatjuk PM képét. G-n nem mehet
at, mert akkor az M pont PG = AC-n lenne, ami a derékszogli hdromszog lehe-
tetlen esetéhez vezet vissza. Igy PM képe a G-n, P'-n és M'-n 4tmend kor. Mivel
GM'B< = GP'B< = 90°, azért ez BG Thélesz-kore. Ekdzben BG egy G-n 4t-
mend egyenes, igy képe énmaga. Tehat PM képének centrilisa a BG egyenes, BG
képe. Ez kor és egyenes kozott derékszoget jelent, igy mivel az inverzié szogtarto,
az eredeti PM egyenes és BG is mer6legesek voltak. Ezt kellett bizonyitani.

Polgdr Mdrton (Budapest, Németh Laszl6 Gimn., 12. évf.)
dolgozatat felhasznalva

II. megoldds. Legyenek az A, B illetve C' pont koordindtdi rendre (0;0),
(a;b), (1;0), ahol b # 0, igy dllhat majd a szdmolds sordn tortek nevezdjében.
Yy
0,71
06
0,51 R ;
0,41 ) D
0,3+ /
0,27 / e

/ S~
0,11 Mg / Me ~2

/ ~
A F/ . P
ol o1 0203 040506070809 1 111213 14 1:5\

2. abra
A tovabbiakban két f6bb dolgot fogunk hasznélni:
— Adott (z1;y1) és (x2;y2) pontokon dtmend egyenes egyenlete:

Y1 — Y2 Y1 — Y2
y:x+(y1—x1>.
1 — T2 T1 — T2

— Két, a tengelyekkel nem parhuzamos egyenes akkor meréleges egymasra, ha
meredekségeik szorzata —1.
Az AB egyenes egyenlete: y = gx

A BC egyenes egyenlete: y = —ﬁl‘ + ﬁ

A CF egyenes egyenlete: y = —%a: + % (az alland6t onnan tudjuk, hogy az egye-
nes dtmegy a C ponton).
Az AD egyenlete: y = kTax.

Ha a = 0 vagy a = 1, akkor az ABC haromszog A-ban vagy C-ben derékszogii,
D és FE egyike az = tengelyen van, egybeesik M-mel és a derékszogi csiccsal, igy P
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is egybeesik M-mel, tehat P és M nem hataroz meg egyenest. Ezeket az értékeket
tehat kizarhatjuk.

Tudjuk, hogy D rajta van a BC és m, egyeneseken, tehat felirhat6 a kovetkezo
egyenlet (a D pont els6 koordindtdja a kovetkez6 egyenletben z):

- b vt b _1—a =0
1—a 1—a b o
b2
rT=—-—0.
(1—a)” +0?

(A szémldléban két nem 0 érték{i szdm négyzetének Osszege all, tehdt biztosan
nem 0.) A D pont méasodik koordindtdja:

1-a b? bl —a)

b (1—a)’+b (1—a)l+0b2

Tudjuk, hogy F rajta van az AB és m. egyeneseken, tehét felirhat6 a kovetkezd
egyenlet (az F pont els6 koordindtdja a kovetkezd egyenletben z):

R

a2

$:7a2+b2.

Itt b #£ 0, ezért a szamlédlé sem 0. Az E pont méasodik koordinatéja:

b a? ab

a a2+ a2+

A DFE egyenes meredeksége:

b(l —a) ab
(1—a)’+b a>+¥
b? a?

(1-a)’+02 a®+1?

A nevezében a D és az F pont els6 koordinatdjanak kiillonbsége dll. Ha ez 0, akkor
a két pont egybeesik egymdssal és a B csiicesal, vagyis az ABC haromszog B-ben
derékszogli. Ekkor a feladat nem értelmezheto, igy feltessziik, hogy ez nem igaz.

%. (Lépések: (a* + b%)-tel,

illetve ((1— a)® + b?)-tel valé bévités, szorzattd alakitds, b2 + a® — 1 szorzGténye-
z6vel valé egyszeriisités. Ha ez utébbinak O lenne az értéke, akkor a nevezd is 0
lenne, viszont nem 0 értékrdl indultunk, és csak szoroztunk nem 0 értéki kifeje-
zésekkel, tehdt nem lehet 0 a nevez8. A végeredmény igy egy értelmezhetd tort.)

A kifejezést egyszeriisitve a kovetkezot kapjuk:
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Mivel 1 —2a = 0 esetén AB = BC, és ekkor nem jonne létre a P metszéspont, ezért
feltehetjiik, hogy 1 — 2a # 0.

Mivel az egyenes dtmegy az E ponton, a képletében szereplé konstans értéke:

ab (1 —2a)b a?
a24+b2 —a?4+a+b? aZ+0b?’

—z2 . (Lépések: 0 # (—a®+a+1b?)-tel val bévités,

Gsszevonds, szorzattd alakitds, 0 # (a® + b?)-tel valé egyszerfisités. Igy a végered-
mény egy értelmezhetd tort.)

aminek egyszer{ibb alakja

A DF egyenes egyenlete tehat:

(1 —-2a)b - ab
—a?+a+b"  —a?+a+b?

A P pontrdl tudjuk, hogy rajta van az AC egyenesen, vagyis masodik koordi-

nataja 0, és rajta van a DFE egyenesen, tehat felirhaté a kovetkezo egyenlet a P pont

(1—2a)bz+ab

elsé koordinétédjara: = 0. Ez akkor igaz, ha (1 — 2a)bx + ab = 0, vagyis

oo T tar?
=124

Az M pont elsé koordindtaja a, ugyanis a BM egyenes meréleges az = ten-
gelyre. Mivel M rajta van az m, egyenesen, masodik koordinataja leaa = #

A PM egyenes meredeksége:

a—a? a—a 1
;- — 0 _ 5 _ b 1—2a
a— —2 2a—2a? 2 2b
1—2a 1—2a 1—2a

F koordindtai (0;0,5), ugyanis AC felez6pontja. Tehét a BF egyenes egyenlete:
b=0 _ 20 ] ot _ _1-2a
a—0,5  2a-1° )

, azért BF mer6leges PM-re.

Szabé Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)
dolgozatat felhaszndlva

Megjegyzések. 1. A {6 hiba a megolddsokban a diszkusszié hidnya volt. Ez a ko-
ordindtageometriai megolddsokban nem csupdn geometriai, de algebrai hidnyt is jelent,
jellemzben 0-val vald osztast.

2. Tobben a szamos fellépé hurnégyszoget hasznaltdk ki, tamaszkodva a keriileti
szogek tételére, illetve bizonyos esetekben a hatvanyvonal tulajdonsagaira; mivel sok kort
lehetett észrevenni, tébb kiilonboz6 tuton is el lehetett jutni a megolddshoz. Egy ilyen
megoldés olvashaté honlapunkon:
https://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=B4791&1=hu.

48 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 12 versenyzb: Andé Angelika, Cseh Kristof,
Csorba Benjamin, Fuisz Gabor, Horvath Andras Jénos, Kocsis Julia, Konddkor Mark,
Nagy David Paszkdl, Polgar Marton, Szabd David, Vagd Akos, V4li Benedek. 4 pontos
17, 3 pontos 10, 2 pontos 3, 1 pontos 2, 0 pontos 3 dolgozat. Nem versenyszeri
1 dolgozat.
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B. 4840. Mutassuk meg, hogy minden egész szdm felirhatd 2 +y? — 22 alakban
alkalmas x, y, z pozitiv egész szamokkal.

(3 pont)

Megoldas. Legyen a egy péaratlan szam, ahol |a] > 1 és y = |a—'51‘ és z =
_ ‘a;l
= %]

Legyen el6szor © = 1. Ekkor x, y és z pozitiv egészek a kikotései miatt és

242 1 22 1

n:x2+y2—z2:l+a+a+ _a a—+ "
4 4

Tehdt ezzel a médszerrel el6 tudjuk éllitani a 3-nél nagyobb és (—1)-nél kisebb paros

szamokat, vagyis n < —2 vagy 4 < n és n paros szdm. Kimaradé péaros szdmok a 0

és a 2.

Legyen most x = 2. Ekkor x, y és 2z pozitiv egészek a kikotései miatt és

a?4+2a+1 a?2—2ab+1 B
4 4 -

Tehat ezzel a modszerrel el tudjuk &llitani a 6-nal nagyobb és a 2-nél kisebb
paratlan szamokat, vagyis n < 1 vagy 7 < n és n paratlan szam. Kimarado paratlan
szamok a 3 és az 5.

Mar csak a 0, 2, 3, 5 szamokat kell el6allitani:
0=3%+4> 5%
2=3"+3>-4%
3=42+6>-T7%
5=47+5% — 6%

n=x’+y?—22=4+ a—+4.

Tehat minden egész szamra bebizonyitottuk, hogy felirhaté 2% + y? — 22 alakban.

Busa Mdté (Nagykanizsa, Batthydny Lajos Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

120 dolgozat érkezett. 3 pontos 68, 2 pontos 12, 1 pontos 30, 0 pontos 10 dolgozat.

B. 4847. Legyen f a [0;1] intervallumon értelmezett pozitiv, korldtos fiigguény.
Igazoljuk, hogy léteznek olyan x1 és xo szdamok, amelyekre

(22 — 21) f*(21) fO)

>

f(x2) 4

(6 pont) O. Reutter (Németorszag)

Megoldas. A megoldds soran elég annyit feltenni, hogy f egy a [0, 1] inter-
vallumon értelmezett pozitiv fiiggvény; a korldtossag feltétele elhagyhaté. Indirekt
bizonyitva foltessziik, hogy

(22 — 21) f*(21) < 1)
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teljesiil minden z; és zo szdmra. (A tovdbbiakban mindig x,x1,29 € [0,1] és
x9 2 x1.) Ebbél beldtjuk, hogy
(ii) minden n pozitiv egész szamhoz van olyan c¢,, pozitiv konstans, hogy minden
z-re f(z) = cpa™ f(0).
Ehhez dtrendezziik (i)-et (pozitiv szdmokkal szorzunk):
(iii) Ay — 1) f2 (1) < fla2) £(0);
x1 = 0-t behelyettesitve: f(z2)f(0) = 4w2f2(0), azaz f(x2) > 4w2f(0) minden
xro-re. Ezzel meg is kaptuk az els6 ¢, értéket: ¢; = 4.

Tegyiik fel, hogy kaptunk maér egy pozitiv ¢, értéket, amely minden z-re
teljesiti az f(x) > c,z™ f(0) egyenlétlenséget. Ekkor (iii)-at felirva, majd x1-re alkal-
mazva az elobbi egyenlétlenséget kapjuk, hogy

F(@2) F(0) = 4 — a1) f7 (1) > 4w — 1) 5" f2(0).

2nxo
2n+1

Osztva f(0) > 0-val és z1 = -et beirva:

2n
fxo) = 4(zg — 1) 22 £(0) = 4c2 £(0) - (2n) 2041

(2n+ 1)+ 72
FEzek szerint a )
(2n)™ 2
Cont1 =4 —————= ¢,
2 +1 (2n+1)2n+1
kielégiti (ii)-t.
Végil a k-ra vonatkozo teljes indukcidval megmutatjuk, hogy
ok-2"
Cok_1 = W
Valéban, ez teljesiil, ha k = 1, és ha egy adott k-ra igaz, akkor az elébbiek szerint
k_
c — . 4. (2(2% - 1))2(2 Y 2 -
2kFI—1 = C2(2k-1)+1 — (2(2k 1)+ 1)2(2k—1)+1 2k—1 7
k .
T D (2¢2)° g

(201 — 1) (k)T (2 — )T
tehdt teljesiil (k + 1)-re is.

fgy minden pozitiv egész k-ra és minden x € [0, 1]-re igaz, hogy
ok-2"

Tif?k_lf(o) =

F(@) = ep_y2® 71 f(0) =
(2k _

k 2 2 2k_1 k. 2F—1
—2-<%_1) 2 1(0) > 24271 (0).
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Specidlisan, = 1-re:
F) = 2°£(0),
minden pozitiv egész k esetén. Mivel f(0) pozitiv, ez ellentmondas.

Baran Zsuzsanna (Debrecen, Fazekas M. Gimn., 12. évf.)

18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 17 versenyzd: Baran Zsuzsanna, Borbényi
Maérton, Dardczi Sdndor, Débréntei Dévid Bence, Géspar Attila, Hansel Soma, Imolay
Andrés, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Koviacs Benedek, Matolcsi David, Schrettner
Jakab, Simon Déniel Gébor, Szabé David, Szemerédi Levente, Téth Viktor, Weisz Maté.
0 pontos 1 dolgozat.

B. 4857. Hatdrozzuk meg azokat az (n, k) pozitiv egészekbdl alld szdmpdrokat,
amelyekre (22n + 1) (22k + 1) oszthato nk-val.
(6 pont) Bolgdr feladat

Megoldas. Legyen p tetszoleges, 2-nél nagyobb prim. Vizsgaljuk a
22 2%° 2%

szamok p-vel valé osztasi maradékat. Ezek a szamok sorban egymaés négyzetei,
hiszen

(22)2 = 22"

Ha valamelyikiik maradéka —1, akkor a kivetkezéé (—1)° = 1, és az Osszes tobbié
is 1. Ebbél kovetkezik, hogy a (—1)-es maradék legfeljebb egyszer fordulhat elé.
Tegyiik fel, hogy el6fordul, azaz 22" = —1 (mod p), mésszéval p | 22" + 1. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor m < p. Tételezziik fel ugyanis, hogy m > p. Akkor elétte
legaldbb p — 1 maradék volt, de egyik sem lehet 0, (mert egy kettShatvdnyt nem
oszthat egy pdratlan prim), tovdbbé egyik sem lehet —1, hiszen csak az m-edik —1.
fgy az Osszes maradék koziil csak (p — 2)-féle lehet elétte, ezért a skatulyaelv miatt
lesz két megegyez6 maradék, mondjuk az s-edik és a t-edik, ahol 1 < s <t < m.
Ekkor, mivel egymads utan egymaéas négyzetei vannak, és egy szam négyzetének p-vel
valé maradéka a szam p-vel valé maradéka négyzetének a p-vel valé maradéka, azért
az (s + 1)-edik és a (¢ + 1)-edik maradékok is megegyeznek egymadssal, ugyanezért
az (s +2)-edik és a (¢ + 2)-edik is stb. Igy azonban az m — (¢ — s)-edik maradék meg-
egyezne az m-edikkel, vagyis mindketté (—1) lenne, ami lehetetlen. Tehét valéban
m < p.

Tegyiik fel, hogy egy n, k szdmpdrra nk | (22" + 1) (22k + 1); szimmetria miatt
feltehetjiik, hogy n < k. Han > 1, akkor legyen p az n egyik primtényezdje. Nyilvan
p # 2, hiszen (22" + 1) (22k + 1) paratlan. Mivel p < n < k, a fentiek szerint sem
22" 41, sem pedig 22" 11 nem lehet p-vel oszthatd, de akkor a szorzatuk sem,
ami ellentmondas; igy sziikségképpen n = 1. Tegyiik fel, hogy k > 1, és az egyik
primosztdja p. A fenti esethez hasonléan p > 2, és p < k miatt p nem osztja a 22" 11
tényez6t. Ezért p | k | (22n +1) (22k + 1) csak gy lehetséges, hogy p | 22" +1=5,
ezért — mivel £ minden primtényezGje relativ prim 22" 4 1-hez — k | 5.
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Tehat a lehetséges szampdrok (a sorrendet is figyelembe véve): (1,1), (1,5),
(5,1), amik valamennyien teljesitik is a feladat feltételét.

Janzer Orsolya Lili (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

33 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 21 versenyz6: Andé Angelika, Baran Zsuzsanna,
Borbényi Marton, Csah6k Timea, Dar6czi Sdndor, Débrontei David Bence, Géspar Attila,
Gyorfty Agoston, Imolay Andrés, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Mikulds Zsofia,
Németh Balédzs, Sadr Patrik, Schrettner Jakab, Simon Daéaniel Gabor, Szakaly Marcell,
Toth Balazs, Toéth Viktor, Weisz Maté, Zoélomy Kristéf. 5 pontos 3, 3 pontos 3,
1 pontos 3, 0 pontos 3 dolgozat.

B. 4864. Egy zsdkban 100 piros és 100 kék golyo van. Addig huzzuk ki vissza-
tevés nélkiil, véletlenszeriien, egyesével a golyokat, amig mind a 100 piros golydt ki
nem huztuk. Hatdrozzuk meg a zsdkban maradt golyok szdmdnak vdrhato értékét.

(5 pont)

1. megoldas. Minden hizas utan irjuk fel, hogy milyen goly6t huztunk. Ha
kéket, azt K-val, ha pirosat, azt P-vel jeloljiik. A 100-adik piros utén irjunk le
annyi kéket, amennyi a zsdkban maradt. fgy egy olyan 200 hosszi P-K sorozathoz
jutunk, melyben 100 db P és 100 db K van.

Osszesen (?88) ilyen sorozatot tudunk felirni.

Szamoljuk ssze azokat a lehet&ségeket, amikor k darab golyé marad a zsak-
ban. Vagyis az utolsé k db beti K és el6ttitk P van. A tobbi golyot tetszdlegesen

hizhatjuk ki, azaz az els6 200 — k — 1 helyre 99 db P-t és 100 — k db K-t irhatunk
199—k
99 |
juk, hogy melyik helyre keriiljon piros (P) golyé.) Igy annak a valdsziniisége, hogy
k darab goly6 marad a zsdkban:
199—k
r

200 :
(100)
Ekkor a keresett varhaté érték az aldbbi forméaban {rhato:

i=0 100 100

az 0sszes lehetséges elrendezésben. Ezt ( )—féleképpen tehetjiik meg (kivélaszt-

Célunk a szogletes zardjelben 1évo kifejezés egyszertibb alakra hozasa. Ehhez
az aldbbi azonossagot fogjuk felhasznalni:

n n—1 k n+1

+ +..F = .

() () (-G

(Ennek, az in. zokni-szabalynak a bizonyitdsa: cseréljiik ki az tsszegben a (Z) ta-
k+1

got ( % +1)—re, majd jobbrdl balra haladva mindig az utolsé két tagot helyettesitsiik

az (nll) + (mi—l) = (751111) azonossdg alapjan a megfeleld taggal.)
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Ez alapjan az
1
( 98) n (197) n (196) R (99) _ <199)’
99 99 99 99 100
(197) n (196) 4o+ <99> _ (198>’
99 99 99 100

<19090> i <33> - G%)
(30) = G

egyenletekhez jutunk. Ezeket tsszeadva kapjuk, hogy a bal oldal épp a szogletes
zérdjelben all6 kifejezés, mig a jobb oldalt dtalakithatjuk (ismét az a zokni-szabdlyt

felhaszndlva):
<101> <100> <200> (200)
+ + = = :
100 100 101 99

(199) (198)

+ +
100 100

A keresett varhaté érték tehat:

200 200!
(99) gor.1011 _ 100

(200) 200 101
100 1001-100!

FE =

Megjegyzés. A feladat &llitasa n kék és n piros golydra is megfogalmazhatd, ekkor
a varhaté érték ——.
n+1
Dobrontei Ddavid Bence (Pépa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll., 11. évf.)
. . (o4 " 200 Y crz .
Megjegyzés. Azt, hogy a kérdéses Gsszeg (101)—gyel egyenld, Busa Maté (Nagykani-
zsa, Batthyany Lajos Gimn., 11. évf.) a kovetkezéképpen bizonyitotta: Vegyiik az elsé 200
pozitiv egész szamot. Ezek koziil szeretnénk kivédlasztani 101 db szamot. Ezt megtehetjiik

(fg(l)) -féleképpen. Mashogy Gsszeszamolva: Legyen a kivalasztott szdmok koziil novekvo
sorrendben a 100. szdm egy x szam, ahol = nyilvan legaldbb 100 és legfeljebb 199. Ilyen

esetbdl, ahol a 100. legkisebb szdm az z, pontosan (200 — z) - (Iil) van, hiszen a leg-

nagyobb kivalasztott szdm (200 — z)-féle lehet, az x-nél kisebb 99 darab szdmot pedig
xg:)l)-féleképpen lehet kivalasztani. Ha Gsszeadjuk a lehetOségeket a lehetséges x-ekre,

akkor megkapjuk, hogy
199
(200) = > (200-z)- <"”*1) =100 - (99) +99- <1OO> 4+ 41 (198).
1) 5, 99 99 99 99
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II. megoldas. Feltételezhetjiik, hogy az utolsé piros golyé kihtzasa utan

a zsakban maradt golydkat is egyenként kihtzzuk. Igy a 200 golyénak (100) féle

sorrendje lehet, minden eset ugyanolyan valdszinl. Feltételezhetjiik, hogy a golyo-
kat forditott sorrendben huztuk ki, ekkor az els6 piros golyd elétt kihtzott kék
golydék szamanak varhato értékét keressiik.

Allitas. Ha dsszesen 100 piros és n kék golyonk van, akkor az elsd piros golyo
eldtt kihuzott kék golydk szamdnak vdrhato értéke 1—81

Bizonyitsunk teljes indukciéval. Ha n = 0, akkor az allitas trividlis.

Ha n > 1, akkor az els6 golyé 101(?211 valdszintiséggel piros, ekkor a kék golydk

szédma 0. Az els6 golyo valészintiséggel kék. Az indukcids feltevés miatt

_n_
100+
ezutdn még dtlagosan Z— 101 L ek golyot hiizunk ki, igy a kék golyok szaméanak varhaté
értéke:

_ n 1+n—1 _ n 100—|—n_i
T 100 +n 101 )/ 100+n 101~ 101°

FEzzel az allitast igazoltuk. Ha n = 100, akkor a varhaté érték igg

Gaspdr Attila (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.)

ITI. megoldas. A feladatban leirt folyamatot kib&vithetjiik gy, hogy a végén
a zsdkban maradt golydkat is kihtzzuk, ilyen médon mindig kihtzasra keriil mind
a 200 golyd.

Ekkor azon kék golyok szamanak varhaté értékét kell meghataroznunk, melyek
a kihtzottak soraban az utolsé piros golyé utéan kovetkeznek.

Legyen p; annak a valdszinlisége, hogy egy adott kék golyé az utolsé piros golyd
utan keriil kihtzéasra. Ha csak ezt a kék golydt és a 100 piros golyot tekintjiik, ezen
101 goly6 koziil mindegyik ugyanannyi eséllyel lesz utolséként kihizva. Vagyis a kék
goly6 p1 = 1 7 eséllyel lesz az utols6 piros utén kihuzva.

Ugyamgy, mind a 100 kék goly6rdl egyenként elmondhaté, hogy az —— 101 valdbszi-
niiséggel lesz az utolsé piros golyé utan kihtuzva. Ha a 100 kék golyéhoz egyenként
valoszintiségi valtozdkat rendeliink, melyek értéke 1, ha a golyd az utolsd piros
utan keriil kihtizésra, és 0, ha nem, akkor a keresett varhaté érték a 100 valészinii-
ségi valtozo tsszegének varhato értéke. Valtozdk osszegének varhato értéke pedig
egyenld a valtozdk varhato értékeinek osszegével. Mivel minden golyohoz tartozé
valtoz6 T 101 esellyel lesz 1, és a maradék eséllyel 0, minden valtozohoz ﬁ varhaté
érték tartomk Igy a 100 kék golyohoz tartozd valtozok varhaté értékeinek osszeg
100 - 101 10(1), vagyis az utolsé piros utan huzott kék golydk szaméanak is ﬁ
a varhaté értéke.

A keresett varhaté érték tehat 129

101"
Kowvdcs Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
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IV. megoldas. Egy véletlenszerii, viszatevés nélkiili kihuzast tgy is elképzel-
hetiink, mint 200 db golyét sorrendben, melybdl 100 piros, 100 pedig kék szint.
Ez azért igaz, mert amikor az utolsé piros golyot kihuzzuk, utdna mar csak kék
marad a zsakban, azok kihizasa pedig egyféleképpen torténhet meg.

Tekintsiik a 100 piros golyot, amelyek 101 helyet hatdroznak meg (elSttiik és
utdnuk is van egy-egy hely). Ezen 101 helyre fogunk 100 db kék goly6t elhelyezni.
Jelolje d; az i-edik helyen 1év6 golyok szamat, a részeket értelemszertien szamozzuk.

Be fogjuk bizonyitani, hogy tetszéleges 1 < i < 100 esetén F(d;) = E(d;41).
Ehhez vegyiik az Gsszes lehetséges kihuzast. Ezek egyértelmiien 6sszeparosithatok,
hiszen az i-edik helyen levd golydkat megeserélve az (i + 1)-edik helyen 1évékkel,
egyértelmiien megkapjuk az adott kihdzds pdrjat (ami akar onmaga is lehet).
A pérosités lehet&sége miatt igazoltuk, hogy E(d;) = E(d;+1). Ebbdl az egyenléség
tranzitivitdsa miatt E(d;) = E(d;) tetsz6leges 1 < 7,7 < 100 esetén. Azt is tudjuk,

hogy
101
> E(d;) = 100 = {a kék golydk szama}.
1=1
Ezért
100
)= 101

igy ez a végén zsakban maradd golydk szaménak varhato értéke.

Nagy Ndndor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

64 dolgozat érkezett. 5 pontos 35, 4 pontos 8, 3 pontos 6, 2 pontos 6, 1 pontos 3,
0 pontos 6 dolgozat.

B. 4870. Az ABCD konvex négyszig dtléinak metszéspontja az E pont. Iga-
zoljuk, hogy az ABE, BCE, CDE és DAE hdromszigek Feuerbach-kireinek ko-
zéppontjai egy paralelogramma csucsai, vagy eqy egyenesbe esnek.

(5 pont) Javasolta: Miklds Szildrd (Herceghalom)

Megoldas. Mivel egy haromszog Feuerbach-korének kozéppontja a koriilirt
kore kozéppontjanak és magassagpontjanak a szakaszfelezd pontja, igy vizsgaljuk
meg ezeket a pontokat.

Jelolje az ABE, BCE, CDE, ADFE héromszogek koriilirt korének kozép-
pontjat rendre Ki, Ko, K3, K4 (1. dbra). Mivel egy héromszog koriilirt koré-
nek koézéppontja az oldalfelezbinek a metszéspontja, {gy K1Ks || KsK41 BD és
K K, || KoK3 1L AC, igy mivel két parhuzamos oldalpdrja van K; Ko K3K, para-
lelogramma.
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Ky

K3

K1

1. dbra 2. abra

Legyenek a fenti haromszogek magassdgpontjai rendre My, Mo, Ms, M,
(2. dbra). A magassdgpont a csticsokbdl a szemkozti oldalakra dllitott merdlegesek
metszéspontja, igy My My || MsMy L AC és My My || Mo M3 L BD, tehat hasonléan
az el6z6hoz My My M3 My is paralelogramma.

e 4 — — —_—
Legyen K1K2 = kl, K3K4 = kg, MlMQ = TT_Ll>, M3M4 = ’I7T3> Mivel K1K2K3K4

%
és My My MsM, paralelogramma, igy tudjuk, hogy k1 = —k3 és 771> = —7775. Mivel
K1 My KoM, négyszogben Fy Fy kozépvonal (8. dbra), ezért tudjuk, hogy

Valamint hasonléan a K3 MsK4M , négyszogben

ki

_>
FE—T ks +m5  —(
= 3: =

H
_>
F, + ml)
2 2

-7

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/6 351

— P



ﬁ} 2017.9.10 — 15:42 — 352. oldal — 32. lap KoMalL, 2017. szeptember QF

— P

— —
Tehdt f3 = —f1, igy FiFs || F3Fy és egyenld hossziak, vagyis Fy Fo F3Fy valé-
ban paralelogramma, vagy a négy pont egy egyenesre esik. Ezt kellett bizonyitani.

Csahok Timea (Budapest, Németh Laszlé Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

40 dolgozat érkezett. 5 pontos 33, 4 pontos 3, 2 pontos 2, 1 pontos 1 dolgozat. Nem
versenyszerd 1 dolgozat.

, | Polygon palyazat matematikabdl
POLYGON | v sl s .
kozépiskolasoknak

A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete palyazatot hirdet ko-
zépiskolas didkok (9-12. évfolyam) szamaéra.
A pélyédzat témaja:
Kozépiskolai matematikdhoz kapcsolédé problémak, érdekességek

Ami biztosan ide tartozik: hogyan lehet egy ismert feladatot folytatni, Gjszer(i
és érdekes feladatok vagy triikkkos megoldasok, régi korok matematikaja, hétkozna-
pok matematikdja, a matematika és a természettudomédnyok kapcsolata, gyakorlati
alkalmazdsok, informatikai alkalmazdsok és kapcsolatok (példaul algoritmusok) stb.
Pélyazni egyénileg lehet, vagy maximum 3 f6s csapattal. A palyamunkdakat a Bolyai
Intézet oktatoibdl allo zsiiri fogja elbiralni.

A legjobb pédlyamunkédkat dijakkal és dicséretekkel (oklevél, konyvutalvény)
jutalmazzuk. A palydz6(k) dltal megnevezett felkészitd tanar(ok) a dijazottakkal
és a dicséretben részesiiltekkel azonos jutalomban és szintén oklevélben részesiilnek.
Minden palyamunkardl szoveges szakmai értékelést készitiink, amit a dijkioszté iin-
nepségen vehetnek at a versenyzok. A legjobb dolgozatokat a Polygon c. folydirat
szerkeszt6bizottsdga is megvizsgalja kozolhet6ség szempontjabdl. A beadott dol-
gozatok maximélis terjedelme 10 oldal lehet (dbrakkal, képekkel, tédblazatokkal,
grafikonokkal egyiitt).

Bekiildési hataridé: 2017. december 15. A palyamunkdkat a kbvetkezd cimre
kérjiik bekiildeni: Katonané dr. Horvath Eszter egyetemi adjunktus, SZTE Bolyai
Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1. A boritékra kérjiik rairni: Polygon
pélydzat matematikabol, kozépiskolasoknak. A dolgozatokhoz az aldbbi adatok
mellékelését kérjiik:

1. a pélydzé(k) neve, lakcime, telefonszdma, email cime,
2. a palyéazd(k) iskoldjanak neve, cime, telefonszdma, email cime,
3. a felkészité tandr(ok) neve, email cime.

Kérjiik, tekintsék meg a pélyazat honlapjat is:

http://www.math.u-szeged.hu/"horvath/palyazat.htm.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(547-552.)

K. 547. Péter gondolt egy pozitiv egész szdmot, és hozzdadta a forditott-
jat. Igy olyan héromjegyii szdmot kapott, amiben csak 6-os és/vagy 9-es szdmjegy
szerepel. Melyik szdmra gondolhatott Péter? (Példaul 26 forditottja 62, 530 fordi-
tottja 35.)

K. 548. Van négy, 1-t6l 4-ig sorszamozott dobozunk, és négy cédulank, me-
lyeken sorban az 1, 2, 3, 4 szdmok lathatok. A négy doboz mindegyikébe egy-egy
cédulat helyeziink a kovetkezo szabdlynak megfeleléen: minden cédula azt mutatja
meg, hogy az Ot tartalmaz6 doboz sorszamanak megfelelé cédula melyik doboz-
ban taldlhato. Hanyféleképpen helyezhetjiik el a dobozokban a céduldkat ennek
a feltételnek megfeleléen?

K. 549. Egy uton harom auté halad azonos iranyban, mindegyik mas-mas
sebességgel, de egyenletes tempédval. Az autdk az iton egymés mogott hatféle sor-
rendben helyezkedhetnek el (elvileg). Létrejohet-e ttjuk sordn mind a hat lehetséges
sorrend?

Javasolta: Lordnt Ldszlé (Budapest)

K. 550. Egy kiilonleges tavirddban az elkiildendd szavakért fizetend6 tsszeget
a benne foglalt bet{ik értéke hatarozza meg. A méassalhangzok ingyenesek, a magén-
hangzdknak azonban meghatarozott értékiik van. Ezeket az értékeket mi nem ismer-
jiik, viszont tudjuk a kovetkez6 néhany, kordbban elkiildott sz6 arat: TEGLALAP,
PARALELOGRAMMA, NEGYZET, HAROMSZOG, NEGYSZOG, ROMBUSZ,
TRAPEZ, DELTOID. Mutassunk egy lehetséges mddszert, amivel a fenti szavakért
fizetendd Gsszegek segitségével meghatarozhatjuk a GEOMETRIA széért fizetendd
osszeget.

K. 551. Adjunk meg olyan = > y > z pozitiv egész szamokat, hogy
1 1 1

2 2 2
teljesiiljon.
K. 552. Melyik az a legnagyobb osztéja 9900-nak, ami 22-vel, 33-mal és 55-tel
oszthatd, azonban 44-gyel, 50-nel és 99-cel nem oszthato?

*

Bekiildési hatarid6: 2017. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1427-1433.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1427. Osszunk fel egy négyzetet tiz darab egyenlo szard, hegyesszogl
haromszogre.
(Elemente der Mathematik)

C. 1428. Ha négy egymads utan kovetkezo paratlan szadm szorzata 9-re végzo-
dik, akkor mi lehet a 9 el6tt all6 szamjegy?
Matlap (Kolozsvér)
Feladatok mindenkinek

C. 1429. Egy 5 cm x 8 cm méretil téglalapban elhelyeztiink tiz pontot. Bizo-
nyitsuk be, hogy van két olyan pont, amelyek tavolsidga nem nagyobb /10 cm-nél.

2 q7 1430. Hatarozzuk meg azokat az x, y természetes szamokat, amelyekre

e 1 és zy négyzetszam.
Javasolta: Kovdcs Béla (Szatmarnémeti)
C. 1431. Egy trapéz rovidebb alapjanak, egyik, majd masik szaranak, végiil
hosszabbik alapjanak hossza ebben a sorrendben egy szamtani sorozat egymast
kovetd tagjai. Mekkora a sorozat differencidja, ha a legrévidebb oldal 3 cm, és

a hosszabbik alapon fekvé egyik szog 60 fok?
Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1432. Mutassuk meg, hogy barmely n természetes szadm esetén talalhato
olyan 2™-nel oszthaté n-jegyll szam, amelynek szamjegyei kizardlag 1-esbdl és
2-esbol allnak.

C. 1433. Egy csuklos szerkezet ke-
resztmetszete négy darab r sugard kor,
és kozottiik egy rombusz alakban kife-
sziil6 négy, r x 6r oldalhosszusagu tégla-
lap 1gy, hogy a téglalapok r hosszi oldala
érinti a kort. (Az érintési pont az oldal
felez6pontjiba esik.) A korok mozgatdsa-
val a rombusz szoge véaltozhat, de a tég-
lalapok nem léghatnak egymésba. Mek-
kora a legkisebb és a legnagyobb lehetsé-
ges sz0g?

Bekiildési hatarid6: 2017. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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A B pontversenyben kitiiz6tt feladatok
(4885-4893.)

B. 4885. Legyen k és m két kiilonbozo, 14-jegyti pozitiv egész szam, mindket-
tében 2 darab 1l-es, 2-es, 3-as, 4-es, 5-0s, 6-0s és 7T-es szadmjegyet tartalmaz (mint
pl. a 22133456456717). Bizonyitsuk be, hogy % nem lehet egész.

(4 pont) (MEIQ)

B. 4886. Héanyféle konvex poliédert hataroznak meg egy adott kocka csticsai?
(Két poliédert akkor tekintiink kiilonb6z6nek, ha nem egybevagdk.)

(3 pont)

B. 4887. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan (a,b) szdmpér van, amelyre
a+ % =b+ é, ahol a # b. Adjuk meg ab lehetséges értékeit.
(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

B. 4888. Sebestyén a harmadiktdl kezdve minden sziiletésnapjara olyan ha-
romszog alapu hasab alaku tortat kap, amelynek a fels6 harom csicsaban van egy-
egy gyertya, és a tetején még annyi, hogy az életkoraval megegyezd szamu gyertya
legyen Osszesen a tortan gy, hogy semelyik harom nem esik egy egyenesbe. Sebes-
tyén olyan, haromszog alaku szeletekre szeretné vagni a tortat, melyeknek a csticsait
a gyertydk helye adja (a hdromszogek belseje nem tartalmazhat gyertyat). Hany
szeletre oszthatja a tortat a k-adik sziiletésnapjan?

(4 pont)

B. 4889. Az ABCD érint6trapéz beirt kore az AB alapot a T, a vele par-
huzamos C'D alapot az U pontban érinti. Legyen M az AD és BC' szaregyenesek
metszéspontja, és legyen V az AB oldal és az MU egyenesek metszéspontja. Mu-
tassuk meg, hogy AT =V B.

(4 pont)

B. 4890. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:

3 4
x—y—f—%—l—%:QOl?.
y oy Y
(5 pont) Javasolta: Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

B. 4891. Az S, S5, S3 korok paronként kiviilrél érintik egymast. Legyenek
A, B és C rendre az Sy és S, S és S3, Sy és S3 korok kozos pontjai. Az AB
egyenes ismételten elmetszi az S és S3 kordket a D, illetve az E pontokban. A DC'
egyenes Ujabb metszéspontja az S3 korrel legyen az F' pont. Bizonyitsuk be, hogy
a DEF haromszog derékszogi.

(5 pont) (Kvant)
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B. 4892. Kezd6 és Masodik a kovetkez6 jatékot jatsszak. Kezdetben 2017
kavicsot helyeznek az asztalra, el0szor Kezdo elvesz 1 kavicsot, majd Masodik dont,
hogy 1 vagy 2 kavicsot vesz el. Ezutdn Kezdé elvesz 1, 2, 3 vagy 4 kavicsot, majd
Misodik vesz el legaldbb 1, de legfeljebb 8 kavicsot. Es igy tovabb, az i-edik lépésben
a soron kovetkezd jatékosnak legalabb 1, de legfeljebb 2¢~! kavicsot kell elvennie.
A jatékot az nyeri, aki az utolsé kavicsot elveszi. Kinek van nyerd stratégidja?

(6 pont)

B. 4893. Az ABC héromszogben AB # BC. A B pontbdl indulé szogfelezd
a hdromszog AC oldaldt a D pontban, koriilirt korét pedig (a B ponton kiviil) az E
pontban metszi. A DFE szakasz, mint atméré folé emelt kor a koriilirt kort az F,
majd masodszor az E-tol kiilonb6z6 F' pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a BF
egyenest a BD tengelyre tiikrozve az ABC hdromszog silyvonaldt kapjuk.

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2017. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Figyelem! Az idei Kiirschék Jozsef Matematikai Tanul6verseny 2017. oktéber

6-an, pénteken 14 orakor keriil megrendezésre. A versenyzoknek elézetesen

regisztralniuk kell a versenyre, az ezzel kapcsolatos informécio a
http://bolyai.hu/kurschak.htm

oldalon talalhaté.

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(701-703.)

A. 701. Egy légitarsasig az FEurdpai Unié barmely két tagallaménak févarosa
kozott egy rogzitett drd jaratot lizemeltet (az dr oda és vissza mindig megegye-
zik). Tudjuk még, hogy egy vdrosbdl nem indul két azonos ari jarat. Anna és Bella
mindegyik varost pontosan egyszer szeretné meglatogatni, nem feltétleniil ugyan-
abbdl a varosbdl indulva. Anna gy tervezi utjat, hogy egy varosbdl mindig abba
a még nem meglatogatott varosba megy tovabb, amibe a lehet6 legolcsébb jarat
vezet. Bella pedig minden varosbdl a lehetd legdragabb jaraton megy tovabb.

Igaz-e, hogy Bella ttja biztosan legaldbb annyi pénzbe keriil, mint Anna utja?

(Szovjet feladat alapjdn)
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A. 702. Adott egy ABC hédromszog. Azt mondjuk, hogy az XY Z haromszog
esztétikus, ha X a BC, Y a CA, Z pedig az AB oldalszakasz pontja, valamint
az XY 7 és az ABC héromszog hasonld (tehdt A< = X<, Ba =Y <, C<q = Z<).
Melyik esztétikus haromszog keriilete a lehetd legkisebb?

A. 703. Adott egy n > 2 egész szam. Egy egész szamokbdl allé rendezett
szdm-n-est primitivnek neveziink, hogyha a benne szerepl6 szamok legnagyobb
kozos osztdja 1. Bizonyitsuk be, hogy minden primitiv szam-n-esekbdl allé véges H
halmazhoz 1étezik olyan nem konstans homogén egész egyiitthatés f(x1,xa,...,2,)
polinom, amelynek értéke minden H-beli szam-n-esben 1.

Az 58. Nemzetkozi Matematika Didkolimpia 6. feladata nyoman

*

Bekiildési hatarid6: 2017. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 433. Készitsiink programot 1433 néven, amely egy szoveg karaktereit egy
négyzet oldalan fényujsagszertien mozgatva jeleniti meg.

A program bemenete az S szoveg (Hossz (S) < 100) és a négyzet N oldalhossza
(Hossz (S)/4 < N < 60).

A program a karakteres vagy grafikus kimeneten jelenitse meg a fényujsdgot
az éramutatd jardsanak megfelelo iranyban. A mozgatas sebességét valasszuk meg
ugy, hogy a szoveg élvezhetéen olvashatd legyen. A szoveg mozgatisa egy adott
billentyt lenyomésaig folytatddjon.

Példa bemenet Kimenet

KoMaL pontverseny 2017-2018 KoMaL po
10 n
t

v

e

r

s

e

8 n

102-7102 y
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Bekiildend6 egy tomoritett 1433.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

1. 434 (E) A 2016. évi nyéri olimpiai jatékokon az atlétika férfi kalapacsvetés
dontojének eredményeit értékeljiik ki tablazatkezel6-rendszerrel.

A dontd el6tt a selejtezd nevezési szintje 77,00 méter volt. Ezt csak ketten
dobtdk tul, igy a dontébe a legjobb 12 eredményii versenyzé jutott. A dontd
6 dobési sorozatbdl allt, de a 3. sorozat utan csak az addigi legjobb 8 eredményt
elért versenyzé folytathatta tovabb. A dobas tavolsagat centiméter pontossaggal
mérik. Ha a dobas érvénytelen volt, akkor az eredmény helyén az ,x” karakter
szerepel.

A dontébe jutott versenyzok dobasi adatait rogzitettiik méterben a kalapacs—
forras.txt tabuldtorral tagolt, UTF-8 kédolasu dlloméanyban.

1. Toltsiik be a kalapacsforras.txt szovegfijlt a tablazatkezel6 egy munkalap-
jara az Al-es cellatdl kezd6dden. Munkankat 1434 néven mentsiik el a tabla-
zatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

2. A J2:J13 tartomany celldiban irassuk ki a versenyzdék legjobb dobéasainak té-
volsédgat, azaz a versenyen elért eredményiiket.

3. Az A2:Al13 tartoméany celldiban egyetlen képlettel és annak méasolasival hata-
rozzuk meg a versenyzok helyezését.

4. Az els6 hérom sorozat utdn az addigi legjobb 8 eredményt eléré versenyzé
folytathatja a versenyt. Az M3 celldban adjuk meg a verseny folytatdsahoz
sziikséges dobdstavolsagot.

5. Az M2 celldban a selejtez6 nevezési szintje szerepel. Hatarozzuk meg fiiggvény
segitségével, hogy a verseny Osszes résztvevije koziil hanyan teljesitették ezt.

6. Az M5 celliaban képlettel adjuk meg, hogy a dontd Osszes dobasdnak hany
szazaléka volt érvénytelen.

7. Az M6 cellaban hatarozzuk meg, hogy a 3. sorozat utan még versenybe mara-
dok hany szdzaléka tudott még a tovabbi dobasokkal az eredményén javitani.

8. Az M2:M6 cellatartomanyban allitsuk be a mértékegységeket.

9. Az A15:C22 tartomény celldiban fliggvények segitségével jelenitsiik meg a vég-
eredményt, soroljuk fel helyezési sorrendben a versenyzok nevét és orszégat.

10. A D2:113 cellatartomanyban minden versenyz6 legnagyobb dobésat feltételes
formazassal, félkovér betiistilussal jelenitsiik meg.

11. Az A2:J13 cellatartomédnyban az elsé harom helyezett sordnak celldiban a cella-
kitoltését az érem szinének megfeleléen feltételes formdazassal adjuk meg: arany
RGB(255,215,0), eziist RGB(192,192,192), bronz RGB(204,153,102).
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121 |pilsod Nazarov Tédzsikisztén 7616 | 77,27 | 7807 | 7717 | 7868 | 77.68 68
13 11.  [Jevhen Vinohradov | Ukrajna 73,39 X 7311 74,11

LS T L
: 4
2 Nevezési szint a selejtezében: m
3 Tovabbjutés hatara: m ’
4 . 74,17 | 73,70 Nevezési szintet elérdk szama: 16
5 3 g , | 7061 | 7838 | x [ «x Ervénytelen dobasok aranya: =% ,
6 | 6. |Amgad Elseify Ashraf | Katar 73,88 | 7540 | 7345 | 7520 | 7546 | 7425 | 7546 Javitok ardnya: —%
; ¢
8| 7. |parskrisztian Magyarorszdg 7477 | 7515 | 7528 | 7489 | 762 x 75,28
9 [ a_|piego del Real Mexiké 7335 | 73,58 | 76,08 x 7083 | 7357 | 76,05 (
10] 10. [SergheiMarghiev | Moldova 7331 | 714 x 7414
11| 5. |Marcel Lomnicky szlovakia 73,33 | 7265 | 749 | 7509 | 7597 | 7468 | 7597
14

15| 1. Dilsod Nazarov Tadzsikisztan

Bekiildendd egy i434.zip tomoritett dllomanyban a megoldést tartalmazé
munkafiizet, valamint egy rovid dokumentacio, amelybél kideriil az alkalmazott
tablazatkezel6 neve és verzidszama.

A munkafiizetbe importaland6 adattabla: a kalapacsforras.txt.

I. 435. Mint ismeretes, az Eurépdban is hasznalatos keresztény naptar szerinti
1. év Jézus sziiletésének éve, és Gergely papa naptarreformjaig a ma hasznalatostol
csak annyiban tért el, hogy minden negyedik év szok6év volt. A Gergely-naptar
1582. oktéber 4-én csiitortokon 1épett életbe gy, hogy az azt kévetd nap oktdber 15.
péntek lett, és ettdl kezdve a 100-zal oszthatd évszamok koziil csak a 400-zal
is oszthatok maradtak szokoévek. A keresztény idészamitas igy a Nap jarasdhoz
igazodik.

Az iszlam naptar a Hold jarasan alapulé éveket hasznal6 holdnaptar, melynek
kezd6napja (a keresztény idészémitéds szerint) 622. jilius 16. Ez az iszldm id8sza-
mitds kezdete, vagyis az 1. év 1. hénapjdnak (Muharram hénap) 1-je. (Az iszldm
idOészamitéas a hidzsrardl kapta a nevét, amelynek jelentése: kivandorlasa, attelepii-
lése — bar az esemény, vagyis Mohamed préféta Mekkabdl valé kivonulasa valéjaban
néhany hénappal kés6bb tortént.)

A hoénapok felvaltva 30 (paratlan szdmu hénapok) és 29 naposak (péros sza-
muak). Az éveket 30 éves ciklusokba soroljak. E ciklusokban 19 normadl év (354 na-
pos) taldlhaté, mig a 2., 5., 7., 10., 13., 16., 18., 21., 24., 26. és 29. év 355 napos.
Ezekben az években az utolsé hénap is 30 napbdl all.

A két datum Osszevetésére itt talalunk egy példat:
https://calendar.zoznam.sk/islamic_calendar-hu.php.

Készitsiink tablazatkezelével tablazatot vagy irjunk programot, amely egy
hidzsra utdni iszlam datumot &tvalt keresztény datumra és forditva. Példdul:
1439.01.01 — 2017.09.22.

Bekiildendd egy i435.zip tomoritett dllomanyban a tablazatkezelé munka-
flizet vagy a program forrdskédja, tovabba a dokumenticié, amely tartalmazza
a megoldas rovid leirasat, és megadja, hogy a forrasédllomany melyik fejleszt6i kor-
nyezetben fordithaté vagy milyen tablazatkezel6vel késziilt.

I/S. 19. Keressiik meg azt a legkisebb b nevez&jii % tortet, amelynek ¢ tizedes
jegyre kerekitett értéke megegyezik egy t tizedes jegyet tartalmazé r tizedes torttel.
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A feladatot megold6 program olvassa be a standard bemenetrdl r és t székozzel
elvdlasztott értékét (tizedesvessz6 helyett pontot hasznéljunk), majd irja a standard
kimenet egyetlen sordba szokozzel elvilasztva a és b egészeket.

Példak: Bemenet Kimenet
3.141592653 9 103993 33102
2017.0901 4 223897 111
1.2345678901234 13 | 12345611 9999945

Korldtok: az r pozitiv szam e egész és t tizedes jegyet tartalmaz (1 < e, t < 14),
(I<e+t<15).

Ertékelés: a megoldés lényegét leiré dokumentacié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korldtoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 méasodperc futdsidé alatt. Részpontszam kaphaté arra programra,
amely csak kisebb e, t értékek esetén ad helyes eredményt 1 masodpercen beliil.

Bekiildend6 egy is19.zip tomoritett alloméanyban a megoldéast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

S. 118. Egy tengeren adott N sziget, melyek kiterjedése elhanyagolhatd
a tenger méreteihez képest. Az i-edik (1 <i < N) sziget helyzetét derékszogii
koordindta-rendszerben az (X;,Y;) egész szdmpdrral adjuk meg (0 < X,;,Y; <
< 10000). Az egyik szigetrél egy masik szigetre szeretnénk eljutni. Barmely két
sziget kozott hajéval lehet az utat megtenni. A hajok barmely szigeten tudnak
iizemanyagot tankolni, amellyel egy adott tavolsigig tudnak kozlekedni. Keressiik
meg, hogy mekkora az a legkisebb hatétavolsdgi hajo, amellyel az utazds a két
kivalasztott sziget kozott biztosithato.

A feladatot megold6 program olvassa be a standard bemenet els6 sorabdol N
értékét, majd a kovetkezd N sorbdl az X, Y; szokozzel elvalasztott szamokat, végiil
az utolsé sorbdl az utazds induld és érkezd szigetének sorszdmét. A program irja
a standard kimenetre a legkisebb hatétavolsag 6t tizedes jegyre kerekitett értékét.

Példa (a sortorést a tomoérebb frasmdéd kedvéért / jellel helyettesitettiik):

Bemenet Kimenet
5/49/18/65/33/25/ 15| 3.16228

Ertékelés: a megoldés lényegét leiré dokumentacié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphat6é arra a programra, amely a korlatoknak megfelelé bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 méasodperc futdsidé alatt. Részpontszam kaphaté arra programra,
amely csak kisebb N érték esetén ad helyes eredményt 1 méasodpercen beliil.

Bekiildend6 egy s118.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2017. oktéber 10.
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YOGYAKARTA- NODNESIA
16-24 )01y 2017

Sikeres szereplés a 48. Nemzetko6zi Fizikai "”’"IP 0 2017
Diakolimpian |

(Yogyakarta, Indonézia, 2017. jilius 16—24.)

A magyar csapat 1 arany- és 4 eziistéremmel végzett a Yogyakartdban (kiejtve:
Dzsogdzsakarta) megrendezett versenyen. A rendezés silyos hibdi miatt a végleges
pontszamok nem keriiltek megéallapitasra, igy az orszdgok kozotti nemhivatalos
sorrendet ebben az évben nem lehet meghatarozni.

A csapat és eredményeik:

Tompa Tamas Lajos (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 12. oszt.) aranyérem,
felkészito tandra: Zdmborszky Ferenc;

Kovics Péter Tamas (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn., 12. oszt.) eziist-
érem, felkészitd tanarai: Juhdsz Tibor és Pdlovics Robert;

Marozsak Tébids (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 11. oszt.) eziistérem,
felkészito tanarai: Gdrtner Istvdn és Mezei Istvan;

Nagy Botond (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn., 12. oszt.) eziistérem, fel-
készit6 tanara: Pdlovics Robert

Németh Balazs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. oszt.)
eztistérem, felkészité tanarai: Dvordk Cecilia és Csefko Zoltdn.

Az olimpidra valé késziilés szokas szerint a budapesti (Szdsz Krisztidn, Tasnddi
Tamds, Vanko Péter, Vigh Mdté), a miskolci (Zdmborszky Ferenc), a péesi (Kotek
Ldszl6), a szegedi (Hilbert Margit, Sarlds Ferenc) és a székesfehérvari (Orosz
Tamds, Ujvdri Sandor) olimpiai szakkérokon, valamint a BME Fizika Tanszékén
szervezett mérési foglalkozdsokon kezd6dott. A csapatot a szakkorok résztvevéi és
az orszagos versenyeken kimagasld eredményeket elért tanuldk koziil az aprilisban
megrendezett, kétfordulds Kunfalvi Rezsé versenyen vélogattuk ki. A résztvevdk-
nek a versenyen az olimpian szokasos stilusu és nehézségii elméleti és mérési felada-
tokat kellett megoldaniuk. Az egymast kovetd forduldk — az olimpidhoz hasonléan —
a versenyzok fizikai alloképességét is prébara tették. A csapat kivélasztasanal a va-
logatoversenyen elért eredmény mellett a korabbi versenyeredményeket és a KoMaL
mérési versenyében elért eredményt is figyelembe vettiik.

A felkésziilés folytatdsaként a csapat fiatalabb tagjai részt vettek az elsd
alkalommal megrendezett Eurépai Fizikai Didkolimpidan (EuPhO, Tartu, Esztor-
szag, 2017. majus 20-24., http://eupho.ut.ee). (Ldsd még kiilon beszdmolénkat
a 365. oldalon.) A verseny iitkozott az érettségivel, igy a tizenkettedikesek nem tud-
tak részt venni rajta. Ezt kovette a hagyomédnyos Roman-Magyar ElGolimpia, ami
ebben az évben Szatmédrnémetiben (Roménia) keriilt megrendezésre; ezen a teljes
csapat és harom fiatalabb didk vett részt.

A csapat julius 15-én, szombaton délelétt Vanké Péter (BME Fizikai Intézet)
és Tasnadi Tamas (BME Matematikai Intézet) csapatvezetOkkel, valamint Szdsz
Krisztian (BME Fizikai Intézet) megfigyel6vel amszterdami és jakartai dtszallasok-
kal utazott az indonéziai Yogyakartaba, és az Osszességében 30-35 Oras Ut utan
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vasarnap éjfélre érkezett meg a szallashelyekre. Hétfon délelétt volt a megnyito,
a csapatvezetOk ezutdn vitattdk meg és forditottdk le (reggelig tarté munkdval)
a mérési feladatokat, amelyeket a versenyzOknek mdsnap (kedden) kellett volna
megoldaniuk.

Az els6 mérési feladatban séoldatok diffuzidjat kellett vizsgalni optikai madd-
szerrel. Keskeny edénybe adott koncentracidju séoldatra desztillalt vizet rétegezve,
id6vel a hatarrétegben a séoldat és a tiszta viz difftizié utjan keveredik, és a sékon-
centracio, és igy az oldat optikai térésmutatdja is folytonosan valtozik a magassag-
gal. Ez a torésmutaté-gradiens a séoldaton athaladé lézerfényt eltériti. Az eltérii-
lés mértékébol kovetkeztethetiink a torésmutaté-gradiensre, és ebbdl megkaphatd
a diffizids folyamatot leiré paraméter, a difftziés egyiitthaté értéke. A mérés soran
ferde sikban szétteriilo lézernyaldbot kellett hasznalni, igy egyetlen leképezéssel meg
lehetett kapni a kiilonb6z6 magassagokhoz tartozd torésmutato-gradienst. Harom
kiilonb6z6 koncentracidju oldat diffizios egyiitthatéjat kellett meghatarozni. A mé-
réshez sziikséges elmélet nagy része meg volt adva. A f6 nehézséget a kisérlet pontos
bedllitasa okozta, valamint a sok mérési pont leolvasdsa, transzformalasa, abrazo-
lasa.

A maésodik mérési feladatban mégneses csapdan alapulé foldrengés- és vulkédn-
érzékelot kellett tanulmanyozni. Két, megfelel6 hosszisagu, erds, atmérdjik ira-
nyaban felmagnesezett hengeres mégnes felett magneses csapda alakul ki, amely-
ben egy grafit ceruzabéldarab lebegtetheté. A ceruzabél a magnesek meglokésekor
csillapitott rezgésbe kezd, a magnesek megdontésekor pedig elmozdul — ezt lehet
felhaszndlni foldrengések detektaldsdra (szeizmograf) és vulkdnkitorések eldjelzé-
sére (a talaj kicsiny d6lésének regisztraldsdval). A hosszi mérési feladatban tobbek
kozt a méagnes terét, a grafit szuszceptibilitasat, a rezgés joségi tényezdjét, és ebbdl
a levegd viszkozitdsat kellett megmérni. (A feladatok teljes szovege és megoldédsa
a http://ipho.elte.hu honlapon megtaldlhatd.)

A reggelig elhtiz6dé forditas, valamint sulyos szervezési késziiletlenségek miatt
(feltehetSleg nem volt megfelelé nyomtatasi kapacitds és cselekvéképes munkaer)
a didkokat el6szor csak néhany oras, majd félnapos varakozasra kérték, végiil
— egy értelmetlen és reménytelen varakozéassal eltoltott nap utdn — a versenyt
masnapra halasztottak. (Ezzel a didkoknak egy kirdndulds napjuk is elveszett.)
Szerdén a csapatvezetok is tGjra dolgoztak: reggeltél masnap hajnalig megvitattdk
és leforditottdak az elméleti feladatokat.

Az els6 elméleti feladat galaxisokrdl és a sotét anyagrol szolt. A kozmold-
gidban a sotét anyag olyan anyagfajta, amely semmiféle elektromagneses sugar-
zést nem bocsat ki és nem nyel el jelenlétére csak més (csillagdszati eszkozokkel
kozvetleniil megfigyelhet8) anyagokra kifejtett gravitdcids hatdsabdl kovetkeztet-
hetiink. A feladatban a sotét anyag jelenlétére, mennyiségére, eloszlasira kellett
kovetkeztetni galaxishalmazokon, galaxisokon, illetve csillagokon beliil, kisérletileg
is mérheté mennyiségekbdl, leegyszeriisitett elméleti modellek alapjan. Egy gala-
xishalmazban mozgé galaxisok Foldhoz képesti sebessége példaul a voroseltolodés-
bol mérhetd. Ezen sebességek eloszlasabol kovetkeztethetiink a galaxisok mozgasi
energidjara a galaxishalmaz tomegkozéppontjahoz viszonyitva. Ezutan egy érdekes
tétel, a viridltétel felhaszndlasdval megkaphatjuk a galaxishalmaz atlagos gravité-
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ciés potencidlis energidjat, ami kapcsolatba hozhaté a galaxishalmaz méretével és
tomegével. Az igy kapott tomeg nagyobb, mint a galaxishalmaz ,lathaté” tomege;
ez utal a sOtét anyag jelenlétére. A probléma érdekes volt, és talin ez a feladat
ment a legjobban a magyar versenyzéknek.

A masodik feladat témajat a helyszin sejtette: foldrengés, vulkankitorés, cu-
nami. A feladat els§ része a vulkan kiirtéjében a forr6 magma és befolyd es6viz
keveredésének hatasdra kialakulé piroklasztikus drral foglalkozott. A piroklasztikus
ar forré kézetdarabokbdl és gazbdl all, amely a vulkdnbdl kb. 700 km/h sebesség-
gel fiiggblegesen aramlik ki, és akar 22 km magassagot is elér. Ezutdn a sajat sulya
alatt Osszeroskadva lezuhan a felszinre. Ilyen robbanas temetett be nagy teriiletet
a varos mellett magasodd, kozel 3000 m magas Merapi 2010-es kitorésekor. A fel-
adat masodik része a foldrengések észlelésével volt kapcsolatos: foldrengéshullamok
terjedését kellett tanulményozni. A konkrét példaért itt sem kellett messze menni:
a 2006-os yogyakartai foldrengés adatait kellett elemezni. A feladat harmadik része
a 2006-o0s javai cunamival foglalkozott: a cunami hullam terjedését kellett vizsgalni.
A maiésodik feladat témaja is nagyon érdekes volt, a verseny helyéhez is kotodott,
de sajnos nem volt kell6en kidolgozva a probléma.

A harmadik feladatot a csapatvezetok leszavaztak, igy ahelyett a tartalék fel-
adat keriilt kitlizésre. A feladat elsé részében a versenyzdék a homogénnek és izot-
ropnak feltételezett Univerzum tagulasat leiré Friedmann-egyenleteket klasszikus
fizikai meggondoldsokkal vizsgaltak. A feladat fizikaja itt véget is ért, ugyanis a to-
vébbi részekben a mar megkapott, vagy a feladat tovédbbi részében megadott (fi-
zikailag nem kielégitéen megmagyardzott) formuldkkal kellett dolgozni. Innentél
a feladat az Univerzum fejlédésének tin. inflaciés (gyorsan felfivédd) periédusaval
foglalkozott. Ennek feltételeire kérdeztek ra a masodik részben, majd a harmadik
részben az itt megadott kozelitésben a szintén itt definidlt, nehezen értelmezhetd
paraméterek meghatarozasa volt a feladat. A negyedik részben, amely még nehe-
zebben volt kovetheto, ujabb egyenlet felhaszndlasaval ijabb paraméterek elméleti
és kisérleti értékeinek Osszehasonlitdsa volt a cél. A feladat témakore izgalmas, vi-
szont ldthatéan nem dgy prébéltdk megkozeliteni, hogy az a kozépiskoldsok (vagy
akér a téméban kevésbé jartas felkészit6k) szdméra teljesen érthetd legyen. Ugyan-
akkor az sem volt szerencsés, hogy az elsé feladathoz hasonléan ez is kozmoldgidval
foglalkozott.

Csiitortokon délelétt, a mérési forduléhoz hasonléan, a versenyzoknek ismét
5 érajuk volt a feladatok megolddsdra. A verseny megint cstszdssal (2 éraval ké-
s6bb) kezdédstt, és mint kés6bb kideriilt, a versenyzdk jelentds része nem megfeleld
feladatlapot kapott. A magyar versenyzék példaul az egész napos munkéval lefor-
ditott magyar verzid helyett egy gyenge mindségii angol valtozatot kaptak, amely
nemcsak az idegen nyelv, hanem a sokszor nem egyértelmii megfogalmazasok miatt
is hatranyt okozott a versenyz6knek. Bar a szokdsos rend szerint a csapatvezetOk
és a rendezdk is kijavitottak a dolgozatokat, a stlyos rendezési hibak miatt a végsé
pontszamokat kialakité egyeztetésre (az tgynevezett moderdciéra) nem keriilt sor.
Ehelyett a Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia holland elncke és ausztral fGtitkara pro-
balta a lehetd legigazsdgosabban (vagy inkdbb a lehetd legkevéshbé igazsidgtalanul)
korrigalni a hibakat. A csapatvezetOk bejelenthették panaszaikat, amelyek alapjan
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moédosulhattak a rendezék (meglehetésen kérdéses szinvonali) pontozdsa alapjan
megallapitott eredmények. Ennek értelmében csak az érmekrol sziiletett dontés,
a pontszamokrol és az egyes éremcsoportokon beliil a sorrendrél nem. Ezek utan
az eredmények nagyban fliggenek az egyes orszdgok csapatvezetinek hozzaallasa-
t6l (ezért is nem kozoljiik az éremtéblazatot). Sok év tapasztalata alapjan nyugodt
lelkiismerettel kijelenthetd, hogy a magyar csapat eredménye reilis, a versenyzok
egy tisztességes pontozas és moderacié utan is ezeket az érmeket kaptak volna.

A két forduld kozott és a verseny utdn a szervezék kiilonbozé programokat
szerveztek. A didkok és a tandrok is megnézték a IX. szazadban épiilt, gyonyori
(az UNESCO vilagorokség részét képezd) Borobudur templomot, amely megépiilé-
sekor a déli félteke legnagyobb épiilete volt, és ma is a vilag legnagyobb buddhista
temploma. (Kozben kozel ezer évig, részben vulkdni hamuval befedve, ismeret-
leniil rejtézott az Oserd6ben.) Emellett a nem til izgalmas yogyakartai szultdni
palotaba volt mindenki szaméra szervezett latogatds, a didkok pedig ezen kiviil
az egyik szabad napjukon falusi koérnyezetben ismerkedhettek a rizsiiltetéssel és
a batikoldssal. Sajnos a verseny alatt nagyon sok id¢ értelmetleniil telt (a helyi
hélézat mikodoképessé tétele orakig tartott, az egész napos forditds lényegében
értelmetlen volt, hiszen nem kaptak meg a didkok, a stlyos problémak kideriilése
utan hosszas egyeztetések voltak). A kézben adédé rovid szabad id6kben néhdnyan
— sajat szervezésben — eljutottak a szintén IX. szdzadi Prambanan hindu templom-
egyiitteshez (amely szintén az UNESCO vildgorokség része és szintén gyonyori),
valamint a kicsi, de érdekes yogyakartai dllatkertbe és a varos bazarokkal zstufolt
bevasarléutcdjiba is. A tandrok — néhdny maés orszig csapatvezetSjével kozosen —
egy rovid dzsipturaval felmentek a varos folott magasodd, lenyiigézé Merapi vul-
kan oldalaba, ahol megnézték a vulkdn 2010-es kitorésekor forré hamuval befedett
egyik falu maradvanyait is: szomoru latvany, amolyan XXI. szazadi Pompeii, elol-
vadt monitorokkal, CD-kel és varrogépekkel.

Vasarnap délelétt keriilt sor a dijkiosztéra, ahol — ahogy az sajnos varhato
volt — a rendezdk tgy tettek, mintha minden tokéletes rendben ment volna (ezt
a verseny elnoke beszédében el is mondta). A rendkiviili kériilményekbdl csak
annyi latszott, hogy az érmeket nem pontszam szerint forditott sorrendben, ha-
nem keresztnév szerinti sorrendben osztottak ki. Megdobbenésiinkre abszolit els6
helyezettet is hirdettek, pedig err6l nem volt szavazds az el6z6 nap. (Es az adott
kortilmények kozott ezt nem is lehetett tisztességesen eldonteni, igy azdta tobb
csapatvezetd az eredmény torlését kérte. Dontés még nincsen.)

A nem til iinnepélyes zaréebéd utan még volt egy szabad délutdn pihenni
az Gjabb 30-35 éras hazait el6tt. A csapat julius 25-én délben, ismét jakartai és
amszterdami atszallassal érkezett haza.

Koszonettel tartozunk az Emberi Eréforrasok Minisztériumanak, a BME Fi-
zikai Intézetnek és a MOL-nak a versenyfelkésziiléshez és a részvételhez nytjtott
tamogatéasukért.

Jovére az olimpidt julius 21-29. kozott Portugélidban (Lisszabonban) ren-
dezik meg. A versenyre valé felkésziilést négy vidéki szakkor, valamint a buda-
pesti elméleti és mérési szakkor segiti (a szakkorokrdl a legatfogébb informécié
a http://ipho.elte.hu honlapon taldlhatd):
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Székesfehérvar: Orosz Gdbor (Obudai Egyetem Alba Regia Miszaki Kar,
Székesfehérvar, Budai at 45.),

Szeged: Hilbert Margit (Szegedi Tudomanyegyetem, Dém tér 9., I. em. Budd
Agoston terem),

Pécs: Kotek Ldszld (Pécsi Tudoményegyetem, Fizikai Intézet, Ifjisdg ttja 6.,
II. em. A408-as terem),

Miskolc: Zdmborszky Ferenc (Féldes Ferenc Gimn., 3525 Miskole, Hésok
tere 7.),

Budapest: Vankd Péter (BME, Fizikai Intézet, 1111 Budafoki 1t 8., Fizikus
Hallgatéi labor, F épiilet, II1. 1épcséhéz, I1. emelet). Az elméleti szakkort hétfon-
ként 3-t4l 5 éraig tartjuk, jelentkezni nem kell, az els6 foglalkozas 2017. szeptember
25-én lesz. Info: http://eik.bme.hu/ vanko/labor/Bpszakkor.pdf. A tehetség-
gondoz6 mérési szakkorre frasban jelentkezni kell (errdl lasd még kiilon felhivdsun-
kat). Info: http://eik.bme.hu/"vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf.

A fenti szakkorokon vald aktiv részvétel mellett elsésorban 6nallé munkéval,
a KoMaL elméleti és mérési feladatainak rendszeres megoldasdval lehet késziilni
a jovo évi Fizikai Didkolimpiara.

Eredményes felkésziilést kivanunk!

Szasz Krisztian, Tasnadi Tamas és Vanké Péter

Beszamolé6 az 1. Eurépai Fizikai
Diakolimpiarol

2017. méajus 20. és 24. kozdtt rendezték meg Esztorszégban az 1. Eurdpai
Fizikai Didkolimpiat, réviden EuPhO-t, ahol Magyarorszag is képviseltette ma-
gat. A versenyre valé kivdlasztas a Kunfalvi Rezsé valogatéverseny alapjan zajlott,
ahonnan a harom legjobb eredményt elért, nem végzds didk keriilt a csapatba (a ver-
seny idSpontja ugyanis egybeesett az érettségi vizsgdk idépontjdval). A csapatot
két tandr kisérte: Vankd Péter (BME Fizikai Intézet) mint csapatvezetd és Vigh
Maté (ELTE Fizikai Intézet) mint a javité bizottsdg tagja.

Maga a verseny Tartu véarosidban zajlott, mely Esztorszég egyik egyetemi
kozpontja. Itt alkalmunk volt megnézni a gyonyori varoskozpontot és a torténelmi
jelent6ségli tartui obszervatériumot. A javitas és az eredményhirdetés a fovarosban,
Tallinnban tortént, ahol lehet&ségiink adédott megtekinteni a fantasztikus évarost.

A versenyen — a Nemzetkozi Didkolimpidhoz hasonléan — egy elméleti és egy
gyakorlati fordulé volt, mindketts 6t 6ras terjedelemben. A szervezdk torekedtek
rovid, otletes feladatok kittizésére, melyek mell6zték a hosszadalmas szamolasokat.
Az elméleti forduléban hdrom feladat volt: az elsé egy kotél rezgéseit vizsgdlta,
a masodik egy termodinamikai probléma volt, mig a harmadik feladat egy szup-
ravezeté hald és egy magneses dipdlus kolecsonhatasaval foglalkozott. A gyakorlati
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forduléban egy LED hatéasfokat és U—I karakterisztikdjat mérték meg a versenyzok
a rendelkezésiikre 4ll6 eszkozokkel.

A csapat és eredményeik (a maximélis pontszam 50):

Németh Baldzs (24,2 pont) eziistérem; Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és
Gimn., 11. évf., felkészité tanar: Csefké Zoltdn, Dvordk Cecilia;

Marozsdk Tébias (23,0 pont) ezistérem; Budapest, Obudai Arpéd Gimnézium,
11. évf., felkészitd tanar: Mezei Istvan, Gdirtner Istvdn;

Simon D4&niel Géabor (17,3 pont) bronzérem; Kecskeméti Bényai Juilia Gimna-
zium, 11. évf., felkészit6 tanar: Bakk Jdnos.

A versenyen szerzett pozitiv tapasztalatok alapjan a résztvevék egyetértettek,
hogy folytatjak az EuPhQO szervezését, igy ha minden igaz, jovére Oroszorszagban,
Moszkvaban keriil megrendezésre a 2. EuPhO, ahol reményeink szerint 6t{6s csapat
fogja képviselni hazankat, akar végzos didkok is.

A tovabbiakban ismertetjiik az elméleti feladatokat, valamint azok hivatalos
megoldasat.

1. Rezg6 kotél

Egy sulyos, allandé vastagsagu, L hosszusagu kotél fiiggdlegesen 16g a mennye-
zetrol. A kotél rezgéseket végezhet az egyensilyi helyzete koriil kiilonbozé sajat-
frekvencidkkal, amelyeket novekvs sorrendben gy jelolink: f; (i=1,2,...).
Az 1. dbra egy szamitégépes szimulicié alapjan a kotél alakjat mutatja az elsd
harom sajatfrekvencian végzett rezgés esetében. Figyelj arra, hogy az abran a viz-
szintes és a fliggdleges skala nem egyforma. Felteheted, hogy a kotél kitérése sokkal
kisebb a hosszdnal (kis amplitudéju kozelités).
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A mennyezetts]l mért tavolsag [m]

Kitérés (tetszoleges egységben)

1. dbra

A) Dolgozz ki egy egyszertsitett modellt, amellyel meg tudod becsiilni a kitél
alaprezgésének f1 frekvencidjat! Ez alapjan szdmitsd ki kozelitéleg fi értékét, ha
a kotél hossza L = 1,0 m. Szdmolj g = 9,8 m/s? értékkel.

B) Olvasd le a sziikséges adatokat az dbrdrdl, és becsild meg az f1: fa: f3
frekvenciaardnyt!
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Megolddas. A) A 2. dbrdrdl leolvashatd, hogy az elsé esetben a kotél gorbiilete
elhanyagolhatd, vagyis kis kitéréseknél kozelithetiink egy fizikai ingaval:

L L
1 [mg3 1 mgs 1 3
fi=— 92 = — 92 :—\/—9:0,61 Hz.

o
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0,5 i}
0,6
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0,8 N B
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A mennyezetts]l mért tavolsag [m]
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Kitérés (tetszsleges egységben)
2. dbra

B) Dimenzidanalizis segitségével megdllapithatd, hogy a frekvencia csak g-t6l
és L-t0] fiigghet, méghozza a kovetkezd mddon:

kak\/E-

Itt cx egy dimenzidtlan egyiitthaté, mely csupan a k moédusszamtél fiigg.
Bejelolve a 2. dbrdn az N pontot vildgos, hogy az N pont kitérése 0 a mozgas
soran, igy az N B kotélszakasz kozelitoleg a kotél alapfrekvencidjan rezeg. Tehat
irhatjuk:

f2(L) = fi(NB) = fi(L — NA).

fa(L)  fi(L—NA) L
AL - A@m  VI=nNa

A kotél vizszintes kitérése igen kicsiny a hosszéhoz képest, igy mérhetjiik
az N A szakaszt a fliggbleges tengelyen. Ekkor NA ~ 0,8 m, L = 1,0 m, tehat:

Ezaltal:

é ~ 2,2.
1
Hasonlé gondolatmenetet alkalmazva mint az elébb, lemérhetjiik, hogy

NiA=~0,6 m:

f3(L) = fa(L — N1 A),

f3(L) _ fo(L — N1 A) _ /[ L ~16

f2(L) f2(L) L-NA 7
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Ezek szerint
fs _fs [ _
> — 7 "~ 3757
h  fo f

igy a végeredmény:
fiiforfa=1:22:35.

2. Korong gazban

Tekintsiink egy vékony, lapos, M témeg(, S teriileti, kezdetben 77 hémérsék-
leti korongot, amely kezdetben a stlytalansag allapotaban nyugalomban van egy
o stirliségii, To homérsékletii gdzban (17 = 10007y). A korong egyik oldala hészi-
getel6 réteggel van bevonva, a masik oldala viszont nagyon jé hokontaktusban van
a kornyez6 gazzal: az m tomegl gdzmolekuldk a feliilettel torténd egyetlen titkozés
soran elnyerik a korong hémérsékletét.

Becsiild meg a korong kezdeti ag gyorsuldsdt és a kialakulo mozgds sordn elért
Umax Mazimalis sebességét!

Tedd fel, hogy a korong hékapacitdsa Nkp nagysagrendli, ahol N a benne
1év6 atomok szdma, kg pedig a Boltzmann-allandé, valamint hogy a gaz és a korong
anyaganak moldris tomege ugyanakkora nagysagrendii. A molekuldk atlagos szabad
uthossza (az az atlagos tdvolsdg, amit egy molekula két iitkozés kozott megtesz)
sokkal nagyobb, mint a korong mérete. Hanyagolj el minden, a korong pereménél
fellépo széleffektust.

Megoldéas. A gaz altal a korong hészigetel§ réteggel bevont oldalara kifej-
tett nyomas kezdetben Py = nkpTy, ahol n a gdz részecskeszam-siiriisége. Erre
az eredményre a jg ~ vy részecskedaram, valamint az egy molekula altal atadott
Po = 2muge impulzus (v, a molekuldk sebességének normél irdnyd komponense)
szorzatdnak atlagoldsdval juthatunk (202, ~ Tp).

Hasonl6 gondolatmenetet kovetve szamithatjuk ki a korong j6 hévezet6 oldalan
fellép6 nyomast. Itt a részecskedram-siirliség az elébbi érték, azonban a molekulan-
ként atadott impulzus nagyobb a teljesen rugalmas iitkozés esetéhez képest:

p1 = m (Vg0 + Ug1) R M1,

ahol v, a kontaktust kdvetéen a korongtdl tavolodé molekulak sebességének a fe-
lilletre merdleges komponense. Ennélfogva a P, nyomasra:

Py 001 V11T

~

Fz_ 21}%0 Ty

ami egy konstans (egy nagysdgrend(l) szorzétényez6tdl eltekintve helyes eredmény.

A korongra haté eredd eré:

F = (P1 — Po)S ~ SnkB\/ T()Tl,
igy a kezdeti gyorsulas:

Snk Sok
apg ~ MB vV T()T1 = Sl vV T()Tl.

mM
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Mivel P; > Py, a korong gyorsulni fog egészen addig, amig a sebessége el
nem éri a gazmolekuldk sebességének nagysdgrendjét. Amikor ez bekdvetkezik,
azaz a korong v sebessége eléri a vg = \/kTo/m nagysdgrendet, a hétoldalt érd
j(v) részecskedram exponenciélis iitemnél is gyorsabban csokkenni kezd, dsszhang-
ban az ideélis gaz molekuldinak sebességeloszlasdval (példaul j(2vg) ~ jo1073, mig
7(3vo) &~ jo107°). Hasonlé iitemben csokken a korongot elére hajté P, nyomés is,
igy a korong nem gyorsul tovabb. Ennélfogva a korong legnagyobb sebessége:

kpTy
—

Umax ~ Vo =

Az elézbekben feltettiik, hogy a korong nem hiil le jelentOsen az emlitett
sebesség eléréséig. Ennek belatasahoz tekintsiik el6szor a hozzavetdleges gyorsulasi

idot:
to s Umax ~ M\/ kBTO M (kBTl
&y ao SQ]CB T0T1
Mivel a hiilést jellemz6 P, teljesitmény a korong indulasakor maximalis, felsé becs-

lést adhatunk a hiilés idejére t;, = % alakban, ahol @ a korong teljes hGmennyisége.
A Py teljesitmény becsiilt értéke:

kT
Py, = Sjo - kpTy = Snkp/ToT: an L,

tovabba a teljes homennyiség @@ ~ NkgT;. Felhasznédlva, hogy M ~ Nm, a hiilés
idejére a kovetkez6 adodik:

th - (M/m)kBTl /kBT()
SnkBT1 kBTo/m
Végiil vegyiik észre, hogy tgy /th = \/To/T1 < 1, azaz a korong valéban nem hiil le
jelentésen a vy sebesség elérése elott.

3. Szupravezet6 halé

Tekintsiink egy halét, amely egy lapos szupravezeté lapbdl tigy késziil, hogy
abba racsszeriien, siirlin egymds mellé kis lyukakat furunk. Kezdetben a lap nincs
szupravezetd allapotban, és egy m dipélmomentum, a halétdl a tavolsagban 1évé
magneses dipdlus merolegesen a halé felé mutat. Ekkor a hélét lehfitjik, és igy
szupravezetové valik. Ezutan a dipdlust a feliiletre merdleges irdnyban elmozditjuk
agy, hogy az 1j tavolsaga a halotol b legyen.

s

Hatdrozd meg a hdlé és a dipdlus kizt fellépd erdt! A lyukrdcs rdcsdllanddja
(a lyukak egymdstdl mért tdavolsdga) sokkal kisebb, mint a és b, a lap linedris mérete
viszont sokkal nagyobb, mint a és b.

Megoldas. A megoldas kulcsa az, hogy észrevegyiik: a magneses fluxus ,,beszo-
rul” a szupravezet6 haléba. Mindenekel6tt ezt a hatast gondoljuk meg. Miutan a héa-
16t szupravezet6 allapotura hiitjiik, a magneses mez6 minden helyen ,allandésul”,
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nem valtozhat meg, akarhogyan is mozgatjuk a mégneses dipélust. Mivel a még-
neses mezd jél meghatarozott a halé mentén, a feladat igazabdl egy hatarfeltétel-
probléma, amit dltalaban tiikortoltésekkel szoktunk megoldani.

Nézziik meg, mit torténik, ha a dipélust eltavolitjuk a hal6tél nagyon messzire.
El kell helyezniink egy tiikordipélust, ami pont ugyanazt a magneses mezét hozza
létre a halé mentén, mint az eredeti magnes. Ezt megoldhatjuk egy dipdlussal,
amely a tavolsdgra van a halé mogott, és szintén m a dipélmomentuma. Most
hozzuk vissza az eredeti dipolust b tavolsagra a halétol. Ennek a mezejét viszont
ki kell zarnunk a szupravezeté halébdl, ezt egy —m momentumi, a halé mogott
b tavolsagra 1évo dipdlussal tehetjitk meg.

A tovébbiakban a tiikordipélusok altal a dipdlusra haté erdt kell meghata-
roznunk. Ezt példdul a magneses és az elektromos dipdlusok kozotti analdgia fel-
hasznéldsaval tehetjiik meg. A magneses dip6lusokra egyméshoz nagyon kozeli, ¢,
és —q,, nagysagu ,magneses toltésekként” is gondolhatunk, amelyek egyméstol d
tavolsagra vannak, ahol m = g,,d.

Hatarozzuk meg a dipdlus mégneses térerdsségét a dipdlus tengelye mentén,
a dipélustdl z > d tavolsagban:

T 4m 22 47r(gc+d)2N47r 2 4m 22

_ Mo Gm | Ho —Gm o gm  Ho dm d\  po gmd _ po m
B="0 Ll LIS 1-2-) = =
27 a3 27 a3

- —
Most vizsgaljuk meg az x helyen 1év6 dipdlusra haté erd nagysagat egy inho-
mogén, B(x) helyfiiggésii magneses mezdben:
F = —quB(x) + ¢gmB(x + d),

amit kifejezhetiink B(z) derivéltja segitségével is:
dB 3pp m 3o m?
P manBle) +an (B0t | ) =ana (32 5 ) = -T2 5

A negativ el6jel azt jelenti, hogy két parhuzamos dipdlus vonzza egymast.

Visszatérve a feladathoz, a b tdvolsdgra 1évé dipdlust vonzza a —a tavolsigra
1év6 dipdlus, de taszitja a —b tavolsagra 1éve. Vagyis az ered6 eré:

_ 3ho m? 3p0 m? _3,uom2 I 1
166 (a+b)*)’

21 (a+0b)* 27 (b+b)* o
ahol a negativ el6jel azt jelenti, hogy a dipdlus vonzast érez a halé felé.

Izgalmas megnézni azt az esetet, ha b és a kozel egyenldek, vagyis b=a+ 9
(6 < a). Ebben az esetben

3puom? 1 1
= 1~ 1|
2 \16(a + 9) (2a +9)

2
F o S’ 1 VLA N CRUCA RN
27 16a? a a
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ami tovabb egyszeriisodik:
3u0m2

F =~ .
167a®

A negativ el6jel miatt ez az eré § > 0 esetén a halo felé mutat. A pozitiv § itt
azt jelenti, hogy tavolitjuk a dipdlust a hélotdél. Lathato, hogy az F er6 linedrisan
valtozik a hely fiiggvényében, tehat ha kicsit kimozditjuk a dipdlust az eredeti
(egyensulyi) helyzetébél, akkor — egyéb erdk hidnydban — harmonikus rezgémozgast
fog végezni.

Marozsak Tébias, Németh Balazs és Simon Daniel Gabor

Tehetséggondozas: Mérési szakkor a Budapesti Miszaki és
Gazdasagtudomanyi Egyetem Fizikai Intézetében

A fizika irdant érdeklddd, tehetséges kozépiskolds didkok szdméara a BME Fizikai Inté-
zet, gyakorlati foglalkozdsokat tart. A foglalkozasokon lehetOséget biztositunk arra, hogy
a tanulék méréparokban fizikai kisérleteket és méréseket végezhessenek. A foglalkozasokra
oktobertol kezdédden kéthetente, kedden 15.00-t61 18.00-ig keriil sor, 6sszesen nyolc alka-
lommal. Informdcié: http://eik.bme.hu/~vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf.

Az érdeklédék e-mail-ben jelentkezhetnek 2017. szeptember 30-ig az alabbi cimen:
vanko@Qeik.bme.hu.

Els6sorban a gimndziumok utolsé két évfolyaméra jardk jelentkezését varjuk. A je-
lentkezSk irjanak par sort magukrol, ismertessék a fizika és a matematikai tanulmanyaik
sorén elért eredményeiket (versenyeredmények, KoMaL szereplés stb.), és tovdbbtanuldsi
elképzeléseiket.

A foglalkozdsok ingyenesek! Minden jelentkez6t e-mail-ben értesitiink (aki nem kap
vélaszt, kiildje el még egyszer a jelentkezését).

Vanké Péter

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 587. Egy kezdetben nyugalomban lévd, m témegt, kinnyen gordild kis-
kocsira t ideig F' nagysdgu hiuzderd hat, majd az eré megszinte utdn szabadon gordil
vizszintes palydn. Mekkora utat tett meg a kocsi az induldstol szamitott 2t id6 alatt?

Adatok: m =1,6 kg, F =2 N, t=0,5s.
(3 pont)
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Megoldas. A kiskocsi gyorsuldsa a mozgas els6 szakaszaban

Az elért végsebesség

aa=—=——

1,6 kg

m
=125 5.

v=at =125 = 0,55 = 0,625 —.
S S

A tovébbiakban a kiskocsi egyenletesen mozog, sebessége nem valtozik.

A mozgas els6 szakaszaban a kiskocsi

a masodik szakaszban pedig

s = gﬁ — 0,156 m,

so =vt=10,312 m

utat tesz meg. A teljes megtett it az induldstdl szamitott 2t = 1 s id6 alatt

v
0,625 S
0,6 m/s—+ m/
0,4 m/s+
52
0,2 m/s+ $1
0,5 s 1,08

s =81 + 59 = 0,468 m =~ 47 cm.

Ugyanezt az eredményt a kiskocsi
sebesség—id6 grafikonjardl is leolvashat-
juk: a megtett ut a grafikon gérbéjének
(két egyenes vonaldnak) , gorbe alatti
teriiletével” egyezik meg.

Kozik Aron (Budapest, Békdsmegyeri Veres P. Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A megoldéds sordan nem vettiik figyelembe a kiskocsi kerekeinek véges
nagysagu tomegét (és az emiatt fellépd, a palya és a kerekek kozott haté tapadési stirléd4si
erét), valamint elhanyagoltuk a légellendllds és a gordiild strlddés fékezd hatdsat.

52 dolgozat érkezett. Helyes 38 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 7, hidnyos (1 pont)
7 dolgozat.

G. 588. Ot egyforma pohdrba azonos mennyiségi vizet toltottink. Minden
pohdrba tettink egy-eqy golydt is. A golydk sugara 1 cm, 2 cm vagy 3,5 cm. Ezutdn
megmértik mindegyik pohdr sulydt vizestil, golydstul, és eszerint novekvd sorrendbe
rendeztiik Sket. Mi lett a sorrend, és miért?

o | o
o \°f '] \°]
A B C D E

(3 pont)
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Megoldéas. Az egyes golydk a slirliségiik nagysdgatdl fiiggden tsznak, lebeg-
nek, vagy elsiillyednek a vizben. A C goly6 tszik a viz felszinén, a stirlisége tehat
kisebb, mint a viz stirlisége. Mivel a B, D és E golyé lebeg a vizben, ezek stri-
sége tehdt pontosan megegyezik a viz sliriségével. Az A golyé a viznél nagyobb
stirtiségli, hiszen elstillyedt.

Mivel mindegyik poharban ugyanannyi viz van, és a poharak is egyformdk,
ezért csak a golyok tomegét kell vizsgdlnunk a poharak (vizzel és golyéval egyiitt
mért) silydnak dsszehasonlitdsandl.

A feladat szovege szerint a golydk 1, 2, és 3,5 cm sugartiak. Az dbréardl leolvas-
haté, hogy a C és D golyé sugara 1 cm, a B golyéé 2 cm, az A és E jelii golydk pedig
3,5 cm sugartak. Magétdl értet6dd az is, hogy két golydt dsszehasonlitva a nagyobb
sugarunak nagyobb a térfogata. Az 1 cm sugaru golydk koziil — a fentebb leirtak
alapjan — a C' slrlisége kisebb, mivel sugara 1 cm, ezért a tomege kisebb a D és
az Osszes tobbi goly6 tomegénél. Tehdt a sorban az els6é a C' jeli elrendezés lesz,
ennek legkisebb a silya.

Ugyancsak a fentebb leirtak alapjan a B, D és E golydk egyforma stirtiségiiek,
de térfogatuk a kovetkez6 sorrendben novekszik: D, B és E. Ez azt jelenti, hogy
a tOmegiik is ebben a sorrendben névekszik. Az A golyé slirlisége nagyobb, mint
az Osszes tObbi golyd strlisége, és a térfogata is a lehetd legnagyobb, tehat ennek
a golyonak van a legnagyobb tomege.

A kérdezett sorrend tehdt: C, D, B, E és A.

Kozmér Barbara (Révkomérom, Selye Janos Gimn., 9. évf.)
46 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 12, hibéds 2 dolgozat.
G. 592. H magassdgbol elejtett labda h < H magassagban a vizszintessel

45°-0s szoget bezdro ferde fallal ttkozik, amelyrdl tokéletesen rugalmasan vissza-
pattan.

a) Mekkora h magassdgbdl pattan a labda (vizszintes irdnyban mérve) a leg-
messzebbre?

b) Mekkora ez a mazimdlis tdvolsdg?
(3 pont)
Megoldas. Feltessziik, hogy nincs mechanikai energiaveszteség (ez akkor jo-

gos, ha H nem tul nagy). Felirhatjuk az energiamegmaradés torvényét, és abbdl
kiszamithatjuk a labda sebességének v nagysagat az titk6zési pontnal:

1
mg(H — h) = imv2, ahonnan v =+/2g(H —h).

Rugalmas iitkozésnél a labda sebességének nagysaga nem véltozik. Mivel a fal
45°-0s szoget zar be a vizszintessel és a becsapddasi szog egyenld a visszaverddési
szoggel, ezért a labda vizszintesen repiil tovabb. fgy a mozgas ezen szakasza olyan,
mint egy vizszintes hajitds. A talajt
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id6 alatt éri el a labda (mintha h magassdghdl szabadon esne), ezalatt vizszintesen

s:vt:VQg(H—h)-ﬁz? h(H —h)

utat tesz meg.

A szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenség miatt:

h+H—h
\/h(H—h)g%, vagyis s < H.

A maximum értéket akkor veszi fel az s(h) fiiggvény, ha

h=H—h, azaz h:g.

Vincze Lilla (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

30 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldds. Kicsit hidnyos (1-2 pont) 7 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

Aprilisi pétfeladat*. Egy végtelen hosszi, vizszintes ridon N darab azonos
tomegti, tokéletesen rugalmas gyongyszem csiuszhat surlodasmentesen. A gyongyo-
ket egy adott pillanatban valamilyen (tetszés szerint wvdlaszthatd) kezdddllapotbol
elinditjuk.

a) Legfeljebb hdny itkézés johet létre a tovdabbiakban?

b) Hogyan mddosul az eredmény, ha a rid egyenes, de nem vizszintes?

Orosz feladat

Megoldas. a) Az iitkozések kozotti idészakokban a gyongyszemek (amelyeket
az egyszerlség kedvéért pontszeriinek tekintiink) egyenes vonali egyenletes mozgas-
sal mozognak. Tudjuk tovabba, hogy azonos tomegi testek rugalmas titkézésekor
a testek sebessége ,felcserélédik”.

Abrézoljuk a gyongyszemek mozgdsat és litkozését egyetlen ut—id6 diagramon!
Az iitkdzésmentes idszakokban mindegyik gyongyszem mozgdsa egy-egy egyenes-
sel adhaté meg. Ezek az egyenesek (a gyongyszemek ,,vildgvonalai”) az iitkézések
utdn is ,torésmentesen” folytatédnak, csak az iitkozések résztvevoi szerepet cserél-
nek. Az iitkozések szamat a gyongyszemek mozgdsat megadd egyenesek metszés-
pontjainak szdma adja meg (1. dbra). (Az dbrdn ldthaté szdmok a gyongyszemek
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idé

at

1. dbra

azonositasat segitik.) Az titkozések (metszéspontok) szama legfeljebb N(N —1)/2
lehet.

Természetesen eléfordulhat, hogy valamelyik két egyenes parhuzamos, ezeknek
nincsen metszéspontja, illetve az is lehet, hogy két egyenes metszéspontja az indi-
tasndl kordbbi idépontot jeldl ki (2. dbra). Ezekben az esetekben a ténylegesen
bekovetkezé iitkozések szama kevesebb, mint N(N —1)/2.

ids

2. dbra

b) A lejtés ridon surléddsmentesen cstiszo, tehét egyenletesen gyorsuld gyongy-
szemek mindegyikének vildgvonala parabola. Ezen paraboldk metszéspontjainak
Osszeszamlédlasa az el6zonél sokkal bonyolultabb feladatnak latszik, de — szeren-
csére — nem ez a helyzet.

A gydngyszemek a gyorsuldsat a rid « hajldsszoge hatdrozza meg (a = gsina).
Uljiink bele — gondolatban — egy olyan koordindta-rendszerbe, amely éppen a gyor-
suldssal mozog a riddal parhuzamosan. Ebbol a rendszerbdl szemlélve a gyongysze-
mek ,stilytalanok”, mozgasuk tehdt ugyanolyan egyenes vonali, egyenletes mozgas,
mint amilyen a vizszintes rudndl volt. Emiatt az titk6zések szama most is legfeljebb
N(N —1)/2 lehet.

(G. P.)

LA KéMaL 2017. évi 4prilisi szémaban megjelent, pontversenyen kiviili feladat.
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P. 4886. Egy 10 m3-es dllandé térfogati tartdlyban a kezdetben 30 °C-os és
50% relativ pdratartalmi levegd 5 °C-ra hil le. Mennyi viz csapddik ki?

(4 pont) Vermes Miklds (1905-1990) feladata

Megoldas. Téablazatbdl kiolvashatd, hogy T7 = 30 °C-os hémérsékleten a te-
litett vizgdz sfirfisége 01 = 0,0303 kg/m?, T, = 5 °C-on pedig g2 = 0,0068 kg/m?.

A kezdeti T7 hémérsékleten telitettség (100%-os pératartalom) esetén a V =
= 10 m>-es tartdlyban g,V = 0,303 kg tomegli géz lenne, az 50%-os relativ péra-
tartalmat figyelembe véve a vizgoz tényleges tomege m, = %le = 0,151 kg.

T> hémérsékleten telitett allapotot feltételezve a vizgdz témege mo = oV =
= 0,068 kg. Lathato, hogy mi > mo, vagyis a folyamat kvalitativ leirasa a kovet-
kezd: A hémérséklet csokkenése soran a kezdetben telitetlen vizgbz egy bizonyos
hémérsékleten (a harmatponton) telitetté valik, eddig vizkicsapédéds nem tapasz-
talhaté. A hémérséklet tovabbi csokkenésével a vizgbz mindvégig telitett allapoti
lesz, de mivel a stirlisége fokozatosan csokken, bizonyos mennyiségii viz kicsapddik,
aminek a tomege:

Am =m; — mso = 0,083 kg = 83 g.

Megjegyzések. 1. A megoldés sordn elhanyagoltuk a kicsapédé viz térfogatat, ami kb.
8-107° m®. Ez 5 nagysdgrenddel kisebb, mint a tartdly térfogata, tehét az elhanyagolds
jogos volt.

2. A megoldés soran nem foglalkoztunk a levegd jelenlétével, mivel ez csak a tartaly-
ban mérhet6 nyomaést befolyasolja, a vizgdz telitési viszonyait nem.

Marozsdk Tobids (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 11. évt.)

Megjegyzések. 1. A telitett vizgéz nem tdl magas (a kritikus ponttdl tédvoli) hémér-
sékleteken idedlis gadznak tekintheto, és a silirlisége a tdblazatokban megadott géznyomés-
adatokbdl is meghatarozhaté. Ugyanakkor a tablazatban megtaldlhatjuk a telitett gbz sii-
riiségadatait is; célszer(ibb, ha ezen (pontosabb) értékeket haszndljuk a szédmitdsainkban.
Ha a feladat megolddsa sordn egy elméleti képletet (esetiinkben az idedlis gdz dllapot-
egyenletét) a szokdsostdl eltérd helyen alkalmazzuk, akkor utalnunk kell az alkalmazhaté-
sdg jogossagara.

2. A leirt gondolatmenet nem alkalmazhaté akkor, ha egy 10 kébméteres szoba
légterébdl kicsapddd para mennyiségét keressiik. Ott ugyanis a levegé és a vizgéz egyiittes
nyomdsa (ami gyakorlatilag a levegd nyomdsa) nem valtozik, tehdt a lehild levegd mellé
a (nem teljesen légmentesen zdrd) nyildszéardkon keresztiil kiilsé levegd is dramlik, aminek
tomege az eredeti levegd tomegének majdnem 10 szazaléka. Ha ez a bedramlé levegd is
ugyanakkora péaratartalmi, mint a szoba eredeti levegGje volt, akkor a kicsap6dé para
mennyisége majdnem 10%-kal t&bb lesz a szdmitottndl. Természetesen lehetséges, hogy
a kiils6 levegd paratartalma sokkal kisebb, mint a szobaé, ilyenkor nem kell korrigdlnunk
a kordbbi, 83 grammos eredményt.

82 dolgozat érkezett. Helyes 68 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(2 pont) 1, nem versenyszerii 4 dolgozat.
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P. 4914. Egy soros RL-kirben (a) a fesziiltségforrds vdltakozd fesziiltsége és
az dram kozotti faziskilonbség 45°. Sorba kitve velik eqy, az el6zével megegyezd,
L induktivitdsu tekercset, ez a faziskiilonbség 65°-nak, illetve 70°-nak adddik asze-
rint, hogy az uj tekercset (b) az ellendllds, vagy (c) a régi tekercs oldaldra tessziik.
Hogy lehetséges ez?

Mennyi a hdrom esetbeli impedancidk aranya?

(a) (b) (c)

(Lésd még a ,,Két parhuzamosan kapcsolt idedlis tekercs eredé induktivitdsa”
cimii cikket a K6MaL 2011. évi decemberi szamanak 557. oldalan és a honlapunkon:
www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml#fiz.)

(5 pont) Kozli: Szdsz Krisztian, Budapest

Megoldas. A b) esetben a tekercsek (a kozottiik 16v6 ellendllds miatt) feltehe-
téen tavolabb vannak egymdstél, mint a ¢) esetben. Mindkét elrendezésben mind-
egyik tekercs mégneses indukciévonalainak bizonyos része athalad a mésik tekercsen
is. Az egyes tekercsek mégneses fluxusanak valtozasat ,,megérzi” a mésik tekercs is,
hiszen az egyik tekercs dramanak megvaltozasa esetén fesziiltség indukaldédik a ma-
sik tekercsben is. fgy az eredd induktivitds meghatarozdasanal szamolni kell a kol-
csonos indukcids egyiitthatéval, amelyet a hivatkozott cikk szerint M = k+/L1Lo
alakban irhatunk fel. Esetiinkben L1 = Ly = L, tehdt M = kL. A csatolds erdssé-
gére jellemzd k szdm — tobbek kozott — fiigg a tekercsek tdvolsdgatdl, tehdt a b) és
a ¢) esetben kiilonb6z6 lehet.

Az ered6 induktivitds nem egyszeriien a két tekercs induktivitdsdnak Osszege-
ként, hanem a kovetkezd Gsszefiiggés alapjan hatarozhaté meg:

Lered6 - Ll + L2 + 2M = 2L(/€ + 1)

Az impendancidk ardnyanak meghatarozasdhoz érdemes Z-ket az ohmos ellenéllas
R nagysédgéval (ez mindhdrom esetben ugyanakkora) és a fazisszogekkel kifejezni:

R R R
Ly = VAN s Lo = )
COS g COS Yy COS Q¢
ahonnan a keresett arany
1 1 1
Lo Ly L= : : =1,41:2.37:292.

COS (g COSYp  COS Py

Pszota Mdté (Révkomarom, Selye Jénos Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Az wLereas = Rtg @ Osszefiiggés felhaszndlasdval kiszamithatjuk, hogy
a b) esetben az eredd induktivitds 2,14 L, a c) esetben pedig 2,74 L, és innen megkaphatjuk
a csatolasok erésségét is: ki, = 0,07 és k. = 0,37. Lathatd, hogy az el6zetes varakozdasunkkal
Osszhangban az egymdés melletti tekercsek magneses csatoldsa er6sebb, mint az ellendllas
két oldalan elhelyezked6 tekercseké.

22 helyes dolgozat érkezett.
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Eo6tvos-verseny

Az idei E6tvos-versenyt

2017. oktéber 13-an

pénteken délutdn 15"-tél 20"-ig rendezi meg az Eotvos Lordnd Fizikai Tarsulat.

A versenyen azok a didkok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk,
vagy a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulményaikat. Nemcsak magyar
allampolgarsagu versenyzok indulhatnak, hanem Magyarorszagon tanuld kiilfoldi
didkok, valamint kiilf6ldon tanulé, de magyarul ért6 didkok is.

A megolddsokat magyar nyelven kell elkésziteni, a rendelkezésre &ll6 1d6
300 perc. Minden irott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznalhatd, de zsebszamolo-
gépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznélata tilos.

El6zetesen jelentkezni nem kell, elegendd egy személyazonossdg igazolasara
szolgalé okménnyal (személyi igazolvény, didkigazolviny vagy utlevél) megjelenni
a verseny valamelyik helyszinén.

A helyszinek és a versennyel kapcsolatos minden tovabbi informéacié megtaldl-
hato a verseny honlapjan:

http://eik.bme.hu/"vanko/fizika/eotvos.htm.
Versenybizottsag

Fizikabdl kitlizott feladatok

Mérési feladat

FIGYELEM! A mérési feladat megoldasdt azok a versenyzdk kiildhetik be, akik
beneveztek az M pontversenybe. A mérés sordn szabad egy személy (csalddtag, osztdlytdrs,
bardt) segitségét is igénybe venni. A segitd személy nevét (didkokndl az iskoldjukat és
az osztdlyukat is) kéryik feltiintetns.

M. 370. Mérjik meg legaldbb hiromféle szemcsés élelmiszer (példaul rizs,
mék, liszt, kristdlycukor, porcukor) rézsiiszogét!

(6 pont) Kozli: Részegh Anna, Vicduka
Gyakorlatok

FIGYELEM! A gyakorlatokat azok az 1-8. osztdlyosok, 9., illetve 10. osztdlyosok

kiildhetik be, akik beneveztek a G pontversenybe. Ok a P jelzési feladatok pontversenyében

nem vehetnek részt. A bekildott gyakorlatok kizil legfeljebb hdrom feladat megolddsdt
szamitjuk be a pontversenybe.
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G. 605. Két, egymadssal parhuzamosan fut6 sinparon két vonat halad. Az egyik
sebessége 80 km/h. A koztiik levd tdvolsdg 4,8 km, negyeddra milva a tdvolsdg
ugyanennyi. Mekkora a masik vonat sebessége, ha mindkét vonat hossza 200 m?

(3 pont)
G. 606. Egy kaloriméter hékapacitdsat szeretnénk megmérni. Ezért az edény-

ben mar régota benne levé 150 g tomegi, 17 °C homérsékletli vizhez 65 g tomegt,
45 °C-os vizet ontiink. A keverék hémérséklete 25 °C lesz. Mekkora a kaloriméter

hoékapacitasa?
(3 pont)

G. 607. Szamitsuk ki az dbrdn lat- A 3Q 2Q 2Q B
hato6 kapcsolas A és B, illetve a C' és D pon- o 3 3 1o
tok kozotti eredd ellenallasét!

6 1Q
(& pont) 2.0 30
C D

G. 608. Fiiggbleges vezetében folyd, viszonylag gyenge elektromos aram mag-
neses hatdsat szeretnénk iranytiivel kimutatni. Az dram bekapcsoldsa el6tt hogyan
helyezziik el az irdanytiit, hogy az a lehetd legjobban eltériiljon az észak-déli iranytol
az aram hatdsara?

(3 pont)
Feladatok

FIGYELEM! A feladatokat azok kiildhetik be, akik beneveztek a P pontversenybe.
Oka G jelzésti gyakorlatok pontversenyében nem vehetnek részt. A bekildott feladatok ko-
zil a 9-12. éufolyamosokndl legfeljebb ot, a ndluk fiatalabbakndl legfeljebb hdrom fel-
adat megolddsdt szamitjuk be a pontversenybe.

P. 4949. Mire forditodik egy ,,magnesfékes” szobakerékpart hajté ember 1ab-
izmai altal végzett munka?
(3 pont)

P. 4950. Egy all6 helyzetbdl induld, 1200 kg tomegti gépkocsi vizszintes, egye-
nes palyan 2 m/s? gyorsuldssal 200 m utat tett meg. Kerekei nem csisztak meg.

a) Mekkora tapadé sirlédési erd hatott dsszesen a talaj és a kerekek kozott?

b) Mekkora lett a gépkocsi mozgési energigja? (A kerekek tomege elhanyagol-

hatd.)
¢) Mennyi munkét végzett a tapadési surléddsi ers?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 4951. A Nap koriili keringése soran mésodpercenként kozelitéleg mekkora
tavolsaggal tér el a Fold az egyenes iranytol?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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P. 4952. Egy fizikaéran a tandr a kovetkezo feladat kiszamitott eredményét
szeretné kisérletileg is ellenérizni (14sd a G. 587. gyakorlat megolddsit a 371. ol-
dalon):

»Egy kezdetben nyugalomban 1év6, m = 1,6 kg tomegii, konnyen gordiilé kis-
kocsira 0,5 s ideig 2 N nagysagu hizoéer6 hat, majd az er6 megsziinte utan szabadon
gordiil vizszintes palyan. Mekkora utat tett meg

m
B akocsi az induldstdl szamitott 1 masodperc alatt?”
M f Mekkoranak valassza az dbrdn lathaté nehe-
z6k M tomegét és a h tdvolsdgot? (A kocsikerekek,
h a csiga és a fondl tomege elhanyagolhaté.)
(4 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

P. 4953. Egy A =2 cm? keresztmetszet(i, L =1 m hosszi Torricelli-csébe
argongazt juttattunk, ezért benne csak hy = 0,40 m magasan all a higany. A kiils§
légnyomés py = 10° Pa, a kezdeti hémérséklet 20 °C.

a) Mekkora tomegli argongdz jutott be a higany
folé?

b) A géz hOmérsékletét lassan noveljiik. Mek- L
kora a hémérséklet akkor, amikor a higany magassaga b
a csOben ho = 0,36 m? !

¢) Mekkora munkdt végzett a kitdgul géz a fo-
lyamat soran?

(5 pont) Orszdgos Mikola Sdndor Fizikaverseny

P. 4954. Egy viszonylag nagy tomegi méterrud egyik vége egy vizszintes
helyzetli tengely koriil szabadon elfordulhat. A kezdetben vizszintes ridra tegyiink
egyenld, 10 cm-es tavolsdgokban 5 Ft-os pénzérméket, Osszesen 11 darabot.

a) Mi torténik a pénzérmékkel nagyon révid idével az elengedés pillanata utdn?

b) Mely érmék nem mozdulnak meg a rudhoz képest, amikor a rid az eredeti
helyzetével mar 10°-ot zar be?

A pénzérmék és a méterrud kozotti tapadd surldédas egyiitthatéja 0,5.

(5 pont) Budo Agoston Fizikai Feladatmegoldo Verseny, Szeged

P. 4955. Két m tomegii, Q toltésii, kis méretli golyd vizszintes sikban mozogva
adott pillanatban d tavolsiagra van egymastol. Ebben a pillanatban a sebességiik v,
és a sebességvektorok az dbrdn lathaté médon « szbget zarnak be a golydkat
Osszek6to egyenessel.

Yo Uo a) Milyen minimdlis tavolsdgra kozeliti
% d a\. meg egymast a két goly6?
Q@m Qm b) Milyen nagy ekkor a sebességiik?
(5 pont) Parkanyi Laszlo Fizikaverseny, Pécs
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P. 4956. Egy csillagaszati tavesé f fokusztdvolsagu parabolatiikrének tengelye
egy adott pillanatban éppen fiiggbleges. A tiikor pereme ekkor H-val magasabban
van, mint a tiikkor legmélyebb pontja. Egy m tomegil kis test a tiikkor peremétdl
indulva surléddsmentesen lecsuszik a tiikor kozéppontjaig. Mekkora erével nyomja
ott a titkrot?

(5 pont) A Kvant nyomén
P. 4957. Egy négyzet alaki drétkeret oldalélei az db-

ran lathatd rq és ro ellendllast huzalokbdl késziiltek. A ke- /6 o@ !

ret az abra sikjara mer6leges, homogén, idében egyenlete- o ©

sen novekvd magneses indukciéju mezében van. Mekkora @o 5 ° e =

R ellenéllasu vezetéket kapcsoljunk a négyzet atlojara, hogy © BN: e

az a leggyorsabb iitemben melegedjen? T N'o o /T2

(5 pont) Izsak Imre Gyula verseny (Zalaegerszeg)

feladata nyoman

P. 4958. Egy uranércdarabban 200 millié 233U atom taldlhaté. Az 233U izo-
tép felezési ideje 1,6 - 10° év, és 222 Th-ra bomlik, melynek felezési ideje 7,8 - 103 év.
Ez tovabb bomlik 22Ra-ra, melynek felezési ideje 15 nap. Becsiiljiikk meg az uran-
ércdarabban levé 22°Ra atommagok szamét!

(5 pont) Orszdgos Szilard Leo Fizikaverseny, Paks

P. 4959. Egy szabdlyos 6tszog alakd, vé-
kony fémlemez egyik csicsat lefoldeljiik, a tob-
bire az abran lathaté mdédon kis bels6 ellen-
allasu fesziiltségforrasokat kapcsolunk. Mek-
kora fesziiltséget mutat a lemez kozéppontja-
hoz kapcsolt voltmérs?

(6 pont) Példatari feladat nyomdn

Bekiildési hatarid6: 2017. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 67. No. 6. September 2017)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 353): K. 547. Peter
thought of a positive integer. He added the number containing the same digits in re-
verse order. (For example, starting with 26 he added 62 to it, or starting with 530 he

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/6 381



ﬁ} 2017.9.10 — 15:42 — 382. oldal — 62. lap KoMalL, 2017. szeptember gf

— P

added 35.) He obtained a three-digit number that only contained digits of 6 and/or 9.
What may have been Peter’s original number? K. 548. We have four boxes numbered 1
to 4, and four cards with the numbers 1, 2, 3, 4 on them. We place one card in each box,
according to the following rule: every card shows the number of the box that contains the
card corresponding to the number of the box containing it. In how many different ways
is it possible to place the cards in the boxes? K. 549. Three cars are travelling along
the same road, in the same direction but at different uniform speeds. In principle, there
are six possible orders for the three cars behind each other. Is it possible that all six or-
ders actually occur during their journey? (Proposed by L. Lordnt, Budapest) K. 550.
An unusual telegraph company charges for the various words by the letters they contain.
Consonants are free, but each vowel costs a certain amount. We do not know these prices,
but we do know the charges for a few words we have sent before: TEGLALAP, PAR-
ALELOGRAMMA, NEGYZET, HAROMSZOG, NEGYSZOG, ROMBUSZ, TRAPEZ,
DELTOID. (These are all mathematical terms in Hungarian. Y is not a vowel, and vowels
with accents on them count as different vowels.) Show a possible method to determine the
charge for the word GEOMETRIA. K. 551. Find appropriate positive integers z > y > z

such that %2 + y% = Z% should hold. K. 552. What is the largest divisor of 9900 that is
divisible by 22, 33 and 55, but not divisible by 44, 50 or 997

New exercises for practice — competition C (see page 354): Exercises up to
grade 10: C. 1427. Divide a square into ten acute-angled isosceles triangles. (Elemente
der Mathematik) C. 1428. The product of four consecutive odd numbers ends in a digit
of 9. What may be the preceding digit? (Matlap, Kolozsvér) Exercises for everyone:
C. 1429. Ten points are placed in a 5 cm x 8 cm rectangle. Prove that there are two points
separated by a distance of at most v/10 cm. C. 1430. Determine all natural numbers

z and y such that % + % =1, and zy is a perfect square. (Proposed by B. Kovdcs,
Szatmarnémeti) C. 1431. The lengths of the shorter base of a trapezium, then one leg,
then the other leg and finally the longer base, in this order, form an arithmetic progression.
Given that the length of the shortest side is 3 cm, and one of the angles lying on the longer
base is 60 degrees, what is the common difference of the arithmetic progression? Exercises
upwards of grade 11: C. 1432. Let n be a positive integer. Show that there exists an
n-digit number that is divisible by 2", and only contains digits of 1 and 2. C. 1433. Four
r X 6r rectangles are assembled to form a flexible rhombus, hinged on circles of radius r at
the vertices. The circles touch the shorter sides of the rectangles at the midpoints (see the
figure). The circles can be moved to change the angles of the rhombus, but the rectangles
may not overlap. What are the smallest and the largest possible angles?

New exercises — competition B (see page 355): B. 4885. Let k and m be two
distinct 14-digit positive integers, each containing two of each digit 1, 2, 3, 4, 5, 6 and 7 (like
22133456456717, for example). Prove that n% cannot be an integer. (4 points) (ME&IQ)
B. 4886. How many different convex polyhedra are determined by the vertices of a cube?
(Two polyhedra are considered different if they are not congruent.) (8 points) B. 4887.
Prove that there are infinitely many number pairs (a,b), such that a + + = b+ %, where
a # b. Find the possible values of ab. (8 points) (Proposed by J. Szoldatics, Budapest)
B. 4888. From his third birthday onwards, Sebastian always gets a birthday cake shaped
like a triangular prism, with one candle in each of the three upper vertices, and as many
further candles on the top as needed to make the total equal to his age. No three candles
are collinear. Sebastian wants to cut the cake into triangular pieces with vertices at the
positions of the candles, without other candles in the interior of the triangles. How many
pieces can he form on his kth birthday? (4 points) B. 4889. The trapezium ABCD has

382 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/6



2017.9.10 — 15:42 — 383. oldal — 63. lap KoMalL, 2017. szeptember

— P

an inscribed circle. The circle touches base AB at point T', and the parallel base C'D at
point U. Let M denote the intersection of the lines of legs AD and BC, and let V be the
intersection of side AB with line MU. Show that AT = V B. (4 points) B. 4890. Solve the
following equation on the set of positive integers: x —y — % — Z—z + z—i = 2017. (5 points)
(Proposed by B. Kovdcs, Szatmarnémeti) B. 4891. The circles S1, Sz, S3 pairwise touch
each other on the outside. Let A, B and C denote the common points of the circles S;
and Sz, S; and S3, S2 and Ss, respectively. Line AB intersects the circles Se and S3
again at points D and F, respectively. Line DC' intersects circle S3 again at F. Prove that
triangle DEF is right-angled. (5 points) (Kvant) B. 4892. Two players, First and Second,
play the following game: they place 2017 pebbles on the table. First starts by removing 1
pebble. Then Second may choose to remove either 1 or 2. Then First may remove 1, 2, 3
or 4. Then Second may remove any number from 1 to 8. And so on, the player in the ith
step needs to remove at least 1 and at most 27! pebbles. The player removing the last
pebble from the table wins the game. Who has a winning strategy? (5 points) B. 4893. In
a triangle ABC, AB # BC'. The angle bisector drawn from point B intersects side AC' at
point D, and intersects the circumscribed circle again at point E. The circle of diameter
DEFE intersects the circumscribed circle again at a point F', different from E. Prove that the
reflection of line BF' about the line BD results in a median of triangle ABC'. (6 points)

New problems — competition A (see page 356): A. 701. An airline operates
flights between any two capital cities in the European Union. Each flight has a fixed price
which is the same in both directions. Furthermore, the flight prices from any given city
are pairwise distinct. Anna and Bella wish to visit each city exactly once, not necessarily
starting from the same city. While Anna always takes the cheapest flight from her current
city to some city she hasn’t visited yet, Bella always continues her tour with the most
expensive flight available. Is it true that Bella’s tour will surely cost at least as much
as Anna’s tour? (Based on a Soviet problem) A. T02. Fix a triangle ABC. We say that
triangle XY Z is elegant if X lies on segment BC, Y lies on segment C'A, Z lies on
segment AB, and XY Z is similar to ABC' (i.e., ZA= /X, /B =Y, ZC = £Z). Of all
the elegant triangles, which one has the smallest perimeter? A. 703. Let n > 2 be an
integer. We call an ordered n-tuple of integers primitive if the greatest common divisor of
its components is 1. Prove that for every finite set H of primitive n-tuples, there exists
a non-constant homogenous polynomial f(z1,z2,...,z,) with integer coefficients whose
value is 1 at every n-tuple in H. (Based on the sixth problem of the 58th IMO, Brazil)

Problems in Physics
(see page 378)

M. 370. Measure the tilt angle of at least three different types of grainy food (e.g.
rice, poppy seed, flour, granulated sugar or powdered sugar).

G. 605. Two trains are travelling along two parallel tracks. The speed of one of
them is 80 km/h. The distance between them is 4.8 km, and after a quarter of an hour
the distance between them is the same. What is the speed of the other train if both trains
have the same length of 200 m? G. 606. The heat capacity of a calorimeter is to be
measured, therefore 65 g water at a temperature of 45 °C is poured into the calorimeter,
which has already contained for a long time 150 g water at a temperature of 17 °C. The
final temperature of the mixture is 25 °C. What is the heat capacity of the calorimeter?
G. 607. Calculate the equivalent resistance of the circuit shown in the figure across points
A and B, and across the points C and D. G. 608. The magnetic effect of a relatively weak
electric current flowing in a piece of vertical wire is to be shown by means of a compass.
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Before the current is switched on where should the compass be placed in order that due
to the current the pointer deviates the most from the north-south direction?

P. 4949. A man is exercising on a stationary bike, which has a magnetic resistance
mechanism. What is the work performed by the muscles of the man’s legs transferred to?
P. 4950. A car of mass 1200 kg started from rest and speeded up at an acceleration of
2 rn/s2 along a straight horizontal path of length 200 m. Its wheels did not slide. a) What
was the total frictional force exerted between the ground and the wheels? b) What is the
final kinetic energy of the car? (The mass of the wheels can be neglected.) ¢) How much
work was done by the static frictional force? P. 4951. Approximately by what distance
does the Earth’s path diverges from the straight line in one second, during its revolution
around the Sun? P. 4952. On a Physics lesson the teacher wants to check experimentally
the result of the following, previously calculated problem (see the solution of exercise
G. 587. on page 371:) “A 2 N force is exerted on an initially stationary, easily moveable
trolley of mass m = 1.6 kg for 0.5 s, and after the force ceased the trolley moves freely
along the horizontal path. What distance is covered by the trolley during the first second
after it started moving?” How should the mass M of the weight shown in the figure be
chosen, and what should the distance h be? (The masses of the wheels of the trolley, the
pulley and the thread are negligible.) P. 4953. Some argon gas is put into a Torricelli-
tube of length I = 1 m and of cross section A = 2 cm?, therefore the height of the mercury
in the tube is only h; = 0.4 m. The ambient air pressure is po = 10° Pa, and the initial
temperature is 20 °C. a) What is the mass of the argon gas above the mercury? b) The
temperature of the gas is slowly increased. What is the temperature of the gas when the
height of the mercury in the tube is he = 0.36 m? ¢) How much work was done by the
extending gas during the process? P. 4954. One end of a metre stick, which has fairly
big mass, can be rotated freely about a horizontal axle. Put 11 five-forint coins onto the
initially horizontal stick at a distance of 10 cm from each other. a) What happens to the
coins right after the moment when the stick was released? b) Which coins do not move
with respect to the stick at the moment when the stick encloses an angle of 10° with its
original position? The coefficient of static friction between the stick and the coins is 0.5.
P. 4955. Two small balls of mass m and of charge () are moving on the horizontal ground,
and at a certain instant they are at a distance of d. At this instant their speeds are vo, and
the direction of their velocity vectors makes an angle of a with the direction of the line
connecting the two balls, as shown in the figure. a) What is the least distance between
the balls? b) What are their speeds at this moment? P. 4956. At a certain instant the
symmetry axis of the parabolic mirror of an astronomical telescope is vertical. The focal
length of the mirror is f. At this instant the rim of the mirror is at a height of H with
respect to the lowest point of the mirror. A small object of mass m, starting from the rim
of the mirror slides down on the mirror frictionlessly to the centre of the mirror. What
is the force exerted by the small object at the centre of the mirror? P. 4957. The sides
of a square-shaped frame, shown in the figure are made of wires of resistances r1 and 2.
The frame is in uniform magnetic field, which is perpendicular to the plane of the figure
and is increasing at a constant rate. What should the resistance R of the wire connected
across the diagonal of the frame be, in order that this wire is warmed up at the greatest
rate? P. 4958. In a piece of uranium ore there are 200 million ***U atoms. The half-
life of the 233U isotope is 1.6 - 10° years, and it decays to 2?°Th, the half-life of which is
7.8-10% years. This decays to ?*Ra, which has a half-life of 15 days. Estimate the number
of ?*®Ra nuclei in the uranium ore. P. 4959. One of the vertices of a regular pentagon-
shaped thin metal sheet is earthed, whilst to the others voltage supplies of small internal
resistance are connected, as shown in the figure. What is the reading on the voltmeter
connected to the centre of the sheet?
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