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Az Arnold-féle diszkrét macska-leképezés

Y
1. Bevezetés
Legyenek g és yp a 0 és 1 kozotti szamok, valamint
2
T1 =20+ Yo mod 1,
(1)
Y1 =29+ 2yo mod 1,
1
ahol a mod 1 kifejezés tortrész vételét jelenti.
Az 1. dbra szemlélteti, hogy mi torténik az egy-
ségnégyzettel, ha minden pontjira végrehajtjuk ezt

a leképezést: egy iranyba megnyulik, egy masik iranyba 0 1 z
Osszeszlikill, majd az igy kapott parallelogrammat

a mod 1 miivelet visszadarabolja az egységnégyzetbe. 1. dbra. Az egységnégyzet

.. . ; képe az Arnold-féle
Vlagyimir Arnold orosz matematikus utdn

Arnold-féle macska-leképezésnek szokds ezt nevezni,
mivel Arnold egy macska képével szemléltette a le-
képezés hatdsat. A leképezés érdekessége abbdl ered, hogy egyszerilisége ellenére
er0sen kaotikus. Ezalatt azt értjiik, hogy ha ismételten végrehajtjuk a leképezést,
az egységnégyzet pontjai gyorsan és alaposan megkeverednek. Ennek az az oka,
hogy bérmely pont egy irdnyban tdvolodik az eredeti ,szomszédaitél” (amerre
nyulik a négyzet), egy mdsik irdnyban pedig kozeledik hozzdjuk (amerre sziikiil
a négyzet).

macska-leképezés hatdsa
alatt

De hogyan is szimuldlhatta Arnold ezt a leképezést? A kovetkezd eljdras a ké-
zenfekvé: tekintsiink egy N x N pixel méretii képet, és alkalmazzuk az (1) leké-
pezést minden pixelre. A pixelek koordinatdit legkényelmesebb egész szamokban
megadni, azaz a kovetkezo leképezést alkalmazzuk:

@) Tpy1 =Tk + Y mod N,

Ypt1 =Tk +2yr, mod N, k=0,1,2,...,
ahol =y és y a 0 és N — 1 kozotti szamok. Mivel a mod N kifejezés az N-nel vald
osztas maradékat veszi, i1 €s yry1 szintén 0 és N — 1 kozé esik.

Kezdetben gy tiinik, hogy a (2) leképezés teljesen dsszekeveri a képiink pont-
jait, ahogyan a folytonos valtozata is. Viszont némi szamitogépes kisérletezés utan
meglepd médon azt tapasztaljuk, hogy kezdeti képiink el6bb-utébb tijra megjelenik.
De ha egy kicsit jobban belegondolunk, akkor lathatjuk, hogy maga a visszatérés
ténye még nem igazan meglepd.

1. feladat. Tegyuk fel, hogy a kép minden pixele csak fekete vagy fehér lehet.
Mutassuk meg, hogy 2N iterdci6 alatt legalabb egy visszatérést tapasztalunk.
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k=1
Z

V 4

2. dbra. Macskdbdl kdoszba (k = iteraciék szdma, N = 400)

Ami viszont meglepd, hogy kozel sincs sziikség ilyen sok iteraciéra. A 3. db-
rdn egy olyan esetet lathatunk, ahol kevesebb, mint N/2 iterdciéra van sziikség
a visszatéréshez. A kovetkezdkben attekintiink par egyszeriibb allitast a visszaté-
rési idorol.

k=0 k=30 k=60

k=120

3. dbra. Visszatér a macska (k = iterdcidk szdma, N = 241)

2. Visszatérési ido

Visszatérési idének fogjuk nevezni azt az iteraciészamot, amelyre eldszor
visszatér az eredeti képiink. Pontosabban, a visszatérési id6 az a legkisebb my
szam, amelyre

Tmy = 20,
ymN = yO

teljesiil az egységnégyzet valamennyi (zg, y9) pontjara.
Fogalmazzuk &t ezt a definiciét.
2. feladat. Léssuk be, hogy

Tp = Ugk—1T0 + UgkYo mod N,

(3)

Yk = U2xTo + U2k41Y0 mod N,
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ahol u; az i-edik Fibonacci szdm (azaz ug = 0, u; = 1, tovadbbd u;11 = u; + u;—1,
1=0,1,...).

Tehat a legkisebb olyan k szamot keressiik, amelyre

UQk—1 = 1 mod N,
U =0 mod N

teljesiil (azaz ugr—1 N-nel valé osztds utdn 1 maradékot ad, ugy pedig nulldt). Ez
a két feltétel elég, hiszen ezekb8l ugy—1 =1 mod N kovetkezik. Ugy is mondhatjuk,
hogy a visszatérési id6 egyenld a Fibonacci szamok modulo N peridédusanak felével.
Ezt a periddust szokds Pisano-periddusnak is nevezni. Sajnos zart formula nem
ismert ré, de az idevdgé ismereteink j6 dsszefoglaldsat adja D. D. Wall cikke [9].

A pontos képlet hidnydnak ellenére 1éteznek eredmények, amelyek felsé korldtot
adnak a visszatérési idére. Ezek az allitdsok egyszeri szamelméleti eszkozokkel, am
helyenként rendkiviil aprolékos munkaval bizonyithaték. Az alabbi allitast Freeman
J. Dyson és Harold Falk bizonyitotta:

1. tétel (Dyson-Falk [5]). Legyen N > 2. Ekkor a visszatérési idére fenndll az

N2
< -
my 9

felsé korlat.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, megjegyezziik, hogy Freeman Dyson neves
elméleti fizikus és matematikus, aki leginkdbb a kvantumelektrodinamika elméle-
tének kidolgozasaban vallalt szerepe miatt hires. Jelent6ségét a matematikaban
a rola elnevezett Dyson-transzformalt bizonyitja, amely az additiv szdmelmélet
egyik alapveto eszkoze.

Léssuk most Dyson és Falk bizonyitdsdt, amely a N. Vorobiev kényvében [8]
leirt modszert koveti.

Bizonyitas. Legyen ®; az uj Fibonacci-szam N-nel valé osztasi maradéka.
Tekintsiik a

(1) (@o, @1), (P1, P2), - -5 (Pr, Prg)s - - -

rendezett parokat. Vegyiik észre, hogy (®g, ®1) = (0,1). Ebben a sorozatban legfel-
jebb N2 kiilénb6z6 elem lehet, tehat barmely N2 + 1 elem kozott sziikségszeriien
lesz legalabb két megegyez6. Most bebizonyitunk egy lemmaét, hogy aztdn tovabb
haladhassunk a tétel bizonyitdasaval.

1. lemma. Az elsé ismétlddd pdros a (0,1).

Bizonyitas. Indirekten fogunk érvelni. Tegyiik fel, hogy az els6 ismétléd6 par
(Pg, Pry1) valamely k > 0 szdmra. Tekintsiink ekkor egy olyan (®,., ®,41), r > k
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pérost, amely megegyezik vele, azaz ®; = ®,. és &y = ®,1. Ekkor a Fibonacci-
szdmok definicidja alapjan

¢, 1=0,41—P, modN,
b1 =Pyi1 — P mod N,
azaz ®,_1 = ®p_1. Tehat
(Pr—1,Pr) = (1, D),

azaz (Pg_1, D) is ismétlsdik, és kordbban van a (4) sorozatban, mint (P, Prrq)
— ellentmonddsra jutottunk. Tehdt k = 0, és igy (Pr, Pry1) = (Po, P1) = (0,1). O

3. feladat. Léassuk be az el6z6 lemma segitségével a kovetkezot: tetszéleges
N szdmra igaz, hogy az (ug uténi) elsé N2 Fibonacci-szam kozott lesz legalabb egy
N-nel oszthato.

2. lemma. Legyen N > 2. Ha upy, =0 mod N és upy1 =1 mod N, akkor k
pdros.

Bizonyitas. Vezessiik be a
Dy, = upUky2 — Up 4
mennyiséget. Dy = —1, valamint Dy, = — Dy, hiszen
Uk+1Uk+3 — Ui” = (Upt+2 — ug)(Ugt1 + Upt2) — uiH =
= Ug4+2Uk+1 — UkUK+1 — URUK4+2 =
= —uptpt2 + (Urt2 — Up)Ukt1 =
= —UgpUk4+2 + ui_H.

Tehat Dy = —1, ha k paros, és Dy = 1, ha pératlan. Amennyiben ux =0 mod N
és ug+1 =1 mod N, akkor Dy = —1 mod N — igy k péros. (]

Innen mér konnyi a tétel bizonyitasa: tekintsiik a &g, ®q,... sorozatot. A P,
Dy,...,PN2,1 kezdbszeletben ismétlédni fog 0,1 — legyen az elsé ismétlodés
Dy, Py4q1. A 2. lemma alapjan t péaros, a visszatérési id6 definicidja szerint pedig
2mpy = t. Azaz my < N?/2. O

Egy altaldnosabb, de kevésbé explicit képletet ad a visszatérési idére Gregory
Gaspari:

2. tétel (Gaspari [6]). Legyen N primtényezds felbontdsa N = p{* ...pe*, ahol
p; prim, és a; € N minden j =1,...,k esetében. Ekkor

my = LKKT{mptln e T 1
ahol LKKT a legkisebb kizds tobbszorast jeldli.

Megemlitjiik, hogy a tétel Fibonacci-szamok peridédusara vonatkozé megfogal-
mazdsa méar szerepelt D. D. Wall jéval kordbbi cikkében [9]. A Gaspari 4ltal adott
bizonyitas a kovetkezd.
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Bizonyitas. Kezdjiik a bizonyitast egy észrevétellel: azt allitjuk, hogy ha K
osztja N-et, akkor myg osztja my-et. Mivel

Uamy—1 =1 mod N,

Uomy =0  mod N,

és K osztja N-et, azért ugm,y—1 — 1 a K-val osztva is 1 maradékot ad, valamint
Uam, & K-val is oszthatd. Azaz

Uomny—1 =1 mod K,
(5) e

Uzmy =0 mod K.

Mivel m a legkisebb szdm, amire az (5) kongruencia-rendszer teljesiil, mg ki-
sebb (vagy egyenld) mint my. Tegyiik fel, hogy my az mg-val osztva nemnulla
maradékot ad, azaz my = gmg + 17, ahol 0 < r < mg, és q egész. Ekkor gmg ite-
racié alatt visszatér a képiink g-szor, és mivel my iteracié alatt visszatér, r iteracié
alatt is vissza kell térnie. De r < my, és my volt a legkisebb id0, ami alatt visszatér
a kép, tehat ellentmonddsra jutottunk. Azaz r = 0, és ezzel beldttuk az észrevételt.

Térjiink ra a tétel bizonyitdsira. Tetszbleges j € {1,...,k} esetében p?j osztja

T

N-et, tehat az el6zd észrevételiink miatt me; osztja my-et. Ebbdl kovetkezik,

J
hogy my kozbs tobbszordse az m o, j € {1,...,k} szdmoknak. Legyen M egy

kozos tobbszorose a mes, jedl,. ., k} szamoknak. Ekkor
J

Uop—1 =1 mod p?j,

uopr =0 mod p?j.
Mivel a p?j szamok kiilonb6z6 primek hatvanyaiként paronként relativ primek,

ugpr—1 =1 mod pit ... ppF = N,

ugpyy =0 mod pit ... pp* = N.

Viszont ez azt jelenti, hogy my osztja M-et. Mivel my a legkisebb egész szam,

amire a fenti kongruencia teljesiil, my a legkisebb kozos tobbszortse az me;
j
szamoknak. (]

Tehat elég primhatvanyokra tudni a visszatérési idot, ebbdl mar tetszéleges
szamra kiszamithaté. De ez még igy sem egyszeri feladat. Gaspari cikkének a fiig-
gelékében m =1,...,195 peridodusokra kigyljtotte az Osszes p primet, amelyre
mp = m — ez nyudjthat némi segitséget.

4. feladat. Lassuk be, hogy

a) mog1 = 120 (3. dbra),

b) myoo = 300 (4 a’bm).

518 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/9
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4*, feladat. Tegyiik fel, hogy my paros. Milyen N-ek esetében fordul eld hogy
my /2 iterdci6 utan fejtetén jelenik meg a macska, ahogyan a 3. dbran is lathaté?
A 4. dbra mutatja, hogy nem mindig ez a helyzet. Itt ugynevezett szellemképek
jelennek meg, a magyardzatért 1ldsd a [3] hivatkozdst.

k=0 k=150 k=300

4. abra. N = 400, mny = 300

3. Alkalmazasok

Bar elsé ranézésre Arnold macska-leképezése csak egy matematikai jatéknak
tlinik, a kaotikussagéat kihaszndlva praktikus alkalmazdsai is lehetnek. A kovetkezd
gylijtés a [7] hivatkozdsra tdmaszkodik.

A legnyilvanvalobb egy kép vagy szoveg titkositdsa: a kép pixeleire, vagy
a szoveg N x N-es blokkba rendezett karaktereire alkalmazzuk a macska-leképezés
egy megfelels hatvanyst. Igy alaposan megkeverednek a képpontok (vagy a betiik),
avatatlan szemlélo nem képes az eredeti iizenetet visszafejteni. Tovabb bonyolithatd
a helyzet, ha a titkosito egy altaldnosabb macska-leképezést hasznal, példaul az

Tht1 = Tk + ayk mod N,
(6)

Ykt1 = azg + (@ + 1)y, mod N, k=0,1,2,...

vagy az

Tpy1 = Tk + ayk mod N,

(7)

Yrt1 = brp + (ab+ 1)y, mod N, k=0,1,2,...
iteraciot. Igy az eredeti iizenet csakis az a,b egész szdmok ismeretében fejthetd
vissza. Ezeknek a macska-leképezéseknek a viselkedése teljesen hasonlé Arnold
macskdjahoz. A visszatérési idékrol J. Bao és Q. Yang ir a [2] cikkben.

Egy kicsit izgalmasabb alkalmazds a szteganografidhoz kothetd. A sztegano-
grafia olyan titkos tizenetek létrehozasanak tudomaéanya, amelyek 1étezésérdl a fel-
adoén kiviil csak a cimzett tud — szemben a kriptografidval, ahol az iizenet léte nem
rejtély, csak a tartalma. A két mddszer egyiittes alkalmazdsa természetesen a leg-
hatékonyabb. Tegyiik fel, hogy van egy képiink, amirdl kés6bb majd meg akarjuk
allapitani, hogy valaki manipulédlta-e. A kovetkez6 a mddszeriink: alkalmazzuk a ké-
piinkre a macska-leképezés k darab iteracidjat, majd helyezziink ra egy kis vizjelet.
Ezutdn my — k iteracioval allitsuk vissza az eredeti képet, amelyen a vizjel egy hét-
koznapi szemlélének lathatatlan, hiszen a pixelei alaposan szétszérédtak. Ha késobb
meg akarjuk dllapitani, hogy valaki médositotta-e a képet, elég a macska-leképezés
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k iteracidjat alkalmazni ra: ha a kép nem lett manipuldlva, akkor bar a kép kdoszba
fullad, a vizjel eredeti dllapotdban megjelenik a sarokban. A részletek a [4] cikkben
talalhatok.
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Mincsovicsné Sélley Fanni

Dr. Mezei Istvan
(1946-2017)

Mindenkit varatlanul és mély megdobbenéssel ért a hir, hogy kollégank és
baratunk, Mezei Istvan 2017. november 4-én, 71 éves koraban eltavozott koziiliink.
A stlyos betegségével vivott egyenlétlen kiizdelmet feladva gy tavozott, amilyen
egész életében volt: csendben elaludt, senkit nem terhelve a személyes tragédiajaval.

A hirt nem akartuk elhinni, hiszen Istvan maga volt az dllanddsag, az orok
fiatalsdg, a szellemi frissesség, tettrekészség példaképe. Egyik volt tanitvanya ezt
irta a hir hallatara: ,,Eszembe se jutott, hogy 6 meghalhat. Talan azért, mert midta
csak megismertem, mindig ugyanaz a lelki béke aradt beldle, ami egy szelid és
kiegyensulyozott idétlenséget kolesonzott neki. A haldl meg valahogy tul van ezeken
a kategéridkon. Taldn szamdra tényleg tul is volt”. Igen, Pista ezek felett &llt, és
ezért minden bizonnyal most is itt van kozottiink.
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Istvan 1969-ben matematika—fizika szakos kozépiskolai tandrként végzett
az ELTE Természettudomanyi Karan. Ezt kovetéen keriilt az Analizis II. Tan-
székre, ahol kezdetben gyakornokként, majd egyetemi tandrsegédi, késébb pedig
nyugdijazasdig egyetemi adjunktusi beosztasban dolgozott. Nyugdijasként is mind-
végig tanitott, a katedratdl csak a kegyetlen sors tavolithatta el.

Pista a tudoményt magas szinten mfveld, igazi tandrember volt. Minden te-
riilleten, ahol csak alkotott, a legmagasabb szintet érte el.

Matematikusnak egészen széles 1atékorii, szinte minden teriilethez ért6 szakem-
ber volt. Alig volt olyan téma, ahol ne lett volna jaratos, és ebben nagy segitségére
volt mély ismerete a fizika teriiletérol.

Pélyakezdéként a tanszék kutatdsaiba bekapcsolédva a varidciészamitds és
az optimalis folyamatok elmélete témakoreiben végzett tudomanyos munkat. Egye-
temi doktori értekezését 1980-ban Végtelen idejli diszkrét optimadlis folyamatok
vizsgalata cimmel irta. Eredményeibdl 1983-ban a Zeitschrift fiir Angewandte Ma-
thematik und Mechanik, valamint 1984-ben az Annales Universitatis Scientiarium
Budapestinensis Sectio Computatorica folydiratban kozolt cikket. A varidciésza-
mitas témakorének a tandr szakosok korében valdé népszeriisitésére sziiletett 1982-
ben az ELTE TTK Szakmddszertani Kézleményeiben a differencialjatékokrdl széld
irdsa. Az analizis oktatdasahoz kapcsolddik az 1986-ban a Miiszaki Konyvkiadé gon-
dozasdban, tarsszerzékkel irt Analizis példatar cimmel megjelent feladatgytijtemé-
nye, amely a mai napig az egyik legtobbiink dltal hasznalt példatar. Fontos megem-
liteni a 2014-ben, a TypoTeX gondozasaban megjelent, ugyancsak tarsszerzékkel
kozosen irt ,Bevezetés az analizisbe”, illetve ,,Introductory course in analysis” cimii
konyveit, amelyek szamos helyen most is alaptankényvként szerepelnek.

Pista vérbeli tanar, pedagdgus volt. Munkassaganak ez volt az a teriilete,
ahol lubickolt, feledhetetlent és utolérhetetlent alkotott. Féallasban mindvégig
az Eotvos Lordnd Tudomédnyegyetem TTK Alkalmazott Analizis és Szamitds-
matematikai Tanszéken (illetve annak jogelédjein) oktatott. Mar pélyakezdése ele-
jén bekapcsolddott a tanar szakos analizis oktatasaba, és abban mindvégig részt
is vett. Emellett az esti tagozaton programoz6 matematikusoknak, valamint mate-
matikatandr szakosoknak tartott analizis el6adast, gyakorlatot. Késébb a geolégus
szakon a matematika és a differencidlegyenletek el6addsokat és a foldtudomany
szakon az elsé éves matematika el6adast is ¢ tartotta. Kiemelkedd oktatéi munka-
jat fémjelzi, hogy a hallgaték szavazatai alapjan két alkalommal is a Kar Kivalo
Oktatéja cimben részesiilt.

Oréi legendasak voltak, szinte minden hallgaté az & csoportjaba szeretett
volna bekeriilni. Amikor életkora miatt elterjedt a nyugdijazdsdnak hire, hallgatdk
csoportjai egymasnak adtdk a tanszékvezetoi szoba kilincsét, kérve, hogy ne kiildje
el a legjobb és legszeretettebb tanarukat nyugdijba. Es aki szép, meghat6 dolgokat
szeretne olvasni, az nézze meg a réla sz6l6 hallgat6i véleményeket! A szokésos jelzék:
kedves, joindulati, kovethetd, fantasztikus, emberséges” stb. Jellemzd az alabbi
vélemény: ,Az a tandr, aki miatt érdemes matematikat tanulni. A valaha volt
legjobb oktatd, akivel taldlkoztam életem soran”.

Az egyetem mellett az Obudai Arpéd Gimnéaziumban is tanitott, kisebb meg-
szakitassal 1987 6ta folyamatosan. Az altala tanitott gyerekekkel nemcsak megsze-
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rettette a matematikdt, hanem szdmtalan didkkal kiilon foglalkozva, tanulmanyi
versenyekre is felkészitette Oket, ahol a tanitvanyai mindig jol szerepeltek. Emel-
lett tobb osztalyban tartott matematika szakkort is. Nagyon szerették 6t a gyere-
kek, meghatérozé tandri példakép volt szamukra. Az évek sordn tébb olyan didk is
akadt, aki Pista hatasara lett tanar vagy valasztotta a matematika szakot.

A tantestiileti kollegdknak kiilon szakmai el6adasokat is tartott. Voltak olyan
évek, amikor 6rarend szerint rendszeresen tartott éréakat az analizis rejtelmeirol. Sok
éven keresztiil az Arany Déniel kozépiskolai matematikaverseny versenybizottsagé-
nak is aktiv tagja volt feladatok kitiizésében és a dolgozatok javitasaban egyardnt.

Teljes szakmai életutjanak elismeréseként 2017-ben elnyerte a nagy presztizsi
,Rétz Tanar Ur” életmudijat. A kiiras szerint ezt a dijat csak a kimagaslé oktato-
nevel6 tevékenységet végzo tanarok kaphatjak meg. Es Istvan ilyen volt ...

Elvesztése mindannyiunk szamara felfoghatatlan, silyos veszteség. Hidnyozni
fog allando jelenléte, az, hogy vele meg lehetett beszélni az érdekes feladatokat,
eszmét cserélni a vildg dolgairél. Nem hallhatjuk érdekes torténeteit a turairdl,
utazasair6l. Mégis, benniink és tanitvanyaiban tovabb él és megmarad sokdig.

Fantasztikus kolléga, tanar és ember volt! Mi méssal is bucsizhatnank, mint
amivel néhany évvel ezel6tt Istvan bucsuzott egy kolleganénktol nekrolégjaban:
,Emlékedet megdrizziik! Legyen konnyt az 6rok dlmod!”

Besenyei Adam, Faragé Istvan (ELTE)

Mezei Istvan el6szor fiai megoldasait hozta be személyesen a szerkesztéségbe.
ﬁgy érezte, nagyon sokat koszonhetnek a lapnak, hélabol évekig 6 graviroztatta
be a mérési verseny gyOzteseinek nevét a kupaba. Kés6ébb tanitvanyai dolgoza-
tait hozta rendszeresen és széllitotta hétizsékjaban a KoMaL-t (50-100 példényt)
az Arpad Gimnéziumba. Az oktdberi megolddsokkal mar nem tudott bejonni, igy
postén adta fel az iskola a csomagot, ami nem jutott el a szerkesztéségbe ... A posta
visszavitte ,,a cimzett nem kereste” indoklédssal.

Mindig 6rém volt vele taldlkozni, beszélgetni.

Ratké Eva

Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. a) AU B halmaznak 192 eleme van. AN B elemszdma A elemszdmanak
20%-a, B elemszdménak 15%-a. Hany eleme van az A és a B halmaznak? (6 pont)

b) Egy véaros felnétt lakossdganak 30%-a nyugdijas. A nyugdijasok 55%-a né.
A férfiaknak 73%-a aktiv korti (nem nyugd{jas). Bizonyitsuk be, hogy a vdrosban
a felnott férfiak és nok szama egyenld. (5 pont)
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2. a) Oldjuk meg az egyenletet a valés szamok halmazan: 322 + 36—% = 2190.

(7 pont)
b) Legyen az a, sorozat definicidja: a,, = g(n+1) Bizonyitsuk be, hogy a so-
rozat elsé n tagjanak szorzata 2n(n+1(n+2), (7 pont)

3. a) Egy 10 egység sugart kirbe az ABCD négyszoget {rtuk. A négyszog két
atléja 70°-os szogben metszi egymést. Az AC 4tl6 hossza 20 egység, és a C'D oldallal
40°-0s szoget zar be. Szamitsuk ki a négyszog szogeit. (6 pont)

b) Egy 10 egység sugari goémbbe csonkakipot frunk, melynek alap-, illetve
fedSlapja a gomb kozéppontjatél 6 cm, illetve 8 cm tévolsdgra van. (A gémb
kozéppontja a két stk kozé esik.) Szamitsuk ki a csonkakip felszinét. (8 pont)

4. Elemezziik monotonitds szempontjabol a valds szamok halmazan értelmezett
f(x) = z* — 82% + 13,522 + 10 fiiggvényt, és adjuk meg lokalis szélséértékeit.
(12 pont)

II. rész

5. Egy dobdkockahoz hasonléan hasznalhaté
fajaték alakja két egybevagd, alapjuknal egymés-
hoz illesztett szabalyos hatoldald gila, amelyek-
nek alapéle 2 cm, oldaléle 3 cm.

a) Szamitsuk ki a test tOmegét (grammban
kifejezve), ha anyagdnak sfirtisége 430 kg/m?>.
(7 pont)
b) A test lapjai koziil négy piros, a tébbi fe-
kete. A piros dobas jelent szerencsét a tarsasjaték-
ban. Ha tiz jatékos dob egyszerre egy-egy ilyen
testtel, mekkora a valdsziniisége, hogy a jatéko-
soknak pontosan a fele dob pirosat? (3 pont)

¢) A jaték sordn a tiz jatékos osszesen 6t alkalommal dobott egyszerre. Mind-
egyik alkalommal feljegyezték a piros dobasok szdmat. Mind az 6t esetben a jatéko-
sok kevesebb, mint fele dobott pirosat, de olyan nem fordult el6, hogy egyikiiknek
sem volt szerencséje. Mi volt az 6t feljegyzett szam, ha atlaguk 1,6 és szorasuk 0,87
(A szdmok sorrendje nem kérdés.) (6 pont)

6. Az dbrdn lathaté huszonot kor mindegyikét fehérre OO0000O
vagy feketére szinezziik. (Az dbra rogzitett, a mozgatdssal O0000
egymasba vihet6 szinezéseket nem tekintjiik azonosnak.) 00000

a) Hany olyan szinezés lehetséges, amelyben t6bb a fekete
kor, mint a fehér? (8 pont) 00000

b) Hany olyan szinezés lehetséges, amely szimmetrikus

az abra vizszintes vagy fiiggdleges tengelyére? (6 pont)

¢) Hany olyan szinezés lehetséges, amelyben pontosan 7 kor fekete, és szim-
metrikus az abra fiiggéleges tengelyére? (7 pont)
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/IB 7. Az ABC derékszogli haromszog befogdi
E D AC =7 egység, BC =3 egység. A hdromszogbe
az dbran lathaté médon négyzetet frtunk.

a) Milyen hosszu a négyzet oldala? (4 pont)

A F ¢ Az AFFE derékszogli hdromszogbe ugyanilyen
modon tjabb négyzetet irunk, majd az ekkor keletkezett ijabb, A csiccsal rendel-
kez6 derékszogli haromszogbe jabb négyzetet stb.

b) Milyen hosszi a hatodik négyzet oldala? (4 pont)

¢) Tovébb folytatva az eljdrdst, dsszesen hdny négyzet oldala lesz nagyobb,
mint 0,00017 (4 pont)

d) Mekkora a négyzetek ,f6l6tt” (DBE mintdjara) keletkezd végtelen sok
derékszogli haromszog teriiletének dsszege? (4 pont)

8. a) Egy vérfal nyugat-keleti irdny1d egyenes szakaszan négy kisméret{i bas-
tya all, sorrendben A, B, C és D. Az A és a D bastya az egyenes fal két végén
helyezkedik el. Egy, az A béstyatdl pontosan északi irdnyban taldlhaté megfigye-
16pontbdl az AB szakasz 31°-0s, a BC' szakasz 17°-0s, a C'D szakasz pedig 14°-os
szogben latszik. A béastydk kozotti tavolsagok koziil csak a BC' tavolsdgot ismerjiik,
ez 200 méter. Mekkora az AB és a C'D tavolsag? Készitsiink dbrat. Az eredménye-
ket 10 m pontossdggal adjuk meg. (7 pont)

b) Egy egyenlészari haromszog szarhoz tartozé sulyvonala az alappal 20°-os
szoget zar be. Mekkordk a hdromszog szogei? (9 pont)

9. Két, véletlenszam-generator segitségével eldéllitott 0 és 10 kozotti szamot
jeloljiink x-szel és y-nal. Adjuk meg, mekkora az alabbi események valdszintisége:

A: 24+y<8 B: 22+ +49<10(x+y); C: 20y > 2> (16 pont)

Deak Anna
Budapest

Megoldasvazlatok a 2017/8. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész
1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az aldbbi egyenletet:
lgox — (1 —1g? x) =—-1
b) Igazoljuk, hogy a kévetkezd egyenletnek nincs valds megolddsa:
|sin2x7cos:ﬂ| = 22, (11 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet értelmezési tartomdnya: x > 0.
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A zérdjel felbontdsa és az egyenlet rendezése utan kapjuk: lgz +lgz = 0.
Vagyis két eset van:

I. Ha lgaz = 0, akkor = = 1.

II. Ha lgz = —1, akkor x = %

A kapott értékek benne vannak az értelmezési tartomanyban, ezért mindkettd
megoldasa az egyenletnek.

b) Az egyenlet bal oldala minden valés z esetén nemnegativ, az egyenlet jobb
oldala pedig nempozitiv értékeket vesz fel. Megoldas abban az esetben lehetne, ha
mindkét oldal értéke O lenne.

A jobb oldal helyettesitési értéke csak x = 0 esetén lesz 0. Ebben az esetben
a bal oldal helyettesitési értéke: |sin? 0 — cos O‘ =0-1]=1.

Vagyis a két oldal értéke nem egyenld, valéban nincs valds megoldasa az egyen-
letnek.

2. Adott a derékszogl koordindta-rendszerben hdrom pont: A(4;7), B(—6;—4),
C(2;-3).

a) Szamitsuk ki az ABCD paralelogramma AC és BD dtléegyenesének hajlds-
sz0gét.

b) Igazoljuk, hogy az ABCD paralelogramma teriletének mérdszima egész
szdm. (12 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A paralelogramma K kozéppontja az AC sza-
kasz felez6pontja lesz. A megadott koordindtédk alapjan: K (3;2). A két atléegye-
nes azonos a BKC haromszog KB és KC oldalegyenesével, ezért meghatarozzuk
a BKC haromszog K csucsnél 1évé belso szogét.

Mindharom csiucs koordinatajat ismerjiik, ezért kiszamolhatjuk az oldalak
hosszat, majd koszinusztétellel megkapjuk a keresett ¢ szoget:

KB = \/(—6—3)2+(—4—2)2: 117 = 3V/13,

KC:\/(2—3)2+(—3—2)2:¢%,

BC = \/(—6 — 22+ (—4+3)> = 65.
Koszinusztétel a BKC haromszégben:

2
65 =117426 —2-3V13-v26-cosp, 65 =143 —78V/2-cosp, cosp = V2

Vagyis a BKC haromszogben a K cstcsnal 1év6 szog 45°. Ez azt jelenti, hogy
az ABCD paralelogramma AC' és BD atléegyenesének hajlasszoge 45°.
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II. megoldds. A K pont koordindtéi: K(3;2).

Ebbdl ;?E (—9;—6) és K_—g (—1;—5). A két vektor skaldris szorzatét kétfélekép-
pen felirva:

KB-KC = (=9)- (~1) + (=6) - (~5) = 39,
ﬁ'ﬁz|ﬁ|~|ﬁ\~cosg0:\/81+36-\/1+25~cosg0.

A két egyenlet jobb oldala egyenlé:
39 = V117 - V26 - cos g,

7 = COS .

Mivel 0 < ¢ < 180°, ezért ebbol ¢ = 45° kovetkezik.

b) A BD 4tl6ju, a tengelyekkel pdrhuzamos oldali BPDQ téglalap lefedi
az ABCD paralelogrammat. A BPDQ téglalap teriiletébdl kivonjuk a folosleges
sikidomok teriiletét, hogy megkapjuk az ABC D paralelogramma teriiletét.

A BD atlénak is K a felez6pontja, ezért B és K koordinatdinak ismeretében:
D(12;8). A B és D pontok koordindtdibol meghatdrozhaté a BPDQ téglalap
oldalainak hossza: BP = 18, DP = 12. A BPDQ téglalap teriilete: 216.

A folosleges sikidomok: a BC atfogdju derékszogli haromszog kétszer, a DC' 4t-
fogdju derékszogli haromszog kétszer, és a C'P atloju téglalap kétszer. Ezeknek
a sikidomoknak az oldalai parhuzamosak a tengelyekkel, az ismert koordinatak
segitségével a sziikséges oldalhosszak is megvannak. Vagyis az ABCD paralelog-
ramma teriilete:

21672.8~172.10~11
2 2

—2-10-1=78.

Az ABCD paralelogramma teriiletének mérészama valéban egész szam.

Megjegyzés. Mivel az a) részben az §t16k hajlasszégét pontosan hatdroztuk meg, ezért
az igazoldshoz azt is felhasznédlhatjuk. Az ABCD paralelogramma teriilete a BKC' ha-
romszog teriiletének négyszeresével egyenld (hiszen a paralelogrammékat az atléik négy
egyenld teriiletli hdromszogre vigjak). A BKC haromszogben KB = 3113, KC = /26
és ¢ = 45° ezért a teriilete:

3v13 - V26 - ‘/75 39
I T
Ennek négyszerese 78, vagyis a keresett teriilet méroszama valéban egész szam.

3. Egy pékségben az ot legnépszeribb péksiitemény az eladdsi adatok alapjdn
sorrendben: 1. sos négyes, II. rozsos zsomle, III. sajtos rud, IV. orids kifli, V. ke-
nyérlangos. Az ezekbdl eladott mennyiség dtlaga és medidnja is tegnap 122 db wvolt,
az 6t darabszam egyetlen mddusza pedig 114. Az egyik termékbél dtlagos mennyisé-
get adtak el, az 6t adat terjedelme pedig 22.

a) Adjuk meg az egyes péksitemények relativ gyakorisdgdt hdrom tizedesjegy
pontossdggal.

526 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/9



ﬁ} 2017.12.5 — 21:13 — 527. oldal — 15. lap Ko6Mal, 2017. december QF

— P

b) Mekkora a darabszdmok szordsa?

¢) Ma nyitds utdn az elsé hat vdsdrld mindegyike vdsdrolt a fenti péksiitemé-
nyek kozil egyet. Hanyféleképpen tehették ezt meg, ha a vdsdrldsuk utdn mindegyik
termékbdl fogyott legaldbb egy darab? (14 pont)

Megoldas. a) Mivel a felsorolas az eladdsi adatok sorrendjében tortént, és
a darabszamok medidnja 122, ezért sajtos rudbdl 122 darabot adtak el tegnap. Az 6t
darabszam egyetlen mdédusza 114. Ez azt jelenti, hogy pontosan két olyan termék
van, amelybdl 114 darabot adtak el. Ezek csakis a negyedik és 6t6dik helyen allék
lehetnek. Ezek alapjan tudjuk, hogy 6érids kiflibol és kenyérldangosbdl is 114 darab
fogyott tegnap. Az 6t adat terjedelme 22, vagyis az els6 helyen szerepl6 sés négyes
darabszama 22-vel tobb, mint a kenyérlangosé, azaz 136 db. Az 6t adat atlagat is
ismerjiik, igy felirhatjuk a kovetkezo egyenletet:

1 122 + 114 + 114
36+ + 5—|— + — 192,

amibdl z = 124 adoédik.
Vagyis rozsos zsomlébol 124 darabot adtak el.

Az 6t darabszam, azaz a termékek gyakorisdga sorrendben: 136, 124, 122, 114,
114. Ezek Gsszege: 5 - 122 = 610.

A gyakorisdgokat 610-zel osztva megkapjuk a relativ gyakorisdgokat. Ezek
a kovetkez6 tablazatban lathatok harom tizedesjegy pontossiggal:

Termék neve Sos Rozsos | Sajtos Oriss Kenyér-
négyes | zsomle rud kifli ldngos

Relativ gyakorisag | 0,223 0,203 0,2 0,187 0,187

b) Adott volt az adatok dtlaga: 122, ismerjiik a gyakorisdgokat: 136, 124, 122,
114, 114. Ezek alapjan a szoras:

\/(136 —122)% + (124 — 122)% + (122 — 122)° + (114 — 122)® + (114 — 122)>
- _

/328
=4/— ~=8,1.
5 7

¢) Valamelyik termékbél kettének kellett elfogynia. Rogzitsiik ilyen szempont-
bol az egyik péksiiteményt, ebben az esetben hat termék sorba rendezésérdl van
sz6, amelyek kozott kettd egyforma: Pg = %! = 360.

Természetesen az 6t koziil barmelyik lehet az, amelyikbol kettot adtak el, ezért
a végeredményt az el6z6 darabszam 6tszorose adja.

Az 6sszes lehetéség szama: 1800.
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4. Két téglalap alaki grafikdrdl tudjuk, hogy mindkettének 65 cm az dtldja.
Az egyik oldalainak ardnya 3 : 4, a mdsiknak pedig 5 : 12.

a) Melyiknek nagyobb és mennyivel a terilete?

b) Az elsdt gy szeretnék keretezni, hogy a képet kirilvevd szegély teriilete pon-
tosan a kép teriletével legyen egyenld, és a szegély mind a négy oldalon ugyanolyan
széles legyen. Mekkora az igy kapott, keretezendd kép kertilete?

¢) A mdsodik kapjon olyan szegélyt keretezés elétt, hogy az oldalak ardnya
vdltozzon T : 16-ra. Ennek a szegélynek a teriilete 1300 cm? legyen, gy, hogy a bal
és jobb oldalon egyenld, illetve lent és fent is eqyenld szélességii. Milyen széles lesz
a szegély a grafika egyes oldalai mentén? (14 pont)

Megoldas. a) Az els§ téglalap oldalainak hossza legyen 3x cm és 4z cm.
Ekkor a Pitagorasz-tétel alapjdn: (395)2 + (45(5)2 = 652, amib6l x = 13. A téglalap
oldalainak hossza: 39 cm és 52 cm, a teriilete: 2028 cm?2.

A masodik téglalap oldalainak hossza legyen by cm és 12y cm. Ekkor
a Pitagorasz-tétel alapjdn: (5y)2 + (12y)2 =652, amibdl y = 5. A téglalap olda-
lainak hossza: 25 cm és 60 cm, a teriilete: 1500 cm?.

Vagyis az els6 grafika teriilete 528 cm?-rel nagyobb.

b) Mér tudjuk, hogy ez a grafika 39 cm-

L7 59 cm 2, szer 52 cm-es méretli. A szegély szélessége
legyen mindeniitt z cm. Ekkor a szegély 2—2
egybevagd téglalapra és 4 négyzetre bont-
haté.

39 cm 39 cm Ezek alapjan felirhaté a kovetkez6
egyenlet:

z 92 cm z 2:52-2+2-39- 24427 = 2028,

z z
222 + 912 — 1014 = 0.

Megoldoképlettel az egyenlet pozitiv gyokének kétszeresére van sziikségiink, hi-
szen a keretezendo grafika szélessége és magassaga is ennyivel novekedik: 2z ~ 18,5.
A megvaltozott oldalhosszak: 57,5 cm és 70,5 cm.

Vagyis a keretezendd kép keriilete: 2(57,5 4+ 70,5) = 256 cm.
¢) A szegélyekkel novelt kép oldalainak hossza: 25 + 2a és 60 + 20b.
25+2a 7

a a A kdvetkezd ardny ismert: 5o = 15,

b 60 cm b
32a + 400 = 14b + 420, @ = 2+10

25 cm 25 cm , , 16 ,
A szegély 8 téglalapra bonthaté, melyek
b 60 cm b koziil 2-2-4 egybevagd. Ezek alapjan felir-
a a

haté a kovetkez6 egyenlet:

2-60a +2-25b+4 - ab = 1300,
2ab + 60a 4 250 — 650 = 0.
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Ebbe az egyenletbe behelyettesithetd az a-ra kapott kifejezés:

b+ 10 7b+ 10

2 b+ 60 -
16 +

+ 25b — 650 = 0,

b 4 60b — 700 = 0.

Megoldéképlettel az egyenlet pozitiv gyoke: b = 10. Ekkor a = % = 5. Vagyis

a grafika jobb és bal szélén 10-10 cm, font és lent 55 cm széles lesz a szegély.

II. rész

5. Adott a valds szdmok halmazdn értelmezett f(x) = 2% — 422 + 425 hozzd-
rendelést fligguény.

a) Igazoljuk, hogy az f(x) figguény képére illeszkedd 15, 20, 24 és 25 absz-
cisszaji pontok hirnégysziget hatdroznak meg. Adjuk meg a kérilirhaté kor kozép-
pontjdt és sugardt.

b) Mekkora teriiletd sikidomot hatdrol az f(x) figgvény képe és az x tengely?

¢) Adjuk meg az f(x) fiigguény grafikonjdt a (20; —15) pontban érintd egyenes
egyenletét. (16 pont)

Megoldas. a) Behelyettesitéssel megadhatdk a pontok masodik koordindtai is:

Mivel f(15) = 15% — 4215 + 425 = 20, ezért A(15;20).

Mivel £(20) = 20% — 42 -20 + 425 = —15, ezért B(20; —15).

Mivel f(24) = 242 — 42.24 + 425 = —7, ezért C(24; 7).

Mivel f(25) = 25% —42-25+425 =0, ezért D(25;0).

Ha ABCD hirnégyszog lenne, akkor barmelyik két csiicsot 6sszekotd szakasz
ugyanannak a kornek a hurja lenne. A hur felezOmerélegesére illeszkedik a kor
kozéppontja, ezért két hur felezOmer6legesének metszéspontja adhatja a keresett
kor kozéppontjat.

Az AD hur f felezémerdOlegese dtmegy az AD szakasz P felezOpontjan:
P(20;10), és egyik normélvektora: Zﬁ(% — 15;0 — 20), de vehetjiik a hosszdnak
a tizedét: (1; —2). Ezeket felhaszndlva az f egyenes egyenlete: © — 2y = 0.

Az BC hur g felezbmerflegese atmegy a BC' szakasz (@ felezOpontjan:
Q(22; —11), és egyik normélvektora: B?(M —20;—7— (—15)) , de vehetjiik a hosszd-
nak a negyedét: (1;2). Ezeket felhasznélva a g egyenes egyenlete: x 4 2y = 0.

Az f és a g egyenes az origéban metszi egymast.

Mivel OA = OD =25 és OB = OC = 25, ezért a négy pont az origé kozép-
pontu 25 egység sugard korre illeszkedik, vagyis valéban hurnégyszoget alkot.

b) Az f figgvény hozzarendelési szabélyat alakitsuk &t:
flx) = 2% — 420 + 425 = (z — 21)* — 16.

Ez azt jelenti, hogy a g(x) = 22 hozzdrendelésii fiiggvény (21; —16) vektorral tor-
ténd eltoldsaval kapjuk f(z)-et. A teriilet meghatdrozdsdnél kényelmesebb a szé-
molds, ha g(z)-hez kapcsolédéan hatdrozzuk meg a megfeleld sikidom teriiletét,
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azaz a [—4;4] intervallumon a gorbe alatti teriiletet kell kivonnunk a 8-szor 16-os
téglalap teriiletébol.

A gorbe alatti teriiletet hatarozott integrallal hatarozhatjuk meg:

4 314 3 3

/xde:J; :i_ﬂ:%
3], 3 3 3

4

A keresett teriilet: 8 - 16 — % 256

3
¢) Az érinté meredekségét f(x) derivaltja adja x = 20-n4l.

fl(z) = (a2 — 422 +425) = 20 — 42,
f/(20) =220 — 42 = —2.

A (20; —15) pontra illeszkedd, —2 meredekségii egyenes egyenlete: y 4 15 =
= —2(x — 20), amit 2z + y = 25 alakban is frhatunk.

6. Egy kockdt az oldallapjaival pdrhuzamos sikok mentén n? darab kisebb,
egybevago kockdra vagunk.

a) Hdny darab stk mentén torténik a vdgds? (A vdgdsok alatt a részeket nem
mozditjuk el eqymdstdl.)

Egy kockdt az oldallapjaival pdrhuzamos sikok mentén kisebb, egybevigo koc-
kdkra vagunk.

b) Hdny darab kis kockdra kell vignunk a nagy kockdt, ha ezdltal a felszin
Otszoréz0dik?

Eqgy fehérre festett, 9 cm élhossziusdgu kockdt az oldallapjaival pdrhuzamos si-
kok mentén 27 darab egybevigd kis kockdra vdgtunk szét. A wvdgdsfeliileteket gy
festettik pirosra és zéldre, hogy a kis kockdkbol kirakhato legyen egy piros, illetve
eqy zold, az eredeti fehér kockdval azonos méretd tomor kocka. Mekkora a valdszi-
nisége annak, hogy az igy kialakitott készletbdl véletlenszerien egy olyan kis kockdt
vdlaszthatunk, amellyel

¢) 0,5 valdsziniiséggel pirosat dobunk;
d) csak kétféle szint dobhatunk?

e) A kis kockdkbdl egy olyan lyukas kockdt épitink, hogy minden lap kizepén
at lehet ldtni az épitményen. Mekkora az igy kapott test térfogata, felszine?
(16 pont)

Megoldas. a) Egy élt a parhuzamos sfkoknak n részre kell vdgniuk. Ehhez
n — 1 darab sik kell. Mindharom iranyban ennyi sikra van sziikség. Vagyis a sikok
szama: 3n — 3.

b) Legyen a nagy kocka felszine 6T. Egy megfelels vagds a feliiletet 27T-vel
noveli. Ha azt szeretnénk, hogy a felszin 6tszoroz6djon, akkor a feliiletet 247 -vel
kell novelniink. Ezt 12 vigéssal érhetjiik el, azaz minden irdnyban 4 sik mentén kell
vagnunk, igy 5-5 -5 darab kis kockat kapunk.
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Vagyis 125 kis kockanak lesz a felszine 6tszor annyi, mint az eredeti nagy
kockaé volt.

¢) Pontosan 8 darab kis kockan kell pontosan 3 lapot pirosra festeniink, hiszen
csak ebben az esetben lehetséges a piros nagy kocka elkészitése. (A festetlen feliilet
nagysaga két nagy kocka felszinével egyenls, ezért piros nagy kocka épitése esetén
minden piros feliiletnek, zold nagy kocka épitése esetén pedig minden zold feliiletnek
latszania kell.)

Vagyis a keresett valésziniiség: 2%.

d) Csak a nagy kocka kozépsé kis kockdja lehet olyan, amelyiken két szin
van, hiszen egy adott szinli nagy kocka Osszedllitdsandl minden adott szinti lapnak
a felszinen kell lennie. Vagyis a készletben

1 db 3 lapja piros, 3 lapja zold,

1 db 3 lapja zo6ld, 3 lapja fehér,

1 db 3 lapja fehér, 3 lapja piros kis kockdnak kell lennie.

Vagyis a keresett valdszintiség: 2—?’7 = %.

e) Az épitményt gy kapjuk az eredeti nagy kockdbdl, ha elvessziik a lap-
kozepeken 1évo kis kockat, és a kozépsot. Vagyis 20 darab 3 cm éld kis kockabdl
készithetd el. Ezért a térfogata: V = 20 - 3% = 540 (cm?).

Az 6sszedllitasndl a 8 sarok kis kockdnak 3 lapja van a test feliiletén, a 12 él-
felezénél 16v6 kis kockdknak pedig 4 lapja. A kis kockdk lapjai 9 cm? teriilet{iek.

Ezek alapjén a test felszine: A =9-(8-3+ 12-4) = 648 (cm?).

7. a) Kilenc egymdst kévetd egész szdm koziil az it kisebbnek a négyzetdsszege
egyenld a négy nagyobbnak a négyzetosszegével. Adjuk meg a kilenc szamot.

b) Igazoljuk, hogy kilenc egymdst kévetd egész szam kézil a hat kisebbnek
a négyzetisszege nem lehet egyenld a hdrom nagyobbnak a négyzetdsszegével.

¢) Létezik-e it olyan gomb, melyeknek sugara centiméterben mérve it eqymdst
kovetd egész szam, és a hdrom kisebb gomb térfogatisszege egyenld a két nagyobb
gomb térfogatisszegével?

d) Egy téglatest két élének hossza egymdst kovetd két egész szammal adhatd
meg, a testdtlojanak hossza pedig az el6z6 két egész szam szorzatdandl 1-gyel nagyobb.

Igazoljuk, hogy a téglatest harmadik élének hossza is egész szammal adhaté meg.
(16 pont)

Megoldas. a) Legyen a kilenc egész szém koziil a kozépsd n. Ekkor a kovetkezd
egyenlet irhato fel a szoveg alapjan:

(n—4°+mn-3>+n—-27"+m—-1)7°+n*=
=(n+1)°+n+2>+n+3)°+(n+4)>°

amibol
n? —40n = 0.

Az igy kapott hidnyos masodfoku egyenlet két gyoke: nqy = 0, no = 40.
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Két megoldést kaptunk:

I. eset: —4, -3, -2, —1,0, 1, 2, 3, 4.

II. eset: 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44.

b) Ebben az esetben igy médosul az egyenlet:

n—4°+mn-3°+n-2"4+m—-1"+n2+n+1)°=
=(n+2°+n+3)>+ (n+4)>
3n% —36n +2 = 0.

Megolddképlettel kapjuk, hogy n nem lesz egész szam. Ezzel az allitast igazoltuk.

¢) Legyen az &t sugdr hossza centiméterben mérve r—2, r—1, r, r+ 1,
r 4+ 2, ahol r egy 2-nél nagyobb egész szam. A feladat szdvege szerint felirhatjuk
a térfogatok kozotti osszefiiggést:

An(r —2)° n Am(r —1)° N A3 An(r+1)°  Ax(r+2)°
3 3 3 3 3 ’

r=2°+0r -1+ =(+1)°+(r+2)°

r3 —18r% = 18.

Mivel r egész szam, és 2-nél nagyobb, ezért csak a 18-nak a 2-nél nagyobb
osztéi johetnek széba. Ezek a szamok a 3, 6, 9, 18.

Behelyettesitéssel lathatd, hogy egyik sem jé.
Vagyis nem létezik a feladat kérésének megfelel 6t gomb.

d) Legyen a téglatest éleinek hossza: a, a + 1, ¢. Tudjuk, hogy a testdtléja-
nak hossza a(a + 1) + 1 = a? + a + 1, ahol a pozitiv egész szam. Igazolandé, hogy
a harmadik él hossza, c is az.

frjuk fel a téglatest élei és testatldja kozotti (a Pitagorasz-tétel kétszeri alkal-
mazasaval kaphatd) kapcsolatot:

A+ @+1)?+=(a®+a+1)°
= (a2+a+1)2—a2—(a+1)2 =
=t +a®+1+2®+2d®>+2a—a®> —a®>—2a -1,
A =a'+2a%+a?=a?(a+1)>
Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ = a(a + 1).

Mivel a pozitiv egész szam volt, ezért c is az.

532 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/9



ﬁ} 2017.12.5 — 21:13 — 533. oldal — 21. lap Ko6Mal, 2017. december gf

— P

8. Tobids kirdly (akit a mesében a nép csak Palacsintds kirdlynak nevez) na-
gyon elszegényedett, ezért kénytelen volt janudr elsején a Derelye fészakdcs érde-
keltségi koréhez tartozo banktol 8 millic fabatka kolcsont felvenni. A Derelye Bank
12 évi futamiddre, évi 9%-o0s kamatra adta a kélcsont, és ezt minden év végén
eqyenld Osszegekkel kell visszafizetnie a kirdlynak. Mennyi lesz az évente vissza-
fizetendd torlesztérészlet? Mennyi pénzt fizet vissza dsszesen 12 év alatt a kiraly?

(16 pont)

Megoldéas. A rovidebb irdasméd miatt jeloljiik a-val a 8 millié fabatkat, és
legyen = az évenkénti torlesztérészlet.

Az elsd év végén a tartozés az a Osszeg és annak a 9%-a, cstkkentve a torlesz-
torészlettel: a - 1,09 — x.

A maésodik év végén a tartozas az a- 1,09 — x dsszeg és annak a 9%-a, cstkkentve
a torlesztérészlettel:

(a-1,09 —z)-1,09 -z =a-1,09% — 1,09z — z.
A harmadik év végén a tartozas:
(a-1,09% — 1,092 — z) - 1,09 — z = a - 1,09° — 1,09°z — 1,092 — z.

Ezt tovabbgondolva felirhatjuk a tartozast ilyen alakban a 12. év végére, de
tudjuk, hogy ekkor ez a tartozas 0 kellene, hogy legyen:

a-1,092 — 1,002 —1,09% — ... — 1,092 —z =0,
a-1,09" — z(1,09" + 1,09 + ...+ 1,09+ 1) = 0.

A zaréjelben egy mértani sorozat els§ 12 tagjanak Osszege szerepel. A sorozat
els6 tagja 1, hanyadosa 1,09, ezért az egyenletet irhatjuk a kovetkezé alakban
(felhasznalva a mértani sorozat els6 n tagjianak osszegére vonatkozé képletet):

1,092 —1
10912 . 220 T2
a-1,09" -z 70— =0,
. 12
_ 8000000-1,097-0,09 1 00

1,092 -1

Vagyis minden év végén 1117205 fabatka a torlesztorészlet.
Ezek szerint 12 év alatt 13406 460 fabatkat fizet vissza a kiraly.

9. Bea nagyon szereti a természetet. Az eqyik teljesitménytira alkalmdval egy
vizszintes, sik tisztds egyik pontjdbdl egy irdnyba nézve két hegycsicsot pillantott
meg. A kiozelebbi C hegycsics v = 15°, a tdvolabbi D hegycsics pedig § = 21° emel-
kedési szogben ldtszik. Tudjuk, hogy a két hegycsics tavolsdiga léguonalban 1000 mé-
ter. Anita valamennyivel mdr kézelebb van a C csicshoz, és § a két hegycsicsot egy
kozos a = 30° emelkedési szogben ldtja.
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a) Milyen magasan vannak a csicsok Bea és Anita nézépontjdhoz képest, ha
a testmagassagukat azonosnak vehetjik?
b) Mekkora a tdvolsdg Bea és Anita kézitt?

¢) Egy 1:40000 méretardnyi turistatérképen bejeloljik Bea helyét. Hany cen-
timéterre van ettél a ponttdl a tdvolabbi hegycsics a térképen? (16 pont)

Megoldas. a) Készitsiink a cstcsokra illeszked6 fiiggleges sikmetszetrél egy
vazlatrajzot, és hasznaljuk az dbrdn lathato jeloléseket.

D
o y
W
- C_« z D,
x
Y [ . .
B c A o4 z D’

Mivel a CDD; derékszogii haromszogben a = 30°, ezért y = 500 (m). A meg-
adott szogek alapjan: DBC< = 21° — 15° = 6°, BDC< = 69° — 60° = 9°. Ezek
alapjan a BC'D haromszégben BC'D< = 165°.

Felirhat6 a szinusztétel a BC'D héromszogben:

a sin 9°
= — i ~ 14 .
1000 = smge;  Vaevis a 96,6 (m)

A BCC" derékszogii haromszogben:
x =a-sin15° = 1496,6 - sin 15° ~ 387,3 (m).

Vagyis az alacsonyabb hegy magassiga egészekre kerekitve: x ~ 387 m, a ma-
gasabb hegy magassdga pedig:  + y = 387 4+ 500 = 887 (m).

b) Mivel az ACC" derékszogli haromszdgben az A csicsndl 30° van, ezért:
AC' = 2v/3 =387,3- V3~ 670,8 (m).

A BCC' derékszogli haromszogben: BC' = 387,3 - ctg 15° & 1445,4 (m).
Vagyis Bea és Anita tdvolsiga: AB = BC' — AC' = 1445,4 — 670,8 = 775 (m).
¢) A BD' tavolsdgot kell megadnunk a térképen: BD' = BC' 4+ C'D’.
A BCC'" derékszogli hdromszoghdl mar megkaptuk, hogy BC’ & 14454 (m).
A CDD; derékszogii hdromszoégben: z = 1000 - cos 30° ~ 866,0 (m).
Mivel C'D’ = z, ezért BD' = 1445,4 m + 866,0 m = 2311,4 m = 231 140 cm.
Tudjuk, hogy a megadott térképen az 1 cm-es tavolsag a valdsdgban 40 000 cm.

Ezért Bea és a tdvolabbi hegycstics tdvolsaga a térképen: 240 010400 ~ 5,8 (cm).

Szamadd Laszlé
Budapest
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C gyakorlat megoldasa

C. 1432. Mutassuk meg, hogy bdrmely n természetes szdm esetén taldlhato
olyan 2™ -nel oszthato n-jegyl szdm, amelynek szamjegyei kizdrdlag 1-esbdl és 2-esbdl
allnak.

I. megoldas. Ugy latjuk be az allitas helyességét, hogy megadunk egy ,.algo-
ritmust” egy ilyen n-jegyi szam elkészitéséhez.

Nézziik meg az elsé néhany megoldast:

n=1 — 2=2-1
n=2 — 12 =22.3;
n=3 — 112 = 23 - 14;
=4 — 2112 =2%.132;
n=>5 — 22112 =2%.691;
n=6 — 122112 =25.1908.

Megfigyelhetd a kovetkezd szabdlyszeriiség: ha a 2™-nel valé osztds eredménye
paratlan szam, akkor 1-es, ha pedig paros szam, akkor 2-es szamjegy keriil az el6z6
szam elé.

Bebizonyitjuk, hogy ha tovdbbra is ezt az eljarast kovetjiik, akkor a keletkezd
n + 1-jegyfi szam mindig oszthaté lesz 2" -nel.

n = 6 esetén az eléz6leg mar megkapott n-jegyli szdm 2"-nel valé osztdsakor
vagy paratlan, vagy paros szamot kapunk.

1. eset: paratlan szamot kapunk. Ekkor irjunk 1l-et a szam elé. Az 1j szdm
A = (10" 4 n-jegy(i szdm) alaki, vagyis
A=2"-5"4+2"(2l+1)=2"("+20+1).

Mivel 5" + 2 + 1 paros szam, ezért 2"+ | A teljesiil.
II. eset: paros szamot kapunk. Ekkor irjunk 2-est a szam elé. Az 4j szdm ekkor
B = (2-10™ + n-jegyl szam) alaku:
B=2-2".5"4+2".2k=2"(2-5" 4 2k).

Mivel 2 - 5" + 2k paros szdm, ezért 2”1 | B teljesiil.

Adtunk egy eljarast, amellyel minden n pozitiv egész szdm esetén készit-
het6 olyan 2™-nel oszthatd n-jegyl szam, amelynek szamjegyei kizardlag 1-esbol
és 2-esbdl allnak.
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I1. megoldas. 2™ darab olyan n-jegyti szam van, amely csak 1-esbdl és 2-esbol
all (mert minden helyiértékre két szdm koziil valaszthatunk).

Az 3sszes ilyen n-jegyi szamot elosztva rendre 2"-nel legfeljebb 2™ darab kiilon-
boz6 maradékot kaphatunk az osztds eredményeként (éspedig: 0;1;2;...;2"™ — 1).
Belatjuk, hogy minden ilyen n-jegyli szam kiilonb6z6 maradékot ad 2"-nel osztva.

Indirekt moédon tegyiik fel, hogy van két kiillonbo6z6, csak 1-esbol és 2-esbol
allé n-jegyli szam, amely ugyanazt a maradékot adja 2"-nel osztva. fgy a két szam
kiilonbsége (a nagyobbikbdl a kisebbet kivonva) oszthatd lesz 2™-nel.

Ez a kiilonbség legfeljebb n-jegyii szam lehet, melynek az ,,els6” nem 0 szdmje-
gye (az 1-es helyiértéktdl indulva a nagyobbak felé) vagy 1-es (a 2 — 1 miatt), vagy
9-es (az 1 — 2 miatt). Igy ez a kiilonbségként kapott szém A - 10 alaki lesz, ahol
A egy paratlan természetes szam, mig k a 0-k szdma az (1-es helyiértékt6l indulva)
els6 1-es vagy 9-es jegyig.

Mivel a kiilonbség legfeljebb n-jegyti, a fentiek alapjdn legfeljebb (n — 1) darab
0-ra végzddhet, azaz a kiilonbség legfeljebb 2"~ !-gyel oszthaté (hiszen 10"~! =
=2n~1.57=1) Ellentmondéshoz jutottunk, tehat nincs két olyan kiilonbozd, csak
1-esbdl és 2-esbdl all6 n-jegyti szam, amely ugyanazt a maradékot adja a 2"-nel
valé osztasnél. Vagyis minden maradék kiilonbo6zo.

Figyelembe véve, hogy pontosan 2" darab, a feltételeknek megfeleld n-jegyt
szdm van, igy pontosan 2" darab kiilonb6z8 maradékunk van, vagyis van (pontosan
egy darab) olyan n-jegy(i szdm, amely csupa 1-esbdl és 2-esbdl &ll és 2™-nel vald
osztasi maradéka 0 — és ezt akartuk bizonyitani.

mindkét megoldds Molndr Istvan (Békéscsaba,
Széchenyi Istvan Szki., 10. évf.) munk4ja

61 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 24 versenyzo: Agdcs Katinka, Ajtai Boglarka,
Balog Lérand, Biré Déniel, Bukor Benedek, Dedk Péter, Dékany Barnabds, Havlik
Miklés, Horvath Dévid, Jankovits Andrés, Julinek Istvan, Kiszelovics Dorina, Mészaros
Marton, Molnér Istvdn, Németh Csilla Mérta, Porkoldb Mercédesz, Rittgasszer Akos,
Spanyik Teodor, Surjan Anett, Szant6 Julianna, Szécsi Adél Lilla, Szepessy Luca, Szényi
Laura, T6th Imre. 4 pontos 15, 3 pontos 6, 2 pontos 6, 1 pontos 7, 0 pontos 3 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4737. Az ABC derékszogli haromszog AB dtfogdjihoz tartozd magassd-
ganak talppontja D. Az ACD< és a BCD< szdgfelezbje az AB dtfogot rendre az
E és F pontokban metszi. Hatdrozzuk meg az ABC hdromszog beirt, és a CEF
hdromszdg korilirt kore sugarainak ardnydt.

(5 pont) Javasolta: Bérd Bdlint (Eger)
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Megoldas. Elészor megmutatjuk, hogy a két kor kdzéppontja egybeesik. Je-
16lje 2ac az ABC haromszog A-nél 16v6 szogét, O pedig a haromszog szogfelezdinek
metszéspontjat. Mivel a mer6leges szara hegyesszogek egyenléek, ezért CAD< =

= BCD< =2« (1. dbra), tehét
FOA< = FOD< + DCA< = a + (90° — 2a) = 90° — a.

Az AFC héromszogben a szogek Osszege 180°, tehét
AFC< =180° — (FCA<+ CAF<) =90° — a.
Ezért az AFC haromszog egyenlOszari, amibol kovetkezik, hogy szarszogének szog-
felez6je merdleges az alapjara. Tehdt C'F' szakaszfelezd merdlegese az AO egyenes.

Ugyanigy kapjuk, hogy CFE szakaszfelez6 merolegese pedig a BO egyenes. Mivel
két oldalfelez6 merGleges metszéspontja meghatérozza a CE'F haromszog koriilirt

korének kozéppontjat, ezért az egybeesik O-val.

B F B
/l B D

; 0

/ ~ P
V// ////// a

ke a

C A
2. abra

1. dbra

Jelolje P, illetve @ az ABC haromszog beirt korének a befogékon 1évé érintési
pontjait (2. dbra). Mivel barmely kiils§ pontbdl egy kérhoz hizott két érintészakasz
hossza egyenld, ezért CP = C'Q. Nyilvan teljesiill OP = OQ is, tehat a CPOQ
négyszog deltoid. Kor érint6je merdleges az érintési pontba hizott sugarra, tovabba
PCQ< =90°, ezért a deltoidnak van harom derékszoge, tehat téglalap is. Ha

L _ V2

viszont egy deltoid téglalap, akkor az négyzet.
A két kor sugarainak keresett ardnya tehat megegyezik a CPOQ négyzet OP
V2T oz

oldalanak és OC' atlojanak aranyaval, azaz
114 dolgozat érkezett. 5 pontos 79, 4 pontos 15, 3 pontos 6, 2 pontos 6, 1 pontos 2,

0 pontos 1 dolgozat. Nem versenyszerii 5 dolgozat.
B. 4829. Fedjiik le az eqységsugari. gomb felilletét fokorokkel dgy, hogy minden
pontot legfeljebb négy fokor tartalmazzon.
537

(5 pont)
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Megoldas. Jelolje a gombfeliiletet G,
kozéppontjat O. Messiik el G-t egy O-ra nem
illeszked6 S sikkal, igy kapjuk az SNG =k
korvonalat. Az S a G-t két részre osztja,
a kisebbiket az S-hez (vagy k-hoz) tar-
tozé gombsapkénak nevezziik (hozzdértve
a gdmbsapkdhoz magat k-t is). A gdmbsap-
kara gondolhatunk gy is, mint a k altal
meghatdrozott korlapra a G gombfeliileten.

Legyen P €k tetszbleges, és érintse
az e C S egyenes a k kort P-ben. Az O és
e éltal feszitett Sy sik a G-t egy f fokor-
ben metszi. Azt mondjuk, hogy G-n az f a k kérvonal P-ben huzott érintdje. Vila-
gos, hogy G-n a k-hoz annak minden pontjaban pontosan egy érintot hiuzhatunk.

Legyen a k kor O-ra vonatkozé tiikérképe k', és vegyiink egy tetsz8leges
X € G pontot, amely nem eleme sem a k-hoz, sem a k’-hoz tartozé gombsapkdnak.
Megmutatjuk, hogy k-nak pontosan két érintje tartalmazza X-et. Messe ugyanis
OX az S sikot az X' pontban. Az X-re tett feltevés miatt X’ a k koron kiviil
van, azaz X'-b6l k-hoz pontosan két érinté egyenes hizhaté: e; és eo. (Ha OX || S
(ekkor az X' pont nem létezik), akkor e; és ey legyenek k azon érintéegyenesei
S-ben, amelyek parhuzamosak OX-szel, ezekbdl is pontosan kett6 van.) Vildgos,
hogy az O és eq, valamint az O és e altal feszitett sikok k olyan érint6 fokoreit
metszik ki G-bdl, amelyek tartalmazzik X-et. A gondolatmenetbdl az is kitiinik,
hogy mas, X-re illeszkedd f6kor nem érintheti k-t.

Most vélasszunk két, k1 és ko kort a G gombon ugy, hogy a hozzajuk, vala-
mint k] és k) tiikkorképeikhez tartozé gombsapkak paronként diszjunktak legyenek.
Tekintsiik &y és ko Osszes érinté f6korét. Azt allitjuk, hogy ezek egyiittesen eleget
tesznek a kivadnalmaknak. Legyen A a gombfelszin tetszoleges pontja. Mivel a kq,
ko, Ky és K korokhoz tartozé gombsapkék paronként diszjunktak, {gy A-bol &y és
ko valamelyikéhez biztosan huzhaté érinté fokor, tehat az Gsszes érintok lefedik
A-t. Mésrészt mind ki-hez, mind ko-hoz legfeljebb 2 érinté f6kor hizhatd A-bol,
igy A-t legfeljebb 4 kivalasztott f6kor tartalmazza. Ezzel a konstrukcié helyességét
belattuk.

Megjegyzések. 1. A megoldas els6 részében leirtak a gombi geometria kodzismert
allitasai.

2. A kovetkezé allitds 1ényegében a sikbeli megfelelje a feladatnak: a sik lefedhetd
egyenesekkel 1igy, hogy minden pontot legfeljebb 4 egyenes tartalmaz, és nincs az egyene-
sek kozott 5 darab parhuzamos. Két diszjunkt kor Osszes érintéi itt is trividlisan megfe-
lelnek. Ebbdl a feladatunk &allitasat megkaphatjuk: ha a sikot a gémb egyik érintésikjanak
valasztjuk, és a sikon megadott egyeneseket a gomb kozéppontjabdl a géombfelszinre ve-
titjiik, egy j6 konstrukciét kapunk. A technikai részletek kidolgozdsat az olvaséra bizzuk.
(Péld4ul miért fontos, hogy ne legyen az egyenesek kézdtt 5 parhuzamos?)

40 dolgozat érkezett. 5 pontos 27, 4 pontos 6, 2 pontos 1, 1 pontos 1, 0 pontos
5 dolgozat.
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B. 4843. Az ABC hdromszog AC, illetve BC' oldalaihoz irt kérdknek az olda-
lakon az érintési pontjai rendre K és L. Bizonyitsuk be, hogy a KL és AB szakaszok
felezépontjain atmend egyenes pdrhuzamos az AC B< szdgfelezdjével, és felezi a ha-
romszdg keriiletét.

(5 pont) (Kvant alapjan)

Megoldés. A feladat megoldasa harom jél elkiilonithetd, 6nmagéaban is figye-
lemre érdemes 1épésre bonthatd. Ezeket kiilon segédallitasokként fogalmazzuk meg,
ahol lehetséges, tobbféle indoklast is mutatunk.

1. segédallitis. Ha az ABC hdromszog AC és BC oldalain felvett K és L
pontokra AK = BL, akkor az AB és KL szakaszok felezépontjain dtmend egyenes
pdrhuzamos az AC B szdgfelezdjével.

1. bizonyitas (vektorokkal, Gydrffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak.
Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) megoldésa). Az AB szakasz felezépontja legyen F,
a KL szakaszé pedig M. A vektorok osszeaddsanak definicidja szerint ]\ﬁ = ]\ﬁ( +
+ ﬁ + ﬁ és ]\ﬁ = m + ﬁ + ﬁ Ebbél, felhasznélva, hogy ]\Wf = —m
és AP = —ﬁ7 kapjuk, hogy OME — ﬂ—l—ﬁ A feltétel szerint |Iﬁ4| = \ﬁ|,
igy a vektorosszeaddast paralelogramma-maddszerrel végezve egy rombuszt kapunk,

aminek ZW atldja valoban felezi a [?Z és ﬁ vektorok szogét, ahogy éllitottuk
(1. dbra). O

1. dbra 2. dbra

2. bizonyitas (elemi szogszamitdssal, Dardczi Sdndor (Nyiregyhdza, Kridy
Gyula Gimn., 11. évf.) megoldédsa). Haszndljuk a 2. dbra jeloléseit. Tiikrozzik
az ABLK négysziget és az F pontot kdzéppontosan az M-re, igy kapjuk az A’, B,
L' és K', valamint F’ pontokat. A tiikr6zés miatt ABA’ B’ paralelogramma, aminek
FF’ kozépvonala, igy AFF' B’ is paralelogramma; valamint K B’ A’<¢ = 8. Tovabbd
AK = BL = B'L’ miatt a B’ AK A egyenl6szart, igy B'AK< = KB’ A< = §. Mivel
a+ 8 <180°, K az ABA’B’ paralelogramma belsé pontja, és a 2. dbra helyes.
Az abrarol leolvashaté, hogy a + 8+ 20 egyenesszog, mivel egy paralelogramma
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egy szaran fekvd két szog osszege. Ebbol kovetkezik, hogy az ABC /A-ben C'<t = 26,
amibél CG szogfelezése miatt GCB< = 0. A tiikrozés miatt B'K || BL = BC,
amibél GCB< = AB'K< miatt CG || B'A || F'F, amivel az llitast beldttuk. O

Megjegyzés. Az els6, vektorokat hasznalé megolddsbdl kitlinik, hogy nem sziikséges
feltenniink, hogy K és L a haromszog oldalainak egy-egy pontja, elegendd, hogy az ol-
dalegyeneseken vannak, és AK = BL. Azonban attdl fiiggéen, hogy K és L melyik A-hoz
illetve B-hez tartozo6 félegyenesre keriil, valtozhat, hogy a C'< melyik szogfelez&jével lesz
parhuzamos az F'M egyenes.

2. segédallitds. Az ABC hdromszdg AB oldaldnak felezépontja legyen F,
és F-en keresztil hizzuk meg a BCA< szig (belsd) szigfelezbjével pdrhuzamos e
eqyenest. Ekkor az e egyenes felezi az ABC/\ keriiletét.

1. bizonyitas (az 1. segédéllitdsbol
kozvetleniil). Az a=1b eset trividlis, gy
az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehet-
jik, hogy a > b, és hasznaljuk a 3. dbra
jeloléseit. Legyen C’' a BC oldal azon
pontja, amelyre BC' = AC, tovdbba legyen
P a CC' szakasz felez6pontja. Alkalmaz-
zuk az 1. segédéllitdst a K =C és L =’
pontokra. Kapjuk, hogy a PF egyenes par-
huzamos a CG szogfelezével, azaz PF = e.
Az AF =FB, AC =BC' é C'P=PC
nyilvanval6 egyenléségekbdl adddik az alli-
3. dbra tés. 0

‘A A B

2. bizonyitas (szogfelezé-tételbdl, Gydrffy Agoston (Budapesti Fazekas M.
Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) megolddsa). Ismét feltessziik, hogy a > b.
A szogfelez6-tétel szerint egy haromszog szogfelezGje a szemkozti oldalt a szom-
szédos oldalak ardnydban osztja, azaz AG/GB = b/a. Innen ardnyos osztdssal
GB = ca/(a +b) azonnal adédik. Az ABC<-ben felirhatjuk a parhuzamos sze-
16k tételét a C'G szogfelezbre és az e egyenesre — a P pontot most e N BC-ként

definidljuk:

BF _BP

BG  BC’
Innen

BP — c/2 o a-+ b7
ca/(a+b) 2

és végill BF + BP = c¢/2+4 (a+b)/2 = k/2 valéban a keriilet fele, ahogy éllitottuk.
O

3. bizonyitis (Menelaosz-tételbdl). Tovdbbra is feltessziik, hogy a > b. Messe
e a BC-t P-ben, az AC-t pedig Q-ban a 3. dbra szerint. Mivel e parhuzamos a CG
szogfelezével, PQC< = GCA< = GCB< = CPQ<, azaz PQC A egyenlSszara. Ir-
juk fel a Menelaosz-tételt az ABC' A-re és az e egyenesre:

AF.BP.CQ = BF - AQ - CP.
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Az AF = BF és PC = CQ egyszeriisitések utdn AQ = BP adédik, amibdl PC =
=CQ =z jeloléssel a—x = b+x, ésx = (a—b) /2 kovetkezik. Igy FA+AC+CP =
=¢/24 b+ (a—b)/2 = k/2, ahogy &llitottuk. O

3. segédallitas. Az ABC hdromszog AC, illetve BC oldalaihoz irt kérdoknek
az oldalakon levd érintési pontjai rendre K és L. Ekkor AK = BL.

Bizonyitas. Az allitds jél ismert,
a teljesség kedvéért kozoljitk a bizonyi-
tdsat. A szokdsos jeloléseket haszndljuk,
s=(a+b+c)/2 az ABCA félkeriilete.
Az AC oldalhoz irt kor érintési pont-
jal az AB és BC oldalegyeneseken legye-
nek rendre H és G. Mivel kiilsé pontbdl
korhoz hizott érintészakaszok egyenloek,
azért CG =CK, AH = AK és BG = 4. dbra
= BH. Ezeket felhasznélva

BH+BG=BA+AH+BC+(CG=BA+AK+BC+CK =a+b+c=2s,

igy BH = s,és AK = AH = BH — BA = s — c adédik. Hasonlé szdmolassal BL =
= s — ¢, amibdl az allitas kovetkezik. O

A B. 4843. feladat megolddsa. A hirom segédéllitdsbdl a feladat allitasa
azonnal kovetkezik. A 3. segéddllitas szerint AK = BL. Ezutén az 1. segédéllitas
miatt a KL és AB szakaszok felez6pontjain dtmené egyenes parhuzamos az AC B<
szogfelezbjével, végiil a 2. segédallitas szerint felezi a haromszog keriiletét. O

62 dolgozat érkezett. 5 pontos 52, 4 pontos 1, 3 pontos 4, 2 pontos 2, 1 pontos 2,
0 pontos 1 dolgozat.

B. 4885. Legyen k és m két kilonbozd, 14-jegyti pozitiv egész szdm, mindket-
tében 2 darab 1-es, 2-es, 3-as, 4-es, 5-ds, 6-0s és T-es szdmjegyet tartalmaz (mint
pl. a 22133456456717). Bizonyitsuk be, hogy % nem lehet egész.

(4 pont) (M&IQ)

Megoldés. A legnagyobb ilyen szdm
77665544332211,

a legkisebb pedig
11223344556677.

Két ilyen szam 1-nél nagyobb hanyadosa ezért mindig kisebb, mint 8. Valamennyi
ilyen szadm jegyeinek Osszege 1 +14+24+24+34+3+4+4+5+5+64+64+7+4+7=
=56 =6-9+2. A feladat allitdsaval szemben tételezziik fel, hogy k és m hdanyadosa
egész, azaz k = md, ahol d is pozitiv egész, és a mondottak miatt 2 < d < 7. Mivel
k-nak és m-nek a 9-es maradéka egyarant 2, a kiilonbségiik oszthato 9-cel:

9 k—m=md—m=m(d—1).
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Itt m-nek a 9-es maradéka 2 lévén az m még 3-mal sem oszthato, igy d — 1 oszthatd
lenne 9-cel, ami 1 < d — 1 < 6 miatt lehetetlen. A kapott ellentmondas miatt tehat
% valéban nem lehet egész szam.

188 dolgozat érkezett. 4 pontos 107, 3 pontos 60, 2 pontos 10, 1 pontos 7, 0 pontos
4 dolgozat.

MATEMATIKA ES FIZIKA TOTO*
a 2017. évi Oszi KoMaL Ankéton

1. Hany megoldésa van a nemnegativ egész szamok halmazan a 3-2™ + 1 = n?
egyenletnek? 3 (1); 4(2); 6 (X).

2. Egy vizcsapbdl, amelynek 1 cm a belsé dtmérdje, 6 cm/s sebességgel folyik
ki a viz fiiggblegesen lefelé. A viz a csap aljatol kb. 20 cm tavolsdgban a feliileti
fesziiltség miatt cseppekké kezd alakulni. Mekkora a keletkezd cseppek atmérdje?
Kisebb, mint 1 mm (1); nagyobb, mint 2 mm (2); az el6z8 két érték kozstti (X).

3. Az ABC héromszogben AB =15, BC = 14 és C A = 13. A haromszog olda-
laira kifelé a BAPQ, CBRS és ACTU négyzeteket allitottuk. Mekkora a PQRSTU
hatszog teriilete? 800 (1); 926 (2); 968 (X).

4. Homogén anyagt gomb belsejében ugyancsak géomb alaki, elhanyagolhato
slirliségli gdzzal toltott lireg van. A gomb kozéppontjan atmend tengelyek koziil
melyikre vonatkozdan legkisebb a tehetetlenségi nyomaték?  Amelyik meréleges
a gémb és az iireg kozéppontjat osszekotd egyenesre (1). A gomb és az iireg kozép-
pontjat 6sszekotd egyenesre (2). Nem fiigg a tehetetlenségi nyomaték a tengely
irdny&tol (X).

5. Két olyan primszam van, melynek reciprokanak tizedestort alakjaban a pe-
riddus 7. Az egyik prim a 4649. Mennyi a masik prim szamjegyeinek az Gsszege?
12 (1); 13 (2); 14 (X).

6. Becsiiljiitk meg, hogy mekkora teljesitményti villanymotor tudja biztonsa-
gosan milkodtetni azt a mozgdlépcsét, amelynek a vizszintessel bezart szoge 30°,
szintkiilonbsége 20 m és egy 1épcséfokdnak magassdga 25 cm.  Elegend6 25 kW (1);
kb. 40-70 kW (2); 150 kW felett (X).

7. Az r sugari korbe olyan hatszoget irunk, melynek két oldala 7 egység, négy
oldala pedig 20 egység hosszi. Mennyi r értéke? 14 (1); 15 (2); 16 (X).

8. Vajon a személygépkocsik gumiabroncsaban nagyobb-e a levegé nyomasa,
mint a kerékpdrok tomlGjében? A személygépkocsik keréknyomédsa a nagyobb (1);
a kerékpdrokndl nagyobb a nyomds (2);  koriilbeliil egyforma (X).

9. Egy otjegyli és egy négyjegyli szam Osszege 33 190. Ha pedig a szamjegye-
iknek forditott sorrendben irdsdval el6allé szamokat adjuk Gssze, 48 400-at kapunk.
Mennyi a két szdm kilenc szamjegyének az osszege? 43 (1); 49 (2); 67 (X).

*A megolddsok az 566. oldalon talalhatdk.
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10. Becsiiljilk meg, mennyivel névekedne a Fold hémérséklete, ha raesne
a Hold!  Néhany foknyit (1); néhény szdz foknyit (2);  t6bb, mint ezer fo-
kot (X).

11. Felezziik meg egy derékszogli haromszog hegyesszogeit és bocsassunk me-
rélegest az atfogora a szogfelezo egyeneseknek a szemben fekv6 befogéval valé met-

széspontjabol. Mekkora szogben latszik a két talppont kozti szakasz a derékszog
cstespontjabdl? 52,5 (1);  45° (2);  ennyi adatbdl nem meghatérozhatd (X).

12. Van-e a neutronnak magneses nyomatéka?  Van, és a spinjével azonos
irdnyd (1). Van, és a spinjével ellentétes irdnytu (2). Nincs, hiszen semleges (X).

13. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert, ahol a, b és ¢ egy-egy szamrend-
szer alapszama és pl. 101, az a alapd szamrendszer 1, 0, 1 jegyekkel leirt szamat
jelenti.

101, + 201, = 39, + 9,
203, + 404, = 77, + 8.
Adjuk meg a + b+ c értékét. 25 (1); 26 (2); 34 (X).

13 + 1. Hany elektront kellene ravinniink egy 0,1 mm sugaru vizcseppre, hogy
benne a nyomds éppen a 1égkori nyomds legyen?  Néhdny szazat (1);  Avogadro-
szémnyit (2);  kb. t{zmilliét (X).

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kéz6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(565-570.)

K. 565. Gombdce Artir 2017. december 31-én 1jévi fogadalmat tesz. 2018. ja-
nuar elsejétdl kezdve egy specidlis fogyokurdaba kezd, amelyben minden nap elGszor
ki kell szamolnia, hany tdbla csokit ehet meg. Egy 2018-as nap sorszama azt jelenti,
hogy az a nap héanyadik nap ebben az évben. Ha a nap sorszdma péros szam, akkor
Artir éppen annyi csokit ehet meg, mint a feleakkora sorszdmud napon. (Példdul
a 26. napon ugyanannyi csokit ehet meg, mint a 13. napon.) Ha a nap sorszdma
1-nél nagyobb paratlan szam, akkor pedig 1-gyel kevesebb csokit ehet meg, mint
majd a kovetkez6 napon. A fogyokira december 30-ig tart. Tudjuk, hogy januar
9-én Artur 3 tdbla csokit eszik. Hény tdbla csokit eszik Gombdée Artiar 2018. de-
cember 24-én?

K. 566. Az ABCD négyszog oldalai AB =8 cm, BC' =7 cm, CD = 6 cm és
DA =5 cm hossziak. Az BCD és ABD haromszogek beirhaté kore a BD atlt
rendre az E és F' pontokban érinti. Milyen hosszi az FF' szakasz?

K. 567. Melyek azok az 1000-nél kisebb pozitiv egész n szamok, melyek négy-
zetének végzédése éppen n?
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K. 568. a) Adjunk meg négy olyan 50-nél kisebb kiilonboz§ primszdmot,
melyek koziil barmely harom 6sszege primszam.

b) Megadhaté-e 6t kiilonb6z6 pozitiv primszém gy, hogy koziiliik barmely
hérom Osszege primszam legyen?

K. 569. Hatarozzuk meg azt a négyjegyii pozitiv egész abcd szamot, melyre
abcd = a® + b° + ¢© + d.

K. 570. Ot fii egy focimeccs kapcsan tippeket mond a meccsel kapcsolatos
kiilonboz6 eseményekre. A két ellenfél a Kisparti Rokdk és a Nagyfalvi Farkasok
csapata. Az aldbbiakban lathatjuk, hogy mire tippeltek.

Ambustan: A Rokdk t6bb gdlt 16nek, mint a Farkasok. A Farkasok legaldbb
2 gélt 16nek.

Belizar: A meccs nem dontetlennel ér véget. A Rékak 1 golt fognak 16ni.

Ciporjan: A meccsen a gy6ztes két géllal fog nyerni. A félidében a Farkasok
allnak majd nyerésre.

Dezmér: A Farkasok nem 16nek gélt. A Rékak nyerik a mérkozést.

Ekese: A mésodik félidében a Rokak kétszer annyi gélt riagnak, mint a Farka-
sok. A mérkézés dontetlennel zarul.

Tudjuk, hogy mindenkinek egy igaz allitasa lett, és egy hamis, és nem volt
ongol. Mi lett a mérkézés végeredménye?

*

Bekiildési hatarid6: 2018. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1448-1454.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1448. Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan:

2
[ 017] + {2018} — 230,
x r+1

ahol [a] az a szdm egészrésze.

Javasolta: Tatdr Zsuzsanna Mdria (Fels6god)
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C. 1449. Egy egységsugaru korbe szabalyos nyolc- K
agu csillagot irtunk az dbran lathaté moédon. Mekkora M N
a csillag keriilete? AN

Feladatok mindenkinek W

C. 1450. Hatarozzuk meg, hogy mely n > 3 esetén igaz az n alapu szamrend-
szerben a kovetkezd allitas: pontosan akkor oszthaté egy szdm 3-mal, ha szamje-
gyeinek Osszege oszthatd 3-mal.

C. 1451. Hol metszi az = tengelyt az y = x|x| — 22 + 3 egyenletii gérbe? Hol,
milyen és mekkora lokélis szélséértékei vannak?

C. 1452. Egy 13 cm sugaru korbe irhaté trapézrdl tudjuk, hogy atléi a kor
kozéppontjatol 5 cm-re helyezkednek el. Legfeljebb mekkora lehet a trapéz teriilete?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1453. Egy 3 x 3-as racsnégyzet belsejébe esé tizenketto, egységnyi hosszu-
sagu racsszakasz koziil véletlenszertien megjeloliink négyet. Mekkora annak a valo-
szinlisége, hogy a megjelolt szakaszok legaldbb két részre bontjak a négyzetet?

C. 1454. Egy szalloda recepcidjan egymas mellé keriilt London és Moszkva
kiilsejében egyforma érija. Egy pok héldjat a két éra kismutatéja kozé feszitette
ki, majd helyet foglalt rajta tigy, hogy a rugalmasan megnyulé szal altal képzett
szakasznak mindvégig a felezOpontjaban tartézkodott. Milyen palyat ir le a pok
24 6ra alatt? (London és Moszkva kozott az idéeltolédés 3 éra.)

Moszkva London

*

Bekiildési hatarid6: 2018. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Néhanyan a 2016—2017-es tanév legszorgalmasabb megoldéi koziil

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

5. sor:

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

5. sor:

546

8-9. évfolyam

Argay Zsolt 8.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Horvdth
Aniké 8.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Hervay Bence 8.0o. (Budapesti
Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) Tanner Norman 8.o. (Bonyhadi Petéfi
Sandor Evangélikus Gimn. és Koll.) Fekete Andrds Albert 8. 0. (Pécs, PTE Deak
Ferenc Gyak. Gimn. és Alt. Isk.).

Beke Csongor 9.0. (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Békési Péter
9.0. (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn.), Csikés Patrik 9.o. (Budapest XIV.
Keriileti Szent Istvdn Gimn.), Dedk Bence 9. o. (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.),
Fagszi Bulcsi 9.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.).

Garamvélgy: Istvdn Attila 9.0. (Kecskeméti Katona Jézsef Gimn.), Geretovszky
Anna 9. 0. (Szegedi Radndéti Miklds Kis. Gimn.), Horvdth Lili 9. o. (Gy6r, Kazinczy
Ferenc Gimn.), Kovdcs Fruzsina Ddra 9.o. (Csongradi Batsdnyi Jdnos Gimn.,
Szakgimn. és Koll.), Kis Kdroly 9.0. (Hajddszoboszl6, Hégyes Endre Gimn. és
Szki.).

Kozdk Aron 9.0. (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Marké Gdbor
9.0. (Gy6r, Révai Miklés Gimn. és Koll.), Molndr Bdlint 9.0. (Budapesti Fazekas
Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Nagy Ndndor 9.0. (Budapesti Fazekas Mihdly
Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Noszdly Aron 9.0. (Debreceni Fazekas Mihaly Gimn.).

Rusvai Miklés 9.o. (Jaszberény, Lehel Vezér Gimn.), Kozdk Andrds 9.o.
(Budapest, ELTE Apdczai Csere Jdnos Gyak. Gimn. és Koll.), Tiderenczl Ddniel
9.0. (Dunakeszi Radnéti Miklés Gimn.), Tubak Ddniel 9.0. (Szegedi Radnéti
Miklés Kis. Gimn.), Szakdll Lili 9. 0. (Révkomdrom, Selye Jdnos Gimn.).

9-11. évfolyam

Pdcsonyi Péter 9.o. (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn.), Weisz Mdté 9.o.
(Szegedi Radndti Miklés Kis. Gimn.), Bukor Benedek 10.0. (Révkomarom, Selye
Jénos Gimn.), Debreczeni Tibor 10.0. (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter
Gimn.), Dobdk Ddniel 10.0. (Budapest V. Keriileti Estvos Jézsef Gimn.).

Elek Péter 10.0. (Debreceni Reformatus Koll. Déczy Gimn.), Fiildp Anna Tdcia
10. 0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Klucka Vivien 10.o0.
(Révkomdrom, Selye Jdnos Gimn.), Konddkor Mdrk 10.0. (Budapesti Fazekas
Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Magyar Rébert Attila 10. 0. (Eger, Dob6 Istvan
Gimn.).

Morvai Orsolya 10.0. (Révkomérom, Selye Jénos Gimn.), Marké Anna Erzsébet
10.0. (Révkomdrom, Selye Jdnos Gimn.), Matolcsi Ddvid 10.0. (Budapesti
Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Molndr Istvin 10.0. (Békéscsabai
Széchenyi Istvan Két Tanitdsi Nyelvli Kézgazdasdgi Szki. és Koll.), Molndr Mdtyds
10. 0. (Révkomdrom, Selye Janos Gimn.).

Olosz Adél 10.0. (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn., Szakgimn. és Ovoda)7 Sadr
Patrik 10. 0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), T'dfalusi Addm
10. 0. (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.), Schrettner Jakab 10. 0. (Szegedi Radndéti
Miklés Kis. Gimn.), Szabé Kristéf 10.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt.
Isk. és Gimn.).

Agdcs Katinka 11.0. (Szolnok, Varga Katalin Gimn.), Barték Imre 11.o.
(Debreceni Reformétus Koll. Déczy Gimn.), Csuha Boglirka 11.0. (Keszthelyi
Vajda Jdnos Gimn.), Dardczi Sdndor 11.0. (Nyiregyhdzi Kridy Gyula Gimn.)
Débriontei Ddvid Bence 11.0. (Pépa, Tiirr Istvdn Gimn. és Koll.).
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1. sor:

2. sor:
3. sor:
4. sor:

5. sor:

1. sor:
2. sor:
3. sor:

4. sor:

5. sor:

11-12. évfolyam

Edes Lili 11. 0. (Révkomarom, Selye Janos Gimn.), Egri Mdté 11. 0. (Szombathely,
Nyugat-magyarorszagi Egyetem Bolyai Janos Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Gdspdr
Attila 11.0. (Miskole, Foldes Ferenc Gimn.), Illyés Andrds 11.o0. (Budapest,
Piarista Gimn.), Fekete Baldzs Attila 11. 0. (Pécsi LeSwey Klara Gimn.).

Keresztfalvi Bdlint 11.0. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.),
Kovdes Tamds 11.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Krasznai Anna 11.o.
(Keszthelyi Vajda Janos Gimn.), Lakatos Addm 11.0. (Budapesti Fazekas Mihdly
Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Magyar Bogldrka 11.0. (Véc, Boronkay Gyorgy Miszaki
Szki., Gimn. és Koll.).

Marozsdk Tdébids 11.0. (Budapest, Obudai Arpad Gimn.), Németh Baldzs 11.o.
(Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Pdhoki Tamds 11.o0.
(Pécsi Ledwey Kldra Gimn.), Németh Csilla Mdrta 11.0. (Budapest, Puskds
Tivadar Tévkozlési Technikum Infokommunikdciés Szki.), Pszota Mdté 11.o.
(Révkomarom, Selye Jdnos Gimn.).

Rittgasszer Akos 11.0. (Budapest, Békésmegyeri Veres Péter Gimn.), Simon
Ddniel Gdbor 11.0. (Kecskeméti Banyai Jilia Gimn.), Szakdly Marcell 11.o.
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Szécsényi Ndndor 11.o.
(Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Szemerédi Levente 11.0. (Szegedi Radnéti
Miklés Kis. Gimn.).

Szilagyi Eva 11.o0. (T:Ijvidék7 Jovan Jovanovié¢ Zmaj Gimn.), Vankd Miléna 11.o0.
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Varga-Umbrich Eszter 11.o0.
(Pépai Reformdtus Koll. Gimn.), Wolff Vilmos 11.0. (Budapest, Békdsmegyeri
Veres Péter Gimn.), Andd Angelika 12. 0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.).

12. évfolyam

Baran Zsuzsanna (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.), Borbényi Mdrton
(Kaposvéari Tancsics Mihdly Gimn.), Csahdk Timea (Budapest, Németh L&szlé
Gimn.), Ardai Istvdn Tamds (Budapest, Badr-Madas Reformdtus Gimn., Alt. Isk.
és Koll.), Cseh Kristdf (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.).

Csenger Géza (Révkomérom, Selye Jdnos Gimn.), Fehér Szilveszter (Budapest,
Obudai Gimn.), Kldsz Viktéria (Pécs, Koch Valéria Gimn., Alt. Isk., Ovoda, Koll.
és Pedagégiai Intézet), Jvdn Baldzs (Fonydéd, Matyds Kirdly Gimn.), Jakus Baldzs
Istvdn (Budapest, Badr-Madas Reformétus Gimn., Alt. Isk. és Koll.).

Kormdnyos Hanna Rebeka (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Kovdcs Benedek
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Kovdcs Péter Tamds
(Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn.), Kévdri Péter Viktor (Debreceni Fazekas
Mihdly Gimn.), Kocsis Julia (Dunakeszi Radnéti Miklés Gimn.).

Nagy Olivér (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn.), Lajké Kdlmdn (Szegedi Radnéti
Miklés Kis. Gimn.), Sallai Krisztina (Mez8kovéacshdza, Békés Megyei Hunyadi
Jénos Gimn., Specidlis Szakisk. és Koll.), Schrettner Bdlint (Szegedi Radnéti
Miklés Kis. Gimn.), Schefler Barna (Szatmarnémeti, Hdm Jdnos Rém. Kat.
Teolégiai Liceum).

Szentivanszki Soma (Pécsi Lebwey Klara Gimn.), Tdth Viktor (Kaposvéri
Téncsics Mihdly Gimn.), Vdrkonyi Dorka (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.),
Vili Benedek (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Williams Kada (Szegedi
Radnéti Miklés Kis. Gimn.).
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(4912-4920.)

B. 4912. Bizonyitsuk be, hogy az 522 — 4y? = 2017 egyenletnek nincs egész
megoldasa.

(3 pont)

B. 4913. Az ABCD hurnégyszog A cstcsanal fekvo szogét az AC 4tl6 felezi.
Jeloljiik ki az AD oldal D-n tili meghosszabbitisén az E pontot. Mutassuk meg,
hogy CE = C A akkor és csak akkor teljesiil, ha DE = AB.

(3 pont) (Bolgdr feladat)

B. 4914. Legyen p(z) olyan egész egyiitthatds polinom, amely négy kiilonb6z6
egész helyen is a 2000 értéket veszi fel.

a) Igazoljuk, hogy nincs olyan xo egész szdm, amelyre p(xg) = 2017.

b) Adjunk meg olyan (a fenti feltételnek megfeleld) p(x) polinomot és x1 egész
szdmot, amelyre p(x1) = 2018 teljesiil.
(4 pont)

B. 4915. Adottak az Ay, As, Az, Ay, As és P altaldnos helyzetii pontok
a sikon. Jelolje k; azt a szdmot, ahdnyféleképpen az Ay, Ao, Az, Ay, A5 pontok koziil
kivalaszthatoé ¢ darab ugy, hogy a kivalasztott pontok konvex burka tartalmazza
P-t. Mutassuk meg, hogy k3 = ky.

(5 pont)

B. 4916. A térbeli derékszogli koordindtarendszerben rogzitsiik a P(a,b, ¢)
pontot, ahol a,b, ¢ > 0. Az origbt jelolje O. Egy P-re illeszked6 S sik messe a koor-
dindtatengelyeket a pozitiv felikkre es6 X, Y és Z pontokban. Mutassuk meg,
hogy az OXY Z tetraéder térfogata pontosan akkor minimalis, ha P az XY ZA
stulypontja.

(4 pont)

B. 4917. Hatdrozzuk meg az Gsszes olyan f: (R\ {0,1}) — R fiiggvényt,
amely teljesiti a kovetkezd Osszefiiggést:

() oo(its) o 2
T 1—=x T

(5 pont) Javasolta: Kovdcs Béla (Szatmarnémeti)

B. 4918. Mutassuk meg, hogy M darab (M > 2) térbeli egységvektorbdl ki
lehet valasztani M — 1 olyat, amelyek Osszegének hossza legaldbb egységnyi.

(5 pont)
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B. 4919. Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja I, a beirt kor a BC,
CA, illetve AB oldalakat rendre az A1, By, illetve C pontokban érinti. Az AB és
A1 B egyenesek a K pontban metszik egymaést. Mutassuk meg, hogy a K kozép-
pontu, Ci-en dtmend kornek, az AC1 1B, deltoid beirt korének, valamint a BA11C
deltoid beirt korének van egy kozos érintGje, ami atmegy a C ponton.

(6 pont)
B. 4920. Hanyféleképpen lehet 1 x 2-es domindkkal atfedés és hézag nélkiil

lefedni a 8 x 8-as sakktdbla koriil felvett 2 egység szélességil szegélyt? (Az dbrdn
lathaté két lefedést kiilonbozonek tekintjiik.)

(6 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

*

Bekiildési hatarid6: 2018. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(710-712.)

A. 710. Mely n-re lehet felbontani egy szabdlyos n-szoget véges sok harom-
szogre ugy, hogy semelyik két haromszognek ne legyen kozos oldala?

(2017. évi Schweitzer-feladat nyomdn)
A. T11. Melyek azok az (m,n) parok, amelyekhez létezik olyan f: R? — R?
injektiv fiiggvény, hogy minden szabdalyos m-szog f-nél vett képe szabélyos n-szog

legyen? (Itt m,n > 3, és szabdlyos N-szog alatt a zart torottvonalat értjiik, nem a
zart sokszoglemezt.)

Javasolta: Sutanay Bhattacharya (Bishnupur, India)
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A. 712. Egy pozitiv valés szdmokbdl &llé szigorian monoton novekvo
ay,as, ... sorozatot torpének neveziink, ha tetszoleges ¢ > 0-hoz megadhaté N,
melyre a,, < cn all fenn n =N, N +1,... esetén. Tovabba azt mondjuk, hogy a,,
sipka, ha 1 <i<n—1esetén ap_; + any; < 2a4,.

Igaz-e, hogy minden torpe sorozatnak végtelen sok sipkaja van?

Bekiildési hatarid6: 2018. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Informatikabdl kittizott feladatok

1. 442 (E) Ziimike, a kedves konyhalégy, és Ati bacsi, a gazda idénként
ild6z6s jatékot jatszanak. A jaték igy indul, hogy miutdn Ziimike leszallt a konyha-
asztalra, addig billegeti a szarnyait, amig Ati bacsi el0 nem veszi a légycsapdt.
Amint Ziimike meglétja a felé kozeledd 1égycsapdt, felszall, és addig repdes dssze-
vissza a konyhaban, amig Ati bédcsi el nem vesziti a nyoma&t. Ilyenkor Ziimike
valahova leszéll, és varja, hogy Ati bacsi djra megtalalja. A jaték rendszerint Ggy
ér véget, hogy Ati bacsi megunja a keresést és elteszi a 1égycsapot.

Egyik alkalommal Maci, a sarokban lako keresztespok feljegyezte a jaték mene-
tét: egy hosszu pokfondlra masodpercenként 0-t vagy 1-et irt. 0-t akkor, ha az adott
masodperc elején Ziimike pihent, 1-et, ha repiilt. A rogzitett adatokat a naplo.txt
fajl tartalmazza. Olvassuk be a f4jl adatait, és valaszoljunk az aldbbi kérdésekre
(a szdmozdst minden esetben kezdjiik 1-t6l):

1. Hény alkalommal sz&llt fel Ziimike?
2. Hany percig tartott dsszesen a jaték?

3. A jaték sordn hany masodpercet repiilt Ziimike 6sszesen? Mennyi ideig tartott
atlagosan egy repiilés? Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve irassuk Kki.

4. Néha Ziimike akkor is megijedt és felszallt, amikor Ati bacsi nem volt a kozelé-
ben. Ilyenkor legfeljebb 3 masodpercet toltott a levegében, egyébként azonban
joval tobbet. Hany ,téves riasztasa” volt Ziimikének?

5. Hanyadik mésodpercben kezd6dott és milyen hosszi volt Ziimike leghosszabb
ideig tarto repiilése? Ha tobb ilyen is volt, mindegyiket jelenitsiik meg.

6. Ziimike ,sikernek” érzi, ha két repiilési szakasz kozott tobbet tudott elrejtézve
pihenni, mint a két repiilési szakasz idétartama (kiilon-kiilén). Hényadik ma-
sodperceben kezdédott a legrovidebb ,siker”? (Feltételezhetjiik, hogy legfeljebb
egy megoldds van.)

7. Ati bécsi ,, j6 sorozatnak” tartja, ha sikeriilt elérnie, hogy Ziimike egymast
kovetd levegbben toltott idészakai egyre hosszabbak legyenek. Melyik masod-
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percben kezdédott, és hédny taghdl llt a leghosszabb ,, jé sorozat”? (Feltételez-
hetjiik, hogy egy megoldds van.)

8. Készitsiink sorrend.txt néven szévegfajlt, amelybe soronként kiirjuk Ziimike
repiilésének idétartamait névekvéen rendezve, és mindegyik mellett

6ra:perc:masodperc - Oéra:perc:masodperc
alakban feltiintetjiik, hogy az a jaték sordn mikor kezdddott, illetve fejezd-

dott be. Ha egy adott id6tartamhoz tobb alkalom is tartozik, akkor mindegyi-
ket tiintessiik fel egy-egy szdkozzel elvéilasztva.

Bekiildendd egy i442.zip tomoritett allomdnyban a program forrdskddja és
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrasidllomany melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

Letolthetd fajl: naplo.txt

1. 443. Bergengécidban a kiraly — érezve, hogy megoregszik — megajandékozna
egy vagy tobb fidt adott Osszértékii kincseivel. Egyik kincsesladdjabdl legfeljebb
hérom kiilonb6z6 értékl targyat valasztana, igy egyenlé ajandékokkal biztos nem
lepi meg harom deli fidt. A kiraly mar régéta gondolkodik ezen, igy kitalalta, hogy
pontosan hany tallér értékben fog ajandékozni, se tobbel, se kevesebbel. Ha ezt
nem lehet pontosan megvaldsitani, akkor inkabb lemond az ajandékozasrol.

A kincstarnok pontosan feljegyezte, hogy a ldddban 10 kiilénb6z6, ismert ér-
tékll aranytargy van. Segitsiink a kincstarnoknak egy téblazatkezelo segitségével
az elosztasban. Készitsiink tablazatot, amelybe ha beirjuk a kiraly altal elosztando
targyak Osszértékét tallérban, és a ladaban 1évé 10 aranytargy értékét, akkor meg-
adja, hogy elvégezhet6-e az elosztas, és ha igen, akkor hogyan. A megoldasban
sajat fiiggvény vagy makré nem hasznalhaté. Munkénkat 1443 néven mentsiik el
a tablazatkezeld alapértelmezett formatumaban.

Alakitsuk ki a minta szerinti A B C D B \
tablazatszerkezetet. Segédszamitasokat 1301 | |egyedui|Ketten| Harman /
az E oszloptdl jobbra végezhetiink, ame- 2 1300 |1100 200
lyek értelmezését feliratokkal segitsiik. L2 I /
A megoldas soran képletet, fiiggvényt, Targyak
hivatkozast hasznaljunk, hogy a kiraly a | érteke /
altal meghatdrozott Osszeg és a lada 5] 1 |
kincseinek valtozasat a megoldas ko- 3 ;—; /
vesse. s 100 | (

Az Al celldba, a kirdly paran- 9| 161
csanak megfeleléen, az elosztandd tar- 10 189 (
gyak Osszes értékét tallérban frjuk be. 11| 200 |
Alatta soroljuk fel a kincsesladdban 12] 300 |
1évé aranytargyak értékét. 131 378 §

14 412

A C2:E2 tartoméany celldiban jele- 15

nitsitk meg, hogy egy, ketté vagy ha- A AN ANV AN AN AP MNP AN

rom targy ajandékozasakor milyen ér-
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téki ékszereket kell a 1adabdl kivenni. Ha valamelyik elosztas nem valésithatd meg,
akkor a cella iiresen jelenjen meg, kiilonben a tallérban értendé értékeket székozzel
valasszuk el.

Bekiildendd egy tomoritett 1443.zip alloményban a tablazatkezel munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentécié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezel6 neve, verzidszama.

I. 444. A szédmok szorzasara hasznalt gelosia-mddszer vagy rdcsos mddszer
el6szor Indidban, Perzsidban, Kindban és az arab kulturkorben jelent meg. Euro-
paban a XIV. szdzad elején valt ismertté, nevét a korai olasz épitészet geometrikus,
osztott racsos ablakkereteinek nevébdl kapta.

Az aldbbi dbran az 1234567 8907654 321 = 9449778926 352 690 szorzat meg-
hatarozasat latjuk gelosia-mddszerrel:

00009449778926352690

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 2 3 4 4 5 6 0
0 0 7
7 4 1 8 5 2 9 6 3 0
9 9 0 1 1 2 3 3 4 4 5 0 6
6 2 8 4 0 6 2 8 4 0
0 1 1 2 2 3 3 4 4 0
14 4 5
5 0 5 0 5 0 5 0 5 0
14 s 0 0 1 1 2 2 2 3 3 0 s
4 8 2 6 0 4 8 2 6 0
0 0 0 1 1 1 2 2 2 0
29 9 3
3 6 9 2 5 8 1 4 7 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
37 7 2
2 4 6 8 0 2 4 6 8 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
27 7 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
8 9 2 6 3 5 2 6 9 0
58 39 52 36 23 25 22 16 9 0

A médszer lényege a kovetkezd. Elhelyezziik vizszintesen (balrdl jobbra ha-
ladva) a szorzandét, fiiggblegesen (feliilrdl lefelé haladva) a szorzét, majd kiegészit-
jik az dbrat fliggéleges és vizszintes vonalakkal a mintdnak megfelelen. fgy egy
maétrixot kapunk. A matrix celldit az atlék meghizasaval az abranak megfeleléen
felosztjuk.
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A matrix minden egyes mez0jébe beirjuk a hozz4 tartozé oszlop és sor szorzatéat
gy, hogy az egyeseket az also, a tizeseket a fels6 haromszogbe irjuk.

A kovetkezo 1épésben atlénként 6sszeadjuk az dtlékon elhelyezkedd szamokat.
Ezt a matrix mentén, a jobb alsé saroktél kezdve a bal fels¢ sarok felé haladva
végezziik. Az Osszeg utolsé jegyét a matrix mellé irjuk, a tobbi jegybél képezett
szamot pedig a kovetkezd atlos Osszeghez adjuk hozza.

A szorzatot a matrix mentén a bal felsé sarokbdl indulva a jobb alsé sarok felé
haladva olvashatjuk le.

Készitsiink tablazatkezelovel tablazatot vagy irjunk programot, amely két, leg-
feljebb 10 jegyii szamot a fenti eljarassal 6sszeszoroz. Mindkét esetben gondoskod-
junk a mddszer szemléltetésére a fenti abranak megfelel6 megjelenitésérdl is!

Bekiildendd egy 1444 .zip témoritett Allomanyban a program forraskédja vagy
a munkafiizet, tovdbba program esetén a dokumentécid, amely tartalmazza, hogy
a forrdsallomany melyik fejlesztoi kornyezetben fordithato.

I/S. 22. Egy N hosszusagu, egységnégyzetekbdl 4ll6 szalagon korongok he-
lyezkednek el. Minden korong egy-egy négyzetben van, ugyanakkor egy négyzetben
legfoljebb egy korong taldlhatd, vagy a négyzet iires. A szalag elsé P négyzeté-
ben piros korongok taldlhaték, mig utolsé K négyzetében kékek. Célunk az, hogy
a piros, valamint a kék korongokat a szalag t6liik tavolabbi végéhez sorakoztassuk
fol. Akkor teljesitettiik a feladatunkat, ha a szalag elsé K szamu négyzetében kék,
az utolsé P szamu négyzetében piros korong talalhaté.

A korongokkal kétféle mozgatdst tudunk végezni barmelyik iranyba. Az egyik
lehet6ség, hogy egy koronggal a szomszédos iires négyzetre 1épiink. A mésik le-
het6ség, hogy egy koronggal a szomszédos korongon at a kovetkez6 szomszédos,
iires mezére ugrunk. Tébb korongot vagy iires négyzetet nem lehet dtugrani, de
barmelyik korong dtugorhatja barmelyik masikat fiiggetleniil a szinétol.

Készitsiink programot, amely megadja, hogy legkevesebb hany mozgassal tel-
jesithetjiik a célt, amely mindig teljesithet. A program standard bemenete az IV,
K és P egészek. A program standard kimenete egy sorban a sziikséges legkevesebb
mozgdasok, majd azon beliil az ugrasok és a lépések szama.

Példdk:
Bemenet Kimenet
311 312
6 2 2 10 6 4

Korldtok: 1 < P < P+ K < N < 1000.

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphatd arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes ki-
menetet ad 1 masodperc futdsidé alatt. Részpontszam kaphat6 arra a programra,
amely csak NV < 10, N < 30, N < 100 értékek esetén ad helyes eredményt 1 ma-
sodpercen beliil.

Bekiildendo6 egy is22.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.
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S. 121. Egy N x M-es négyzethdld mezdire pozitiv egész szamokat irtunk 1-t61
6-ig. A bal fels6 négyzeten elhelyeztiink egy kockat, amelynek oldalaira szintén egy-
egy pozitiv egész szamot irhatunk 1-t0l 6-ig. A négyzethalé négyzetei és a kocka
oldalai azonos méretiiek, a kocka barmely lapja pontosan a négyzethal6 négyzetére
illeszkedik. A kockét el kell juttatni a négyzethdld jobb alsé sarkdba a kovetkezd
két miivelet megfeleld sorrendben torténé tébbszori alkalmazasaval:

1. Az 4all6 kocka a négyzethaléra merdleges forgastengelye koriil derékszogben
(akdr tobbszor is) elforgathato.

2. A kocka az egyik négyzethalén fekvé éle koriil derékszogben elforgathaté gy,
hogy egy masik lapjan &lljon, de csak akkor, ha azonos szamok keriilnek
egymasra.

Tehat a kocka minden helyzetében — induldskor is — olyan lapon &all, amelynek
szama egyezik annak a négyzetnek a szamaval, amelyen all. A négyzethal6 négyze-
tein talalhatd szamok ismeretében adjuk meg, hogy milyen szamokat irjunk a kocka
lapjaira, hogy az eljusson a jobb alsé négyzetre.

A program standard bemenete N és M, majd a kovetkezd N sor mindegyi-
kében M darab szdm van 1-t6l 6-ig, amelyek a négyzethdlé szdmai. A program
standard kimenete vagy 0, ha nem létezik megfeleld feliratozés a kockara, vagy
a kockan szerepld szamok. A kezd6 helyzetben all6 kocka oldalain az alsé, a felsd,
majd rendre a négy egyméshoz csatlakozo6 oldalan 1év6 szamokat adjuk meg. Tobb
megoldas esetén elegend6 egy alkalmas feliratozast megadni.

Példa bemenet Példa kimenet
4 5 134624
12314

53635

34114

34364

Korldtok: 1 < N, M < 100.

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futdsidé alatt. Részpontszam kaphatd arra a programra,
amely csak kisebb N, M érték esetén ad helyes eredményt 1 mésodpercen beliil.

Bekiildend6 egy s121.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. januar 10.

%
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Minden nagy teljesitmény mogott ott all
egy kivalé tanar
Budapest, 2017. november 29.

Idén tizenhetedik alkalommal adtdk &t a Ratz Tanar Ur Eletmﬁdijat, amelyet
ez alkalommal nyolc kivalé pedagégusnak itéltek, akik palydjuk soran orszagszerte
szamos tehetséges didk fejlodésére és késobbi szakmai karrierjére voltak meghaté-
rozé hatéssal. A dijazottak ahhoz a 120 tandrhoz csatlakoznak, akik az elmult 16 év-
ben kaptédk meg az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft SE és a Richter Gedeon
Nyrt. altal alapitott elismerést. A Ratz Tanar Ur Eletmﬁdijat az iskolak 5-12.
évfolyamain matematikat, fizikat, bioldgiat vagy kémiat tanité tandroknak itélik
oda, akik tantargyaik népszerisitésében és a tehetséggondozas teriiletén maradan-
dot alkottak. A dijakat a Magyar Tudoményos Akadémia disztermében rendezett
iinnepségen adtak &t.

A dij célja, hogy hozzajaruljon a tanari munka erkolcsi és anyagi elismerésé-
hez, egyben példat mutasson a gazdasagi szereploknek, hogy lehet6ségeikhez mér-
ten tamogassdk az oktatast, mert az igazi befektetés a magyar gazdasag szdmara
a tudasban rejlik.

A Rétz Tandr Ur Eletmiidijban részesiilt szakemberek az orszég kiilonbozd
pontjain talalhato, kiilonb6z6 adottsagokkal, lehetoségekkel rendelkez6 iskolakban
tanitanak. Eletmiiviikben azonban kozos, hogy a realtantargyak oktatasi szinvo-
naldnak emeléséért dolgoznak, didkjaik sikeresen szerepelnek orszagos tudomanyos
versenyeken és az oktatds mellett gyakran tankonyvek, szakmai folyéiratok szerzoi.
A tehetséggondozas mellett torekednek a természettudoményos tuddst nem csak
a legjobbakkal, hanem valamennyi didkjukkal elsajatittatni és széles latékorrel ren-
delkez6 feln6tteket nevelni.

A dijat 2000-ben alapitotta a természettudomanyos oktatds tdmogatdsaban
elkotelezett harom véllalat, az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft SE és a Richter
Gedeon Nyrt. A dij a XX. szdzad egyik legnagyobb tandregyéniségének, a Fasori
Evangélikus Gimnézium matematika-fizika tanaranak, Ratz Léaszlonak is emléket
allit. Ratz tanar ur szdmos vildghiri tuddést — tobbek kozétt Neumann Janost,
Wigner Jen6t és Harsanyi Janost — inditott el a palyajan.

A dijat a harom véllalat altal alapitott Alapitvany a Magyar Természettudo-
manyos Oktatasért kuratériuma itéli oda azzal a mottoval, ,Hogy ne csak a vilag-
hirti tudésok, hanem tanaraik nevét is megismerjiik ...”.

Az idei dijazottak didkjai vezetd egyetemeken és vallalatoknal dolgoznak, van-
nak koztiik egyetemi tanarok, tanszékvezeték és akadémikusok is.

A Réatz Tanar Ur Eletmﬁdijban 2017-ben az alabbi tanarok részesiiltek:
Kémisbél Dancsé Eva és Dr. Antal-Szalmas Lajosné;

Biolégidbdl Gal Béla és Zatonyi Szilard;
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Matematikabdl Dr. Mezei Istvan és Egyed Laszlé;
Fizikabol Dr. Pilath Karoly és Mester Andras.

Bemutatjuk a matematika, illetve a fizika teriiletén dijazott tanarokat.
Matematika

Dr. Mezei Istvant: 1969-t6l 2017-ig az ELTE TTK Analizis Tanszékén
dolgozott tanarsegédként, majd adjunktusként. Egyetemi &lldsa mellett 1987-t61
2017-ig az Obudai Arpad Gimnazium éraadé tandra volt. Rendszeresen foglalkozott
a specidlis figyelmet igényld, igy a kiemelkedGen tehetséges tanuldkkal is. Sok didkja
jutott be a nemzetkozi didkolimpia, az OKTYV és a kiilonb6z6 orszagos versenyek
dontéibe. Ugyanekkor senkit nem hagyott az ,it szélén”, mindig torekedett arra,
hogy a nehezebben haladdkat egyéni mddszerekkel zérkdztassa fel a kozosséghez.
Mezei Istvan azéta — Somfai Zsuzsa szavaival élve — ,a felh6 szélén iilve tekint le
rank”, 2017. november 4-én elhunyt. Eletérél sz6lé rovidfilm itt tekinthetd meg:
https://vimeo.com/244335129.

Egyed Laszlo: 1987-ben végzett a szegedi Joézsef Attila Tudoméanyegye-
tem matematika—fizika tanari szakan. 1988 augusztusatdl a bajai III. Béla Gim-
nazium matematika és fizika szakos tandra, 1994-t6l a matematikai munkako-
z0sség vezetGje. Munkéjat az elhivatottsag, a didkok tisztelete és szeretete, va-
lamint kivételes szakmai igényesség jellemzi. Tanitasat sodrd lendiilettel, szines
el6adasokkal fliszerezve végzi. A tanar Urrdl szélé rovidfilm itt tekintheté meg:
https://vimeo.com/244072145.

Fizika

Dr. Pilath Karoly: 1979-ben kémia-fizika, 2005-ben informatika szakos ko-
zépiskolai tanéri oklevelet szerzett. Kezdetben fejlesztémérnokként dolgozott, ek-
kor fejlesztette ki azt az oszcilloszképot, amelynek kijelzéje egy kozonséges televizid
volt, igy azt egy teljes osztaly jol lathatta. Tanarként 1997-t6] a budapesti Balassi
Balint Nyolcévfolyamos Gimnaziumban fizikat és informatikat tanitott. 2005-t61
az ELTE Trefort Agoston Gyakorlé Gimnaziumban oktat. A tanar urat bemutatd
rovidfilm itt tekintheté meg: https://vimeo.com/244074725.

Mester Andras: matematika—fizika szakos kozépiskolai tanar. Kozépiskolai
tandrként Miskolcon a Zrinyi Ilona Gimnéziumban (1978-1982), a Blathy Ott6 Vil-
lamosipari Szakkozépiskoldban (1988-1992) és a Didsgy6ri Gimnéziumban (1992
2015) tevékenykedett, illetve 2002—2011 k6zott Miskolcon a Vérosi Pedagégiai Inté-
zet fizika szaktandcsaddja volt. 2015 decembere éta nyugallomdnyban van. Pélyéja
soran olyan kozépiskolakban tanitott, ahol a versenyeredményekben megmutat-
kozé fizikatanitasra kevés esély volt, igy inkabb a gyakorlatcentrikus oktatasra és
az innovaciéra koncentralt. A tanar urat bemutaté rovidfilm itt tekintheté meg:
https://vimeo.com/244077545.
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintii fizika érettségire

Tesztfeladatok™

1. Viélasszuk ki a mondat helyes befejezését! Gay-Lussac torvénye szerint
az idedlis gaz térfogata és hémérséklete egyenesen aranyos, ha a gaz

A) hémérséklete és nyomdsa dllando;

B) térfogata és témege dllandd;

(') nyomésa és anyagmennyisége allando;

D) anyagmennyisége, részecskeszama és tomege allando.

2. Tankonyvekben is megtalalhaté a viz melegitését abrazolé grafikon. A gra-
fikon (1. dbra) @ tengellyel parhuzamos szakasza azt mutatja, hogy forrds kozben
a homérséklet nem valtozik.

t [°C]

100
/

1. dbra 2. abra

Egy kisérlet ennek ellentmondani latszik (2. dbra). Csavarjunk egy darabka
jégre drétot, és dobjuk be egy hideg vizzel toltott kémesébe! A dréttal terhelt jég a
kémcs6 aljara siillyed. Tartsuk a kémcesovet kissé megdontve, és melegitsiik a felsé
részét Bunsen-ldnggal! A feliil levé vizmennyiség hamarosan forrni kezd anélkiil,
hogy az alul levé jégdarab megolvadna. Mi az ellentmondas feloldasa?

A) Rossz a grafikon.

B) A grafikon nem veszi figyelembe, hogy a viz rossz hévezeto.

C) A fenti kisérlet csak a fantdzia sziileménye, nem végezhet§ el.

D) A viz als6 vége is 100°C-os, de a nagy nyomds miatt a jég ezen a hémér-
sékleten nem olvad meg.

* A valaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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3. Egy pontszeri test sturlédasmentesen csiszik le
az dbrdn lathaté két azonos koriv alaki palyan. Melyik
pélyan ér le hamarabb, ha kezd&sebesség nélkiil indul?

A) Az (1)-es pélydn, mert végig nagyobb a helyzeti
energiaja.

B) A (2)-es palydn, mert ott nagyobb az atlagse-
bessége, a megtett 1t pedig azonos a két palyan.

C) A két id6 azonos, mert a végsebesség és a meg-
tett Gt azonos.

4. Egy (E-vel jelolt) els6kerék-meghajtési és egy (H-val jelolt) hétsokerék-
meghajtasu auté induldasat hasonlitjuk ossze. Vélasszuk ki az igaz allitast!
A) E-nek az eleje, H-nak a hétulja emelkedik meg egy kicsit.
B) Mindkét auténak a hitulja emelkedik meg egy kicsit.
) Mindkét auténak az eleje emelkedik meg egy kicsit.
) E-nek a hétulja, H-nak az eleje emelkedik meg egy kicsit.

C
D
5. Két egyforma kis sulyt azonos direkciés dllandoju befot-

1 Wi tesgumival felfiiggesztiink az dbrdn lathaté médokon. A felfiig-

gesztési pontokat Ugy rezgetjiik, hogy rezonancia j6jjon létre. Mit
tapasztalunk a két elrendezés f(1) és f(o) rezonanciafrekvencia-
janak aranyarol?
(1) A) fay =2f2), B) 2fuy = fe)»

C) fay=v2fa, D) vV2fa) = fa)
B (2)

6. Adott mennyiségii idedlis gazzal lejatsz6dd folyamatokrol szélnak az alabbi
allitasok. Valasszuk ki a hamisat!

A) Ha a géz nem vesz fel és nem ad le hét, akkor nem véltozik a bels energidja.

B) Ha nem véltozik a térfogata, akkor a bels§ energia megvaltozdsa egyenld
a felvett hovel.

C') Adiabatikus lehtilés sordn a gdzrészecskék atlagos mozgdsi energidja csok-

ken.
D) A gyakorlati életben lejatsz6d6 nagyon gyors folyamatok adiabatikusnak
tekinthetok.
7. Az dbran lathaté médon v sebességgel
P érkez6 m tomegl testek kb. mekkora sebességgel
" x haladnak tovabb rugalmatlan {itkézésiik utan?
ry— v 45 A) 2v; B) 1,2v;
m .

C) 0,9v; D) 1,5v.
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8. Ha egy fellégatott téglara tesziink egy papirlapot
és arra még egy téglat, a téglak kozé helyezett papirlapot
nem lehet kihdzni, mert a papir elszakad. Ha azonban
a felfiiggeszto fonalat elégetjiik, akkor elszakadés nélkiil
kihuzhatjuk a papirlapot. Miért?

A) Mert a leveg8ben mozgé testekre hat a légellen-
allas, az allokra nem.

B) Mert a tégldk és a papirlap kozotti nyugalmi
surlédési egytitthaté nagyobb, mint a csiszasi.

C') Mert a szabadon esd testek stlytalanok.

9. Egy digitalis mérlegre f6z6poharat te-
sziink, majd a mérleget bekapcsoljuk. Ezutan
vizet ontiink a f6z6poharba, majd szép lassan
egy cérndra fiiggesztett aluminiumhengert en-
gediink bele, de nem engedjiik le a pohar al-
jaig.

Mérjiik a mérleg altal mutatott értéket a bemeriilési mélység fiiggvényében.
Melyik abra mutatja helyesen a mérésiink eredményét?

—

bemeriilési mélység bemeriilési mélység

A) B)

N

bemeriilési mélység bemeriilési mélység

) D)

a mérleg altal
mutatott érték
a mérleg altal
mutatott érték

a mérleg altal
mutatott érték

a mérleg altal
mutatott érték

10. Az alédbbi definiciémegfogalmazasok koziil valasszuk ki a legpontosabbat!

A) Az elektromos térerésség a pozitiv prébatoltésre haté erd és a prébatoltés
hényadosa.
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B) Az elektromos fesziiltség az elektromos mezé dltal a pozitiv prébatoéltésen
végzett munkajanak és a préobatoltésnek a szorzata.

C) A mégneses indukcié a magneses mez6 altal a mérékeretre haté forgatd-
nyomatéknak, valamint a mérdkeret drama és feliilete szorzatanak a hanyadosa.

D) Egy mégneses mez&ben nyugvd felillet magneses fluxusa az egységnyi felii-
letet atdof6 indukciévonalak szama.

D 11. Ot kiilénbozé ellenallast huzalbdl az dbrdn
lathaté modon 6tszoget forrasztunk. Kivalasztunk
az Osszes lehetséges mddon két-két csiicsot, és mér-

B C jiik a két pont kozotti ellenallast. Méréssorozatunk-
nak melyik a legkisebb értéke?

12 13
A) 9% B) 5
14 15
A B

12. Az elektroméagneses hulldimokat hullaimhosszuk szerint névekvé6 sorrendbe
szeretnénk rakni. Valasszuk ki a helyes sorrendet!

A) Gamma-sugérzds, mikrohulldm, sérga fény, UV fény;

B) UV fény, sdrga fény, mikrohulldm, gamma-sugdrzss;

(') mikrohulldm, sérga fény, UV fény, gamma-sugérzds;

D) gamma-sugérzds, UV fény, sdrga fény, mikrohulldm.

13. Egy transzformator primer tekercsében idében egyenletesen névekvd dram
folyik. Milyen fesziiltséget kapunk a szekunder tekercsben?

A) Egyenletesen novekvét.

B) Idében &llanddt.

C) Ha a szekunder tekercs menetszdma kisebb a primer tekercsénél, akkor
egyenletesen csokkenét, ha nagyobb, akkor egyenletesen névekvot.

D) Szinuszosan véltozot.

14. Tekintsiik a kovetkez6 mértékegységeket: becquerel, elektronvolt, fényév,
hertz, sievert, tesla. Melyik két mértékegység fejezhetd ki SI alapegységekkel pon-
tosan azonos modon?

A) Elektronvolt és sievert; B) fényév és tesla,

C') becquerel és hertz; D) elektronvolt és tesla.

15. A fiiggllegesen beesé napsugarzas négyzetméterenként és méasodpercen-
ként atlagosan 1400 J energiat juttat a Foldre. Mennyivel néne emiatt a Fold
tomege masodpercenként, ha ezt az energidt a Fold mind elnyelné, és semennyit
sem sugarozna vissza?

A)Kb.200kg;  B)kb.20kg;  C)kb.2kg; D) kb. 20 dkg.
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Szamolasos feladatok

1. 2-10° Pa nyomést, 500 K hémérsékletii, 4,81 mol héliumgaz nyomasat
allandé térfogaton a felére csokkentjiik, majd allandé nyomds mellett a térfogatat
megduplazzuk.

a) Toltsiik ki a tabldzat hidnyzé celldit!

p [Paj V [m?] T [K]
1. allapot 2-10° 500
2. allapot
3. allapot

b) Abrézoljuk a folyamatot p—1' diagramon!
¢) Mennyi munkét végez a gdz a folyamat sordn?
d) Mennyi h6t vesz fel a gaz a folyamat sordn?

2. Egy kondenzatorral, egy 1 kQ-os ellenalldssal, egy 10 kQ2-o0s belsd ellenélldst
fesziiltségmérovel és egy univerzalis fesziiltségforrassal kisérleteztiink. A kondenzé-
tort és az ellenallast sorbakapcsolva a fesziiltségforrasra kotottiik.

a) Elészor egyenfesziiltségre kapcsoltuk, véletlenszertien beallitva fesziiltséget.
Ekkor a voltméro a kondenzator fesziiltségét 91 V-nak mérte, mikézben a konden-
zator 320 pC toltést kapott. Mekkora volt a bedllitott fesziiltség?

b) Mésodszor 230 V, 50 Hz vdltakozé fesziiltségre kapcsoltuk a kondenzator-
ellenallas rendszert. Mit mutatott ekkor a voltmér6 az ellenallas sarkaira kapcsolva?

3. Egy hagyomanyos WC-tartaly 6blitoviz-utantoltd szerkezete lathaté az db-
rdn. Az Gsz6 a gumitomitéssel nyitja és zarja a bedmldszelepet. Amikor az 6blits-
tartalyban csokken a vizszint, az 1sz6 leereszkedik, és ezzel megnyitja a bedmls-
szelepet. Ennek hatdsdra a tartaly megtelik vizzel, a viz felfelé nyomja az Uszot,
mig annak szogemeltytje a gumitomitést ra nem nyomja a szelep cstcséra, és ezzel
a viz bevezetését el nem zarja.

gumitomités

. . bebémlészelep
szogemeltyd <>

20 cm 4 cmf

vizvezeték
forgastengely

viz L J

A szelep akkor zdr, amikor a gumitémités 14 N erével szorul a szelephez.
Az Gsz6 tomege 2,5 dkg, térfogata 3 dl. Az emeltyli tomegétdl eltekinthetiink.
Az usz6 térfogatanak hany szazaléka meriil a vizbe, amikor a szelep bezér?
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4. Egy fizika irant érdekl6dd diak bicikliszerelés kozben a fék beallitasa sordn
a megporgetett kereket finoman befékezte, és kozben a kovetkezéket mérte. A kerék
100 1/min fordulatszdmmal porgott a fék behuzasakor, és 3 mdsodperc alatt &llt
meg az egyenletes fékezés kovetkeztében. A fékpofa és a kerék kozott a surlodasi
tényezé 0,35. A kerék tehetetlenségi nyomatéka 0,25 kgm?. A kerék sugara 35,5 cm.

a) Mekkora volt a kerék szogsebessége a fékezés megkezdése el6tt?

b) Hany fordulatot tett meg a kerék a fékezés alatt?

¢) Mekkora erd szoritotta a kerékhez a féket?

d) Mekkora volt a kerék kiilsé szélének gyorsuldsa a megéllds elétt 0,6 masod-
perccel?

Varga Balazs
God

Matematika és fizika tot6 megoldasa*

A telitaldlatos szelvény:

1,2,2, 1,X,2, X,2,1, 2,2,2, X,X.

A legtobb (13) taldlatot Argay Zsolt (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk.
és Gimn., 9. évf.), Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.,
10. évf.), Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.),
Marton Dénes (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.), Molndr
Balint (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.), Sadr Patrik
(Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.), Szabé Ddvid (Budapesti
Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.), és Szabd Kristdf (Budapesti Fazekas
M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.), érte el.

Az aldbbiakban révid dtmutatdst adunk a feladatok megolddsdhoz.

1. Az egyenletet 3-2™ = (n—1)(n+1) alakba irva, n — 1 és n+ 1 koziil az egyik
egy 2-hatvany, a masik pedig egy 2-hatvany haromszorosa, ez utébbit jelolje k. Ha
k = 3, akkor csak n —1 =1 és n+ 1 = 3 lehetséges, ekkor (n,m) = (2,0). Ha k = 6,
akkor n —1=4én+1=6, vagy n—1=06 és n+ 1 = 8. Két tjabb megoldast
kaptunk: (n,m) = (5,3); (7,4). Ha k = 3 - 2%, ahol t > 2, akkor 3 - 2! 4 2 oszthaté
2-vel, de nem oszthaté 4-gyel. Mivel azonban értéke nagyobb 2-nél, igy nem lehet
2-hatvany. Tehdt mas megoldas nincs.

2. A viz sebessége 20 centiméternyi esés utdn kb. 2 m/s lesz, a kifolydsi
sebességnél mintegy 33-szor nagyobb. Emiatt a vizsugar atmérdje v/ 33-szor kisebb,
mint a csap bels6é atméréje, kb. 2 mm nagysagu lesz.

*A kérdések az 542. oldalon taldlhatdk.
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A d atmér6jli vizsugar akkor szakadhat szét bizonyos h tavolsdgonként R su-
gard cseppekre, ha a csepp feliilete nem nagyobb, mint a ,,vizhenger” feliilete, ha-
téresetben éppen egyenl6 azzal:

AR?*m < drh,
mikozben a térfogat nem valtozik:
4R31  d?

Ebbdl a két egyenletbdl a csepp atmérdjére 2R = %d =3 mm adédik. Ez az érték
csak nagysagrendi becslésnek tekinthetd; a folyadék cseppekre szakaddsa meglehe-
tosen Osszetett, a fentebb leirtaknal sokkal bonyolultabb probléma.

3. A Héron-képletttel: tspc = v21-6-7-8 = 84. Mivel
PAU<« =180° — CAB«,

ezért a trigonometrikus teriiletképlet alapjdn tpay = tapc. Hasonldéan, trpg =
= tros = tapc. A kérdéses teriilet tehdt: tporsry = 152 +14% 4+ 132 4+ 4-84 = 926.

4. Az iireg (anyaghidny) tgy vehetd figyelembe, mint egy negativ tomegi,
kisebb gémb a tomor, homogén gdémb belsejében. Minél messzebb helyezkedik el
ez a negativ tomegli gbmb a forgastengelytol, anndl kisebb lesz az egész rendszer
tehetetlenségi nyomatéka.

5. Legyen p egy megfelel6 prim. Ekkor 1_ 0,zZ, ahol x egy r-jegyl rész,

2 pedig egy hétjegytt. Ekkor % — 2 =0,z. Ebbsl

10" _ z
p T a1

Rendezve: (107 — 1)10" = p(z + (107 — 1)z). Mivel p prim, ezért osztdja (107 — 1)-
nek vagy 10"-nek. Kénnyen lathato, hogy 93%289 = 3. 237, tehat p értéke 2, 5, 3,

4649 vagy 239 lehet. A 2, 3, és az 5 nem jo, a 239 igen.

6. A h =20 méter szintkiilonbségii mozgdlépcsén osszesen n = 80 1épcsé-
fok taldlhaté. Ha mindegyiken két m = 70 kg tomegli ember all (a gyakorlatban
ez nem szokott el6fordulni, de elvben elképzelhet8), akkor a felszdllitdsuk sordn
W = 2mghn ~ 2 MJ munkat kell végezzen a villanymotor. A mozgdlépcsé sebes-
sége hozzavetblegesen 1 m/s, tehdt ¢ & 40 s alatt érnek fel az emberek. A sziikséges
teljesftmény becsiilt értéke: P = W/t = 50 kW. (A becslés sordn nem vettiik figye-
lembe a surlédaési veszteségeket és a motor 1-nél kisebb hatasfokat, viszont a lépcsén
egyszerre elféré emberek szamdt és ossztomegét feltehetéen tiilbecsiiltiik.)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/9 567



ﬁ} 2017.12.5 — 21:13 — 568. oldal — 52. lap Ko6Mal, 2017. december gf

— P

7. Helyezziik el az oldalakat az dbra sze-

b ¢ rint. Legyen CP 1 OP. Ekkor OP = DC/2 =
= 7/2. A Pitagorasz-tételt felirva az OPC és
a BPC derékszogl haromszogekre:
CP?*=0C?-0P? ¢ CP?=DBC?*-PB
A r B
o P Felhasznélva, hogy OC = OB = r, OP = 7/2,
20 20 BC =20¢és OB — OP = PB, kapjuk, hogy
. 2 —(7/2)° = 20% — (r — 7/2)°.

Ebbdl r = 16 adédik.

8. A gumiabroncs tilnyomdsénak és a talajjal érintkezé gumifeliiletnek a szor-
zata megegyezik a talajra haté er6vel. Ez az erd a kerékparnél (a kerékpdrost is
beleszdmitva) kb. tizszer-husszor kisebb, mint egy megterhelt auté silya, a talajjal
érintkez6 gumifeliilet viszont tobb nagysdgrenddel kisebb az autégumi megfelels fe-
lilleténél. Emiatt allithatjuk, hogy a kerékpar tomléjében nagyobb a nyomds, mint
az auték gumiabroncsaban. (Az ajdnlott tilnyomdsok: orszdgiti kerékpdrnél kb.
6 bar, a személygépkocsik keréknyomdsa pedig kb. 2 bar.)

9. Jeloljiik a két eredeti szam egymads utdni szamjegyeit A, B, C, D, E, illetve
F., G, H, K betlivel, ekkor a széban forgé 6sszeaddsok:

(), ABCDE (2) EDCBA
FGHK (=uz) KHGF
33190 48400

Mivel 2 < 104, azért (1)-nek tizezres oszlopa szerint A értéke 2 vagy 3. Igy a (2)-nek
1-es helyi értékii oszlopa alapjan A + F = 10, tehat F' értéke 8 vagy 7, ezért (1)-
nek ezres oszlopabdl mindenképpen van tizes atvitel a tizezresbe, éspedig 1, hiszen
a BCDE szam is kisebb, mint 10 fgy A+1=3,A=2 F=28.

Ugyanezzel a gondolatmenettel (2)-b6l indulva E értéke 3 vagy 4, K értéke
7 vagy 6, a (2) ezres oszlopabdl nincs atvitel, E =4, K = 6. Mindezeket beirva
feladatunk egyszertisodik:

('Y BC D (tizes) (2') D C B (tizes)
G H  (tizes) H G (tizes)
51 8 (tizes) 2 3 9 (tizes)

Innen B csak 4 vagy 5 lehet, emiatt G =9 — B is 4 vagy 5, tehdt (1’)-bél
C+G > 10, és ezért B=4, G = 5. Igy (2)-b6l D =1 és (1') alapjén H = 7. Ekkor
(1) szerint C' csak 6 lehet, ez a (2)-t is kielégiti, tehdt a feladat két kiinduldsi
szama 24 614 és 8576, a kérdéses Osszeg pedig 43.
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10. A Foldre zuhané Hold gravitdacids helyzeti energidjanak megvéltozasa

elészor mozgdsi energiavd, majd h6vé alakulna: |AEg,y. | = Q. Felirhatjuk, hogy
1 1
AEgrav. = YMFs1d * MHold a7 ~ —7YMFsld * mHold/ra

ahol d a Fold és a Hold jelenlegi tavolsiaga, r pedig a két égitest atlagos tavol-
sdga az iitkozés utdn (ez utébbit hozzdvetSlegesen a Fold sugaraval kozelithetjiik),
masrészt Q = C(mF(’j]dATFﬁld + MHold * ATHold) X C: MFsld * ATF51d7 hiszen a Fold
tomege lényegesen nagyobb, mint a Hold tomege. A fenti dsszefiiggésekbdl (ha az &t-
lagos fajhét nagysagrendileg pl. a vas, a nikkel vagy a granit fajhéjével egyenlének
tekintjiik)

ATpgg ~ Tl ~ 500 — 700 K.

cr

11. Messe a BAC< = a, illetve ABC'< = 3 sz0g szogfelezbje a szemkozti oldalt
Aj-ben, illetve Bi-ben, és jeloljiik ezeknek az AB-re es6 vetiiletét As-vel, illetve
By-vel. Az Ay, By pontnak a felezett szog mésik szardra vald vetiilete C', ezért
A1C = A1 Ay, (hiszen a szogfelez6 pontjai ugyanakkora tavolsdgra vannak a szog
két szaratol), tehat az A;C As hdromszog egyenlé szar. gy A1C Ayt = a/2, hiszen
BA; As<t = . Hasonl6képpen B1C'Bay<t = 3/2, és igy

AsCBya=90° — (242 = a5,
2 2
tehdat az A Bs szakasz 45°-o0s szogben latszik a C-bol.
12. A neutronnak van magneses nyomatéka, jollehet semleges részecske. Ennek
oka, hogy a neutron toltéssel és spinnel rendelkezé kvarkokbdl &ll, amelyek még
mozognak is az dsszetett rendszerben, tehat kordramokat képviselnek. A neutron

mégneses nyomatéka a spinjével ellentétes irdnyd, mert — a mérések szerint — az tn.
giromdagneses faktora negativ: —3,82.

13. Mivel a, b, c egy-egy szamrendszer alapszamat jeloli, azért mindegyikiik
pozitiv egész, és a felhasznalt szdmjegyek alapjan a >4, b > 5, ¢ > 10. A szdm-
rendszer egységeit kiirva a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

(a®> + 1)+ (26> + 1) = (3¢ +9) + 9,
(2a% + 3) + (4b* +4) = (Tc+7) + 8.
A szokésos rendezés utan
a® + 2b% = 3¢ + 16,
20> +4b* = Tc + 8.
A miésodik egyenletbdl kivonva az elsé kétszeresét ¢ = 24 és a? + 2b? = 88 adédik.

Az egyenletbdl leolvashatjuk, hogy a? péaros, tehat 4-gyel is oszthaté:

2 2
b =44 — %, ahol % paros.

b2 < 44, s mivel b > 5 és péros, igy b csak 6 lehet, és akkor a = 4.
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13+ 1. Az R sugari vizcseppben a feliileti fesziiltségh6l szdrmazo6 2a/ R gorbii-
leti nyomas noveli, a feliileti toltésekre haté elektromos er6 pedig csokkenti a csepp
belsejében fellépd nyomést. Az elektromos huzéfesziiltség (negativ nyomds) nagy-
sdga egE?/2, ahol E = (ne)/(4meqR?) az n elemi toltést tartalmazé vizesepp felii-
leténél kialakulé elektromos térerdsség (az 1/2 faktor abbdl ered, hogy a gémbon
beliil nulla a tér, azon kiviil pedig E.). A cseppben a nyomds akkor egyezik meg
a légkori nyomadssal, ha a feliileti fesziiltségb0l szarmazé és az elektromos térbél
szarmazo6 nyomasok éppen kiegyenlitik egymaést:

20 e ( ne Y

R N 2 4 50R2 ’
Ennek megfeleléen n szazmilliés nagysagrendi, tehat az Avogadro-szamnal 1énye-
gesen kisebb, de a néhany szazndl sokkal nagyobb szdm.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 373. Mérjiik meg egy nagyobb darab kavics hékapacitasat!
(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

G. 617. Egy tehergépkocsi 70 km/h sebességgel halad egy 120 m sugard,
kor alaki, vizszintes palyan. Legaldbb mekkora a tapadasi sarlédési tényezd, ha
a gépkocsi nem csuszik meg?

(3 pont)

G. 618. Legfeljebb mennyi vizet tud felpumpalni 50 m mélyrél negyedora alatt
egy 2 kW teljesitményii buvarszivattya?

(3 pont)

2kQ o~ 3k G. 619. A kapcsoldsi rajzon szerepl6
hajlékony vezetékkel a C' pontot vagy az X,
o vagy az Y ponttal kothetjiik Gssze.

a) Mekkora ebben a két esetben a féag
aramanak I erGssége?

b) Mekkora ennek az dramnak az erds-
20V sége, ha a hajlékony vezetéket lekapcsoljuk
- ||“m| a C pontrol?
ULl

(3 pont)
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G. 620. Ha vihar idején villam csap egy téba, elpusztult halak keriilnek a fel-
szinre, pedig elhanyagolhaté annak valésziniisége, hogy a villim éppen eltaldl egy
halat. Mi lehet az ok?

(3 pont)
P. 4980. Megegyezik a G. 620. gyakorlattal.

P. 4981. Egy m tomegi, v sebességii test az db- .- -<
rdn lathaté médon atlovi az M tomegi, felfiiggesz- . N
tett testet, amelyet v/2 sebességgel hagy el. El6szor / .
agy, hogy az M tomegl test egy ¢ hosszisagd, merev, ! |
elhanyagolhaté tomegii palcan van felfiiggesztve, ma-
sodszor pedig £ hosszisagu fonalon 16g. Atlévése utén |

az M tomegl test mindkét esetben befutja az ¢ su- ‘\\ ) /
gard korpalyat. Hatarozzuk meg az ehhez sziitkséges :
v sebességet mindkét esetben! Mekkora a két sebesség v Pt
‘nva? o — -
ardnya? /2
m M
(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros

P. 4982. Egy 5 cm sugari, tomor henger sirléddsmentesen foroghat sajat
vizszintes tengelye koriil. A henger paldstjara hosszi, vékony fonalat csavarunk,
amelynek szabad végére a hengerrel azonos tomegi testet fliggesztiink.

a) A rendszer nyugalmi helyzetb6l indulva mozgdsba jon. Hany fordulatot tesz
meg a henger 1,2 masodperc alatt?

b) Mekkora a felfiiggesztett test sebessége N szdmu hengerfordulat utdn?
(A légellendllast elhanyagolhatjuk.)

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eérs, Budapest

P. 4983. Rogzitett, hovezetd fali, zart tartdly belsejéhez az dbra szerint egy
hészigetelt fali henger van erésitve. A hengerben 1évé 1 dm? keresztmetszeti,
hoszigetel6 dugattyd surlédasmentesen mozoghat. Kezdetben a hengerben is és
a tartalyban is 2,6 dm? térfogati, 10° Pa nyomaést és 27 °C hémérsékletli levegd
van.

A hengerben 1év6 levegét egy fiitészallal
melegiteni kezdjiik, ek6zben a tartalyban 1évo :
leveg6 hémérséklete allandé marad. 1=

.y LIRS
727777777 e
. . N o ¢

.‘h\\\\.v-
N

a) Mennyivel mozdul el a dugattyd, ha
a hengerben 1év6 levegd hémérséklete 77 °C-ra
né?

b) Abrézoljuk vazlatosan a hengerben 1évé gaz allapotvaltozasat a p—V élla-
potsikon!

¢) Becsiiljiikk meg, mennyi hét vesz fel a hengerben 1évé levegd!

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 4984. Fejezziik ki a k = ¢p/cy fajhShanyadossal, hogy egy dllandé nyomé-
son zajlé tagulasi folyamatban a gaz altal felvett hé hanyad része fedezi a tagulasi
munkat!

(3 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron

P. 4985. Egy fényképezogép objektiviének fékusztavolsaga 3 cm. Egy tavoli
targyrdl fényképet készitiink, majd a képet 3-szorosara felnagyitjuk. Mit latunk na-
gyobbnak, a fénykép készitésének helyérol nézve a targyat, vagy ugyanezt a targyat
a fényképen? Hanyszor nagyobbnak latjuk?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 4986. Szabilyos haromszog csicsaiban ) nagysagu, pontszeri toltések
vannak rogzitve. A haromszog kozepén egy ¢ nagysagu, m tomegi, pontszeri toltés
rezeg a haromszog egyik silyvonala mentén. A rezgés amplitudéja a hdromszog koré
irhaté kor D atmérdjénél sokkal kisebb.

Mekkora a rezgés korfrekvencidja? (Csak az elektromos erdket vegyiik figye-
lembe.)

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4987. Homogén magneses mezOben az R sugard, A keresztmetszetil réz
korvezetd altal koriilvett méagneses fluxus idében ®(t) = &g + kt fiiggvény szerint
véltozik. (A médgneses indukcié merdleges a korvezetd sikjéra.)

Mekkora rugalmas fesziiltség keletkezik a korvezetében a tg idopillanatban?
Adatok: R =10 cm, A= 0,5 mm?, &3 =0,04 Vs, k=5mV, t; =2 s.
(5 pont) Kozli: Holics Laszlé, Budapest

P. 4988. Az 1,4 millié km atmér6ji Nap 25,4 nap alatt fordul meg a ten-
gelye koriil, amely j6 kozelitéssel a foldpalya sikjara merélegesnek veheté. Ebbdl
kovetkezéen a Nap egyik fele tavolodik t6liink, mig a masik kozeledik hozzank, ami
a szinképvonalak hulldimhossztartomanyanak Doppler-kiszélesedését okozza.

Mekkora ez az érték nm-ben kifejezve az 550 nm-es hullaimhossz kérnyékén?

(4 pont) Kozli: Hudoba Gyérgy, Székesfehérvar

P. 4989. Az a-boml6 23°U izotépok felezési ideje 704 millié év. A bomlds mel-
lett spontdn hasaddsok is bekovetkezhetnek (ekkor nagyobb témegli magtoredékek
keletkeznek). Mésodpercenként dtlagosan 0,0056 hasadas torténik 1 kg 235-6s urdn-
ban.

a) A 235U atommagok hany szézaléka alakul &t spontdn hasadédssal?
b) Mennyi lenne a 235U felezési ideje, ha csak spontdn hasaddsok torténnének?
(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest
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P. 4990. Egy fiiggbleges tengelyti, rogzitett cs6 szélesebb részének keresztmet-
szete A1, a keskenyebb részé pedig As. A cs6ében két dugattyu és kozottiik o stri-
ségli folyadék van. A dugattyukat ¢ hosszisdgi, merev rad koti dssze. A dugattyuk
és a rud tomege elhanyagolhatd. A kiils6 légnyomas py.

Mekkora és milyen irdnyd eré hat a ridban, ha a csé
a) a keskenyebb,
b) a szélesebb

részére tamaszkodik egy vizszintes lapon?

Po Po
Ay Ay
I =
\ — / ez
s S
A2 Al
[ | 9o | [ | po |
a) Po b) Po

Milyen furcsasag torténik akkor, ha ¢ ,viszonylag nagy”?

(6 pont) A Kvant nyomén

Bekiildési hatarid6: 2018. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 67. No. 9. December 2017)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 543): K. 565. Arthur
Dumpling the fat bird (a popular Hungarian cartoon character) plans to make a new
year’s resolution on 31 December 2017. Starting with 1 January 2018, he would go on
a special slimming diet. On each day, he needs to start by calculating how many bars of
chocolate he is allowed to eat that day. He considers the number of the current day in
the year 2018. If the day number is even then he may eat as many bars of chocolate as
on the day with half the current day number. (For example, on the 26th day of the year
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he is allowed to eat as many bars as on day 13.) If the day number is odd and greater
than 1, then he may eat one fewer as he will be allowed to eat on the following day. The
slimming diet ends on 30 December. Given that Arthur will eat 3 bars of chocolate on
9 January, how many bars will he eat on 24 December 20187 K. 566. The lengths of the
sides of a quadrilateral ABC'D are AB=8 cm, BC =7cm, CD =6 cm and DA =5 cm.
The inscribed circles of triangles BC'D and ABD touch diagonal BD at points E and F,
respectively. What is the length of the line segment EF'? K. 567. Find all positive integers
n less than 1000 whose square ends in n. K. 568. a) Find a set of four different prime
numbers less than 50 such that the sum of any three of them is also a prime. b) Are there
five different positive primes such that the sum of any three of them is also a prime?
K. 569. Determine the four-digit positive integer abed for which abed = a® 4 b + ¢© + d?.
K. 570. Five bystanders are trying predict the outcome of a football game. They make
the following statements about the two teams, Team Fox and Team Wolf. Aron: Team
Fox will score more than Team Wolf. Team Wolf will score at least 2 goals. Bob: The
game will not be a draw. Team Fox will score 1 goal. Cecil: The winning team will win by
2 goals. At half-time, Team Wolf will have scored more. Dan: Team Wolf will not score
any goal. Team Fox will win the game. Eve: In the second half of the game, Team Fox
will score twice as many goals as Team Wolf. The game will be a draw. We know that
finally there was no own goal during the game, and everyone had one true and one false
statement in the above list. What is the final result of the game?

New exercises for practice — competition C (see page 544): Exercises up
to grade 10: C. 1448. Solve the following equation on the set of positive integers:

[%] [%] = 230, where [a] denotes the greatest integer that is not greater than a.

(Proposed by Zs. M. Tatdr, Felségod) C. 1449. A regular eight-pointed star is inscribed
in a unit circle as shown in the figure. How long is the perimeter of the star? Exercises
for everyone: C. 1450. In base n notation, where n > 3, a number is divisible by 3 if and
only if the sum of its digits is divisible by 3. Determine all such n. C. 1451. Where does
the curve of equation y = z|z| — 2z + 3 intersect the z axis? Find the location and type
of local extrema of this curve, and determine the corresponding y coordinates. C. 1452.
A trapezium is inscribed in a circle of radius 13 cm. The distance of the diagonals of
the trapezium from the centre of the circle is 5 cm. What is the maximum possible area
of the trapezium? Exercises upwards of grade 11: C. 1453. A 3 x 3 square lattice
contains twelve grid line segments of unit length in its interior. Four out of the twelve line
segments are selected at random. What is the probability that the selected line segments
divide the square into at least two parts? C. 1454. There are two identical clocks at the
reception of a hotel. One clock shows the time in London, and the other shows the time
in Moscow. A spider has made a web between the hour hands of the two clocks. While
the thread is stretching elastically, the spider always stays at the midpoint. What will be
the path described by the spider during the course of 24 hours? (The time lag between
London and Moscow is 3 hours.)

New exercises — competition B (see page 552): B. 4912. Prove that the equation
522 — 4y? = 2017 has no integer solution. (8 points) B. 4913. The diagonal AC bisects
the angle lying at vertex A of a cyclic quadrilateral ABCD. Let E denote a point on the
extension of side AD beyond D. Show that CE = C' A holds if and only if DE = AB.
(3 points) (Bulgarian problem) B. 4914. Let p(x) be a polynomial of integer coefficients
such that there exist 4 distinct integers a, b, ¢, d with p(a) = p(b) = p(c) = p(d) = 2000.
a) Prove that there is no integer xo for which p(z¢) = 2017. b) Find a polynomial p(z) that
meets the above requirement, and find an integer x; for which p(z1) = 2018. (4 points)
B. 4915. Given any points A1, Aa, As, As, As and P in the plane, let k; denote the number

574 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/9



2017.12.5 — 21:13 — 575. oldal — 59. lap Ko6Mal, 2017. december

— P

of ways it is possible to select ¢ points out of A1, Az, A3, A4, As such that the convex hull of
the selected points should contain P. Show that ks = k4. (9 points) B. 4916. Let P(a, b, c)
be a fixed point in the 3D Cartesian coordinate system. Let a,b,c > 0 and let O denote
the origin. Let S be a plane passing through P that intersects the positive coordinate axes
at the points X, Y and Z. Show that the volume of tetrahedron OXY Z is a minimum
if and only if P is the centroid of triangle XY ZA. (4 points) B. 4917. Determine all
functions f : (R\{0,1}) — R for which f(xT_l) + f(ﬁ) =4- % (& points) (Proposed
by B. Kovdcs, Szatmarnémeti) B. 4918. Given M unit vectors in the space (M > 2), prove
that it is possible to select M — 1 unit vectors such that the length of their sum is at least
unity. (5 points) B. 4919. Let I be the centre of the inscribed circle of triangle ABC.
The inscribed circle touches the sides BC, CA and AB at the points A;, B; and Ci,
respectively. The lines AB and A; B; intersect at point K. Show that the circle centred at
K and passing through C1, and the inscribed circles of the kites AC1IB; and BA;IC; have
a tangent in common, and that tangent passes through the point C. (6 points) B. 4920.
A frame of width 2 units is drawn around an 8 x 8 chessboard. In how many different
ways is it possible to cover that frame without gaps or overlaps with 1 x 2 dominoes? (The
two arrangements shown in the figure are considered different.) (6 points) (Proposed by
S. Rdka, Nyiregyhdza)

New problems — competition A (see page 553): A. 710. For which n can we
partition a regular n-gon into finitely many triangles such that no two triangles share
a side? (Based on a problem of the 2017 Mikiés Schweitzer competition) A. 711. For
which pairs (m,n) does there exist an injective function f: R? — R? under which the
image of every regular m-gon is a regular n-gon. (Note that m,n > 3, and that by a regular
N-gon we mean the union of the boundary segments, not the closed polygonal region.)
(Proposed by: Sutanay Bhattacharya, Bishnupur, India) A. 712. We say that a strictly
increasing positive real sequence a1, az, ... is an elf sequence if for any ¢ > 0 we can find
an N such that a, < cn for n = N,N +1,... . Furthermore, we say that a, is a hat if
An—i + Gn+i < 2ay, for 1 < i < n— 1. Is it true that every elf sequence has infinitely many
hats?

Problems in Physics
(see page 570)

M. 373. Measure the heat capacity of a great piece of pebble (or a small sized
cobble).

G. 617. A lorry travels at a speed of 70 km/h along a horizontal, circular path of
radius 120 m. What is the minimum value of the coeflicient of static friction if the vehicle
does not slide? G. 618. At most what amount of water can be pumped up in a quarter
of an hour from a depth of 50 m by means of a submersible pump of power rating 2 kW?
G. 619. Point C can be connected to either point X or to point Y by means of a piece
of flexible wire as shown in the figure of the circuit. a) What is the value of current I
in the main branch in each case? b) What is the value of this current if the flexible wire
is disconnected from point C?7 G. 620. When there is a thunderstorm, and a lightning
strikes a lake, then although it has negligibly small probability that a fish is just struck
by the lightning, there are bodies of dead fish floating on the surface of the water. What
is the reason?

P. 4980. Same as exercise G. 620. P. 4981. An object of mass m and of speed
v is shot through the suspended object of mass M, as shown in the figure, and leaves it
at a speed of v/2. The hung object of mass M is first suspended on a negligible mass
rigid rod of length ¢, and second it is suspended on a thread of length ¢. After the object
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of mass M was shot through, it moves along the circular path of radius ¢ in both cases.
Determine the values of the necessary speed of v in both cases. What is the ratio of these
speeds? P. 4982. A solid cylinder of radius 5 cm can be rotated about its own horizontal
symmetry axis. A long piece of thin thread is wrapped around the lateral surface of the
cylinder, such that an object, which has the same mass as the cylinder, is attached to the
free end of the thread. a) The system begins to move from rest. How many revolutions
does the cylinder turn in 1.2 seconds? b) What is the speed of the suspended object after
N complete turns of the cylinder? (Neglect air resistance.) P. 4983. A cylinder, whose
walls are thermally insulated, is attached to the inside part of the wall of a fixed closed
cylinder as shown in the figure. The wall of the container is made of some heat conducting
material. The thermally insulated piston of cross sectional area of 1 dm? in the cylinder
can move frictionlessly. Initially both in the container and in the cylinder there is a sample
of air of volume 2.6 dm? at a pressure of 10°Pa, and at a temperature of 27 °C. The air
in the cylinder is then heated by means of an electric heater, while the temperature of
the air in the container remains constant. a) How much distance does the piston move
if the temperature of the air in the cylinder increases to 77 °C? b) Sketch the change of
states of the air inside the cylinder on the p-V diagram. ¢) Estimate how much heat is
absorbed by the air inside the cylinder. P. 4984. Express, in terms of the ratio of the
specific heat capacities, k = ¢p/cv, what portion of the absorbed heat by a sample of gas,
expanding at constant pressure, is the work done by the expanding gas. P. 4985. The
focal length of the objective lens of a camera is 3 cm. A photo is taken about a distant
object and then the image is enlarged by a scale factor of three. What is observed to be
greater, the object or its image on the picture? By what factor is the greater one larger
than the other? P. 4986. At each vertex of an equilateral triangle a point-like charge @
is fixed. A point-like charge of mass m and of charge ¢ is oscillating in the middle of
the triangle along one of the medians of the triangle. The amplitude of the oscillation
is much smaller than the diameter D of the circumscribed circle of the triangle. What
is the angular frequency of the oscillation? (Consider only the electric forces.) P. 4987.
The flux linkage of a circular copper loop of radius R and of cross sectional area A, is
changing in time as ®(¢) = ®o — kt. The loop is in uniform magnetic field and the magnetic
induction is perpendicular to the plane of the loop. a) What is the tension in the loop at
the moment of ¢o7 b) What is the value of the current in the loop at the moment when
the magnetic induction is zero? Data: R =10 cm, A = 0.5 mm?, &, = 0.04 Vs, k = 5 mV,
to =2 s. P. 4988. The Sun has a radius of 1.4 million km and is making one complete
rotation in approximately 25.4 days about its axis, which is approximately perpendicular
to the plane of the orbit of the Earth. Consequently one part of the Sun is moving away
from us whilst the other is approaching us, which leads to the broadening of the spectral
lines due to the Doppler effect. What is the value of this broadening in nm for a spectral
line of wavelength approximately 550 nm? P. 4989. The half-life of the alpha decaying
Uranium isotope of 23°U is 704 years. Besides the alpha decays spontaneous fissions may
occur as well (resulting in daughter nuclides of greater mass). As an average 0.0056 fissions
occur in 1 kg Uranium 235 in one second. a) What percent of the ?**U nuclides undergo
spontaneous fission? b) What would the half-life of >**U be if only spontaneous fissions
occurred? P. 4990. The cross section of the wider part of a fixed vertical tube is Aj,
whilst that of its narrower part is As. In the tube, between two pistons, there is some
liquid of density ¢. The pistons are connected by means of a rigid rod of length ¢. The
masses of the rod and the pistons are negligible. The ambient air pressure is po. What is
the magnitude and the direction of the force exerted in the rod if a) the narrower, b) the
wider part of the tube is on the horizontal tabletop? What strange thing happens if £ is
“relatively large”?
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