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Cséaszar Akos
(1924-2017)

A |

Lapzarta utdn kaptuk a hirt, hogy elhunyt Csészar Akos akadémikus,
a MATFUND Alapitvéany egyik alapitéja, a Bolyai Térsulat egykori fétitkara,
elnoke, majd tiszteletbeli elndke, az ELTE professor emeritusa, az altalanos to-
polégia nemzetkozileg elismert szaktekintélye. Nekrologjat az MTA honlapjan™ ol-
vashatjuk.

SzerkesztOség

Racsok és csoportok 1.

Egy olimpiai versenyfeladat tirigyén

1. Bevezetés

Ez a cikk nem konnyli olvasmény. Meg szeretnénk mutatni, hogy a mélyebb
matematikai hattér hogyan segithet egy probléma elemzésében. Ehhez képet kell
adnunk magérdl a hattérrél, ami nem egyszeri, mert ezek a fogalmak és tételek
matematikai érettséget igényelnek, tipikusan az egyetemi tananyagban szerepelnek.
Egy olimpiai feladat j6 alkalmat kindl az els6 randevira, még ha a komolyabb
ismerkedés késébbre marad is. A 2017-es Matematikai Didkolimpia hatodik feladata
a kovetkez6 volt.

1.1. feladat. Egy egész szamokbdl dlld (x,y) rendezett pdrt primitiv rdcspont-
nak neveziink, ha x és y legnagyobb kozos osztoja 1. Ha adott primitiv rdcspontok
eqy véges S halmaza, bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész, és vannak olyan
20521, - - -, 2n, €gészek, hogy minden (x,y) S-beli pontra teljesiil

202" + 22"y + a2y Lt 2y 4 2y = 1

A sokféle lehetséges megkozelités egyike a kovetkezd. Legyenek az S halmaz

elemei az (a1,b1),..., (ak, by) parok. Tekintsiik a kévetkezd oszlopvektorokat:
alb ™
v; = 7j=0,...,n.
aby ™

*http://mta.hu/mta_hirei/elhunyt-csaszar-akos-matematikus-az-mta-rendes-
tagja-108334.
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A kérdés az, hogy elball-e a konstans 1 oszlopvektor a vy, ..., v, vektorok egész
egyiitthatés linedris kombindcidjaként. (Az n szdmot mi valaszthatjuk.)

Folmeriilnek tovabbi kérdések is. Mely n szamok lesznek jok? Miért pont
a konstans 1 vektor szerepel a jobb oldalon? Meg tudjuk-e hatdrozni, hogy altald-
ban mely vektorok allnak el ilyen linearis kombinaciéként? El6fordulhat-e, hogy
az Osszes egész koordinataju vektor el6all? Az egész vektorok hany szazaléka all
igy elg?

Ezek a linedris kombindcidk egy rdcsot alkotnak. Az alabbiakban algebrai és
geometriai modszerekkel is vizsgaljuk majd a hasonlé racsokat, és megvélaszoljuk
a fenti kérdéseket. Specialisan a feladat allitasat is belatjuk.

A réacsokat rengeteg helyen alkalmazzak a matematikdban. A legsiriibb faiil-
tetés feladata haromszograccsal oldhaté meg. Minkowski racsgeometriai tételének
egy szamelméleti alkalmazasat mi is folidézziik a 6. szakaszban. Ugyancsak récso-
kat haszndl a Lenstra-Lenstra-Lovasz algoritmus (14sd [5]) polinomok szorzatra
bontdsdra. A sik récsairdl Erdés P&l és Surdnyi Janos [1] kényvében olvashatunk
bevezetot.

Koszonetet mondunk Grdf Andrednak és Moussong Gdbornak értékes tana-
csaikért.

2. Az elGismeretek Osszefoglalasa

Szamelméletbdl Freud Rébert és Gyarmati Edit [3] tankonyvét érdemes tanul-
manyozni. Feltételezziik, hogy az Olvasé tud banni kongruencidkkal, ismeri a mod m
szamolas fogalmat, az Euler—Fermat-tételt, és azt a tényt, hogy egész szamok legna-
gyobb kozos osztédja folirhato e szdmok egész egytitthatds linearis kombinaciéjaként.

2.1. Linearis algebra. Ismertnek tételezziik {6l Freud Rébert [2] tankonyvé-
nek elso fejezetei alapjan a valds szamok f6lotti vektorok, méatrixok és determindn-
sok alaptulajdonsédgait (linedris fiiggetlenség, rang, bazis, eléjeles aldetermindnsok,
kifejtés és ferde kifejtés, matrixmiiveletek, az inverz matrix képlete, Vandermonde-
determindns). A determindnsokra vonatkozé eredmények akkor is érvényesek, ha
a determinans elemei nem szamok, hanem példaul polinomok, hiszen minden sza-
molds ugyanaz, és polinomokbdl torteket is képezhetiink. Ha p primszam, akkor
mod p szdmolva is érvényben maradnak a determindnsroél tanult allitasok.

Most determinansok Laplace-kifejtését, és a Cauchy—Binet formuldkat idézziik
fol. A bizonyitdsok elolvashaték Kiss Emil honlapjén*. (Ugyanebben a dokumen-
tumban métrixok invertdldsdra is taldlhaté egy gyors, elimindcids eljards.) Legyen
M egy k x n-es métrix. Az M egy r X r-es aldetermindnsan azt értjiik, hogy ki-
valasztunk 7 sort és oszlopot, és vessziik az ezek metszéspontjaiban &allé elemek
alkotta matrix determindnsat. Ha a sorok, illetve oszlopok indexei I = {iy,... 4.}
és J = {j1,...,jr}, akkor a kapott aldetermindns jele My s, a hozzd tartozé el6jel
sg([, J) _ (_1)il+»~~+ir+jl+n-+]‘7‘.

*ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/wp-content/uploads/2014/11/
inv_CB_Laplace.pdf.
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2.1. tétel. Legyen M egy k X k-as mdtriz. Rigzitsik az r elemd I C {1,2,
..., k} halmazt tetszblegesen, és jeldlje I' az I komplementumdt az {1,2,...,k} hal-
mazra nézve. Ekkor az M determindnsdnak Laplace-féle kifejtése (ahol az dsszegzés
az oszlopok r elemi; J részhalmazaira terjed ki, tehdt (f) tag van):

det(M) = Z sg(I, J)Mp My .
J

2.2. tétel. Legyen az M mdtriz m X k-as, az N pedig k X n-es (hogy dssze-
szorozhatdak legyenek) és K = MN. Rdgzitsik az r elemd I C{1,2,...,m} és
J CH{1,2,...,n} részhalmazokat. Ekkor a Cauchy—Binet-formula a kévetkezd (]S|
az S elemszdma) :

K= Z M7 sNg, ;.
SC{1,2,....,k}, |S|=r

2.2. Matrix normadlalakja. A [4] konyv 7.4.5. lemm4jdt ismertetjiik. Le-
gyen M egész elemii matrix, melynek k sora és n oszlopa van, azaz M € ZF*".
A kovetkez6 1épéseket engedjitk meg.

(1) Egy oszlopbdl egy mésik oszlop egész szdmszorosdnak levondsa.
(2) Két oszlop cseréje.
(3) Egy sorbdl egy mésik sor egész szamszorosdnak levondsa.

(4) Két sor cseréje.

2.3. tétel. A fenti négyféle dtalakitds alkalmas sorozatdval M a kévetkezd nor-
mélalakra hozhatd. A mdtriz fédtidjaban dllo sy, sa,..., Sk szdmok sorban eqymds
osztdi (lehetséges, hogy egy idé utdn mindegyik nulla), és a mdtriz tébbi eleme
nulla. Az s; szamok eldjel erejéig egyértelmien meg vannak hatdrozva, és foltehetd,
hogy s; = 0.

Ha n < k, akkor legyen s,41 = ... = s =0, azaz a f6atlot kiegészitjiik nulla
elemekkel. A bizonyités ki is talalhatd, maradékos osztédssal kell kombinélni a Gauss-
eliminéciot, és arra torekedni, hogy a matrix bal f6ls6 sarkaba keriilo szam az Gsszes

///////

2.4. definicié. Az M métrix m-edik determindnsosztéja az m X m méretii
aldetermindnsainak a legnagyobb (nemnegativ) kozos osztéja, jele A,,. Legyen
A = 1. (Nyilvdn M (determindns)rangja a legnagyobb olyan r, melyre A, # 0.)

2.5. lemma. Ha m < ¢, akkor A, | Ay.

Bizonyitas. A Laplace-kifejtés (2.1. tétel) miatt mindegyik ¢ x £ méretii al-
determinans eléall m x m-es aldeterminansok egész egyiitthatds linearis kombina-

cigjaként. (Il
2.6. lemma. A 2.3. tételbeli dtalakitdsok a determindnsosztokon nem vdltoz-

tatnak.
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Bizonyitas. A cserére vonatkozé allitds nyilvdnvals. Adjuk az i-edik sor
t-szeresét a j-edik sorhoz, az igy moédositott madtrixot jeldlje M’. Csak azok
az m X m-es aldeterminansok valtozhatnak meg, amelyeken a j-edik sor athalad, de
az i-edik sor nem. Legyen N ilyen aldetermindnsa M-nek, N’ a médositott M’ mat-
rix megfelel6 aldeterminansa, K pedig az a determinans, amit N-bol ugy kapunk,
hogy a j-edik soraba beirjuk az M matrix i-edik sordanak a megfelel6 oszlopokba
esO részét.

A K sorait dtrendezhetjiik tgy, hogy M egy m X m-es aldetermindnsét kapjuk.
Ez maximum el6jelvaltassal jar, tehdt ha A jeloli az M métrix m-edik determinéns-
oszt6jat, akkor A | det(N),det(K). Ezért A | det(N') = det(N) + ¢t det(K). Belat-
tuk tehat, hogy az M’ métrix m-edik A’ determindnsosztéja tébbese A-nak. Mivel
az atalakitdst visszafelé végezve ugyanolyan tipusi atalakitdst kapunk (a j-edik
sorhoz az i-edik sor —t-szeresét kell adni ahhoz, hogy M’-b&l M-et kapjuk), ezért
A=A O

Egy normaélalakd métrix m-edik determinansosztéja nyilvanvaléan s18s .. . Sp,.
fgy Sm = Ap/Apm—1, ahol A, az eredeti M métrix m-edik determindnsosztéja.
Ez a képlet miikodik, amig A,,_1 # 0. Ha r a legnagyobb, melyre A, # 0 (azaz
M rangja 1), akkor a képlet szerint s,41 =0, és igy @ > r esetén is s; =0, hi-
szen Sp41 | S;.

3. Racsok bazisa és indexe

3.1. Két példa. A kockds papiron lathaté ,,racs” az egész koordindtdju pontok
A halmaza a sikon. Az origdébdl a réacspontokba mutaté vektorok csoportot alkot-
nak. Ez azt jelenti, hogy barmely két racsvektor Gsszege és kiilonbsége is benne
van a racsban. A récs diszkrét is: korldtos teriiletre csak véges sok rdacspont esik.
A by =(0,1) és be = (1,0) vektorok bdzist alkotnak: mindegyik racsvektor egyértel-
miien eléall z1by + zobs alakban, ahol z; egész szdmok (azaz a bazisvektorok egész
egyiitthatds linedris kombindcidjaként). Bézist alkotnak a ¢; = (1,1) és co = (0,1)
vektorok is.

Forgassuk el az A récsot az origé koriil 45 fokkal, és nytjtsuk v/2-szorosére. Bz
is egy egész pontokbdl 4ll6 B racs (azaz B részrdcsa A-nak), azokbdl a pontokbdl
all, melyeknek vagy mindkét koordinataja paros, vagy mindkét koordinatdja parat-
lan. B is zdrt az Osszeaddsra és a kivondsra, azaz részcsoport A-ban. Ha B minden
eleméhez hozzdadjuk a v = (0,1) vektort (az igy eltolt halmazt jelolje v + B, ez
egy mellékosztaly A-ban B szerint), akkor az A-ra vett komplementer halmazt kap-
juk, azokat a pontokat, melyeknek egyik koordinataja paros, a masik paratlan. Ha
w € B, akkor w+ B = B, tehat B maga is mellékosztély. Az A racs tehat két B sze-
rinti mellékosztaly diszjunkt uniéja. Azt fogjuk mondani, hogy B indexe A-ban 2.
A B récsban bazist alkot dy = (1,1) ésdy = (1,—1), de e; = (1,1) és ea = (0,2) is.

Vizsgédljuk meg, hogy e két racsbdl hany racspont esik egy adott teriiletre,
mondjuk a (0,0), (0,n), (n,0), (n,n) csicsi négyzetbe. E négyzetet azon (a1, as)
pontok halmazanak képzeljiik, melyekre 0 < ay, as < n (azaz a négy csticsbdl pon-
tosan egyet tartalmaz). Az ide es6 racspontok szama tehat n?, ami pontosan a négy-
zet teriilete. Ez nem is meglepd, hiszen a nagy négyzetet kiparkettazhatjuk n? egy-
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ségnégyzettel (ezeket is ugy képzeljiik, hogy a hatdruknak csak a bal és az alsé
része tartozik hozzdjuk). Minden ilyen kis négyzetben pontosan egy racspont van.

A parkettdzast elvégezhetjiik a ¢ és co vektorok &ltal kifeszitett P parale-
logramma eltoltjaival is. Ennek a csicsai (0,0), (1,1), (0,1) és (1,2). Ismét ugy
tekintjiik, hogy P az ajcy + asce pontok halmaza, ahol 0 < ap,as < 1. A P eltolt-
jai is hézagmentesen lefedik a sikot, és mindegyik eltolt pontosan egy racspontot
tartalmaz. A nagy négyzetbdl néhol kilégnak azok az eltoltak, amik a hatdrhoz
kozel vannak, de koénnyt latni, hogy a kilégéd kis paralelogrammék szama elha-
nyagolhat6 a tobbiéhez képest. Azoknak az eltoltaknak a szdma, amelyek teljesen
a nagy négyzetbe esnek, n?-tel osztva 1-hez tart, ha n tart a végtelenhez. Ebbdl
kovetkezik, hogy a kis paralelogramma teriilete 1 (ami persze nyilvanvald, hiszen
alapja és magassdga is 1).

Ha a B réaccsal végezziik el ezt a szamolast, akkor azt kapjuk, hogy a nagy
négyzetben kézel n? /2 racspont van, annak megfeleléen, hogy a (0,0), (1,1) (1, 1),
(2,0) négyzetnek és a (0,0), (1,1), (0,2), (1, 3) paralelogrammadnak is 2 a teriilete.
Mindkét paralelogramméba mindkét B szerinti mellékosztalynak egy-egy pontja
esik. A két ,alap”’-paralelogramma teriiletének hanyadosa B indexe A-ban.

3.2. Alap-parallelotép. Az eddigi példékat altaldnositjuk. Az R tér P pont-
jait azonositjuk az origébdl a P-be vezetd helyvektorral, azaz R* oszlopvektoraival.

Az R* 6sszeadéasra és kivondsra zart, nem iires A részhalmazait csoportnak
hivjuk (a csoport algebrai fogalma ennél altaldnosabb). Ha A minden elemének
minden valds szdmszorosét is tartalmazza, akkor neve (valds) altér. Ilyen példdul
egy origén atmené egyenes vagy sik a térben. Az A diszkrét, ha R¥ minden gombje
A-nak csak véges sok pontjat tartalmazza. Az R* rdcsdnak az olyan diszkrét
csoportokat nevezziik, melyekben van k linedrisan fiiggetlen vektor.

Altérre igy kaphatunk példat, hogy vesziink vq,. .., v, vektorokat, és tekintjiik
az 0sszes \1vy + ...+ A\, Vv, alaki linedris kombinédciék halmazat, ahol A; tetszole-
ges valds szamok; ez a vq,..., v, altal generdlt altér. Ha mindegyik \; egész szam,
akkor az altaluk generalt csoportot kapjuk. Ha tehdt generdlt altérrél beszélink, ak-
kor valds egytitthatds linedris kombindcickra gondolunk, ha generdlt csoportrdl vagy
rdesrdl, akkor az egyiitthatck egészek. Ha vektoraink fiiggetlenek is (ekkor sziikség-
képpen n < k), akkor a kombindcidk egyiitthatéi egyértelmiien meghatarozottak,
és az altér, illetve a csoport bdzisdt kapjuk. A bézis elemszama az altér dimenzidja,
illetve a csoport rangja. Belatjuk majd, hogy minden réacsnak van béazisa.

3.1. definicié. Legyenek vy, ..., vy fliggetlenek. Az dltaluk kifeszitett P paral-
lelotop az a1 vy + ...+ ag vy alaki pontok halmaza, ahol 1 <4 < k esetén 0 < o <
< 1.Ezawvy,..., vy éltal generdlt B rics (egyik) alap-parallelotdpja. Tehat az alap-
parallelotépokat B egy-egy bazisanak vektorai feszitik ki.

Magasabb dimenzidban a térfogat fogalmat intuitiv médon hasznaljuk. A pa-
rallelotépok térfogata alapszor magassag, ahol az alap ,teriilete” az eggyel alacso-
nyabb dimenziés térfogatot jelenti. A k-dimenzids térfogat fogalmanak folépitése
torténhet determindnsok segitségével, lasd [2], 9.8. szakasz. Mindenképpen igaz
a kovetkezo.

6 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/1
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3.2. tétel. A vy,...,v, € R* wvektorok dltal kifeszitett parallelotép térfogata
egyenld a [v1,...,vg] mdtriz determindnsdnak abszolit értékével. (E determindns
eldjele a vy, ..., vy rendszer dgynevezett irdnyitdsdt adja meg.)

Legyen P a B racs egyik alap-parallelotépja. A P-nek a v € B vektorokkal
vett v 4+ P eltoltjai hézagmentesen kitoltik az RF teret. Minden ilyen v + P eltolt-
ban pontosan egy eleme van B-nek: maga a v vektor. Ezért az el6z6 szakaszban,
a konkrét példak esetében latott gondolatmenet altalaban azt adja, hogy ha ve-
sziink egy R sugaru G gombot, akkor a G térfogata elosztva a G-be es6 B-beli
pontok szaméaval a P parallelotop térfogatdhoz tart, midon R tart a végtelenhez.

Legyen most A tetszéleges olyan rics, amely B-t tartalmazza. Barmely v € B
esetén a v vektorral vald eltolds az A és B récsokat énmagukba viszi. Ezért ha
a P parallelotépba az A rdcsnak d pontja esik (a d véges szdm, hiszen A diszk-
rét), akkor ugyanez igaz mindegyik v + P eltoltra is. Emiatt ha a fenti G gdmb
térfogatdt a G-be esé A-beli racspontok szdmaval osztjuk, akkor ez a hanyados a P
parallelotép térfogatdnak 1/d-szereséhez tart, midén R tart a végtelenhez.

3.3. allitas. Hau,w € A, akkor a w+ B halmazt (az egyik) B szerinti mellék-
osztalynak hivjuk. Azu+ B és w+ B mellékosztalyok vagy egyenldk, vagy diszjunk-
tak; akkor egyenldk, hau—w € B. Ezért A a B szerinti mellékosztdlyok (diszjunkt)
unidja. A mellékosztdlyok szama a B részcsoport A-beli indexe, jele |A : B|.

A konnyi bizonyitast az Olvaséra hagyjuk. Az dltalanos, csoportokra vonat-
koz6 eset bizonyitdsa megtaldlhaté a [4] konyv 4.4. szakaszédban.

A 3.1. definicié jeloléseit haszndlva
u="yvi+...+9%veg és w=0vy+...+ Vg

akkor esnek ugyanabba a B szerinti mellékosztalyba, ha v; — §; egészek. Ezért u+ B-
nek egyetlen w vektora esik P-be: amikor d; a y; tortrésze. Azaz P minden B szerinti
mellékosztalybdl pontosan egy vektort tartalmaz, és igy |A : B| = d.

Ha A-nak is van bézisa, és igy egy @ alap-parallelotépja is, akkor persze G
térfogata elosztva a G-be es6é A-beli pontok szdméval @ térfogatdhoz tart. Ezért
belattuk az alabbi tétel mésodik allitdsat azzal a foltevéssel, hogy A-ban és B-ben
is van bazis.

3.4. tétel. Minden rdcsnak van bdzisa. Ha B részrdcsa A-nak, akkor B indexe
A-ban a B és A alap-parallelotépjai térfogatdnak hdnyadosa (a kisebbik rdcsban
nagyobb ez a térfogat). Specidlisan A barmely két alap-parallelotdpjinak a térfogata
egyenld.

"oz

Bizonyitas. A tétel els§ allitdsdnak bizonyitasahoz legyen A racs ésvy,..., vy
fiiggetlen vektorok A-ban. Essen d darab A-beli pont a vq,..., vy altal kifeszitett
P parallelotopba. Ha van ezek kozott egy 0 # v = a1vy + ... + ag vy, akkor va-
lasszunk egy olyan 4 indexet, amelyre a; # 0. A v; helyére v-t téve a kapott pa-
rallelotop térfogata kisebb lesz, mint az eredetié volt, annak «;-szeresére valtozik.
Ezt érdemes a sikon vagy a térben elképzelni (a magassdg «,-szeresére csokken),
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de algebrailag is konnyli megmutatni determindnsok segitségével. Az eljarast foly-
tatva egy olyan vektorrendszert taldlunk A-ban, amelyre méar d = 1, vagyis a P-be

esO egyetlen A-beli pont az origd. De akkor a vy, ..., vy generdlta B racs maga A.
Valéban, A minden u eleme beleesik valamelyik v + P eltoltba, ahol v € B. Ebben
az eltoltban az egyetlen A-beli pont az u, ezért u =v € B. |

3.5. feladat. Legyen d = |A : B|. Igazoljuk, hogy minden u € A-ra du € B.

Utmutatas. Vegyiink ki mindegyik B szerinti mellékosztalybdl egy-egy u;
vektort. Ekkor u + u; is csupa kiilonb6z6 mellékosztalyban van, tehdt mindegyik
mellékosztalyba egy ilyen vektor esik. Ezért u; +...+ug és (u4+u;)+...+(u+uy)
ugyanabban a mellékosztalyban vannak. Kiilénbségiik du. O

3.6. feladat. Legyenek B C A részracsai ZF-nak. Mutassuk meg, hogy
a |ZF : A| index osztja a |ZF : B| indexet.

Utmutatds. B alap-parallelotépjanak mindegyik eltoltjaba A-nak |A : B| da-
rab pontja esik. Ezért minden elég nagy gémbben A-nak koériilbeliil |A : Bl-szer
annyi pontja van, mint B-nek. Ugyanez A és Z*, valamint B és Z* viszonylatdban
is elmondhaté. O

Ha az Olvasé e két feladat mélyebb algebrai hatterére kivancsi, lapozza {6l
a [4] konyv negyedik fejezetében Lagrange tételét és a faktorcsoport fogalmaét.

3.3. Részracs bazisa. A 3.1. szakaszban vizsgédlt mindkét példdban kétféle
alap-paralelogrammat lattunk. Valaszthatunk tgy, hogy a B racs alap-paralelog-
rammaja kiparkettazhaté legyen az A racs alap-paralelogrammaéjanak eltoltjaival:
vegyiik B-ben a (0,0), (1,1), (0,2), (1,3) csdcsi paralelogrammdt, A-ban pedig
ennek az ,alsé felét”, a (0,0), (1,1), (0,1), (1,2) cstcstt. Vagyis A-ban a ¢y = (1,1)
és co = (0,1) bazist, B-ben a c; és 2co bézist tekintjiik. Ebb6l is azonnal latszik,
hogy az |A : B| index 2. Igen erds tétel, a kés6bbiek alapja, hogy ezt dltaldban is
meg lehet tenni.

3.7. tétel. Ha B részracsa A-nak, akkor vdlaszthatunk olyan P és Q alap-
parallelotépot A-ban, illetve B-ben, hogy P eltoltjaival Q kiparkettdzhato. Azaz
van olyan cq,...,c, bdzisa A-nak, hogy alkalmas si,So,...,S, pozitiv egészekre
$1€C1,. .., SKCk bdzis B-ben. Ekkor |A: B| = s1-...- s,. A két bdzis dgy is vdlaszt-
hatd, hogy az s1 | sa | ... | sk oszthatdsdg is teljesiiljon.

Geometriailag vildgos, hogy |A : B| = s1 ... ;. Az algebrai bizonyitdshoz ve-
gyiik észre, hogy x1c1 + ...+ xxCk és y1€1 + . . . + ypcr akkor vannak ugyanabban
a mellékosztdlyban B szerint, ha x; = y; (s;) minden j-re. Ezért mindegyik mellék-
osztaly pontosan egyet tartalmaz azon zicq + ...+ zrci vektorok koziil, melyekre
0< z5 < 8j.

A c¢; bazis létezését altalanosabban bizonyitjuk. Lattuk, hogy B-nek van ba-
zisa, azaz k vektorral generdlhat6. Az altalanositdas az, hogy tobb generdtort is
megengediink, és azt sem tessziik f6l, hogy van kozottik k fliggetlen.
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Ha A-nak vessziik egy bézisat, akkor B elemeit eleve ezek linearis kombina-
ciéiként frhatjuk f5l. Ezért nem veszitiink az altaldnossagbdl, ha az A = Z* esetet

tekintjiik.

3.8. tétel. Legyen vi,...,v, € ZF és B az dltaluk generdlt csoport. Hoz-
zuk normdlalakra az M = [vy,...,v,] mdtrizot a 2.3. tétel értelmében, és jeldlje
s1| 82| ... | sk a féatlsban szerepld szamokat. Tudjuk, hogy az M mdtriz r-edik
determindnsosztoja sy - .. .- sp. Ha M rangja r, akkor a kovetkezdk teljesiilnek.

(1) Van Z*-nak olyan cy, ..., cy, bdzisa, hogy sici,...,s.c, bdzis B-ben.

(2) Har =k, akkor B rdcs és |ZF : Bl = sy -...- s3.

Bizonyitas. Kiindulunk a B csoport wi = vq,...,w, = Vv, generatorrendsze-
1éb6l és ZF-nak a ,szokasos” by = ey, ..., by = e;, bazisabdl, amelyben az e; vektor
i-edik koordinataja 1, a tobbi nulla. Az M-et normalalakra hozé négyféle 1épés so-
ran valtoztatjuk majd a w; generdtorrendszert és a b, bdzist is, ugy, hogy B ne
valtozzon.

Egy kozbiilsé allapotban jeldlje a métrix i-edik sordnak j-edik elemét ng;.
A kindulé allapotban nyilvan w; = nj by + ... +ny;bi. Minden 1épés végrehajtdsa
utdn ezzel a képlettel fogjuk definidlni az 4j w; generatorrendszert.

Ha kicseréljiik a j-edik és a j'-edik oszlopot, akkor w; és w, helyet cserél, de
B nem véltozik. Ha az i-edik és '-edik sort cseréljiik, de kicseréljiikk a b; és by
bazisvektorokat is, akkor egyik w; sem valtozik, és igy B sem.

Ha a j'-edik oszlop t-szeresét adjuk a j-edik oszlophoz, akkor w; helyén
w; +tw; fog allni. Mivel w; 4 tw;, € B, az 1j vektorok B-nek egy részét general-
jak. De ez az dtalakitds megfordithaté (az 1j j-edik oszlopbdl kell kivonni a j'-edik
oszlop t-szeresét), ezért B most sem valtozik.

Végiil adjuk az i'-edik sor t-szeresét az i-edik sorhoz. Az egyszer(ibb tipogréfia
érdekében legyen i = 1 és ¢/ = 2. Ekkor

w; = nyjby +ng;bs + ...+ by = (n1j + tngj)b1 + ngj(bg —tby)+...+ ngjby.

Ezért ha ba-t (by —tby)-re valtoztatjuk, akkor w; nem véltozik. Az Olvaséra bizzuk
annak ellen6rzését, hogy az gy kapott 1j rendszer is bazis Z*-ban (azaz fiiggetlen,
és egész egyiitthatokkal folirhaté vele ZF minden vektora).

A végs6 allapotban, amikor M normélalaki, legyen ¢; = b;. Ekkor w; = s;c;
ha j < késw; =0, haj>k,ésigy az sjc; vektorok generaljdk B-t. A 2.6. lemma
szerint menet kézben nem valtoznak meg a determinansosztok, és igy a rang sem.
Tehat az s; szamok koziil az els6 r lesz nem nulla, és igy sicq, ..., s.c, figgetle-
nek is. (]

3.9. kévetkezmény. Legyenck by,...,b, € ZF linedrisan figgetlen vektorok
(r = 1) és B az dltaluk generdlt csoport. Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek.

(1) by,...,b, kiegészithets Z* egy bdzisdvd.
(2) Ham # 0 egész, v € ZF és mv € B, akkor v € B.

(3) A [by,...,b,.] mdtriz r-edik determindnsosztdja 1.
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(4) A [by,...,b,] mdtriz alaptételbeli alakjdban a fédtld mindegyik eleme 1.

Specidlisan v € ZF pontosan akkor van benne ZF eqy bdzisdban, ha primitiv,
azaz a komponenseinek a legnagyobb kizos osztdja 1.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy 1étezik az (1)-ben megkévetelt by, . .., by bézis.
Ha v = z1b; + ... + ziby, akkor mv pontosan akkor van B-ben, ha z; = 0 minden
j > r indexre. De akkor v = z1by + ... 4 2,.b, € B. Ezért (2) teljesiil.

Alkalmazzuk M = [by,...,b,]-re az el6z6 tételt. Ha a (2) pontban megadott
feltétel teljesiil, akkor s;c; € B-b6l ¢; € B, azaz s; = 1 kovetkezik. Az r-edik deter-

mindnsosztd sy - ... - S, ami pontosan akkor 1, ha mindegyik s; = 1.

Végil, ha ¢ < r esetén s; = 1, akkor nemcsak bq,...,b,, hanem cy,...,c, is
bézisa B-nek. Tehat ZF minden eleme by,...,b,,c,41,...,C, egész egyiitthatds
linedris kombindciéjaként is folirhat6. Ez k vektor, és ezért bazis Z*-ban. O

3.10. feladat. Igazoljuk a 3.8. tétel segitségével, hogy ha a B C ZF rdcsban
nincs primitiv vektor, akkor van olyan m > 1 egész, amellyel B minden eleme
oszthato.

3.11. feladat. Mutassuk meg a mnormdlalak félhaszndlisa nélkil, hogy
ha M € ZF*" rangja k, akkor az M oszlopai dltal generdlt rdcs indexe Z*-ban
az M mdtrix k-adik determindnsosztdja.

Utmutatas. Legyen B az M oszlopai altal generslt rdcs és by, ..., by bé-
zis B-ben. Minden v € B f6lithaté z1by + ...+ zxby alakban. Jelolje f(v) azt
az (oszlop)vektort, melynek a z; szdmok a komponensei. (Az f egy tgynevezett
linedris leképezés, ami dtkoordindtdzza B elemeit az 4j bézis szerint). Nyilvan
vV = [bl, . ,bk]f(V>

Az M oszlopaira f-et alkalmazva egy K matrixot kapunk. Mutassuk meg, hogy
az M matrix k-adik A determinansosztéja a K matrix k-adik D determindnsoszto-
jénak |d|-szerese, ahol d a [by, ..., by] métrix determindnsa (vagyis |d| = |Z* : B|).

K oszlopai a teljes ZF racsot generaljak, mert ha w = [z, ..., zk]T € Z*, akkor
v =2z1b1 +...+ z;by € B folithaté M oszlopai segitségével. Ugyanez mod p is igaz
minden p primre, és ezért K-t mod p véve rangja sziikségképpen k. fgy van olyan
k x k-as aldetermindnsa, ami nem oszthaté p-vel, azaz p t D. Tehdt D = 1. ]

A cikk maésodik részében az olimpiai feladat racsat elemezziik, bemutatjuk
Peter McMullen egy tételét ortogonalis rdacsokrol, végiil feladatok segitségével le-
hetOséget kindlunk az Olvasénak arra, hogy néhény eddigi allitdsra geometriai bi-
zonyitast adjon.
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valés szamok halmazén az aldbbi egyenletrendszert:

4.2% 459 =2,
(5 pont)
8-2% 4+ 3-5Y =5.
b) Oldjuk meg a [r; 27| intervallumon az aldbbi egyenletet:
3-tg?z —2V3-tga —3=0. (5 pont)

2. A Molkky egy finn tigyességi jaték, amit tizenkét darab fabdbuval jatszanak.
A babukat 5,5 cm dtmér6jii, 15 cm magas egyenes korhenger alaku fabol készitik
gy, hogy a henger tetejét az 1. dbrdn lathaté mddon 45°-os szogben levagjak,
majd a babuk tetejére 1-12-ig sorszamokat rajzolnak.

A

15 cm
9,5 cm
C
l '
1. dbra
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a) Mekkora egy, a jatékhoz hasznalt fabdbu térfogata? (4 pont)

A jaték kezdetén a babukat a 2. dbran lathaté elrendezésben egy keret segit-
ségével szorosan egymas mellé illesztik, hogy azok érintsék egymast.

b) Mekkora a keret keriilete? (4 pont)

A jéték elején a jatékosok egy dobéfival (Mélkky-vel) prébaljak feldonteni
a keretben elhelyezkedd tizenkét szamozott fababut. A keretet a dobés elétt leveszik
a babukrdl. Az egymésra vagy a dobdfira tdmaszkodé babuk nem szamitanak
feldoltnek, a szabélyosan felddlt babunak parhuzamosnak kell lennie a talajjal.
Ennek kovetkeztében barmilyen kombindcidban fel lehet donteni a babukat.

¢) Hanyféleképpen lehet egy dobdsbdl harom bébut feldonteni gy, hogy a fel-
dontott babukon szerepld szamok szorzata négyzetszam legyen? (& pont)

3. Adott a derékszogli koordindta-rendszerben két pont: A(1; —2) és B(3;12).

a) Hatdrozzuk meg az z tengely azon P pontjdnak koordindtdit, melyre
az ABP haromszog egyenld szar. (7 pont)
b) Szémitsuk ki, hogy az x tengely melyik pontjabdl lathaté derékszégben
az AB szakasz. (7 pont)

4. A 3. dbrdn egy négyemeletes, 60 cm magas eskiiv6i torta lathatd, mely-
nek szintjei kiillonbozé magassagu és sugari egyenes hengerek. Az egyes szintek
magassagainak hosszai mértani sorozatot alkotnak.

a) Milyen magasak az egyes emeletek, ha a legfelsd szint 4 cm magas, és a tobbi
szint magassdganak mérdszama is egész szam? (9 pont)

3. dbra 4. dbra

Az eskiivéi torta 16 cm atmérdjii, 4 cm magas legfelsé szintjét a 4. dbrdn
lathaté modon diszitéssel latjak el.

b) Milyen hosszu a legfelsd szintre tekert diszitéesik, ha a szélességétdl eltekin-
tink? (5 pont)

II. rész

5. Adott a valds szamok halmazéan értelmezett f és g fliggvény:
flx)y=5-2x é g(x)=22>—3z+1.

a) Adjuk meg a g o f fiiggvény zérushelyeit. (4 pont)
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1 1
b) Szémitsuk ki a /f(:z:) dz — / (9(z) + 1) dz hatdrozott integralt. (4 pont)
21 as]

¢) Irjuk fel a g fiiggvény f fiiggvényre merdleges érintéjének egyenletét. (8 pont)

6. a) Egy 6 pontu fagrafban a csicsok fokszdmainak terjedelme 2, médusza 1.
Hény ilyen kiilonb6z6 6 pontu fagraf 1étezik, ha csicsaikat nem kiilonboztetjitk meg
egymastol? (8 pont)

b) Hany csticsa van annak a fagrafnak, amelyben az 6ssze nem kotott pontparok
szdma kétszerese az élek szdmdnak? (8 pont)

7. Egy iskolai biifé italautomatdjaban hétféle rostos iidit6, kétféle dsvanyviz
és haromféle szénsavas frissit6 kaphatd, mindegyikbdl pontosan 8 db.

a) Hényféle sorrendben vehet ki Emese mindegyik rostos iiditéb&l pontosan
egyet? (2 pont)
b) Hanyféleképpen vélaszthat ki Emese 3 db innival6t tetsz6leges osszedllitds-
ban, ha az automataban 1évé sszes 1iditot kiilonbozoének tekintjiitk? (5 pont)

Az italautomatak elég gyakran elromlanak. Egy italautomatdkat szervizel6
cégnél 0,05 annak a valésziniisége, hogy egy adott napon nincs javitanivald; 0,2,
hogy pontosan egy; 0,6, hogy pontosan két javitanivalé automata van.

¢) Mekkora annak a valészinlisége, hogy 6t egymadst kéveté munkanapon nincs
javitanival6? (3 pont)
d) Mekkora annak a valdszinlisége, hogy hdrom nap alatt dsszesen két gépet
kell megjavitaniuk? (6 pont)

8. Egy egyetem golyataboraban két csoport szkanderbajnoksagot jatszik egy-
méssal. Azért, hogy felmérjék az erdviszonyokat, elészor a két csoporton beliil min-
denki mindenkivel egyszer jatszik, majd ezt kovetden a csoportok tagjai megmér-
kéznek a masik csoport tagjaival. A jaték soran a csoportokban tsszesen 144, mig
a csoportok kozott 156 megmérettetésre keriil sor.

a) Hényan vannak az egyik, és hdnyan a mésik csoportban? (9 pont)
A bajnoksiag megkezdése elétt minden versenyz6 kap egy sorszamot.
b) Botond azt allitja, hogy az egyjegyll sorszéamot kapott versenyzok koziil

ki lehet valasztani hatot gy, hogy barhogy parositjuk éket, a parokban szerepld
versenyzok sorszamainak osszege harom kiilonboz6 szam lesz. Igaza van-e? (7 pont)

9. Egy szabdlyos hdromszog alaki céltdbla oldalait n (n > 1, n € N) egyenld
részre osztottuk. Ezutan az osztépontokon at a haromszog oldalaival parhuzamosan
szakaszokat hiztunk, melynek végpontjai a megfelel6 osztopontok. Az igy keletkezd
egybevagd szabalyos kisharomszogeket balrdl jobbra, egyesével, felvaltva feketére
és fehérre szinezziik gy, hogy minden sorban az elsé kisharomszog fekete.

a) Mekkora annak a valdszinilisége, hogy a céltédblira egyetlen 16vést leadva,
az fekete mezo6t taldl el, feltéve, hogy a 16vés eltaldlja a céltablat? (9 pont)
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b) Hatdrozzuk meg a és b értékét, ha tudjuk, hogy a kapott p valdsziniiségre
minden n > 1 egész esetén teljesiil, hogy a < p < b, ahol a a leheté legnagyobb,
b pedig a leheto legkisebb ilyen szam? (7 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2017/9. szdm emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. a) AU B halmaznak 192 eleme van. AN B elemszdma A elemszdmdnak 20%-a,
B elemszdmdnak 15%-a. Hdny eleme van az A és a B halmaznak? (6 pont)
b) Egy vdros felndtt lakossdgdnak 30%-a nyugdijas. A nyugdijasok 55%-a nd. A férfi-
aknak 73%-a aktiv kord (nem nyugdijas). Bizonyitsuk be, hogy a vdrosban a felnétt férfiak
és nék szdma egyenld. (5 pont)

Megoldas. a) Legyen az AN B halmaz elemszama x, ekkor A\ B elemszdma 4zx.
Jelslje a B\ A halmaz elemszdmét y. Ekkor

T 1,5

x—i—y: 10’

amibdl y = %:p

Tehat 192 = %x, amib6l z = 18, igy A elemszama 90, mig B elemszdma 120.

b) A nyugdijasoknak 45%-a férfi, ez a 30%-nak a 45%-a, azaz a nyugdfjas férfiak szima
a teljes lakossdg 13,5%-a. Mdsfeldl a férfiak 100 — 73 = 27%-a nyugdijas. gy a férfiak 27%-a
annyi, mint a teljes lakossdg 13,5%-a. A férfiak szamat F-fel, mig a teljes lakossdg szdmat
T-vel jelolve 0,27 - F = 0,135 - T, ebbdl F' = 0,5 - T, vagyis a férfiak a teljes lakossag felét
teszik ki.

2. a) Oldjuk meg az egyenletet a valds szdmok halmazdn: 3*°7° 4 3°~% = 2190.

(7 pont)
b) Legyen az an sorozat definicidja: an = gnintl), Bizonyitsuk be, hogy a sorozat elsd
n tagjdnak szorzata 27T +2) (7 pont)

Megoldas. a)

2
9~3”+%:2190.

37-t z-vel jelolve és az egyenletet rendezve a
32 — 7302 + 243 =0

egyenlethez jutunk, melynek gydkei z1 = 243 és zo = 1/3. Ebb8l 1 = 5 és z2 = —1. Mind-
két gyok megfeleld, mert ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink.

b) Az elsé n tag szorzata

QU 2H2:343: 4+ tn(ntl) _ 93-(1:242:343- 4+ +n(n+1))
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Mivel az exponencidlis fiiggvény kolcsondsen egyértelmii, azt kell bizonyitanunk, hogy
3-(1-242-3+3-44...4+n-(n+1)) =n(n+1)(n+2).

Bizonyitsuk teljes indukcidval:
1. n =1 esetén az &llitds igaz, mert 3-1-2=1-2-3.

2. Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re az allitas igaz. Ekkor n + 1-re:

3-(1-242-3+344+...+n-(n+ 1)+ (n+1)(n+2)) =
=3-(1-242-3+3-44+...4+n-(n+1))+3-(n+1)(n+2) =
=nn+1)(n+2)+3-(n+1)(n+2)=mn+1)(n+2)(n+3).

3. a) Egy 10 egység sugari korbe az ABCD négyszdget irtuk. A négyszog két dtléja
70°-0s szdgben metszi eqgymdst. Az AC dtlé hossza 20 eqység, és a C'D oldallal 40°-0s
szoget zar be. Szamitsuk ki a négyszig szogeit. (6 pont)

b) Egy 10 egység sugari gombbe csonkakipot irunk, melynek alap-, illetve feddlapja
a gémb kizéppontjdtdl 6 cm, illetve 8 cm tdvolsdgra van. (A gomb kozéppontja a két sik
kozé esik.) Szamitsuk ki a csonkakip felszinét. (8 pont)

Megoldas. a) AC dtméré, mert kétszerese a kor sugardnak. Thalész tétele szerint
ABC« és ADC< derékszog. ABD< = ACD< = 40°, mert ugyanahhoz a hirhoz tartozé
kertileti szogek. Két jé négyszoget kapunk, az 1. dbra hiaromszogeinek minden szogét
kiszamitva és a megfeleldket Osszeadva kapjuk, hogy a hidnyzé két szdg 80° és 100°,
illetve 120° és 60°.

8 cm

6 cm

8 cm

1. dbra 2. dbra

b) Nézziik a gémb és a csonkakip (forgdstengelyén dtmend) sikmetszetét. Pitagorasz
tételébdl a fed8kor sugara r = 6 cm, az alapkér sugara R =8 cm (2. dbra). Az alkoté:
a® = 14% 4+ 2% = 200, ebbél

a =+/200 ~ 14,14 cm.

Az adatokat az A = 7 - [R2 +ri4 (RJrr)a] képletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
a csonkakip felszine 936,2 cm?®.
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4. FElemezziik monotonitds szempontjabol a wvalds szdmok halmazdn értelmezett
f(x) = z* — 82 4 13,522 4 10 fiigguényt, és adjuk meg lokdlis szélsGértékeit.
(12 pont)

Megoldas. A fiiggvény derivéltja f'(z) = 42 — 24a® + 270 = = - (4x2 — 24x + 27).
A zardjelben szereplé6 maéasodfoku kifejezés gyokei 1,5 és 4,5, igy grafikonja vézlatosan
a 3. dbrdn lathaté.

Elgjele a |—o0;1,5] és a ]4,5; 00;] intervallumon pozitiv, az ]1,5;4,5] intervallumon

negativ.
Y
Y
s+ T80
6 1
T60
a1
9l 140
ol 1 5 TR
—2+
-4+ -5 0 5 T
—67 —201
—8+
740,,
710 £
3. dbra 4. abra

Ezt x-szel szorozva kapjuk f’(z)-et, ami ezek szerint a 0, 1,5 és 4,5 helyeken vesz fel
0 értéket, tovabba
a ]—o0; 0] intervallumon negativ,
a ]0;1,5[ intervallumon pozitiv,
az |1,5; 4,5[ intervallumon negativ,
a ]4,5; 00[ intervallumon pozitiv.
Fentiek alapjdn az f(x) fiiggvény
a |]—o0; 0] intervallumon szigortian monoton csékken,
a ]0;1,5] intervallumon szigortian monoton né,
az ]1,5;4,5[ intervallumon szigorian monoton cstkken,
a ]4,5;00] intervallumon szigortian monoton né.
Ezekbdl kovetkezik, hogy 0-ban és 4,5-ben a fliggvénynek lokalis minimuma, 1,5-ben
lok4lis maximuma van. Ezek értéke: f(0) = 10; f(1,5) = 18,4375; f(4,5) = —35,5625.

Grafikonja vézlatosan a 4. dbrdn lathatd.

II. rész

5. Egy dobdkockdhoz hasonléan haszndlhato fajdték alakja két egybevdgd, alapjukndl
egymashoz illesztett szabdlyos hatoldali gila, amelyeknek alapéle 2 cm, oldaléle 3 cm.

a) Szdmitsuk ki a test tomegét (grammban kifejezve), ha anyagdnak sidrisége
430 kg/m?®. (7 pont)
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b) A test lapjai koziil négy piros, a tobbi fekete.
A piros dobds jelent szerencsét a tdrsasjdatékban. Ha
tiz jatékos dob egyszerre egy-eqy ilyen testtel, mekkora
a valdsziniisége, hogy a jdtékosoknak pontosan a fele
dob pirosat? (3 pont)

c) A jaték sordn a tiz jatékos dsszesen 6t alka-
lommal dobott egyszerre. Mindegyik alkalommal fel-
jegyezték a piros dobdsok szdmdt. Mind az Ot eset-
ben a jatékosok kevesebb, mint fele dobott pirosat, de
olyan mem fordult eld, hogy egyikiiknek sem volt sze-
rencséje. Mi volt az ot feljegyzett szam, ha dtlaguk 1,6
és szordsuk 0,87 (A szdmok sorrendje nem kérdés.)

(6 pont)

Megoldés. a) A gila alapteriilete T = 6 - 2% - \/Tﬁ cm?, ma-

gasséga M = /5 cm. Térfogata 2- % ~ 15,49 cm?, siirlisége
0,43 g/cm?®, ebbdl a tomege ~ 0,66 g. 3 cm

b) A piros dobés valészinilisége %, igy a keresett valdszintiség:

10\ /1V /2V
=) (%) =~o0,137. L N
(5) <3> <3> 2 cm

¢) Mind az 6t szdm 1 és 4 kozott van, és az egyik biztosan 1-es. A mdsik négy szdm

Osszegét z-szel jelolve 1+Tz = 1,6, amibdl x = 7. A maésik négy szdm lehetséges értékei
novekvd sorrendben: 1, 1, 1, 4; 1, 1, 2, 3 vagy 1, 2, 2, 2. Ezek koziil csak a mésodik
esetben lesz a szérds 0,8. Tehat az ot feljegyzett szam az 1, 1, 1, 2, 3 volt.

6. Az dbran ldthatd huszondt kor mindegyikét fehérre vagy fe- O O O O O
ketére szinezziik. (Az dbra régzitett, a mozgatdssal egymdsba vihetd O O O O O

szinezéseket nem tekintjik azonosnak.)

a) Hdny olyan szinezés lehetséges, amelyben tobb a fekete kor, O O O O O
mint a fehér? (3 pont) O0O00O00

b) Hdny olyan szinezés lehetséges, amely szimmetrikus az dbra OO00O0O
vizszintes vagy fiiggdleges tengelyére? (6 pont)

¢) Hdny olyan szinezés lehetséges, amelyben pontosan 7 kir fekete, és szimmetrikus
az dbra fiiggbleges tengelyére? (7 pont)

Megoldas. a) A 25 kort osszesen 22°-féleképp szinezhetjiik. Mivel nem lehet egyenld
a fekete és fehér korok szdma, és ugyanannyi olyan eset van, amelyben tébb a fehér, mint
amelyben t&bb a fekete, az utébbi lehetségek szdma az 6sszesnek a fele, azaz 224,

b) Tekintsiik elészor a fiiggdleges tengelyre szimmetrikus megolddsokat. Szabadon
szinezhetjiik a tengely koreit és a téle balra es6 koroket — a jobboldali korck szinét ez mar
meghatdrozza. Mivel 15 kérrél dénthetiink szabadon, a lehetéségek szdma 2'°.

Ugyanennyi olyan szinezés van, ami a vizszintes tengelyre szimmetrikus.

Azok a szinezések, amelyek mindkét tengelyre szimmetrikusak, gy allithatok eld,
hogy szabadon szinezziik a valamelyik sarokban 1évé 3 x 3-as részt, majd ebbdl mar
kivetkezik a tobbi kor szine — ez tehdt 2° lehetSség.
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Osszesitve: a legaldbb az egyik tengelyre szimmetrikus megoldésok szama 2 - 2% — 29,
¢) A tengelyen kiviil es6 fekete kérok egyenléen oszlanak meg a bal- és a jobboldalon,
ezért a tengelyen paratlan szamu fekete kornek kell lennie.

Kozépen 1, baloldalt 3 fekete kor: 5 - (130) = 600 lehetdség.

Kozépen 3, baloldalt 2 fekete kor: (2) . (120) = 450 lehetdség.

Kozépen 5, baloldalt 1 fekete kor: 1- 10 = 10 lehetSség.

Osszesen tehdt 1060 ilyen szinezés lehetséges.

B 7. Az ABC' derékszogii hdaromszdg befogdi AC =
E D =7 egység, BC =3 egység. A hdromszogbe az abran
lathatd maddon négyzetet irtunk.

a) Milyen hosszi a négyzet oldala? (4 pont)

A F C Az AFE derékszogli hdromszigbe wugyanilyen
mddon ujabb négyzetet irunk, majd az ekkor keletkezett vujabb, A csuccsal rendelkezd
derékszogi haromszogbe 1ujabb négyzetet stb.

b) Milyen hosszi a hatodik négyzet oldala? (4 pont)

¢) Tovdbb folytatva az eljdrdst, dsszesen hdny négyzet oldala lesz nagyobb, mint
0,00017? (4 pont)

d) Mekkora a négyzetek ,folott” (DBE mintdjara) keletkezd végtelen sok derékszdgl
hdromszog teriiletének dsszege? (4 pont)

Megoldas. a) Az 5. dbrdn lathaté derékszogli hdromszogek hasonléak, mert megfe-
lel8 szogeik egyenlék. A négyzet oldaldt x-szel jeldlve (3 —z) : x =3:7, ebbdl z = 2,1.

B B

5. dbra 6. dbra

b) Az AFE hiromszogbe irhaté négyzet oldala gy ardnylik EF-hez, mint az els6
négyzet oldala BC-hez, azaz 2,1:3 = 0,7. Hasonléképpen mindegyik négyzet oldala
0,7-szerese az el6zének. A hatodik négyzet oldala tehét 3 - 0,7° ~ 0,353.

¢) A 3-0,7" > 0,0001 egyenlétlenség megoldasa n < 1g(0,0001/3) : 1g0,7 = 28,9.

Vagyis 28 négyzet oldala nagyobb 0,0001-nél.

d) A DBE héromszog teriilete 2,1-0,9 : 2 = 0,945. A hdromszdgek teriilete végtelen
mértani sort alkot, melynek els6 tagja 0,945, hdnyadosa 0,49 (a hasonlésdg ardnydnak
négyzete, 6. dbra). A mértani sor 6sszegképletébdl az egyiittes teriilet ~ 1,85 egység.

8. a) Egy vdrfal nyugat-keleti irdnyd egyenes szakaszdn négy kisméretd bdstya dll,

sorrendben A, B, C és D. Az A és a D bdstya az egyenes fal két végén helyezkedik el.
Egy, az A bdstydtdl pontosan északi irdnyban taldlhato megfigyelépontbol az AB szakasz
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31°-0s, a BC szakasz 17°-0s, a CD szakasz pedig 14°-o0s szigben ldtszik. A bdstydk ko-
20tti tdvolsagok kozil csak a BC' tdvolsdgot ismerjiik, ez 200 méter. Mekkora az AB és
a CD tdvolsdg? Készitsiink dbrdt. Az eredményeket 10 m pontossdggal adjuk meg. (7 pont)

b) Egy egyenl8szdri hdromszdg szdrhoz tartozd silyvonala az alappal 20°-0s szdget
zdr be. Mekkordk a hdromszog szogei? (9 pont)

Megoldés. A 7. dbra jelbléseit hasznélva x = a - tg31°, x + 200 = a - tg 48°.
Az egyenletrendszert megoldva a = 392,3 m és x = 235,7 m adddik.

235,7 + 200 + y = 392,3tg 62°,

ebbdl y = 302,1 m.
Tehdt AB =~ 240 méter, C'D =~ 300 méter.

. 20° fe)
A x B 200 m C Yy D A B

7. dbra 8. dbra

b) A 8. dbrdra a szinusztételt felirva:

sin(a +20°) 2

sin(a —20°) 1
Rendezve és addicids tételeket alkalmazva:
sin a cos 20° + cos asin 20° = 2(sin a cos 20° — cos asin 20°).
Rendezve, majd kihaszndlva, hogy most cos a # 0:

3 cos asin 20° = sin a cos 20°,

3tg20° =tga.
Ebbél tga = 1,092, a = 47,52° és 180° — 2 = 84,96°.

9. Két, véletlenszdm-generdtor segitségével eldallitott 0 és 10 kozotti szamot jelolyink
x-szel és y-nal. Adjuk meg, mekkora az aldbbi események valdsziniisége:

A: z4+y<8 B: 2°+y>+49<10(z+y); C: 20y > > (16 pont)
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Megoldas. Tekintsiik az (x;y) szdmpdrhoz tartozd

Y pontot a derékszogli koordindtarendszerben. Ez a pont
10” a koordinatatengelyek, valamint az x = 10 és y = 10 egye-
8 nesek altal hatarolt négyzet valamelyik pontja.

Mindegyik eseménynek megfeleltetjiikk a hozza tar-

6 toz6 szamparokkal jelolt pontok halmazat. Az események
4 valosziniisége kiszamithatd, mint ezen teriilettel rendel-
kez6 alakzatok és a négyzet teriiletének hdnyadosa (geo-

2 metriai valésziniiség.) A négyzet teriilete 100 egység.
‘ Az A esemény akkor teljesiil, ha y < —z + 8, ez pe-
0 2 4 6 8 10z dig a négyzet pontjai koziil a sotétre szinezett haromszog

9. dbra pontjaira igaz (9. dbra). A hiromszog teriilete 32 egység,
ebbdl az A esemény valésziniisége 0,32.

A B eseményhez tartozé egyenlStlenséget &atrendezve az (r — 5)2 +(y—-5)?2<1
egyenlOtlenséghez jutunk. Ennek pedig annak a korlemeznek a pontjai tesznek eleget,
melynek sugara 1, kézéppontja az (5;5) pont (10. dbra). A kor teriilete 7, a valésziniliség
7/100 ~ 0,0314.

i0 it
8 8
6 6
4 @ 4
2: 2
0 } 2 } 4 } 6 } 8 } 10 x 0 2 4 6 8 10
10. dbra 11. dbra
A C esemény feltétele atrendezve y > % C komplementere az y < ;—3 egyenlGt-

2
lenségnek megfeleld ponthalmaz, vagyis az f(z) = I—O fiiggvény grafikonja alatti teriilet
a [0; 10] intervallumon (11. dbra). (Ez a sikidom teljes egészében a négyzetben van, mert

2
a fiiggvény maximuma ezen az intervallumon % =5<10.)
A grafikon alatti teriilet

igy C' komplementerének valészintisége 0,1667. Ebbél C valészintisége 0,8333.

(Megjegyzés: ,a 0 és 10 kozotti szam” kifejezés nem pontos, nem tudjuk, hogy a ha-
tarok beleértend8k-e. Ennek azonban a teriilet szempontjabdl nincs jelent8sége.)

Dedk Anna
Budapest
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Matematika feladatok megoldasa

B. 4832. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges a, b, ¢ pozitiv egész szdmokhoz ta-
lalhatok olyan egymdshoz relativ prim r, s pozitiv szamok, hogy ar + bs oszthato
c-vel.

(5 pont)

Megoldas. Jelslje d az a és b legnagyobb kozos osztdjat: d = (a;b). Le-
gyen 1, = g és 51 = % Ekkor nyilvan (r1,s1) =1 és ar; = bs; = %b, tehat ar; +
+b-(—s1) =0, ami oszthat6 c-vel.

De egyelore s = —s; < 0. Keressiink olyan, c-vel oszthaté k pozitiv egész sza-
mot, melyre s =k —s1 > 06s (r1,s2) = (%, k— %) =1 tovabbra is teljesiil. Mivel

c| k, ezért ¢ | bk = (ary — bsy) + bk = ary + b(k — s1) = ary + bsa.

Legyen k = k'c - g, ahol k' elég nagy ahhoz, hogy k'c - % — 2> 0 fennéljon.
Azt allitjuk, hogy (r1, s2) = 1 is igaz. Ha ugyanis

b b
1<m=(r,s2) = (d,k’cd - Z)

valamely m pozitiv egészre, akkor m | g miatt m | K’ cg is igaz, amibél m | s miatt

m | § kovetkezik, de ekkor m | g és m | g, ami ellentmond annak, hogy § és g
relativ primek. Tehdt valéban (r1, s2) = 1.

Tehat r = C% éss=Fkc- g, ahol k' megfeleléen nagy, j6 vélasztds.

55 dolgozat érkezett. 5 pontos 38, 4 pontos 6, 3 pontos 2, 2 pontos 4, 1 pontos
4 dolgozat. Nem versenyszerti 1 dolgozat.

B. 4836. Az ABCD paralelogrammdban BC = X AB. Az A-bdl és B-bdl in-
dulé belsé szogfelezdk metszéspontja M. Az ABCD paralelogramma hanyadrészét
fedi le az ABMANA?

(5 pont) Javasolta: Kozma Jozsef (Szeged)

Megoldéas. Huzzunk parhuzamost az M ponton keresztiil az AB oldallal,
ez az egyenes messe a BC és AD egyeneseket rendre a C* és D* pontokban.
Legyen MAD*<t= MAB< = «a és MBA< = MBC*< = (3. Vegyiik észre, hogy
AMD* = M AB< = a, hiszen valtészogek, és hasonléan BMC*< = MBA< = f3.
Igy az AMD*/A és az MBC*A egyenld szérd, amib8l MD* = D*A = C*B =
= MC* = AB/2 adddik, ahol a mdsodik egyenl6ségnél kihasznéltuk, hogy
ABC*D* paralelogramma, az utolsé egyenléségnél pedig, hogy M D* + MC* =
= D*C* = AB.
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D M

/ 7 X
D D’ c’

Feltehetjiik, hogy Tapc+p+ =2. Mivel az ABC*D* paralelogramma és
az ABM/\ AB oldala és ehhez tartoz6é magassiaga kozos, a jol ismert teriiletképle-
tek alapjén Tappy = 1. Tovdbba a feltétel szerint AD = AAB = 2AAD*, igy ismét
a paralelogramma ismert teriiletképlete szerint

Tapcp = AB - AD -sin2a = 2M\(AB - AD™ - sin2a) = 2A\Tapc+p~ = 4.

¥

Spe)

Az eddigiekbdl az is kovetkezik, hogy az M pont pontosan akkor van benne
az ABCD paralelogrammaban, ha A > 1/2. Ilyenkor a keresett teriiletardny a fen-

tiekb6l azonnal addédik:
Tapm 1

Tapop 4\

Ha X\ < 1/2, akkor az M pont ABCD-n kiviil esik. Messe AM és BM a CD
oldalt rendre a D’ és C’ pontokban. Ekkor a D* AM<-ben a parhuzamos szel6k
tétele szerint

AD"  AD

AM — AD*
Vildgos, hogy MD'C'/\ ~ M ABA, hiszen szogeik paronként megegyeznek, és ha-
sonlésdguk ardnya MD'/MA=1— DA'/MA=1-2\. Ebbdl kovetkezik, hogy
Tyupco =(1— 2)\)2TMAB =(1- 2/\)2. Végiil az ABM A &ltal lefedett teriiletre

Tapcp = Tapy — Tuorp =1 — (1 —2X0)2 = 4\ — 422,

=2\,

Innen pedig

TABC’D’ o 4)\ - 4)\2 _
TaBcpD 4\

Tehét a keresett ardny 1/4X, ha A > 1/2; és 1 — X\ ha A < 1/2.

1-A

109 dolgozat érkezett. 5 pontos 55, 4 pontos 3, 3 pontos 47, 2 pontos 3, 0 pontos
1 dolgozat.

B. 4866. Xavér és Yvett felvdltva mondanak

a) valds szdmokat;

b) komplex szdmokat.

Xavér kezd, és a jaték a 100. szdm kimonddsa utdn ér véget. Yvett célja az,
hogy a kimondott ay, . ..,a100 szdmokbdl képzett dsszesen ( 9 ) darab kettds szorzat
a1a2 + araz + . .. + aggaigg 0sszege 0 legyen, Xavér ezt szeretné megakaddlyozni.
Kinek van nyerd stratégidja?

(6 pont)
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Megoldas. Nyilvan
S100 = a1a2 + aiaz + ... + aggaioo =
= a1a2 + aras + ...+ aggagg + alo()(al +ag + ...+ agg),

és ebbdl Yvett a 100. 1épésben mér csak az ajgo(ar + az + ...+ agg) részt tudja
befolyasolni, ezért hogy S190 = 0 legyen,

ajaz + ajas + ...+ agglgg
a1 +as+ ...+ agg

kimondésa lehet részérdl az észszerii 1épés.

a100 = —

Ha ay +as+ ...+ agg # 0, akkor ezt meg is teheti; ezért aztdn Xavérnak
csak az lehet a célja, hogy ezt megakaddlyozza azzal, hogy a 99. lépésben az
agg = —(a1 + ag + ... + agg) szdmot mondja. De Yvett még ekkor is nyerhet, ha
eléri, hogy ebben az esetben

S99 = a1ag + aiaz + ...+ aggagyg = 0
legyen, vagyis
aias + araz + ... + agrags + agg(ay + as + ...+ agg) =0,
aiag +ayaz + ... + agrags + agg(—agg) = 0,
a1a2—|—a1a3+...+a97a98—(a1—|—a2—|—...+a98)220,
f(aerag+...+a38+a1a2+a1a3+...+a97a98) =0.

Itt vélik el egymdstdl az a) és b) rész.
a) Valds szamok esetén

2(@%—1—(1%+...+a38+a1a2+a1a3—|—...+a97a98):

= (af—kag%-—i-agg) +(a1—|—a2—|—...+a98)2
(nemnegativ, és) csak a3 = as = ... = agg = 0 esetén nulla.

Ekkor Yvett nem érheti el a céljat, ha Xavér mar valahol az elején mondott egy
nemnulla szdmot, amit béven megtehetett — ezért Xavérnak van nyer6 stratégidja.

b) Komplex szdmok esetén viszont

2 2 2
ai + a5+ ... +agg +ajaz +ajaz + ...+ agragg = 0,

azaz
Q(af+a§+...+a38+a1a2+a1a3+...+a97a98) =0,
2a3s + 2ags(ar +az + ... +agr) +
+2(a%—&-a%—l—...—|—a37+a1a2+a1a3+...+a96a97) =0,
2a3g + 2a98(a1 + az + ... + agr) +
+ (a1 +ag+...+agr)’ +ai+a3+...+a2) =0
Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/1 23
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mésodfoki egyenlet agg-ra, aminek komplex gyokei

_(a1+a2+...+a97)i\/—(al+a2+...+a97)2—2(a%+a§+...+a37)
5 .

Ha e gyokok barmelyikét mondja Yvett a 98. 1épésben, akkor & fog nyerni,
ezért ekkor Yvettnek van nyer6 stratégiaja.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

44 dolgozat érkezett. 6 pontos 33, 5 pontos 2, 4 pontos 1, 3 pontos 3, 2 pontos 1,
1 pontos 2, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 4869. Legyen A a valds szamok egy véges halmaza. Azt mondjuk, hogy A
elemeinek legaldbb két csoportba osztdsa egy parkettazas, ha az igy kapott (pdron-
ként diszjunkt) részhalmazok legaldbb két elemiek és egymds eltoltjai. Bizonyitsuk
be, hogy A-nak pdros sok parkettizdsa van.

(5 pont)

Megoldas. Az éllitast dgy bizonyitjuk, hogy parokba soroljuk az A parketta-
zasait. A kovetkezo jelolést hasznéljuk: ha X és Y szamhalmazok, akkor legyen

X+Y={z+y|lzeXésyecY}

Nyilvdn X +Y =Y + X, és az X halmaz s-sel val6 eltoltja ekkor X + {s}.
Legyen

A= (B+{a})U(B+{c})U(B+{c})U...u(B+{a})

az A halmaz parkettdzdsa. Ekkor A = B + C, ahol C' = {¢1,ca,¢3,..., ¢ }; legyen
tovdbbd B = {b1,ba, ..., b, }. Igy

A=C+B=(C+{b1}) U (C+{b2}) U(C+{bs})U...U(C+{bn}).

Megmutatjuk, hogy ez is parkettazasa A-nak, és kiilonbozik az el§bbitél.

A (C + {b,}) halmazok egymas eltoltjai, kozos elemszamuk k, ami az elsé par-
kettazasban szereplo részhalmazok szamaként legalabb ketté. E halmazok szama,
n pedig az elsé parkettdzasban szereplé halmazok kozos elemszama, igy szintén
legalabb ketts. A diszjunktsdg igazolasdhoz indirekten tegyiik fel, hogy példaul
(C’ + {bl})—nek és (C + {bg})-nek kozos eleme ¢; + by = ¢; + by. Ekkor azonban ez
a szdm (B + ¢;)-nek és (B + ¢;)-nek is kozos eleme; mivel e két halmaz az elsé par-
kettazasban szerepel, ez csak ugy lehetséges, hogy (B +¢;) = (B +¢;), azaz i = j,
igy ¢; = c¢;, akkor viszont b; = by, ami ellentmondés. Nyilvdnvald, hogy miképpen
e masodik parkettazast kaptuk az els6bdl, ugyanazzal a megfeleltetéssel a masodik-
bdl visszakapjuk az elsét.

Ahhoz, hogy a parkettdzdsok parositasardl beszélhessiink, végiil be kell 1at-
nunk, hogy a parban all6 parkettdzasok kiilonboznek egymastél. Tegyiik fel en-
nek az ellenkez6jét; ekkor n = k, és a B elemeinek atszamozasaval elérhet6, hogy
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(B+c¢,) =(C+b,) teljesil v=1,2,...,nre. Tekintsiik példdul (B+c;) =
= (C + by)-et: ca + b1 € (C + by) miatt ekkor van olyan b; eleme B-nek, amelyre
b; + ¢1 = ca + by. Ez a szdm viszont kozos eleme (B + ¢1)-nek és (B + ¢3)-nek, ami
ellentmondas.

44 dolgozat érkezett. 5 pontos 30, 4 pontos 12, 3 pontos 1 dolgozat. Nem versenyszert
1 dolgozat.

B. 4880. Az ay,as, a3, ... pozitiv egész szamokbdl dlld sorozatra teljesiil, hogy
Qp * pt1 = Ap42 - Gpys minden pozitiv egész n-re. Mutassuk meg, hogy a sorozat
valamelyik elemétol kezdve periodikus.

(4 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eldd (Budapest)

Megoldas. Az a,, - Gnt1 = Apya - Gt Osszefiiggés szerint

_ Ay - anJrl

Upyg = ———
Ap+42

minden pozitiv egész n-re. Ezért a,,, ap41 és a,12 egyértelmiien meghatarozza a,, 43

értékét. A feladat allitdsdnak igazoldsahoz igy elég beldtni, hogy létezik olyan n és

k pozitiv egész, amelyekre anir = n, Gntitk = Ant1 €S Apyotk = Gni2 €gysSzerre
teljesiil, hiszen akkor

An+4k " On+14+k _ Qn " On41

An+3+k = = = Gnp43
Gp4-2+4-k Gp4-2

stb. Az el6bbi igazolasdhoz legyen M = a; - as; ekkor M = a3z - a4 = a5 - ag = a7 - asg,
és igy tovabb, ezért a sorozat minden elemére 1 < a,, < M. Ebbdl kovetkezik, hogy
az Ay, Api1, dnto Tendezett szadmhdrmasok csak véges sokfélék lehetnek (legfeljebb
M3-féle szdmharmas édllhat eld ezen a mdédon). gy az {a1,a2,a3}, {a4,as,a6},
{a7,as,a9}, ... (rendezett) szdmhérmasok kozott biztosan lesz két egyezd.

66 dolgozat érkezett. 4 pontos 47, 3 pontos 15, 2 pontos 3, 0 pontos 1 dolgozat.

B. 4888. Sebestyén a harmadiktol kezdve minden sziletésnapjdira olyan hd-
romszog alapt hasdb alaki tortdt kap, amelynek a felsé hdrom csicsaban van eqy-
egy gyertya, és a tetején még annyi, hogy az életkordval megegyezd szami gyertya
legyen dsszesen a tortdn ugy, hogy semelyik hdrom nem esik egy egyenesbe. Sebes-
tyén olyan, hdromszog alakd szeletekre szeretné vagni a tortdt, melyeknek a csicsait
a gyertydk helye adja (a hdromszégek belseje nem tartalmazhat gyertydt). Hiny sze-
letre oszthatja a tortdt a k-adik sziletésnapjin?

(4 pont)

Megoldas. Pontosan 2k — 5 szeletre lehet felosztani. Bizonyitsunk teljes in-
dukciéval. Kiindulasnak vehetjiik a k& = 3 esetet, ekkor magatdl értet6do, hogy pon-
tosan egy szeletre lehet osztani a tortat. A k = 4 esetben is azonnal lathatd, hogy
3 szeletre lehet felosztani.

Tegytik fel, hogy belittuk, hogy k-ig minden évben pontosan 2k — 5 szeletre
lehet felosztani tortat. Igazoljuk, hogy ekkor a (k+ 1). sziiletésnapon pontosan
2(k + 1) — 5 szeletre oszthaté a torta.
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Vegyiink egy tetszOleges k + 1 gyertyds haromszog alaki tortat. Tekintsiik
ennek egy tetszoleges helyes szeletelését, majd vélasszuk ki barmelyik bels6 gyertyét
(vagyis barmelyiket, ami nem a torta csticsdban van). Legyen az ebbdl kiinduld
haromszog-oldalak szdma (vagyis a végdsok szdma) n. Az n legaldbb 3, hiszen
semelyik hiarom gyertya sincs egy egyenesen és fel van darabolva haromszogekre
a torta lapja. Vagyis van pontosan egy darab n-szog, amelyet a szeletelés hataroz
meg és csak a kivalasztott gyertyat tartalmazza. A kivalasztott gyertyabdl kiindulod
vagasok végén 1évo gyertyak koziil a szomszédosak Gssze vannak kotve egyméssal,
kiilonben vagy nem lenne haromszogekre szeletelve a torta, vagy lenne egy vagas,
ami a kivalasztott gyertyabdl indul és kihagytuk.

A szomszédos n darab gyertya egy n-szoget hataroz meg, amelynek belsejé-
ben csak a kivédlasztott gyertya van. Ez a gyertya minden csiccsal 6ssze van kotve,
igy az n-szog n darab haromszogre van felosztva. Most tévolitsuk el a kivélasztott
gyertyat. Ekkor egy k gyertyas torta marad, amir6l az indukciés feltevés alapjan
tudjuk, hogy pontosan 2k — 5 szeletre lehet felbontani. Az n-szogon kiviili szelete-
lésen ne valtoztassunk. Az n-szogben vélasszuk ki az egyik cstcsot, majd kossiik
Ossze a tobbi vele nem szomszédos cstccsal. fgy n — 2 haromszogre bontottuk fel.
Ett6l kiilonboz6 szamt haromszogre nem is lehet az n-széget bontani, hiszen min-
den ilyen felbontasaban mindegyik haromszog valamennyi szoge része az n-szog
valamelyik szogének, igy a t darab haromszog 180 fokos szogosszegének 180t fokos
Osszege az n-szog belsd szogeinek 180(n — 2) fokos Gsszegét adja, amibdl ¢ = n — 2
egyértelmiilen meghatarozott.

Tehat, amikor k + 1 gyertya volt, akkor 2-vel t6bb szeletre lehetett bontani
a tortdt, osszesen 2k — 54 2 = 2(k 4+ 1) — 5 szeletre.

Ezzel bizonyitottuk, hogy Sebestyén a k-adik sziiletésnapjdn csak 2k — 5 sze-
letre oszthatja a tortat.

Dobdk Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 202 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 121, 3 pontot 63 versenyzé. 2 pontot
szerzett 7, 1 pontot 5 tanulé. 0 pontos 6 tanulé dolgozata.

B. 4890. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazdin a kovetkezo egyenletet:

3 4
x 0z
Ify***73+74:2017.
y v )
(5 pont) Javasolta: Kovdcs Béla (Szatmarnémeti)

Megoldas. frjuk fel az % pozitiv raciondlis szdmot egymashoz relativ prim a
és b pozitiv egész szdmok hanyadosaként:
kapjuk, hogy

i = . Az egyenlet dtrendezésével azt

3 4
x x x
(E—y—2017:*+73—74
y oy Y
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egész szam, vagyis

x+x3 2 a d® _ab3+a3b—a4
Yy ys y4 b b3 b4 b4

szintén egész szdm. A szamldlé tehdt oszthaté bi-nel, igy b-vel is. A szamlalé elsé
két tagja b-nek tobbszorose, tehat a*-nek is oszthaténak kell lennie b-vel. Az a és b
relativ primek, emiatt innen mar csak b = 1 lehetséges. Ezzel belattuk, hogy az %

tort egész szam. Legyen most % = % = z pozitiv egész. Ekkor x = yz, ahol z, y, 2z
mind pozitiv egészek. Fzzel a jeloléssel az eredeti egyenlet konnyebben kezelhet6

forméban irhaté:
yz —y — 2z — 2>+ 2* = 2017.

Innen a megoldds befejezésére két lehetGséget is megmutatunk.

I.) Adjunk mindkét oldalhoz egyet, majd alakitsuk szorzattd az egyenlet bal
oldalét:

yz —y —z+1— 23+ 24 = 2018,
(y—1)(z— 1)+ 23(z — 1) = 2018,
(z—1)(y — 1+ 2%) = 2018.

Az 1009 primszam, a 2018 tehdt csak kétféleképpen bomlik pozitiv egészek szorza-
téara: 2018 = 1-2018 = 2-1009. A bal oldalon mindkét tényez6 pozitiv kell legyen,
hiszen 23 +y — 1> 1+1—1 = 1. Tovabb4 az is biztos, hogy

Phy—1>z24+y—1>2-1,

igy csak 22 +9y—1=1009 és z — 1 =2, illetve 23 +y —1=2018 és z — 1 =1 le-
hetséges.

Az els6bbl z = 3, y = 1009+ 1 — 27 = 983, = = 2949, a mésodikbdl pedig z = 2,
y=2018+1—8 =2011, = = 4022 addédik. Ellenorzéssel lathatd, hogy mindkét
gyokpar kielégiti az egyenletet.

I1.) El8szor megmutatjuk, hogy z > 7 esetén nincs megolddsa az egyenletnek.
Ha z > 7, akkor

yzr—y—z2—224+2 >y —y—z-B > B =2 -2 - 1) >
>T7(P -2 —1)=72(2—-1)—=7>7-49-6 — 7 = 2051.

Az is azonnal adédik, hogy z = 1 esetén yz —y — z — 2% + 2* = —1, igy elegendd
a tovabbiakban z = 2,3,4,5,6 vizsgalata. Az egyenletbdl kifejezziik y-t és sorra
megvizsgaljuk, hogy melyik z esetén kapunk egész értéket y-ra:

_2017—24—|—z3+z
B z—1 ’

Y
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A z =06 esetén a tort %, a z =b-re a tort %, végill z = 4-re a tort @,
egyik sem egész. Marad a z = 3, ahol y = 983, tovabba z = 2, ahol pedig y = 2011.

Az elsére x = 2949, a masodikra x = 4022.

Weisz Mdté (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 127 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 26, 4 pontot 33 tanulé. 3 pontos,
illetve 2 pontos egyarant 23-23 tanulé dolgozata. 1 pontot kapott tovdbbd 9, 0 pontot
13 versenyz0.

B. 4893. Az ABC hdromszégben AB # BC. A B pontbdl induld szdgfelezd
a hdromszég AC' oldaldt a D pontban, kérilirt kérét pedig (a B ponton kivil) az E
pontban metszi. A DE szakasz, mint datmérd folé emelt kor a korilirt kort az E,
magjd mdsodszor az E-tdl kiilonbozé F' pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a BF
egyenest a BD tengelyre tikrozve az ABC hdromszég sulyvonaldat kapjuk.

(6 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jelo-
léseit.

Legyen az A, B, C pontokon at-
mend k kor kdzéppontja O. Ismert, hogy
AB # BC esetén az ABC'< szogfelezojé-
nek és az AC oldalfelez6 merdlegesének
pontosan egy kozos pontja van, és ez a
kozos pont rajta van az ABC haromszog
koré irt korén. Ez a k6z6s pont az E pont,
azaz E rajta van az AC oldalfelez6 mero-
legesén.

Jeloljiik a OF oldalfelezd merdleges-

nek és az AC oldalnak a metszéspontjat

15 (vagyis AC felez6pontjat) M-mel. Mivel

EMD< = 90°, azért Thalész tétele alap-

jan M rajta van a DF E haromszog koriil-

irt korén. Az FEO egyenes messe masodszor a k kort H-ban. Mivel DF E< = 90°
és HFE< = 90° (Thalész tétele alapjan), a DF egyenes dtmegy H-n.

Thalész tétele alapjin HBE< =90°, mivel HE atméré. Vagyis, mivel
HBD<+ DMH< =90° 4+ 90° = 180°, a H BDM négyszog hurnégyszog. Igy a ke-
riileti és kozépponti szogek tétele alapjan M HD<t = M BD<.

Mivel HBFE is hurnégyszog, ismét a keriileti és kozépponti szogek tétele
alapjan FHF< = EBF4.

Tehat DBF< = M BD<, igy BF tiikorképe BD-re BM, azaz BF tiikorképe
valéban a silyvonal.

T6bb dolgozat alapjan
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Tobben megjegyezték, hogy a feladat allitdsa ekvivalens azzal, miszerint a BF'
egyenes az ABC haromszog egy szimmedidnja. A szimmedianrél bévebben olvas-
hatunk Suranyi Laszl6: A hdromszig kevésbé ismert nevezetes pontjairdl II. rész
(KoMalL — 1984 /november) cikkében*.

Osszesen 54 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 41, 5 pontot 4 versenyzé. 4 pontos 1,
3 pontos 1, 1 pontos 3 tanulé dolgozata. 0 pontot kapott 2 versenyzd, tovabbi 2 tanul6
dolgozata nem versenyszeri.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(571-576.)

K. 571. Egy iskola vezetése elrendelte, hogy a tanuldk nadragszaranak hossza
nem lehet kisebb, mint testmagassdguk egyotode. Samu nadrégszara hosszanak
iigyében vizsgdalat indult, és az etikai bizottsag megallapitotta, hogy ez éppen a meg-
engedett minimum hossznal annak % részével kisebb. S6t, azt is megallapitottak,
hogy ha 3 cm-rel hosszabb lenne az a nadrdgszdr, akkor még mindig 20%-kal kisebb

lenne, mint a minimélis megengedett hossz. Milyen magas Samu?

K. 572. Tom Sawyer és Huckleberry Finn egyiitt festették a keritést. Tom
egyediil 3 ora alatt, Huck egyediil 4 ora alatt festené le a keritést. Délben kezd-
ték a munkdt, de egy id6 utan Huck elunta, és elindult pecazni. Tom 10 percig
gybzkodte (ez id§ alatt egyikiik sem festett), de nem tudta rdvenni, hogy tovédbb
dolgozzon, igy hozzavagott egy doglott patkanyt, és egyediil fejezte be a munkat.
2 6ra 34 perckor készen lett, és elment ebédelni. Amikor Huck és Tom egyiitt dol-
goznak, akkor munkatempdjuk 20%-kal csokken, mert folyton ugratjdk egymdst.
Mikor hagyta abba Huckleberry Finn a festést?

K. 573. Kati, Sanyi és Pisti elmentek az édességboltba. Kati vett 9 egyforma
bonbont kardcsonyi ajandéknak, de csak 11000 Ft volt ndla, ezért kolcsonkérte
Sanyi Osszes apropénzét, igy pont ki tudta fizetni a bonbonok arat. Kézben Sanyi-
nak is megtetszett ez a bonbonfajta, ezért ¢ is vett 13 dobozzal ajandékozésra,
de mivel neki csak kereken 15000 Ft-ja maradt, ezért kolcsonkérte Pisti Gsszes
aprépénzét, és igy éppen ki tudta fizetni a bonbonok arat. Tudjuk, hogy egy doboz
bonbon ara 0O-ra végzddik, és a Sanyi, illetve a Kati altal kolesonkért pénzosszeg
1000 Ft alatt volt. Mennyivel tartozik Kati Sanyinak, illetve Sanyi Pistinek?

K. 574. Egy pozitiv N szamjegyeinek 6sszege ugyanannyi, mint a szam két-
szeresében a szamjegyek Osszege.

a) Keressiink egy-egy ilyen kétjegy(i, hdromjegy(i és négyjegyli szdmot.

b) Mutassuk meg, hogy N oszthaté 9-cel.

*http://db.komal .hu/KomalHU/showpdf .phtml?tabla=Cikk&id=198412.
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K. 575. Egy Osszejovetelen hat ember vesz részt. Barmely hiarom résztvevo
kozott van kettd, aki nem ismeri egymast. Bizonyitsuk be, hogy van harom olyan
résztvevd kozottiik, akik kozott nincsen ismeretség. (Az ismeretség kolesonos.)

K. 576. Egy dobozban piros és kék golydk vannak. Tudjuk, hogy % annak
a valdsziniisége, hogy a dobozbdl egy golyét véletlenszertien hizva kék szint akad
a keziinkbe. Ha kivesziink a dobozbdl egy kék golydt, akkor g lesz annak a valo-
szintlisége, hogy a dobozbdl egy golydt véletlenszeriien kivalasztva pirosat kapunk.
Hény goly6 van a dobozban?

*

Bekiildési hatarid6: 2018. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1455-1461.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1455. Egy szigeten kiilonos pénzérmék vannak forgalomban: a pénznem
alapegységei harom egymdstdl kiilonbozo egyjegyli szam, és ezeken tul 1étezik
az 0 tizszeresiik, szdzszorosuk, ezerszeresiik. Tudjuk tovabba, hogy egy kil6 kékusz-
di6 arat ki lehet fizetni két egyforma és egy t6liikk kiilonb6z6 harmadik pénzérme
segitségével, a kétszer annyiba keriil6 maracujahoz viszont a harmadik pénzérme
helyett annak tizszeresét kell a mésik kett6hoz hozzatenni. Hatdrozzuk meg, hogy
milyen értékli érmék vannak forgalomban, ha tudjuk, hogy nincsen 1-es, és a leg-
értékesebb érme a 7000-es.

C. 1456. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan négyzetszam, amely felirhaté
3% + 9% + 1 alakban (a, b pozitiv egész szamok).

Feladatok mindenkinek

C. 1457. Az egységsugari korbe irt egyenldszdrt, derékszogli hiaromszoget
a kor kozéppontja koriil 45 fokkal elforgattuk. Hatarozzuk meg a két haromszog
kozos részének keriiletét és teriiletét.

C. 1458. Oldjuk meg az egyenletet a valds szamok halmazan:

Ve +11l+va2 4+ 1lz — vz — 2 = 4.
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C. 1459. Tiikrozziik az y = 22 egyenlet{i normal parabolét az F(O; i) pontra.
Mekkora szogben metszi egymast a két parabola?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1460. Egy specidlis, forgasszim-
metrikus hépehely képzodése a kovetke-
z6képpen zajlik: minden méasodpercben
a hopehely végzodéseinek felez&pontja-

bél indulva két, egyenként harmadakkora 1j végzddés keletkezik. (A hépehely kiin-
dulé allapota és a képzddés els6 két 1épése az dbrdn 1dthato.) Hany darab 10 mik-
rométer hosszisagu végzddése lesz a hopehelynek 6 masodperc elteltével, ha a ho-
pehely atméréje 4,32 mm?

C. 1461. A pozitiv egész szamok esetén értelmezziik a o miiveletet, amelyrdl
a kovetkezd dolgokat tudjuk: i) 101 =3; i) aob=0boa minden a, b szdmra;
#i) ao(b+1)=aob+ (a+ 1)+ 2b minden a, b esetén. Adjuk meg 2017 o 2018
értékét.

*

Bekiildési hatarids: 2018. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4921-4929.)

B. 4921. Bizonyitsuk be, hogy ha n és k pozitiv egészek, akkor n + k egész
szém koziil mindig ki lehet vélasztani legaldbb (k 4 1)-et gy, hogy az osszegiik
n-nel oszthatd legyen.

(5 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)
B. 4922. Oldjuk meg az egész szamharmasok korében a kovetkezé egyenlet-
rendszert:
z
3x —y? = 5
3z
3 haded
y+ a? R
(3 pont) Javasolta: Bérd Bdlint (Eger)
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/1 31



ﬁ} 2018.1.2 — 17:11 — 32. oldal — 32. lap KoMalL, 2018. januar gf

— P

B. 4923. Az ABC héromszog A-bdl induld belsé szogfelezbje a BC' oldalt
E-ben, a B-bdl indulé belsé szogfelezbje az AC oldalt F-ben metszi. Jelolje O
a haromszog beirt korének kozéppontjat. Mekkora lehet a C-nél lev6 szog, ha
az OF AN és a OBEN teriiletének 6sszege egyenld az AOBA teriiletével?

(3 pont)

B. 4924. Tekintsiik egy haromszog hozzairt koreinek kézéppontjaibdl a hozza-
juk tartozé oldalakra bocsatott merclegeseket. Igazoljuk, hogy ez a harom egyenes
egy pontban metszi egymast.

(4 pont)

B. 4925. Igazoljuk, hogy ha az ai;as;...;as017 nemnegativ valés szdmok
atlaga 1, akkor teljesiil a kovetkez6 egyenl6tlenség:

al + as
a%018+a2+a3+...+a2017 a§018+a3+a3+...+a2017+a1

a2017
+ 2018 <
(12017 —+ aq —+ a9 + ...+ a2016

(4 pont)

B. 4926. Az ABC hegyesszogli haromszoghben a B-bol és C-bdl indulé ma-
gassag talppontja D, illetve E. Az E pont tiikorképe az AC és a BC' egyenesre S,
illetve T'. Az O kozéppontji C ST kor az AC egyenest médsodszor az X # C pontban
metszi. Mutassuk meg, hogy az XO és DE egyenesek merolegesek egymasra.

(5 pont) (Koreai feladat)

B. 4927. Legyen A és B vektorok egy-egy véges halmaza, tovdbba legyen
A+ B={v+w]|veA we B}. Mutassuk meg, hogy |A+ B| > |A| + |B| — 1.

(5 pont)

B. 4928. Az égig éré fa torzse egy lab magasan kétfelé dgazik. A tovabbiakban
agnak két eldgazds kozti részt tekintiink, amin nincs tovabbi eldgazds. Az égig
ér6 fa minden aga egyenes és egy labbal magasabban végzdédik, mint a talajhoz
kozelebbi vége. Egy ag gyermekeinek tekintjilk az 4g magasabban 1év6 végébol
kiindulé agakat, amiket egyuttal egymads testvéreinek is neveziink. Az égig éro fa
minden aganak van legaldbb két gyermeke, és ha nem pont két gyermeke van,
akkor van olyan testvére, akinek pontosan két gyereke van. A testvéreknek mindig
kiilonb6z6 szamu gyerekiik van. Ha egy agnak tobb mint két gyereke van, akkor
van olyan testvére, akinek pontosan eggyel kevesebb gyereke van, mint neki. Hany
ag indul ki az n 14b magasan 1évé eldgazdasokbol?

(6 pont) Javasolta: Gdspdr Merse El6d (Budapest)
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B. 4929. Adott az € ellipszis és a H hiperbola a térben ugy, hogy sikjaik merd-
legesek egymadsra, valamint £ fokuszai H valds tengelyének végpontjai, H fokuszai
pedig € nagytengelyének végpontjai. Legyen A és B két rogzitett pont a H hiper-
bola kiilonb6z6 again, tovabba P legyen az ellipszis egy tetszéleges pontja. Mutas-
suk meg, hogy a PA + PB tavolsagosszeg nem fiigg P megvalasztasatol.

(6 pont)

Bekiildési hatarids: 2018. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(713-715.)

A. 713. Azt mondjuk, hogy a valés szdmokbdl all6 ai,asq,... sorozat ter-
peszkedd, ha minden pozitiv egész j-re i < j esetén |a;, — a;| > 7 Hatarozzuk meg
az Osszes olyan C' pozitiv valds szdmot, melyre megadhaté a [0; C] intervallumban
egy terpeszkedd sorozat.

Javasolta: Di Giovanni Mark (Cambridge)

A. 714. Adottak a paronként diszjunkt Dy, Ds, ..., D, korlemezek az euklide-
szi stkon (n > 2). Jelolje k = 1,2,...,n-re fi a Di-t hatdrol6 korre valé inverziét.
(Az fi figgvényt Dy kozéppontjanak kivételével a stk minden pontjaban értel-
mezziik.) Hény fixpontja lehet a sik lehet§ legb&vebb részhalmazédn értelmezett
fno fn_10...0 f1 transzforméciénak?

Javasolta: Vdli Benedek (Szeged)

A. 715. Legyenek a és b pozitiv egész szamok. Egy a x b méretil téglalapot
olyan négyzetekkel fediink le hézagmentesen és atfedések nélkiil, melyek oldalhossza
2-hatvéany, vagyis a lefedéshez 1 x l-es, 2 X 2-es, 4 X 4-es, ... méretii négyzeteket
hasznédlhatunk fel. Jelolje M azt, hogy egy ilyen fedéshez minimalisan hany négy-
zetet kell felhasznalnunk. Az a és b szamok egyértelmiien felirhatdk kiilonbozé ket-
téhatvanyok osszegeként: a = 29t + ... 4 2% b= 2" 4 4+ 2% Mutassuk meg,

hogy
M-y

=1 3

L
glai—b;l
=1

Bekiildési hatarids: 2018. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! Feltételezziik, hogy a KéMal olvasdjaként szive-
sen foglalkozol matematikaval, és felmertilhetett mar Benned az a gondolat, hogy
életpalyadul ennek a szép tudomanynak a miivelését valasztod, illetve szeretnél
megismerkedni alkalmazasaival a miiszaki, gazdaséagi és pénziigyi élet kiilonb6z6 te-
riiletein. Egy amerikai felmérés évrél-évre a legjobb foglalkozasok kozott tartja szé-
mon a matematikust, és a szintén matematikai eloképzettséget igénylo aktuariust és
statisztikust (http://www.careercast.com/jobs-rated/best-jobs-2016). Eset-
leg még nem dontottél, de leginkabb matematikdbdl folytatnal felséfokd tanulma-
nyokat?

Minderre kitlin6 lehet6ség nyilik az orszag egyik legnagyobb milti egyete-
mén, az Eotvos Lorand Tudoményegyetem Természettudoméanyi Kardn, ahol vi-
laghirt professzoroktdl tanulhatsz, a tobbi kozott Laczkovich Mikldstol, a Tarski-
féle kor négyszogesitési probléma megoldéjatdl és a Wolf-, Bolyai- és Kyoto-dijas
Lovdsz Ldszlotol, a Magyar Tudomanyos Akadémia elnokétdl. Pezsgd didkélet var
rad az ELTE korszerli szamitégépparkkal felszerelt, a KoMalL szerkeszt6ségének is
otthont adé modern lagymaényosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyijté haroméves
matematikai alapképzésiink. Itt az elsé évben tobbféle lehetdség koziil valaszthatsz,
hogy elGismereteidnek, képességeidnek vagy tanuldsi sebességednek megfeleléen
milyen szinten, milyen részletességgel, milyen mélységben sajatitod el az els6 év
kotelezd torzsanyagét. Az els6 év végén pedig arrdl donthetsz, hogy az aldbbi hdrom
szakirdny melyikén kivansz tovabbhaladni.

A matematikus szakirany programja sokat megdriz méltan vildghiri ha-
gyomanyainkbol, ugyanakkor szildrd alapokat nytjt a modern matematika miive-
léséhez, jol felkészitve hallgatéinkat a leendd kutatéi munkéra.

Az alkalmazott matematika ma méar az élet szinte minden teriiletén nélkii-
l6zhetetlen, és az ilyen képzettségii munkaer6 irant egyre novekszik az igény. Ezt
a szakirdnyt tehat azoknak ajanljuk, akiket els6sorban a matematika alkalmazdsai
érdeklik.

Az el6z6khoz képest viszonylag 1j, matematikai elemz6 szakirdnyt azon
jelentkezdk szamara inditjuk, akik ismereteiket késébb inkdbb a matematikan ki-
viil szeretnék majd gyiimolesoztetni. Itt szerzett tuddsukat hasznosithatjak példaul
gazdasagi teriileten, médidban, a matematika népszerisitésében, a kdzmiivelodés-
ben.

A szakiranyokrdl és a képzés egyéb vonatkozasairdl tovabbi részletek a
http://www.math.elte.hu/ honlapon a Képzések meniipont alatt taldlhatok.

A legkiemelked6bb hallgaték az egyetemi oktatémunkaba is bekapcsolédhat-
nak, és vildgszerte j6 eséllyel palydzhatnak osztondijakra, kilfoldi részképzésre
(pl. az Erasmus program keretében).
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Az alapképzést tovabbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy ro-
viden MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, al-
kalmazott matematikus, valamint biztositési és pénziigyi matematika mesterszakok
indulnak. BSc-t végzett hallgatéink természetesen mas (bel- és kiilfoldi) oktatasi
intézmény programjain is folytathatjdk tanulményaikat. A mesterszakot végzettek
koziil a legkivalébbak szamara biztositjuk az egyetemen a doktori fokozat megszer-
zésének lehet&ségét (PhD-képzés).

Felhivjuk a figyelmet, hogy 2013-t6] a matematika tanar képzés djfent osztatlan
rendszerben torténik (1. az erre vonatkozé kiilon téjékoztaténkat).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyomény, hogy a ratermett, tehetséges dia-
kok neves professzorok vezetésével bekapcsoldodnak a tudomanyos kutatasba. A leg-
kivalobb hallgaték matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egye-
temi Hallgatok Nemzetkozi Matematikaversenyén az elmilt tiz évben kétszer is
az ELTE csapata végzett az élen tobb, mint 70 egyetem csapatanak versenyében —
olyan nagyhirii egyetemeket is megel6zve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai
Allami Egyetem.

Matematika tanarképzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudomanyi Karan sok évtizedes multra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altalanos és kozépiskolak részérdl mindig jelentés
igény mutatkozott a nalunk végzett matematika tanarok irdant, akik koziil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatéi palyat futottak be.

A matematika szakos tanari palyat elsésorban azoknak a kozépiskolas dia-
koknak ajanljuk, akiknek 6rom érdekes matematikai feladatokon gondolkodni és
j6 érzést okoz a megoldasokra masokat is ravezetni, masokkal is megosztani azt
az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A 2013/2014-es tanévtdl kezdédben a tandrképzés osztatlan formdban zajlik.
Tanéari szakképzettséget kétszakos formaban lehet szerezni 441 vagy 5+ 1 éves kép-
zés keretében, amelyben a plusz egy év szakmai gyakorlat teljesitésére szolgdal. Ily
moédon a tanarképzésre vald jelentkezés soran a leend6 hallgatoknak egy szakpart
kell megjelolni. Az ELTE-n a matematika szak mellé természettudomanyos szako-
kon és az informatikén kiviil valasztani lehet a bolesész szakok (példdul a magyar,
a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is. A tandrképzés els6 hiarom évében szak-
paronként egységes képzésben részesiilnek hallgatéink. A matematika szakteriileti
targyaknal az oktatds szemléletében mar az els6 hdrom évben is nagy hangsulyt
kap az iskolai matematikatanitdssal valé kapcsolat. A harmadik év végén a hall-
gatonak kell eldonteni, hogy altaldnos iskolai vagy kozépiskolai tanari végzettséget
kivan szerezni a két szakjabol. Ezen dontéstél fiiggden vagy egy 2 féléves vagy pedig
egy 4 féléves képzési programot kell elvégezni. Ekkor keriil sor a szaktargyi tanitasi
gyakorlatok teljesitésére, melyekre az ELTE hallgatéinak a legjobb budapesti isko-
ldkban, kivalé vezetGtanarok irdnyitasa mellett nyilik lehet&ségiik. A szaktertileti
zardvizsgék letétele utdn a hallgatéknak még egy egyéves szakmai gyakorlatot kell
elvégezniiik egy iskoldban, melynek soran médjuk lesz begyakorolni a tanari munka
mesterfogasait.
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Informatikabdl kittizott feladatok

I. 445. A matematikaban a 7 nemcsak fontos természeti dllandd, hanem a tu-
dastertilet egyik jelentés szimbdéluma is. Minél pontosabb meghatarozéasa ezért rég-
Ota foglalkoztatja nemcsak a matematikusokat, hanem a matematika irant érdek-
16d¢é laikusokat is. Az évszazadok soran sokféle kozelitd eljarast dolgoztak ki a
meghatdrozasara. Ezek koziil Machin sorozata egy gyorsan konvergdld, tehédt vi-
szonylag kevés szamu tag kiszamitasaval is kelléen sok jegyre pontos eredményt
adé megoldas. Machin a

m 1 1
1= 4 arctg — — arctg —

5 239
Osszefiiggés sorbafejtésével a

T (LI (Y L LY 1y
4 7|5 3\5 5\5 7\5
NS Y AR S YR
239 3\ 239 5\ 239
képletet kapta.

Készitsiink programot, amely a fenti sorozat alkalmazasaval meghatarozza
m értékét legaldbb 1000 tizedesjegy pontossaggal. A nagy pontossigui aritmeti-
kai miiveleteket (6sszeadds, kivonds, szorzds, osztds) nekiink kell megvaldsitanunk.
A megoldas elkészitése soran legfeljebb 32 bit pontossdgu egész szamokat hasz-
néaljunk, és a ne alkalmazzuk a programozasi nyelv vagy fejlesztéi kornyezet altal
biztositott, 32 bitnél tobb jeggyel dolgozé aritmetikai miiveleteket tamogatd mo-
dulokat sem.

A kapott eredmény ellenérzésére a
http://www.geom.uiuc.edu/ huberty/math5337/groupe/digits.html
cimen taldlhat6é adatokat javasoljuk.

Bekiildendd egy i1445.zip tomoritett allomanyban a megoldas forrdaskodja,
a megoldas altal készitett, a m elsé 1000 tizedesjegyét tartalmazé szoveges dllomény,
tovabba a megoldas soran hasznélt eljarasok rovid dokumentécidja.

I. 446 (E) A Rubicon egy torténelmi ismeretterjesztd lap, melynek elsé lap-
szama 1990. februar 1-jén jelent meg. 2017. szeptemberéig Osszesen 311 szamot
adtak ki. Az eddig az id6pontig megjelent lapszamok legfontosabb adataibodl ké-
szitsiink adatbézist. Forrasként a kiadvany.txt és ajanlo.txt allomanyok allnak ren-
delkezésiinkre, melyek UTF-8 kédolasu szovegfajlok, az els6 sorok a mezoneveket
tartalmazzak. Néhany szamot dupla szamként adtak ki, igy tobbszor szerepel két
kiilon megjelenési honapnal, azonos szam és kiillénboz6 ,,azonosité” szamok alatt.
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1. Készitsiink 4j adatbazist rubicon néven. A mellékelt adatallomanyokat impor-

taljuk az adatbazisba a fajlnévvel azonos nevii tdblakba. Beolvasdskor allitsuk
be a megfelel6 tipusokat és kulcsokat.

Tablak:

kiadvany (azonosito, szam, focim, megj, ar, kulonszam)

azonosito az adott példdny megjelenés azonositdja (szam), ez a kulcs;

szam az adott kiadvény azonositdja (szdm);
focim az adott szam cime (szoveg);

megj kiadds éve, hénapja és napja (ddtum);
ar az adott szdm 4ra (szdm);

kulonszam az adott szdmot kiilonszdmként adtdk-e ki (logikai).

ajanlo (azonosito, szam_azon, alcimek)

azonosito az adott cikk azonositdja (szdm), ez a kulcs;

szam az adott szdm azonositéja (szadm);
szerzo az alcimhez tartozé szerzd (szoveg);
alcim az adott szdmhoz tartozé alcim (széveg).
kiadvany ajanlo
¥ azonosito ¥ azonosito
szam szam
focim szerzo
megj alcim
ar
kulonszam

Készitsiik el a kovetkez6 feladatok megoldésait. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-

jink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és més adatok viszont ne.
A megoldasainkat a zardjelben 1év6 néven mentsiik el.

2.

38

Lekérdezés segitségével adjuk meg, hogy egy szdmnak hany alcime van feltiin-
tetve az adatbazisban. Minden szam egyszer jelenjen meg, és mellette legyen
lathat6 az alcimek szdma. (2alcimek)

Lekérdezés segitségével adjuk meg azon szamok fécimét, amelyek nevében van
arab szdm. (3szamok)

. Lekérdezés segitségével irassuk ki azon szamok fécimét, amik kiilonszamok

voltak. (4kulonszam)

Mennyibe keriilne megrendelni az 6sszes 2015-ben kiadott lapot, 2 példényban?
(50ss22015)

Hatarozzuk meg, hogy van-e, és ha igen, melyik vagy melyek azok az évek,
amikor az Osszes hénap lapszamét lehet utanrendelni. A kiilonszdmokat ne
vizsgéljuk. (6mind)

Szdmoljuk ssze, hany lapszadm f8cimében szerepel a szent sz6. (7szent)
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8. Van-e olyan szdm, amihez nem tartozik alcim az adatbazisban? Ha igen, irassuk
ki a szdmok f6cimét és kiaddsdnak datumédt. (8nincsalcim)

9. Az alefmek kézott néhdny helyen meg van adva a cikk szerzéje. Irassuk ki
azoknak a nevét, akik tobbszor is frtak cikket. (9tobbcikk)

10. Készitsiink jelentést, amely év szerint csoportositva, a lapszam fGcime sze-
rinti abécérendben jeleniti meg az adott szam arat. Dupla szam esetében két
hénapnal is megjelenhet az adott szam. Az ar mogott jelenjen meg a ,Ft”
mértékegység. (10jelent)

Bekiildend6 egy tomoritett 1446.zip allomanyban az adatbazis, valamint egy
rovid dokumentécid, amely megadja az alkalmazott adatbazis-kezel6 nevét és ver-
zi6szamat.

A feladat forrasa:

http://www.rubicon.hu/megrendelheto/termekek/folyoirat/

(utolsé letoltés: 2017. 10. 01.).

I. 447. A most megjelené C. 1460. feladatban leirt hopehely grafikus meg-
valésitasaval készitsiink hoesés szimulaciét. A havazéds egy percig tartson gy, hogy
kezdetben kevés, majd egyre tobb, végiil ismét kevés hopehely jelenjen meg a képtér
fels6 részén. A hépelyhek mérete véaltozatos legyen, de a legnagyobb és legkisebb
atméréjének ardnya ne érje el a kettét. A hépelyhek a képtér tetején vegyesen,
a képz6dés els6 vagy masodik 1épése utani allapotban hulljanak lefelé. A héopelyhek
esési sebességét a méretiikkel egyenesen aranyosra allitsuk: a legkisebbek essenek
a legnagyobb sebességgel. A képtér aljan a hépelyhek tiinjenek el.

A feladat megolddsahoz a versenykiirdsban szerepld programozasi nyelvek mel-
lett HTML/CSS/Javascript segitségével késziilt megolddsokat is elfogadunk. A ver-
senyKkiiras szerinti programozasi nyelveken késziilt megoldasok legyenek fordithatok
és futtathatok kiegészitd grafikus konyvtarak nélkiil, tehat csak a fejlesztéi kornye-
zetben megtaldlhatd, beépitett grafikai modulok folhasznalasaval. A bongészében
futé megolddsoknak offline is miikddniiik kell, azaz nem tartalmazhatnak kiilsé hi-
vatkozasokat. Javasoljuk példdul a HTML5 Canvas hasznalatat.

Bekiildend6 egy i1447.zip tomoritett allomanyban a program forréskddja,
tovabba egy rovid dokumentacid, amely tartalmazza, hogy a forrasallomany melyik
fejlesztéi kornyezetben fordithato.

I/S. 23. Egy N x N-es ,sakktdbla” vildgos szinli mez8in S szdmu s6tét gya-
logot helyeziink el. Feladatunk az, hogy egy vilagos futé segitségével koziiliik minél
tobbet letissiink. A futé a szokasos médon mozoghat a tablan, de irdnyt valtani csak
akkor tud, ha olyan mezére 1ép, amelyen éppen leiit egy gyalogot. A futd kezdeti
helye nincs rogzitve, azt mi valaszthatjuk meg.

Készitsiink programot, amely megadja, hogy adott allasok esetén legfoljebb
hény gyalogot lehet a tablardl levenni.

A program standard bemenete az N és S egészek, valamint a kovetkez6 S sor
mindegyikében egy egész szampar. A szamparok a sotét gyalogok helyzetét ad-
jak meg: a bal fels6 (sotét) mez6t6l indulva az egyes gyalogok sorat és oszlopét.
A program standard kimenete legyen a levehet6 gyalogok maximalis szama.
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Példa bemenet (az ujsor karaktereket / jeloli) Kimenet
67/12/14/16/41/34/54/36/]|4

Magyardzat: a 4 1,1 4,3 6 és 5 4 mezdkon 1évo
gyalogok leiitése pl. ebben a sorrendben lehetséges, ha
a futé a 4 1 mezdrol indul, de sajnos a t&bbi gyaloghoz
a futé nem tud eljutni.

Korlatok: 4 < N <100,4<S5<2-N.

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentacid
1 pontot ér. Tovabbi 9 pont kaphaté arra a programra,
amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes ki-
menetet ad 1 masodperc futdsidé alatt. Részpontszam kaphaté arra a programra,
amely csak kisebb N értékek esetén ad helyes eredményt 1 masodpercen beliil.

Bekiildendo6 egy is23.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

(Az oktoberi szdmunkban megjelent K. 513. feladat alapjdn)

S. 122. Legyen A az els6 P primszam halmaza, és B egy N elemfi, pozitiv
egészeket tartalmazo halmaz. Készitsiink 1-t6l kiindulva egy sorozatot, amelyben
a sorozat kovetkezd tagja az elézének egy A-beli primmel vett szorzata. Feladatunk
az, hogy gy képezziik a sorozat tagjait, hogy abban a lehet6 legtébb B-beli szam
forduljon el6.

Készitsiink programot, amely megadja, hogy adott A és B halmaz esetén
mennyi a legtobb olyan B-beli szam, amely egy szorzéassal keletkez6 sorozat tagja-
ként a fenti médon eléallithaté. A program standard bemenete P és N, valamint
a kovetkez6 N sor mindegyikében egy pozitiv egész szdm a B halmazbdl. A prog-
ram standard kimenete a képzett sorozatban eléfordulé B-beli szamok maximalis
szama.

Példa bemenet (az wjsor karaktereket / jel6li) Kimenet
310/5/6/8/10/9/12/21/16 /18 / 24/ |3

Korldtok: 2 < P <100, 2 < N < 105, a B halmaz minden eleme < 10°.

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasidé alatt. Részpontszam kaphatd arra a programra,
amely csak kisebb P és N érték esetén ad helyes eredményt 1 masodpercen beliil.

Bekiildend6 egy s122.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarids: 2018. februar 10.
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Megoldasvazlatok
a 2017/9. szam emelt szinti fizika gyakorlé feladatsorihoz

Tesztfeladatok

—
o
w
W~
S]]
=)

718|910 11 |12 | 13 | 14 | 15
C|B|B|C|A|A|C|C|B| A C D B C C

Szamoldasos feladatok

1. a) p[Pa] | V [m? | T [K]
1. allapot | 2-10° 0,1 500
2. 4llapot | 10° 0,1 250
3. allapot 10° 0,2 500
b)

T [K]

¢) Az els6 részfolyamatban nincs térfogatvéltozas, ezért a munka nulla, a m4-
sodikban pAV = 10 kJ nagysdgi munkat végez a gaz.

d) Mivel a kezdeti és a végs6 hémérséklet azonos, a folyamat sordn a bels§
energia valtozasa zérus. Az 1. f6tétel értelmében amennyi a gdz munkavégzése,
annyi hét kell felvegyen, vagyis 10 kJ-t.

2. a) A voltmérén és az ellendlldson ugyanaz az dram folyik, ezért az el-
lenallason tizedakkora fesziiltség esik, mint a voltmérén. Osszesen a kettén ezért
Up=1,1-91 V =~ 100 V, ekkora volt a beallitott egyenfesziiltség.

b) Az dramkor ohmos ellendlldsa (a parhuzamosan kapcsolt 1 kQ2-os és 10 kQ2-o0s
ellendllds eredéje) Rereds = 909 Q. A kondenzator kapacitdsa az a) kérdésben meg-
adott toltés és fesziiltség hanyadosa:

320 uC
frg :35 F.
91V oH

Ennek megfeleléen a kapacitiv ellenallds

1
- 2nfC

~ 910 .

Xc
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Az aramkorben foly6 dram effektiv értéke

Uy Uy 230V
Z R2 s+ X3 1286 Q 0,18 4,

eredd

ahonnan az ellendlldsra jut6 (keresett) fesziiltség

U = IRereqs = 163 V.

3. A szogemeltyli egy kétoldalu emel6ként miikodik, tehat ahhoz, hogy a gumi-
tomités 14 N er6vel nyomja a szelepet, az emeltyll végét F' = 2 N erovel kell folfelé
nyomja az usz6. Az Usz6 egyensilyban van, a ré haté hdrom er6 ereddje zérus.

mg + F — Viemeriils * Ovizg = 0,

ahol F' az az er§, amivel az emeltyli vége nyomja le az tGszét (ami ugyanakkora,
mint amivel az isz6 nyomja f6lfelé az emelty(i végét). Az adatokat behelyettesitve és
az egyenletet rendezve, a bemeriil$ térfogatrészre 2,25 - 10~* m? adédik. Ez az 1isz6
térfogatdnak haromnegyed része.

4. a) wo = 2mny ~ 10,5 L.
b) Mivel a fékezés egyenletes, az atlagos fordulatszdm a kezdeti (maximélis)
fordulatszam fele, igy a fékezés alatti fordulatok szdma

1
N = 57’10 At = 2,5

¢) A kereket a cstszdsi surlédési erd forgatényomatéka fékezi le. A

wo
MFnyomc’) r= GE

mozgasegyenletbdl a nyomderore 7 N-t kapunk.

d) A kerék széls6 pontja egyenletesen véltozé kérmozgést végez, ezért a se-
bességének nagysiga is és irdnya is valtozik. A gyorsuldsvektor két Osszetevéje
az érintSirdnya

wo 1
ap=rf=r—~124 —
! p At s2
és a sugarirdnyu as = rw?, ez utébbihoz meg kell hatdrozni a szogsebességet a meg-
allas el6tt 0,6 s-mal. Ez ugyanannyi, mint amit nulla szégsebességrol indulva ugyan-
ekkora szoggyorsulassal 0,6 s alatt elérne, vagyis

1
w=pt=2,1—-.
s

Ezt felhasznalva a centripetalis gyorsulds: as = 1,56 m/s?. A két gyorsuldskompo-
nensbdl a Pitagorasz-tétel segitségével megkapjuk a keresett gyorsuldst: a ~ 2 m/s?.

Varga Balazs
God
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Fizika gyakorlat megoldasa

G. 605. Két, egymadssal pdrhuzamosan futo sinpdron két vonat halad. Az egyik
sebessége 80 km/h. A koztik levd tdvolsdg 4,8 km, negyeddra milva a tdvolsdg
ugyanennyi. Mekkora a mdsik vonat sebessége, ha mindkét vonat hossza 200 m?

(3 pont)
Megoldas. Tobbféle esetet képzelhetiink el.

1. Ha a két vonat azonos iranyban halad ugyanolyan sebességgel, akkor a ko-
zOttiik 1évo tavolsag nyilvan véltozatlan marad. Ez esetben a masik vonat sebessége
is 80 km/h.

2. A két vonat azonos irdnyban halad, de a hatrébb 1év6 gyorsabb, mint az elsd,
tehat idovel megel6zi azt.

a) Ha a 80 km/h sebességli vonat el6zi meg a mésikat, akkor negyeddra alatt
4,8 km + 200 m + 4,8 km + 200 m = 10 km-rel kell tébbet megtennie a kezdetben
el6tte haladdénél, azaz 40 km/h-val gyorsabban kell haladnia. fgy a masik vonat
sebessége 40 km /h.

b) Ha a 80 km /h sebességii vonat kezdetben a mésik el6tt halad, akkor a hatul-
r6l indulé — gyorsabb — vonatnak kell negyedoéra alatt 10 km-rel tobbet megtennie,
azaz 40 km/h-val gyorsabban kell haladnia. Igy a mésik vonat sebessége 120 km/h.

3. Az is elképzelhet6 lenne, hogy a két vonat szemben halad egymassal. Ebben
az esetben a két vonatnak egyiittesen 10 km-t kell megtenni negyedéra alatt. Mivel
az elsd vonat egymaga 20 km-t tesz meg ezen id6 alatt, igy — a megadott szdmadatok
mellett — ilyen megoldas nem lehetséges.

Cseke Baldzs (Budapest, Veres Péter Gimn., 9. évf.)

132 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 39, hidnyos
(1 pont) 46, hibds 25, nem értékelhetd 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4918. Egy repiildgép v sebességgel, a vizszintessel bezdrt o siklészégben ko-
zeledik a leszdllopdlydhoz. Amikor mdr csak H magassdgban van a talajszint felett,
az eddigi egyenes vonali pdlydrdl egy olyan koriv alaku pdlydra tér dt, amelyen
tovdabbra is v sebességgel haladva éppen vizszintesen repiil, amikor eléri a leszdllo-
palydt.
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a) Mekkora a kérpdlya sugara?

b) Mennyi ideig repil a gép a kériven?

¢) Legfeljebb hdany szdzalékkal né ekézben a pildta silya?
Adatok: v =70 %, a = 3°, H = 100 m.

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. a) Az 1. dbrdrdl leolvashaté, hogy cosa = R;%H, ahonnan a kor-
pélya sugara

R =72968 m ~ 73 km.

1 —cosa

F
(e} —mg
v R/ g m v
mU2
R e
H S

mg

1. dbra 2. dbra
b) A koriv hossza:

e
s =2Rm —— =~ 3,8 km,
360°
ezt az utat a megadott sebességli repiilégép t = f} = 54,6 s = 1 perc alatt teszi meg.
¢) A pilétdra haté mg nehézségi erd és a iilés éltal kifejtett F' erd eredbje
biztositja az egyenletes kormozgashoz sziikséges centripetalis erot:

2
mu
mg+ F = ?e,

ahol e egy olyan egységvektor, amely a repiilogép pillanatnyi helyétdl a korpélya
kozéppontja felé mutat (2. dbra).

A piléta silya (amit egy — piléta és az iilése kozé helyezett — mérleg mutatna)
az F' er6 ellenerejének nagyséiga:

2

2
Ez a stly akkor a legnagyobb, amikor —mg és %e azonos iranyu vektorok, vagyis
e fiigg6legesen felfelé mutat (hiszen a két vektor nagysiga adott, ereddjiik nagysiga
csak az dltaluk bezdrt szogt6l fiigg).
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A pilétanak tehat a leszallopalya legmélyebb pontjaban lesz a legnagyobb
a sulya, nevezetesen
02

m
Gmax = - -
mg + R

A relativ silynovekedés

. 2
Gmax =9 _ V" _ 1 5068 ~ 0.7%,
mg Ry

Kluéka Vivien (Révkoméarom, Selye J. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

56 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 9, hibds 5 dolgozat.

P. 4927. Ismeretlen elektromotoros ereji és belsd ellenalldsu telepet 10 ohmos
ellendlldssal terhelve a kapocsfesziiltség 6 V, a telepben tdrolt energia mdsodpercen-
ként 7,2 J-lal csokken.

a) Mekkora az dramforrds belsd ellendlldsa?
b) Mekkora az elektromotoros erd?
¢) Mekkora a kapocsfesziiltség, ha a terhelés ellendlldsdt 20 ohmra noveljiik?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. a) és b) Ha az Ry = 10 Q-os terhel8-ellendlldson Uy = 6 V kapocs-
fesziiltség mérhetd, akkor rajta (és a telepen is)

_ U
k

I =06 A

aram folyik at. Mivel az Uy elektromotoros erejii dramforras a belso és a kiilsé
ellendllason Gsszesen Uy - I = 7,2 W teljesitményt ad le, az elektromotoros er6é

T2W

Uo = 0,6 A

=12 V.

A belsé ellendlldson Uy — Uy = 6 V fesziiltség esik, mikozben 0,6 A dram folyik &t
rajta. A belsd ellenallis nagysdga tehdt Ry, = 10 €.

¢) Az dramkor teljes, Ry, + Ry = 30 Q ellendlldsan Uy = 12 V elektromotoros
erejii telep 0,4 A aramot hoz létre. Ebben az esetben a kapocsfesziiltség

U= (04 A)-(209Q) =8 V.

Schrott Mdarton (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

57 dolgozat érkezett. Helyes 49 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos (2 pont)
4 dolgozat.
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P. 4928. a) Mekkora gyorsuldssal indulnak
meg az abran ldthatd, konnnyen gordild kisko-
cstk, ha a csiga tomege €és a légellendllds el-
hanyagolhaté? Adatok: my =1 kg, ms = 2 kg,
M =5 kg.

b) Milyen hatdrok kozé eshet az M témegi

kiskocst kezdeti gyorsuldsa mas tomegadatok mel-
7 lett?

(5 pont) Kozli: Németh Ldszlé, Fony6d

Megoldas. a) Az m; és ms tomegl testekre, valamint a M tomegii kiskocsira
haté (szdmunkra fontos) eréket az 1. @brdn tiintettiik fel. Ezek az my tomegii test

a2

e
K
ma
K
T
ma N
O | =
A A1z
M A1y
migy
Z‘ﬂ
Yy
1. dbra

esetében az mig nehézségi erd, a K kotélero és az M tomegi test altal kifejtett
N nyoméers. Az mo tomegii test fliggbleges irdnyban biztosan nem mozdul el,
a vizszintes irdnyi mozgasat pedig egyediil a K kotéler6 hatdrozza meg. Az M t6-

K % megl test fiiggbleges iranyban szintén nem
<—; mozdul el, igy elegendé a ra haté vizszin-
/ i/K tes erdkkel foglalkoznunk. Két ilyen er6 van:
K ik az mq tomegl testre haté N er6 ellenereje és
a kotél altal a csigéra gyakorolt v/2 - K nagy-
sagu er6, amelynek vizszintes iranyt kompo-
2 dbra nense éppen K (2. dbra).

A testekre haté erék szamitasba vétele utdn most mar felirhatjuk a mozgas-
egyenleteket x (vizszintes, balra pozitiv) és y (fiigg6leges, lefele pozitiv) irdnyokban:

(1,x) N = mjai,,
(1,y) m1g — K = miayy,
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(2) K = maasg,
(3) K — N = MA.

A mozgasegyenletek mellett még két kényszerfeltételt is megfogalmazhatunk.
Az elsé feltétel abbdl adédik, hogy az mq és M tomegl testek vizszintes gyorsuldsa
egyenld kell hogy legyen, hiszen az m, tomegi test az M tomegl testen 1évo iireg
fiiggbleges faldn gurul, attél (a mozgéds kezdetekor még biztosan) nem vélik el.
Fenndll tehat:

(4) A1y = A

A kotél nytjhatatlansaga is ad egy kényszerfeltételt: az my tomegi test fliggdleges
gyorsuldsa és az moy tomegll testnek a csigdhoz viszonyitott (jobb felé irdnyuld)
vizszintes gyorsuldsa egyenld nagysagu, hiszen a kotél egyik vége ugyanannyit
kozeledik a csigdhoz, amennyit a mésik tavolodik attol. Teljesiil tehat:

(5) as + A= A1y.

Az (1,z), (1,y), (2), (3), (4), (5) egyenletrendszer megoldhatd, beléliik a hat
ismeretlen (a1, a1y, a2, A, F' és N) kifejezhetd:

mimsa

6 A= =
(6) W 2myma +m2 + M(my + mo

g-
)
A megadott tomegadatok esetén

1 m m
—g=098 s ~1 .

A = z =
“ 10 2 52
Hasonléan adddik, hogy
my (M + my) 3 m m
- =P g=204 03
@2 2myma +m? + M (my +m2)g 107 ’ 2 s2’
ml(M +my + mz) 4 m

_ = g=3922~4 2
@1y 2mima +m? + M(my + ma) 107 ) s2

Kiszamithatjuk még az erdket is: N =~ 6 N és K ~ 1 N.
Osszefoglalva: az m; tomegl test gyorsuldsvektora

/ m
— 2 2~
a; = ai, + aly ~ 4,04 872

nagysagu és az irdnya a vizszintessel arctg (%) = 76°-0s szoget zar be (balra
lefelé mutat), az mo témegl test gyorsuldsa 2,94 S% jobbra, az M tomegl test
pedig 0,98 S% gyorsulassal balra indul el.

b) A (6) Osszefiiggésbol lathatd, hogy a kifejezésben szerepld tort mindig pozi-

tiv, igy az M témegii kocsi (barmilyen témegadatok mellett) biztosan balra indul el.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/1 47



ﬁ} 2018.1.2 — 17:11 — 48. oldal — 48. lap KoMalL, 2018. januar gf

— P

M > mq, mo esetben a kifejezés nevezGje sokkal nagyobb a szamlalénal, ilyenkor
az M tomegi test gyorsuldsa elhanyagolhatéan kicsi. Az

M
— — 00, — =5
my ma
idealizalt hataresetben A = 0, ez tehat a minimadlis gyorsulasu eset.

A kifejezés szamlaldjaban lathatdan csak egy tag szerepel (mims), ugyanezen
tag pedig szerepel a nevez6ben is, kétszeres szorzéval (2myms). Mivel a nevezd t6bbi
tagja mind pozitiv, ez azt jelenti, hogy a tort értéke nem lehet nagyobb, mint %
Ez a maximdlis gyorsuldsu eset pedig akkor valésulhat meg, ha mo > mq > M,
ekkor .

2+ M4 M (14 M

ma2

A

)9%29%4,9

Németh Rébert (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

39 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 21, hibds 2 dolgozat.

L 2L P. 4929. Az dbran ldthato, 3L hosszusdgu, el-
hanyagolhatd tomegi, merev rid a bal oldali végétdl
L tdvolsdgra lévd, rogzitett, vizszintes tengely koriil
fiiggdleges sikban surléddasmentesen foroghat. A rid végeihez m, illetve 2m tomegi,
kis méreti testeket erdsitiink, majd egy adott pillanatban a rudat vizszintes helyzet-
bél elengedjiik.

o O
m tengely 2m

a) Hatdrozzuk meg a testek sebességét abban a pillanatban, amikor a rid éppen
fiiggdleges!
b) Mekkora erdvel nyomja ekkor a rid a tengelyt?

¢) Mekkora a testek gyorsuldsa a rid elengedése utdni pillanatban?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

Megoldas. a) Jelsljiik a 2m tomeget M-mel, és a két testre jellemzé fizi-
kai mennyiségeket (sebesség, gyorsulas, erd) kiilonboztessitkk meg a tomegiiknek
megfelel6 indexszel. frjuk fel az energiamegmaradas torvényét a rud vizszintes és
fiiggbleges helyzetének megfeleld allapotokral (A helyzeti energidt a tengely alatt
2L mélységben valasztjuk nulldnak.)

1
2

A sebességeket kifejezhetjiik a rud szogsebességével:

1
mv2, + §M’U]2W.

(1) Mg-2L+mg-2L=mg-3L+
V= Lw, vy = 2Lw,

és igy (1)-bél a szogsebességet, abbdl pedig a keriileti sebességeket is kiszdmithat-
juk:

1 1
2mg - 2L +mg - 2L = mg - 3L + 5mw2L2 + §2mw2(2L)27
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vagyis

2) w2 o — |2y o — 1319
3L " 3 M 3

b) Jelsljiik a fiiggbleges helyzetii rid dltal a kis testekre kifejtett erbket F,,,-mel
és Fr-mel, a gyorsuldsokat pedig a,,-mel és ap-mel (14sd az 1. dbrdt). Ezeket
a mennyiségeket fiiggdlegesen felfelé mutaté irdnyban fogjuk pozitivnak tekinteni.
A mozgéasegyenletek:

F,, —mg =mapn, Fryy — Mg = Mayy.

Mivel a,, = —Lw? és ay = 2Lw?, a szdgsebesség korabban kiszdmitott értékének
felhasznaldsaval kapjuk, hogy
2g 14

1
F, =mg—mL— = -mg, illetve Fy = 2mg + 2m(2L) 5L~ 3™

3L 3

A két test Osszesen F,, + Fjy = bmg nagysdgu, fiiggélegesen lefelé mutatd
erbvel hat a rdadra (fiiggblegesen lefelé), és mivel a rud tomege elhanyagolhatd,
ugyanekkora erot fejt ki a rid a tengelyre.

am B am
(I

1Y Qe M=2m

L 2L 0
ng
Mg
VM
1. dbra 2. dbra

¢) A rid vizszintes helyzetében (kozvetleniil az elengedése utdn) a nehézségi
erdk eredd forgatényomatéka a tengelyre vonatkoztatva (14sd a 2. dbrdt):

Mereds = My — My, = ng . (QL) - mgL = 3mgL
A forgatényomaték hatdsira a rud

Mered(’)'

f=—%
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szoggyorsulassal kezd elfordulni a tengely koriil, ahol
© =0, + Oy =mL? + M(2L)* = 9mL?

a rendszer teljes tehetetlenségi nyomatéka. Ezek szerint
11x 1 2
B == tovabba, am:Lﬂzgg, aMZQLﬂzgg.

Balaskd Dominik (Sopron, Széchenyi I. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. A rad fiiggbleges helyzetében a testek gyorsuldsa is és a rdajuk haté
nehézségi erd is fiiggbleges, tehdt a rad &ltal kifejtett erdk is fiiggblegesek (rudirdnyiak).
Vizszintes helyzetnél viszont a rud fliggéleges irdnyu eréket fejt ki a végeihez rogzitett
testekre, tehat a ridban haté erd dltalaban nem rudirdnyd.

G. P.

58 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 12, hidnyos
(1-2 pont) 18, hibas 1 dolgozat.

P. 4936. Egy szabad, dllo neutron bomldsakor mekkora lehet az elektron leg-
nagyobb mozgdsi energidja?

(5 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron
Megoldéas. A neutron bomldsanak egyenlete:
n’ = pt+e +7,
ahol p* a keletkezd (pozitiv toltésti) protont, e~ a (negativ t6ltésii) elektront,
v pedig a semleges antineutrindt jeloli.
Az elektronnak akkor lesz a legnagyobb a mozgdasi energidja, ha az antineutriné
(amelyet nulla nyugalmi témegli részecskének tekintiink) nem visz el sem energidt,

sem impulzust. Az impulzusmegmaradéds miatt ekkor a proton és az elektron len-
diilete egyenld (p) nagységu és ellentétes irdnya lesz.

A relativisztikus energia:

E = \/(moc®)* + (pe)?,

ahol mg a megfeleld részecske nyugalmi témege. A tomegeket érdemes MeV /c?
egységben megadni:

MeV MeV MeV

My = 939,565 ——, my, = 938,272 — -, m, = 0,511
C (&

c2

Az energiamegmaradds miatt:

mnc? =\ mpe2)? + (o) + \/(mec?)? + (pe)’,
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amit igy is felirhatunk:

=\ (me)? + (0/)> =\ (m)? + (p/0)?.

Négyzetre emelve, majd az elektron energidjat kifejezve azt kapjuk, hogy

/ E mZ +m? —m? MeV
2 2 elektron n e
(me) + (p/C) = o2 = oMy, £ = 1,29 2

vagyis a keletkezo elektron teljes energidja 1,29 MeV. Ha ebbdl az energiabdl
levonjuk az elektron 0,51 MeV-os nyugalmi energidjat, megkapjuk, hogy az elektron
mozgasi energidja legfeljebb 0,78 MeV lehet, ami SI egységekben kb. 1,25-10713 J.

Nagy Botond (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 12. évf.)

33 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 7, hidnyos
(1-3 pont) 13, hibds 1 dolgozat.

P. 4937. A jovdben képesek lesziink olyan drhajokat is épiteni, amelyek td-
voli csillagrendszerekbe repithetnek minket. Tegyik fel, hogy az egyik ilyen trhajo
a szdkési sebességgel hagyja el a Foldet, és specidlis hajtomiivének kdszonhetden
a mozgdsi energidjdat minden nap megdupldzza (a nyugalmi témege ekdzben nem
vdltozik).

Becsiiljiikk meg, mennyit dregszik az drhajo kapitinya a 4,3 fényévnyire lévd
Alpha Centaurira térténd utazds sordn!

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Megoldéas. Az lirhajé mozgasat érdemes harom szakaszra osztani:

1) A  klasszikus” szakaszra (amikor az irhajé sebessége sokkal kisebb a fény-
sebességnél, és igy szamolhatunk a newtoni fizika képleteivel;

1) a ,simdn” relativisztikus mozgdsra (amikor az (irhajé sebessége megkozeliti
a fénysebességet);

141) és végiil az ,ultrarelativisztikus” szakaszra (amely sordn a fénysebességtol
valé eltérés elhanyagolhatéan kicsi).

Megmutatjuk, hogy a klasszikus szakasz kb. 26 napig tart, a relativisztikus
(a kapitany néz6pontjabdl) kb. 5 napig, és végiil az ultrarelativisztikus szakasz (is-
mét a kapitdny nézépontjdbol) mindossze néhény 6rdig. A kérdéses id6 (a kapitany
oregedése) tehdt osszesen 31 nap.

Megjegyzés. Erdemes megemliteni, hogy még a klasszikus szakasz vége el6tt, kb. két
héttel az indulds utdn minden ember életét vesztené az tirhajon, mert ekkor az tirhajo
gyorsulasa mar 10 g-nél is nagyobb, és a tovdbbiakban még novekszik. Ilyen kortilmé-
nyek kozott a sziv nem tudja tartésan vérrel ellatni az agyat; ekkora gyorsuldsnal még
a vadaszpilétdk is par perc utdn eldjulnak. Emiatt a kapitany oregedése helyett inkdbb
arra a kérdésre kereshetiink vélaszt, hogy mit mutat az irhajéban egy dra, esetleg egy
gyorsuldséllé robotkapitdny szdmitégépének bels6 éréja.

Az m (nyugalmi) témegli irhajé a 2. kozmikus sebességgel, vg = 11,2 km/s
kezddsebességgel hagyja el a Foldet. Nem tudjuk, hogy az tirhajé milyen iitem-
ben véltoztatja a sebességét (elképzelhetd, hogy folyamatosan, exponencidlisan né
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mozgési energidja), de becslésre az is megfelel, ha feltessziik, hogy minden nap egy-
szer pillanatszertien kétszeresére néveli a mozgasi energiajat, majd 1 napig allandé
sebességgel halad.

Ha az (irhaj6 sebessége a fénysebességhez képest 8 = v/c, és a foldi megfigyeld
szamara 1 napig ezzel a sebességgel mozog, akkor kapitdny szamara ezalatt

t' = (1 nap)y/1 — 32 < 1 nap

id§ telik el. (Ez az idékiilonbség, az tin. idédilatacié jelensége a relativitdselmélet
egyik furcsasdga.) Az {irhaj6 osszes (mozgdsi+nyugalmi) energidja ennél a sebes-
ségnél:

mc? 1 nap

_ 2
. PeiE T

1) A klasszikus szakaszban az {irhajé mozgési energidja viszonylag kicsi nyu-
galmi energidhoz képest: ekkor az id6 még ,normélisan” (a foldi megfigyel6ével kb.
megegyezé médon) telik a kapitany (és ,legénység”, valamint a fedélzeti szamitogé-
pek) szdmadra. A klasszikus szakasz felsé hatarat (kicsit onkényesen) pl. a nyugalmi

energia % részénél huzhatjuk meg, vagyis

Lo 1 4 Loy
—muy < zmv” < —mc".
20 72 25
A szakasz legnagyobb sebessége v1 = 8,5 - 10* km/s, aminek eléréséhez sziikséges
(napokban szamolt) idét a
v? =20}
egyenletbdl szamithatjuk ki, és ¢ = 25,8 nap adddik.

11) A relativisztikus szakaszban az {irhajé mozgdsi energidja Gsszemérhetd
(azonos nagysdgrendil) a nyugalmi energidval, emiatt a relativisztikus képleteket
kell hasznélni. Becslésnek megfelel, ha azt mondjuk, hogy a mozgési energia ebben
a szakaszban legyen %m@ és 25 mc? kozotti érték. Ez 625-sz6ros novekedés, aminek
2-es alapu logaritmusa 9,2. Tehat a f6ldi megfigyel6 kb. 9 nap alatt ,latja” az tirhajé
mozgasanak klasszikusbol ultrarelativisztikusba valé atmenetét. Mennyi id6ét mér
ezalatt a haj6 bels§ 6rdja (mennyit 6regszik a kapitdny)?

A relativisztikus szakasz i-edik napjén az (1) sszefiiggés felhasznaldsaval

a teljes szakaszon pedig
T =th+ty+...+tyg=
1 1

1 1 1

+

1
= —_— —— & 5,1
104 108 116 T132 " 164 228 356 612 1104 °lnap

telik el az irhajéban.
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191) Az ultrarelativisztikus szakaszban az (irhajé mozgdsi energidja jéval na-
gyobb a nyugalmi energidjanal: az tirhajo ,,0sszes energiajat” gyakorlatilag teljesen
az el6bbi teszi ki. Mivel a mozgasi energia naponta duplazédik, minden nap fele
olyan hossziinak érzédik kapitdny szdmara, mint az el6z8. Ez egy 1/2-es szorzdju,
elég (,,végtelen”) hosszi mértani sor, aminek sszege az els6 elem kétszerese. Mivel
az els6 napon

2
me
—— =25mc?,
V1-5
1 1
t’:&——napzléra,

VI-B 2%

az Osszes tovabbi idGtartam Osszege ennek kétszerese, vagyis kb. 2 dra.

A foldi induldstdl szamitva tehdt az Alpha Centauri (vagy barmilyen més,
nagyon tavoli csillag) eléréséig dsszesen kb. 31 nap telik el.

Fajszi Bulesi (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
dolgozata alapjan

15 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hidnyos (1 pont)
1 dolgozat.

P. 4943. Egy hengeres tivegpohar kézepén dtlatszatlan
fémhenger dll. A henger kiril a pohdrban dtldtszo folyadék
van. Messzirdl nézve, a fénytorés kovetkeztében a henger
folyadékban dllo része vastagabbnak ldtszik. Milyen mér-
tékben?

Adatok: a pohdr sugara 4 cm, a fémhenger sugara
2,5 cm, a folyadék torésmutatdja 1,5.
(5 pont) Vermes Miklés (1905-1990) feladata

Megoldas. Jeloljiikk a pohar sugarat
R-rel, a fémhenger sugarat r-rel, a folyadék
torésmutatdjat n-nel. A poharat és a fémhen-
gert feliillnézetbdl az dbra mutatja.

A henger feliiletétdl kiindulé fénysuga-
rak kozott talalhatd olyan, ami torés utan ép-
pen ,vizszintesen” jobbra halad. Ennek a fény-
sugarnak a torésére felirhatjuk a Snellius—
Descartes-torvényt:

sin o
. =n
sin 3
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A fémhenger latszélagos atmérdjét az abran A-val jelolt pontbdl kiinduld fénysugar
hatédrozza meg. Ez a fénysugdr érinti a fémhengert, igy

. r
sinf = —.
p R
Legyen a B pont (a fénysugdr megtorésének pontja) a korok kozéppontjin dtmend
vizszintes egyenestdl v’ tdvolsdgra. Ekkor egydlldsu szogek miatt fennéll, hogy

) r’
SsiInoe = —.
R

A fenti két egyenletet egymassal elosztva kapjuk:

sinae 7’

— =—=n
sinB r ’

vagyis

r’ =nr = 3,75 cm.

A fémhenger tehat masfélszer olyan vastagnak latszik, mint amilyen valdjaban.

Csuha Boglarka (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn., 11. évf.)

38 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(2-3 pont) 5 dolgozat.

P. 4957. Egy négyzet alaku drotkeret oldalélei az ab-

rén ldathatd r1 €s ro ellendlldsi huzalokbol késziiltek. A keret L% o@ "1
az dbra sikjdra merdleges, homogén, idében egyenletesen no- o ©
vekvd magneses indukcioju mezdben van. Mekkora R ellen- oo f °° S
alldsu vezetéket kapcsoljunk a négyzet dtléjara, hogy az a leg- GBN: o
gyorsabb ttemben melegedjen? T N'o o /T2
(5 pont) Izsdk Imre Gyula verseny (Zalaegerszeg)

feladata nyoméan

Megoldas. Jeloljiikk az egyes vezetékekben folyo
aramokat és a drétkeret cstucspontjait az dbrdn lathatd
modon. Legyen a magneses indukcié novekedési titeme
k = allando, az R ellendallastu 4tlé mentén disszipalt tel-
jesitmény pedig P.

A mégneses indukcié valtozdsa miatt az dbra sik-
jabdl kifelé jové méagneses fluxus idében egyenletesen
novekszik, igy — Lenz torvénye szerint — a CDEC
hurokban az éramutaté jardsaval megegyezé irdnyban
ka? /2 nagyséagu korfesziiltség indukalédik (a a négyzet oldalélének hossza). Ugyan-
ekkora fesziiltség indukalédik az EFCE hurokban is.
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A Kirchhoff-féle huroktorvény szerint

2k

(1) % =2Ir — R,
2k

(2) (IT = 2Irry + Iy R.

A C pontra felirhatjuk még Kirchhoff csoméponti torvényét:
(3) IO = .[2 - Il~

Az (1) és (2) egyenletekbdl kapjuk:

IoR a2k‘

4 [ =22~ 4 2"
( ) ! 27"1 47’1’
5 Lt DR
2T dry 2ry

amibél (3) felhasznélasaval

adédik.
Az R ellenéllast vezetéken P = I3 R teljesitménnyel fejlédik hé. A leggyorsabb
melegedési iitemet a

figgvény maximuma hatdrozza meg. Ezt a maximumot a derivalt elt{inésébdl
(a P'(R) = 0 feltételbdl), vagy a P(R) fiiggvény reciprokédra alkalmazott szdmtani-
mértani kozepekre vonatkozo egyenl6tlenséghdl kaphatjuk meg. A széls6érték akkor
all fenn, ha

2’/“1 T2

R= ,
71+ 7o

vagyis ha R az ry és ro ellenallasértékek harmonikus kozepe.

Shirsha Bose (Kalkutta (India), South Point High School, 12. évf.)
dolgozata alapjan

13 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(2-3 pont) 2, hibas 1 dolgozat.
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P. 4959. Egy szabdlyos 6tszdg alaki, vé-
kony fémlemez egyik csucsdt lefoldeljiik, a t6b-
bire az dbrdn ldathato modon kis belsd ellendl-
lastu fesziiltségforrdsokat kapcsolunk. Mekkora
fesziiltséget mutat a lemez kozéppontjdhoz kap-
csolt voltmérd?

(6 pont) Példatdri feladat nyomdn

I. megoldas. Nevezziik el az 6tszog csicsait! A foldeléssel 6sszekotott csics
legyen A, az 1 V potencidlu B, a 2 V potencidlia C, a 3 V potencidlu D és végiil
az utolsé F! A feladatban a foldelésnek nincs maés szerepe, mint hogy meghatarozza
a nulla potencidlt, igy tekinthetiink ra gy is, mint egy 0 V fesziiltséget szolgaltatd
fesziiltségforrasra. Az 6tszog kozéppontjaban kialakulé potencidlt jeldljitk Up-lal,
éppen ennek a nagysagat szeretnénk meghatarozni.

Ezek utdn kossiink az A cstcsra a ,,0 voltos” fesziiltségforrds utdn (a fémlaptdl
téavolodva) egy 1, egy 2, egy 3 és egy 4 voltos fesziiltségforrdst, ebben a sorrendben.
Ehhez hasonléan kossiink a B pontra az 1 voltos fesziiltségforras utdn a sorrendet
tartva egy 2, egy 3, egy 4 és egy ,,0 voltos” fesziiltségforrast, a C csicsra csatlakoz-
tassunk egy 3, egy 4, egy ,,0” és egy 1 voltos tapegységet, a D pontra egy 4, egy ,,0”,
egy 1 és egy 2 voltosat, és végiil az E-re egy ,0”, egy 1, egy 2 és egy 3 voltosat,
ahogy azt az 1. dbra mutatja.
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Valamennyi fesziiltségforrdst azonos polaritassal sorba kapcsoljuk. fgy mind-
egyik csicsban a potencidl ugyanakkora lesz, értéke a fesziiltségek algebrai Gssze-
gével, azaz 10 volttal egyezik meg. EbbOl kovetkezben az egész fémlap egy ekvi-
potencidlis feliiletet alkot, valamennyi pontjanak a f6ldh6z viszonyitott potencidlja
10 V lesz.

Hasznaljuk ki, hogy — az Ohm-toérvény linearis jellege miatt — a kiilonb6z6
fesziiltségforrasok , hatdsat” egymastol fiiggetleniil kezelhetjiik, az altaluk létreho-
zott potencidlokat osszegezhetjiik (szuperpondlhatjuk). Elészér vegyiik szemiigyre
azokat a fesziiltségforrasokat, amelyek kozvetleniil a csticsok mellett (az dbrdn a leg-
bels6 szaggatott vonald kor mentén) helyezkednek el, vagyis amelyeket az eredeti
elrendezés tartalmazott. Ezek egyiittesen valamekkora Uy potencidlt hoznak létre
az Otszog kozéppontjaban, mint ahogyan azt mar kikotottiitk. Most azokat a fe-
sziiltségforrasokat vizsgdljuk, amelyek kozvetleniil az eredeti tapegységek mellett
kaptak helyet. Ezek is egy ,, gytiriit” alkotnak az eredeti rendszer koriil, mint ahogy
az Oket kovetok szintén egy harmadik, egy negyedik és egy 6todik gytirtit, amelyeket
az abran tovabbi szaggatott vonald korokkel jeloltitk meg.

Vegyiik észre, hogy valamennyi ilyen gy{irii megegyezik az eredeti (a legbelsd
gylirl) kapcsoldsdval, a fesziiltségforrasok egymadashoz viszonyitva is azonos elren-
dezésben taldlhatok, csupan egymashoz képest el vannak forgatva”. Emiatt vala-
mennyi gytrd 6t fesziiltségforrasa egyenként szintén Uy potencidlt hoz létre az 6t-
sz0g kozéppontjaban! Az eredeti fesziiltségforrasok és a tovabbi négy gytiri fesziilt-
ségforrasainak hatdsat szuperpondlva azt kapjuk, hogy a potencidlnak az 6tszog
koézéppontjaban 5 Up-nak kell lennie. Ezek alapjan

5Uy=10V, vagyis Up=2V.

Tehat az eredeti elrendezésben a voltméré Uy = 2 V fesziiltséget mutat.

Megjegyzés. Az ismertetett gondolatmenettel egy szabdlyos n-szog alaki vezetd fém-
lapot is meg tudunk vizsgdlni, fiiggetleniil attél, hogy milyen fesziiltségforrasokat kap-
csolunk annak csucsaira. Az ekvipotencidlis feliilet potencidlja az eljards végén a kezdeti
potencidlok algebrai ¢sszegével egyezik meg. Ez az érték a kozéppont keresett potencidl-
janak n-szerese, vagyis az eredeti elrendezésben az n-szog kozéppontja és a foldelés kozti
fesziiltség

1 n
Uo:;;Ui.

Konddkor Mdrk
(Budapesti Fazekas M. Gyak.
Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

II. megoldds. A foldelés poten-
cialjat altalaban nullanak valasztjuk,
de ez oOnkényes, valaszthatnank akar
—2 V-nak is. Ekkor az 0tszog csicsai-
ban a potencidlok a 2. dbrdn lathaté
értékek lesznek.

2. dbra
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Amint 1atszik, a csicspontok potencialjai az abran szaggatottan jelolt vonalra
torténd tiikriizéskor eléjelet valtanak (erre a vonalra nézve ,antiszimmetrikusak”).
Mivel a csucspontok potencidljai egyértelmiien meghatarozzék a fémlemez min-
den pontjanak elektromos potencialjat, az egész lemez potencidleloszlasa ,,6rokli”
a csucspontok szimmetriatulajdonsagat, vagyis a szaggatott vonalra valé titkrozésre
nézve a potencialfiiggvény ,,antiszimmetrikus”. Ezek szerint a szaggatott vonal men-
tén mindenhol, igy a lemez kozéppontjdban is 0 V lesz a potenciél.

A fesziiltségméré tehat Uy = (0 V) — (=2 V) = 2 V értéket mutat.

Szakaly Marcell (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

14 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1 pont) 1, hibds 1 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 374. Mérjiik meg valamilyen fajta méz optikai torésmutatdjat!
(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
G. 621. A leveg nyomasa 1 km magassdgban 899 hPa és a hémérséklete

8,6 °C. 10 km magassdgban mar csak 265 hPa és —37,2 °C. Az 1 km-es magassdgban
mérhet6 értékhez képest hany szdzalékkal kisebb 10 km magassagban

a) a levegd stirlisége;
b) a nehézségi gyorsulds értéke?
(3 pont)
G. 622. Egy gomb alaku gaztartdly egy nyari meleg napon reggeltdl délig

annyira felmelegszik, hogy térfogata 0,6%-kal kiilonbozik a reggeli térfogattdl. Hany
szazalékkal valtozott a tartaly felszine?

(3 pont)

G. 623. Egy elhanyagolhat6 tomegu kotél végén 1év6é 10 kg tomegli vodrot
emelve a vodor 2 masodperc alatt, egyenletesen gyorsulva éri el az emelkedési
0,6 m/s sebességet, amellyel még tovabbi 8 méasodpercig mozog. Milyen magasra
emelkedik a vodor, és mekkora munkat végeztiink?

(3 pont)
G. 624. A Balatonon ujonnan létesitett vitorlaskikoték egy része jégmentes,

azaz a bent hagyott hajék koriil igen nagy hidegben sem fagy be. Ezt a viz felke-
verésével érik el. Miért miikodik ez a mddszer?

(3 pont)
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P. 4991. Egy éllvdnyon fiiggd csavarrugéra egymas ald két,
fonallal 6sszekotott, 6sszesen 4 kg tomegll testet erbsitettiink az dbra
szerint. Ha az alsé test leesik, a rugdn maradé rezgémozgédsba jon. Ha
a két testet felcseréljiik, és ezutan esik le az alsé test, a fels§ ismét
rezegni fog. A két rezgésidé kiilonbsége 0,3 s. Mekkora a két test
tomege kiilon-kiilon, ha egyiitt a rugén 1,5 s periédusidejli rezgést
végeznek?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 4992. All6 liftben h magasroél elejtett labda t ideig pattog.

a) Mekkora az iitkozés rugalmatlansdgédra jellemzd k itkozési szdm? (A k szdm
a labda titk6zés uténi és iitkozés elétti lendiiletének hanyadosat adja meg.)

b) Egy lift dllandé v sebességgel felfelé halad. Mennyi ideig pattog a liftben
h magasrdl elejtett labda?

(5 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

P. 4993. A Calais-t Doverrel 6sszekot6 ,,Csalagit” hossza 55 km, ennek mint-
egy 38 km-es szakasza halad a La Manche csatorna alatt. Képzeljiink el a 6371 km
sugaru, tokéletesen gomb alakd Foldon egy 40 km hosszu, nyilegyenes vasuti alag-
utat a tenger szintje alatt, amelynek tenger alatti eleje és vége felett 20 méter
magasan all a viz.

a) Milyen magasan &ll a viz ennek az alagitnak a kozepe felett?

b) Ha ebben a vasiti alagitban nem lenne leveg8, és eltekinthetnénk a sir-
16déstdl is, mennyi id6 alatt haladna at rajta az alagiut egyik végérél nyugalmi
helyzetbdl indulé vagon csupan a Fold gravitaciés vonzderejének hatasara?

¢) Mekkora sebességgel szadguldana 4t ez a vagon az alagit kozepén?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4994. Az dbrdn lathaté ék és a rajta
1évé tomor, R sugari henger tomege egy-
arant m. Az ék a talajon surlédéas nélkiil csisz-
hat. Legalabb mekkora a tapadéasi surlédasi
egylitthato értéke az ék és a henger kozott, ha
a henger tisztan gordiil, és az ék hajldsszoge
a = 30°7
(5 pont) Kozli: Berke Martin, Zalaegerszeg, Zrinyi M. Gimn.

v

P. 4995. Becstiljikk meg, hogy mekkora kitéréseket végez a Nap kozéppontja
a koriilotte keringé bolygdk hatdsaral

(4 pont) Kozli: Hudoba Gyérgy, Székesfehérvar
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P. 4996. Egy mol hélium térfogatat kétszeresére noveltiik a p = % folyamat-
ban (a allandé), mikézben belsé energidja 2493 J-lal csokkent.

a) Mennyi volt a hélium kezdeti hémérséklete?

b) Mennyi h6t adott le a folyamat sordn?

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 4997. Vizszintes sikban elhelyez-

m ked6, R sugari félkoron surléddsmentesen

mozoghat egy pontszerli, m tomegi, g tol-

Q tésii gyongy. A félkor végpontjaiban egy-egy

V @ toOltési, rogzitett, pontszeri test taldlhato.

| P Az igy kialakitott rendszer egyensilyban van.

. Mekkora lesz a rezgésido, ha a gyongyot kissé

kimozditjuk egyensilyi helyzetébél, majd ma-
gara hagyjuk?

(5 pont) Kozli: Németh Ldszld, Fonydd

P. 4998. Egy gomb alaku vizcseppre érkez6 fénysugér e
az dbrdn lathaté médon hirom belsd visszaverddés utan ’ ‘
az eredeti iranyban halad tovabb. Mekkora beesési szoggel
lépett be a fénysugdr a vizcseppbe? (A viz térésmutatéja
n=4/3.)

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 4999. A JET* berendezésében deutérium- (*H) és triciumatommagok (3H)
fazidja sordn egy a-részecske (*He atommagja) és egy neutron keletkezik, mikézben
reakcionként 17,62 MeV energia szabadul fel.

a) A JET eddigi legnagyobb teljesitményt produkalé kisérletében 16 MW
fzids teljesitményt szabaditott fel. Hany gramm triciumot és deutériumot hasznalt
fel ekkor a berendezés egy masodperc alatt?

b) Egy fuziés erémfiitél azt varjuk, hogy 1 GW elektromos teljesitményt ad-
jon le. Tételezziik fel, hogy a fuzids folyamatban felszabadulé teljesitményt a reak-
tor 35%-os hatdsfokkal tudja elektromos teljesitménnyé alakitani. Hany kilogramm
deutériumot és triciumot hasznalna el évente egy ilyen reaktor?

¢) Tegyiik fel, hogy a fizi6s kutatdsok eredményre vezetnek, és 2050-ben a vilag
akkori teljes, 10 millidrdos népessége fizids erémiivekbdl fedezi villamosenergia-
sziikségletét (7000 kWh/f6/év) a fent leirt reaktorokkal. Hany kilogramm hélium
keletkezik egy év alatt, és ez hany térfogatszazalékkal noveli meg a foldi légkor
héliumtartalmat? (A foldi légkort tekintsiik egy 5 km vastag, normdl &llapoti
gézrétegnek.)

(4 pont) Kozli: Zoletnik Sdandor, Budapest

*Joint European Torus, a vilig legnagyobb ,tokamak” rendszeri berendezése (www.euro-
fusion.org/jet), amelyben a szabdlyozott magfiziés energiatermeléshez sziikséges magas ho-
mérsékleti plazma Osszetartasat, flitését és tulajdonsigait tanulményozzak.
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P. 5000. Az dbrdn lathaté U-alaki csébe vizet toltot-
tiink. Hogyan és mennyire valtozik meg a cs6 két szaraban
a viz szintje, ha a bal oldali csészarat szorosan koriilvevo +
N menetes, ¢ hosszusagu tekercsbe I erésségii aramot veze- - T_
tiink? (A cs6 atmérdje joval kisebb a tekercs hosszénal. A viz
relativ permeabilitdsa pu,, szamértéke 1-nél egy nagyon Kkicsi-
vel kisebb.)

(Lasd még Radnai Gyula: Az elektromdgnes hizderejérdl
sz0l6 cikket a KoMaL 2000. évi 4. szamaban és a honlapun-
kon.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
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Bekiildési hatarid6: 2018. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 1. January 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 29): K. 571. The
headmaster of a school issued a decree that the legs of students’ trousers must not be
shorter than one fifth of their height. In the investigation of Sam’s trousers length, the
ethical committee concluded that the legs of his trousers were shorter than allowed, by
exactly % of the allowed minimum length. In addition, they also established that a 3-cm
increase of the length of his trousers legs would still make it 20% shorter than allowed. How
tall is Sam? K. 572. Tom Sawyer and Huckleberry Finn were painting the fence together.
It would take Tom 3 hours to paint the whole fence alone, and it would take Huck 4 hours
to do it alone. However, when they work together, their working speed decreases by 20%
since they are doing pranks on each other continually. The two of them started working at
noon, but after a while Huck was getting bored, so he decided to go fishing instead. Tom
spent 10 minutes trying to persuade him to continue (during that time, neither of them
did any painting at all), without success. So he threw a dead rat at Huck, and finished
the job alone. He was done at 2:34. When did Huckleberry Finn stop painting? K. 573.
Kate, Alex and Steve went to the sweet shop. Kate bought 9 identical boxes of sweets for
Christmas, but she only had 11000 forints (Hungarian currency) on her, so she borrowed
all the change that Alex had. With that, she just had the right amount of money to pay
for the sweets. Then Alex also thought that these sweets would make nice Christmas
presents so he decided to buy 13 boxes of the same kind. Since he only had 15000 forints
left now, he borrowed all the change that Steve had on him. Thus he just had the right
amount of money to pay for his sweets. Given that the price of a box of sweets ends in 0
and the amounts borrowed by Kate and by Alex were both less than 1000 forints, how
much does Kate owe Alex, and how much does Alex owe Steve? K. 574. The sum of the
digits of a positive number N is the same as the sum of the digits in its double. a) Find
a two-digit number, a three-digit number, and a four-digit number with this property.
b) Show that N is divisible by 9. K. 575. Six people are having a meeting. Among any
three participants there are two who do not know each other. Prove that there is a set of
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three participants who do not know each other at all. (Acquaintance is mutual.) K. 576.
A box contains sorne red and blue balls. If a ball is picked at random, the probability of

its being blue is . If one blue ball is removed from the box, the probability of a randomly

selected ball bemg red will be <. How many balls are there in the box?

New exercises for practice — competition C (see page 30): Exercises up to
grade 10: C. 1455. The currency used on a distant island consists of coins of unusual
denominations. The basic units are three different one-digit numbers, and there are their
multiples, too: ten times, a hundred times, and also a thousand times their value. The
price of one kilo of coconut may be paid with two identical coins plus a third coin of
different value. In order to pay for a kilo of passion fruit, which costs twice as much, the
third coin needs to be replaced by the coin with 10 times its value. Given that no coin has
a denomination of 1 and the largest denomination is 7000, what other coins are used on the
island? C. 1456. Prove that no perfect square can be represented in the form 3% + 9° + 1
(a, b are positive integers). Exercises for everyone: C. 1457. An isosceles right-angled
triangle inscribed in a circle is rotated through 45 degrees about the centre of the circle.
Find the perimeter and area of the intersection of the two triangles. C. 1458. Solve
the following equation on the set of real numbers: \/z + 11 + V22 + 11z — \/Z — x = 4.
C. 1459. Reflect the parabola y = 22 about the point F(O, ;11) At what angle do the two
parabolas intersect? Exercises upwards of grade 11: C. 1460. A special snowflake
with rotational symmetry is developing as follows: in every second, a new branch of one
third the length grows from the midpoint of each terminal branch of the snowflake. (The
diagram shows the initial shape of the snowflake and the two successive stages of the
process.) Given that the diameter of the snowflake is 4.32 mm, how many terminal
branches of length 10 micrometres will it have in 6 seconds? C. 1461. The operation
o is defined on positive integers. Given that i) 101 =3; i71) aob=boa for all a, b;
1ii) ao(b+1)=aob+ (a+ 1)+ 2b for all a, b, determine the value of 2017 o 2018.

New exercises — competition B (see page 31): B. 4921. Let n and k denote
positive integers. Prove that given n + k integers it is always possible to select at least
(k+ 1) numbers out of them such that their sum is divisible by n. (§ points) (Proposed by
Z. Gyenes, Budapest) B. 4922. Find the integer solutions of the following simultaneous
equations: 3z — y? = 3y +a%=== (3 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 4923.
The interior angle blsector drawn from vertex A of triangle ABC intersects side BC at F,
and the interior angle bisector drawn from vertex B intersects side AC at F. Let O denote
the centre of the inscribed circle of the triangle. What may be the size of the angle at
C' if the sum of the areas of AOFA and AOBE equals the area of AAOB? (3 points)
B. 4924. Consider the perpendicular lines drawn from the centres of the escribed circles of
a triangle to the corresponding sides. Prove that the three lines are concurrent. (4 points)
B. 4925. Show that if the mean of the non-negatlve real numbers a1, az,...,a2017 is 1,
then the following inequality holds: 2018+a2+a3+ Tazor + 018+a3+a3-i Sr——— +

a2017 .
. < 1. . . -
-+ T Tar taz tFazome S 1. (4 points) B. 4926. In an acute-angled triangle ABC,

the feet of the altitudes drawn from B and from C are D and E, respectively. The
reflections of point F in the lines AC' and BC are S and T, respectively. The circle CST),
centred at O, intersects line AC' again at point X # C. Show that lines XO and DFE are
perpendicular. (5 points) (Korean problem) B. 4927. Let A and B be finite sets of vectors,
and let A+ B={v+w|veEA we B}. Show that |[A+ B| > |A| + |B| — 1. (5 points)
B. 4928. The trunk of an ever-growing tree forks in two at a height of one foot. In the
following, the term branch will refer to a section between two joints, with no further joint
along its length. Every branch of the ever-growing tree is straight, and terminates one foot
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higher than its lower end. The branches starting from the upper end of the branch are
considered the children of the branch, also called the siblings of each other. Every branch
of the tree has at least two children. If a branch does not have exactly two children then it
has a sibling with exactly two children. Siblings always have different numbers of children.
If a branch has more than two children then it has a sibling with one fewer children. How
many branches start from joints at a height of n feet? (6 points) (Proposed by M. E.
Gdspdr, Budapest) B. 4929. The planes of an ellipse £ and a hyperbola H in the space
are perpendicular. The foci of £ are the endpoints of the real axis of H, and the foci of H
are the endpoints of the major axis of £. Let A be B two fixed points on different branches
of hyperbola H, and let P be an arbitrary point of the ellipse. Prove that the sum of the
distances PA and PB is independent of the choice of P. (6 points)

New problems — competition A (see page 33): A. 713. We say that a sequence
ai,az,... is erpansive if for all positive integers j, i < j implies |a; — a;| > % Find all
positive real numbers C' for which one can find an expansive sequence in the interval
[0,C]. A. 714. Consider n > 2 pairwise disjoint disks D1, Da, ..., D, on the Euclidean
plane. For each k = 1,2,...,n, denote by fir the inversion with respect to the boundary
circle of Dy. (Here, fi is defined at every point of the plane, except for the center of Dj.)
How many fixed points can the transformation f, o f,—10---0 fi have, if it is defined
on the largest possible subset of the plane? A. 715. Let a and b be positive integers.
We tile a rectangle with dimensions a and b using squares whose side-length is a power
of 2, i.e. the tiling may include squares of dimensions 1 x 1, 2 x 2, 4 X 4 etc. Denote by
M the minimal number of squares in such a tiling. Numbers a and b can be uniquely
represented as the sum of distinct powers of 2: @ = 2% 4 .. 4 2% b= 2% 4 ... 4 2b¢,

k£
Show that M = 5 3 2l@i=bsl,
i=1 j=1
Problems in Physics
(see page 58)

M. 374. Measure the refractive index of some type of honey.

G. 621. The pressure of air at a height of 1 km is 899 hPa and its temperature
is 8.6 °C. At a height of 10 km the pressure is only 265 hPa, and the temperature is
—37.2 °C. a) By what factor is the density of air smaller at the height of 10 km than that
of at the height of 1 km? b) By what factor is acceleration due to gravity smaller at the
height of 10 km than that of at the height of 1 km? G. 622. A spherical gas container
gets so warm in a hot summer day from morning to noon, such that its volume at noon
differs by 0.6% from its volume in the morning. By what percent did the surface area of
the container change? G. 623. A bucket of mass 10 kg is raised by means of a negligible-
mass rope, such that first it is accelerated uniformly in 2 s to a speed of 0.6 m/s, and
then it continues its motion at this speed for 8 more seconds. To what height is the bucket
raised, and how much work was done? G. 624. Some of the newly established sailing boat
ports at lake Balaton are ice-free, which means that even in very cold weather the water
around the sailing boats do not freeze. This is due to the constant stirring of water. Why
does this method work?

P. 4991. Two objects of total mass 4 kg, one of them is hanging below the other
and attached to it by means of a thread, are attached to the lower end of a spring,
hung onto a stand, as shown in the figure. If the lower object falls down the other one
at the end of the spring begins to oscillate. If the two objects are interchanged and the
lower one falls the other also begins to oscillate. The difference between the periods is
0.3 s. Calculate the mass of each object if the period of the oscillatory motion when both
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objects are on the spring is 1.5 s. P. 4992. A ball which was dropped from a height
of h in a stationary elevator is bouncing for a time of ¢. a) What is the coefficient of
restitution k, which characterises the elasticity of the impact? (The constant k is the ratio
of the linear momentum of the ball before the impact to that of after the impact.) b) The
elevator is moving upwards at a speed of v. How long does the ball bounce when it is
dropped from a height of h? P. 4993. The Channel Tunnel, between Calais and Dover
has a length of 55 km, and 38 km of it is below the English Channel. Think of a 40 km
long straight train tunnel on the exactly spherical Earth of radius 6371 km, below sea
level, such that above the two ends of the tunnel the height of water is 20 m. a) What is
the height of water above the middle of the tunnel? b) If there was no air in the tunnel
and friction was also negligible, how long would it take for a train, starting from rest,
to go through the channel due to just the gravitational pull of the Earth? ¢) At what
speed would the train go through the middle of the tunnel? P. 4994. The masses of both
the wedge and the solid cylinder shown in the figure are m, the radius of the cylinder
is R. The wedge can slide without friction on the ground. What is the minimum value
of the coefficient of static friction between the wedge and the cylinder, if the cylinder
rolls without slipping along the wedge and the angle of elevation of the wedge is o = 30°7
P. 4995. Estimate the displacement of the centre of the mass of the Sun, due to the
planets orbiting around it. P. 4996. In the process of p = % (where « is a constant)
the volume of one mole helium was doubled, whilst its internal energy was decreased by
2493 J. a) What was the initial temperature of the helium? b) How much heat was released
by the gas during the process? P. 4997. A point-like bead of mass m, and of charge ¢
can move frictionlessly along a horizontal semicircular path of radius R. At each end of
the semicircle there is a point-like fixed object of charge ). The system described is in
equilibrium. What is the period of the motion of the bead if it is displaced a bit from its
equilibrium position and then released? P. 4998. A ray of light enters into a spherical
water droplet, and after three total internal reflections it travels into its original direction
as shown in the figure. What was the angle of incidence of the ray when it entered into the
droplet? (The refractive index of water is n = 4/3.) P. 4999. In the device called JET*
deuterium (?H) and tritium (*H) nuclides fuse and create an a-particle, and a neutron,
while 17.62 MeV energy is liberated in each individual fusion. a) The total liberated fusion
energy by the Jet, when it produced the most power during an experiment, was 16 MW.
How many grams of tritium and deuterium were used in the device in one second? b) A
fusion power plant is expected to produce electrical power of 1 GW. Suppose that the
efficiency to transform the liberated nuclear energy to electrical energy is 35%. How many
kilograms of deuterium and tritium would be used by this type of plant in one year?
¢) Suppose that research on fusion power plants is successful, and by the year of 2050
the total electrical energy demand of all the 10 thousand million people (7000 kWh per
person per year) living at that time on the Earth is supplied by fusion power plants. How
many kilogram helium is generated in one year, and by what volume percent does the
helium content of the atmosphere is increased? (Consider the atmosphere as a 5 km thick
gas layer at standard conditions.) P. 5000. The U-shaped tube shown in the figure was
filled with water. How, and by what amount will the level of the water in the arms of the
tube change, if a current of I is made flow through the coil, of length £ and of number of
turns N, tightly wrapped around the arm at the left-hand side? The diameter of the tube
is much smaller than the length of the coil. (The relative permeability of water is u., its
numerical value is just a very little bit less than 1.)

*Joint European Torus, is the greatest “tokamak” type device in the world (www.euro-
fusion.org/jet), in which the heating, the properties and the confinement of hot plasma, needed
for the production of controlled nuclear fusion power, is investigated.
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