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Addémoral és adozas: két modell*

1. Bevezetés

A modern gazdasigokban az addk latvanyos szerepet jatszanak: a nemzeti
jovedelem 30-60 szdzalékét is elérik a beszedett addk. (Ebbe beleértendék a nem-
zeti jovedelem 5-15 szdzalékat kitevd allami nyugdijakat fedez6 jarulékok is, de
az egyszerliség kedvéért nem foglalkozom veliik kiilon.) Egyrészt az dllam kozjava-
kat (utakat, iskoldkat, kérhdzakat stb.) épittet és miikodtet az addkbdl, masrészt
a gazdagabbak befizetéseibdl tamogatja a szegényebbeket. Kiilonb6z6 orszagok-
ban az adémoraltdl is fiiggden kiilonb6z6 mértékben titkoljak el az allampolgarok
addkoteles jovedelmiiket. Izgalmas és fontos kérdés: az adémoralt figyelembe véve
mekkora addkat réjon ki az dllam? A vélasz ellentmond a naiv elképzelésnek: minél
gyengébb az adéomoral, annal kisebb addkulcsokat érdemes kirdni.

Ebben a cikkben két addzdsi modellt mutatok be — kézépiskolas fokon. A kony-
nyebb érthetdség kedvéért felteszem, hogy a kozjavakért (hidakért, iskoldért, rend-
Orségért stb.) is fizetni kell, de erre az dllampolgdrok fejpénzt kapnak. Tovabbi
egyszerisités: személyi jovedelemaddra (roviden: szja) szoritkozom (redlisabb mo-
dellben tovébbi addkat, példdul az dltaldnos forgalmi adét is bevonndm a modellbe).
F4jo szivvel figyelmen kiviil hagyom az adékedvezményeket és a magasabb addkul-
csokat, s csupdn egykulcsos szjat modellezek (Magyarorszédgon 2013 Gta egyébként
egykulcsos az szja). Felteszem, hogy a befolyt adét az dllampolgdrok kézott egyen-
16en szétosztjék, s a nettdjovedelem-kiillonbségek mérséklése mellett ez a pénz se-
gitséget nyujt a fizetGssé tett kozjavak fogyasztdsahoz.

A két modellben kulcsszerepet jatszik az addémordl — itt egy valds szam,
amely az adokulcs mellett meghatarozza, mennyi jovedelmet vall be az dllampolgar.
Az adémoral kozvetleniil nem mérhet6, de 1étezésére és értékére kovetkeztethetiink.
Minél jobb egy tarsadalom adémorélja, (adott adérendszer mellett) anndl kevesebb
jovedelmet titkolnak el az adofizetok.

Az els6 modell az egyszerlibb: onkényesen feltessziik, hogy az allampolgarok
az igazi jovedelem utén fizetend6 adé és az adémoral hdnyadosét titkoljak el. (Pél-
daul 50 szazalékos addkulcs és 2-es adomoral esetén egységnyi addkoteles jovedelem-
bél 50/2 = 25 szazalékot tagadnak le — jol kozelitve a magyar helyzetet.) Az dllam
maximdlis adébevételre torekszik, s belatjuk, hogy ezt az adémoral felével egyenld
addkulccsal éri el. Tehat minél jobb az adémorél, annal nagyobb az optimalis ado6-
kules. A masodik modell a bonyolultabb. Itt az allampolgarok szégyenérzete viasko-
dik az addcsalds nyudjtotta tobbletfogyasztassal az adobevallds készitésekor, s végiil
az dllampolgdrok ugyanannyi jovedelmet titkolnak el, mint az elsé modellben. Az &l-
lam most a tarsadalmi jélétet akarja maximalizalni, amelyet egyszertiség kedvéért
a legkisebb jovedelmii allampolgar elégedettségével azonosit. Az optimalis addkules
most kisebb, mint korabban, de tovabbra is névekvo fliggvénye az adémoralnak.

*Koszonetemet fejezem ki Szabd Judit és Téth Janos értékes tandcsaiért.
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A kozépiskolakban nem sok szé esik a tudoményos modellekrdl, de az olva-
s6k mar hallhattak a Naprendszer kopernikuszi modelljérél vagy az atom Bohr-féle
modelljérol. Minden modell leegyszeriisiti a valésagot, de a jo modell — akéar a jo
térkép — épp ezzel segiti a valdsiag megértését. Ebben a cikkben két kozgazdasagi
modellrdl lesz sz0, s a kozgazdasdgtanban sokkal nagyobb a tavolsiag a valésag és
a modell kozt, mint a fizikdban. Azt remélem, hogy a két adézasi modell — minden
hibaja ellenére — segit az addztatds alapkérdéseinek megértésében. Kiilon hang-
stulyozom, hogy nem foglalkozom az adémorél eredetével, adottnak veszem. Egyik
modellben sincs ad6hivatal, amely eseti ellenorzéseivel feltarja az adécsalast és biin-
tetéssel sujtja az adocsalot. Ugyancsak figyelmen kiviil hagyom, hogy az addkulcs
emelése valamennyire csokkenti azt az idémennyiséget, amelyet adott évben az al-
lampolgar az adézas utani jovedelméért hajlandé munkaval tolteni. Végiil elsiklom
afolott, hogy kiilonbozé foglalkozasi dgakban kiilonb6z6 az addcsalas lehetEsége.

A szovegben szétszérva harom feladatot tiizok ki, amelyek megoldédsat a cikk
végén kozlom.

2. Egy azonossag

Mielott a két adomoral-modellt bemutatnam, egy egyszerli azonossagot vazo-
lok fol, amely kés6bb hasznunkra lesz.

A tarsadalmat kiilonboz6 jovedelmii allampolgarok alkotjak, a tipusok szdma

I > 1 természetes szam, és az ¢ =1,2,...,I tipusu egyén jovedelme w;, népes-
I

ségbeli silya f;. Ekkor az dtlagos jovedelem Ew = Y fiw;. Az allam egykulcsos
i=1

szjat alkalmaz, ahol az addkulcs ¢ valés szam, 0 < ¢t < 1. Néha elhagyjuk a meg-

kiilonbozteto ¢ alsd indexet, azaz a w jovedelmi allampolgarnak tw adot kellene

befizetnie, de tokéletlen adémorélja miatt jovedelme egy részét (e-t) eltitkolja. Mar

emlitettem, hogy a modellben az adéztatas egyetlen célja: az adézds utdan maradéd

nett6 jovedelmén tul mindenkinek azonos 7y alapjovedelmet biztositson. Folteszem,

hogy az atlagjovedelem éppen egységnyi, jele: Ew = 1, tehat az eltitkolt jovedelem

(értsd: teljes és bevallott jovedelem kiilonbsége) varhaté értéke Ee < 1. Mivel az 4l-

lam a teljes adgjovedelmét alapjovedelemként szétosztja, az alapjovedelem egyenld

az addkulcs és az atlagos bevallott jovedelem szorzatéval:

(1) v =tE(w —e) =t(1 — Ee).

1. példa. A nagysigrendek tisztdzdsa érdekében célszerii az (1) azonossdgot
kozelitd, kicsit manipuldlt magyar adatokkal kitolteni: v = 3/8; Ee = 1/4, tehét
a képzeletbeli dsszesitett addkules ¢ = 1/2.

3. Egyszeriibb modell

Eddig nem prébaltam megmagyardzni az eltitkolt jovedelem nagysdgéat. A bo-
nyolultabb modell eredményét megelélegezve, most felteszem, hogy az eltitkolt jo-
vedelem (jele: e) és a teljes jovedelem hanyadosa az addkules és az adémoral (p)
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hanyadosa:

t
(2) — =2, azaz e=p ‘tw.
woop

Miésképp kifejezve: az eltikolt jovedelem a teljes jovedelem utén fizetend6 adé és
az adémoral hanyadosa. Vigyéazat, az addcsalds nagysaga ennél aranyosan kisebb:
te* = p2w.

Ahhoz, hogy a modell értelmes legyen, az eltitkolt jovedelemnek kisebbnek
kell lennie a jovedelemnél, azaz t < p. Ahhoz, hogy ez még a maximdlis ¢t =1
adokulesnal is fennalljon, foltessziik, hogy p > 1.

(1) és (2) értelmében
(3) () =t(1—p ') =t —p 2

Jel6lje rendre w,, és wy; a legkisebb és a legnagyobb jovedelmet. Mivel az at-
lagjovedelem 1, ezért — a trividlis egyforma jovedelmektdl eltekintve — feltehetjiik,
hogy 0 < wy, <1 < wp.

Itt tizom ki az els6 feladatot.

1. feladat. Igazoljuk, hogy a legkisebb/legnagyobb jévedelmii dllampolgdr
kevesebb/tobb adét fizet be, mint amennyi az alapjovedelem. Képletben:

(3" t(wm - /fltzwm) <t —p ' < t(wy — p HPwy).

Az éllamnak itt nagyon egyszerii célja van: maximalizélni akarja az adébevé-
teleket. Az elemzés folytatdsahoz a kovetkezd segédtételre van sziikségiink:

1. segédtétel. Legyen A > 0 és B > 0 két valds szdm. Az y = Bx — Ax® md-
sodfoki fiigguény a maximumdt az

B
4) ¥ =—>0

pontban veszi fol.

Bizonyitas. Nyilvanvaléan szoritkozhatunk a nemnegativ értékli y-t ado
0 < < B/A szakaszra. Az y = Ax (BA_1 — x)—b(')'l elhagyva az A szorzét, és az igy
kapott szorzatra alkalmazva a két pozitiv szam szamtani és a mértani kézépe kozti

egyenldtlenséget:
z+BA -z [BY
BA ' —z) < |m———— 2| =|—=
#( ?) [ 2 ] 24|
és az egyenl8ség pontosan (4) esetén valdsul meg. (Il

A kovetkez6 tétel megadja a maximadlis adébevételt jelenté addkulcsot.
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1. tétel. a) Feltéve, hogy az addmordlra teljesil 1 < p < 2, a (3)-beli dtlagos
adobevétel akkor maximadlis, ha

. _ M
(5) ==

b) Ekkor minden dllampolgdr jovedelme felét titkolja el: e* = w/2, és az igy
adddd alapjovedelem v(u/2) = p/4.

Bizonyitas. a) A segédtétel jelolései szerint (3)-ban A = pu~! és B = 1. Innen
adédik (5). Mivel az addkulcs értelemszertien legfeljebb 1, sziikség van a p < 2
feltevésre.

b) (5)-6t behelyettesitve (2)-be, majd (3)-ba, adédik a két masik képlet. O

Megjegyzések. 1. Ez a modell nagyon merev, hiszen az eltitkolt és az eredeti jovedel-
mek ardnya az adémordal értékétél fiiggetleniil 1/2. Mégis, 1 = 1 esetén a magyar adatok
kozelitéleg reprodukalhaték: a ¢t = 0,5 addkules Ee = 0,25 addcsaldst ad.

2. Egy jobb modell esetén nem kellene feltenniink, hogy u < 2. Ez a korlatozas
kéros, mert feleslegesen kizarja azokat a gazdasagokat, ahol u > 2, tobbek kozt a fehér
gazdasdgot, ahol yu = oo, azaz e* = 0.

4. Bonyolultabb modell

Rétérek a bonyolultabb modellre. Most minden allampolgéar optimalizalassal
dont az adoeltitkolasardl, és az adébevételek helyett az dllam egy bonyolultabb cél-
fiigguényt maximalizal, amely az alapjovedelem mellett valamennyire figyelembe
veszi az adofizeték kiilonbozé csoportjainak célfiiggvényét is. (A modern kézgazda-
sagtanban a célfiiggvény alapfogalom, s minden szerepld sajat célfiiggvényét ma-
ximalizalja lehetOségein beliil: a fogyaszté a hasznossagot, a vallalat a profitot, és
az allam j6 esetben a tarsadalmi j6létet.)

A bevezetében méar széltam a nagyobb fogyasztis okozta oérém és nagyobb
csalas miatt érzett szégyen viaskodasardl. Ennek leirdsdhoz sziikségiink van a fo-
gyasztas és az addcsalas kozti kapcesolatra is. Ha az allampolgar nem titkolna el
jovedelme egy részét, akkor fogyasztdsa a nettd jovedelem: (1 — t)w és az alapjove-
delem: ~y(t) 6sszege lenne. De letagadja jovedelme egy részét: e, azaz adot ,takarit
meg”: te, s ezzel noveli a fogyasztasat:

(6) c=(1—-tw+te+~(t).

A kozgazdasdgtudomany féarama minden fogyasztéi dontést, esetiinkben
az addcsaldst egy dn. hasznossdgfiiggvény maximalizaldsabodl vezet le. A legegy-
szeriibb U(c, e) hasznossagfiiggvényt akkor kapjuk, ha feltételezziik, hogy a kétvél-
tozéds fliggvény két egyvaltozds fliggvény kiilonbsége, és a kisebbitendd a fogyasztas
homogén linearis, a kivonandé pedig az eltitkolt jovedelem kvadratikus fiiggvénye.
Az adémoral most egy skaldr, amely azt mutatja, hogy mennyire hat kedvezdtleniil
az addcsalds az addzo kozérzetére. Képletben:

(7) Ulc,e) = 2c — pw™te?.
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A szorzé mellé bevettiik még a w! szorzét is, mert ha a masodik allampolgar

jovedelme A(> 1)-szor nagyobb, mint az elséé, akkor a A-szoros jovedelem-eltitkolds
nem A2-szeres, hanem csak \-szoros szégyent okoz.

Behelyettesitve (6)-ot (7)-be, adédik az 1j, redukalt hasznosség:
(8) Ulw,e] = 2(1 — t)w + 2te + 2y(t) — pw ™ €.

Adottnak véve y-t, most optimumként adédik az egyszeriibb modellben 6nkényesen
feltételezett (2)-beli jovedelem-eltitkolds.

2. tétel. Ha a w jovedelmd dllampolgdr addcsaldsdval a (8) célfiigguényt ma-
zimalizdlja, akkor az optimdlis jovedelem-eltitkoldst (2) adja.

Bizonyitds. (8)-ban csak 2te — pw~'e? fiigg kozvetleniil e-t6l. Most B = 2t
és A = pw~1! szerepel az 1. segédtételben, és (4)-bél adddik (2). O

Mivel az 4llampolgdroknak van hasznossagfiiggvénye, most mar megadhatunk
egy Un. tdrsadalmi joléti fiigguényt, a Rawls-félét, amelyet John Rawls filoz6fusrdl
neveztek el. E szerint a tarsadalom jolétét a legrosszabb helyzetii tagjanak (re-
alisabban: tagjainak) a maximdlis hasznossiga adja. Esetiinkben ez a legkisebb
jovedelmi allampolgér hasznossagfiiggvénye:

9) V(t) = Ulwn, e*(t)].
Most meghatarozhatjuk a tarsadalmilag optimalis adékulcsot.

3. tétel. a) A Rawls-féle optimdlis addkulcs

1—w,

10 t* = > 0;
(10) 2w,
feltéve, hogy

9 _
(11) 1< p< i = W
1- W

b) A (10)-beli t*(u) addkulcs—addmordl fiigguény linedris és novekvd, valamint
a jovedelem-eltitkolds mértéke fiiggetlen az adémordltdl:

e* 1—w 1
(12) — = T o<
w 2 —wpm, 2
¢) Az optimadlis alapjovedelem értéke
1—w,
(13) L
(2 —wm)
198 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/4
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Bizonyitas. a) (9), (8), (3) és (2) értelmében
V(t) =2(1 — yw, + 2tp” tw,, +2¢(1 — p't) — pw;! (,u_ltwm)2.

Rendezve,
V() =2wm + (2 —wp)t — 20" — p~lwy,) 2.

Innen mar az 1. segédtétel valéban megadja a tarsadalmilag optimalis adékulcsot.
|

b) és c) Egyszerl behelyettesitéssel. O

Megjegyezziik, hogy a bonyolult modell optimuma nulla minimélis jévedelem
mellett az egyszeri, bevételmaximalizalé modell optimumat adja.

2. feladat. a) Igazoljuk, hogy a Rawls-féle optimadlis addékulcs kisebb, mint
az adémaximalizalé kulcs.

b) Igazoljuk, hogy minél nagyobb a minimdlis jovedelem, annél kisebb a tér-
sadalmilag optimalis Rawls-féle adékulcs.

Ezen a ponton szampéldan szemléltetjiik a bonyolultabb modellt.

3. példa. A (10) értelmében w,, = 0,5 mellett t* = 0,5 u = 1,5 adémorélt ad.
A (12) és (13) képlet alapjén ekkor rendre e* =0,5/1,5=1/3, v* =0,5/1,5%-
1,5 =1/3.

Ha mér ennyit szamoltunk, érdemes tovabb gondolkodni. Mindenekel6tt bemu-
tatom a legegyszer{ibb, kéttipusos népességet, ahol a w,, < 1 jovedelmiiek mellett
vannak wy; > 1 jovedelmiek is. A két tipus népességbeli sulya rendre f,, > 0 és
fM > 07

Végill még egy feladatot tiizok ki.

3. feladat. a) Ha a tarsadalmi j6léti fiiggvényt nem Rawls szerint, hanem
a kozonséges silyozott szamtani atlag szerint szdmoljuk:

(14) W(t) = fuU[wm, e (t)] + farU[war, e* (t)],

akkor a tarsadalmilag optimalis addkulcs 0, s nincs jovedelem-eltitkolds: e* = 0.
b) Hogyan kellene mddositani a hasznossdgfiiggvényt, hogy ebben az esetben
is pozitiv legyen a tarsadalmilag optimalis addkulcs?

Feladatmegoldasok

1. feladat. (3')-b6l és w,, < 1 < wys-bol kovetkezik.
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2. feladat. a) w,, = 0 esetén (10) (5)-re egyszeriisodik.
b) Egyszerl atalakitdssal

1

tr=1-
2 —wy,

)

amely a minimalis bérnek nyilvanvaléan csokkend fiiggvénye.
3. feladat. a) Egyszer(i szamoldssal (14) szerint
W(t) = 2(fmem + farear) — p(fmwp'en, + friwy ers)-
Az Wjraelosztds miatt f,cm + farcyr = finWim + farwayr = 1, és emiatt barmilyen
t > 0 esetén W(t) < W(0).

b) Ha U(c,e) az 1. véltozéban is szigorian konkdv fiiggvény lenne, példaul
Ule,e) = log ¢ — pue?, akkor a médositasban is t* > 0 allna.

Simonovits Andréas

7 Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Egy katonai laktanydban az dbrdn lathaté érbédéban 6r-
kodnek a katondk. A 3,5 m magas épitmény egy négyzetes ha-
sabbdl és egy hozza kapcsolodd szabalyos négyoldalu gulabdl all.
Bejarata téglalap alakd, annak felso, rovidebb oldalara illesztett
félkorrel. A négyzetes oszlop alapéle 1,3 m, magassaga 2,5 m, mig
a bejarat téglalap alaku része 0,8 m széles és 1,8 m magas.

a) Mennyibe keriil az 6rb6dé kiilsé lefestése, ha 1 m? felii-
let lefestéséhez 1,5 dl festék sziikséges, melynek literje 3200 Ft?
(Az 6rbdédé tetejét is festjiik, ajtajdt azonban nem.) (6 pont)

A laktanydban a hétvégi (pénteki, szombati és vasdrnapi) éjszakai érség kiala-
kitasakor a parancsnok az alabbi szempontokat veszi figyelembe:

e Minden katona legaldbb egy éjszaka 6rkodjon, de ne legyen olyan katona, aki
mindharom éjszaka érségben van.

o A teljes létszamnak a fele teljesitsen pontosan két éjszaka 6rszolgalatot.

o Az Orség létszama az els6 éjszaka 16 £6, a mésodik éjszaka 22 {6, mig a harmadik
éjszaka 10 f6.

b) Hany katona vett részt az éjszakai 6rségben? (5 pont)
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2. Egy szabdlyos dobdkockéaval 20-szor dobva 5 db egyest, 5 db kettest, 4 db
harmast, 3 db négyest és 3 db 6t6st dobtunk.

a) Széamitsuk ki a dobott szdmok &dtlagat és szérasat. (3 pont)
A dobott szamok koziil 4 db-ot véletlenszertien kivélasztunk.

b) Héany esetben lesz a kivélasztott szdmok kozott legaldbb egy hdrmas?

(4 pont)
¢) Mekkora annak a val6sziniisége, hogy mind a négy kivalasztott szam kiilon-
b6z6? (6 pont)

3. a) Az u(l;logg x) és v(logy x; —1) vektorok merdlegesek egymadsra. Hatd-
rozzuk meg x értékét (z > 0). (5 pont)

b) Adott a sikon n db pont, melyek koziil semelyik hdrom nem illeszkedik egy
egyenesre (n > 3). Hatdrozzuk meg n értékét, ha a pontok 20-szor annyi négyszoget
hatdroznak meg, mint egyenest. (8 pont)

4. Adott az f: R — R, z +— x* + 322 + 1 fiiggvény.

a) Igazoljuk, hogy az f fiiggvény szigortian monoton cstkken a negativ valés

szamok halmazén. (3 pont)
b) Igazoljuk, hogy az f fiiggvény paros. (4 pont)
¢) Adjuk meg az f fiiggvénynek azt az F primitiv fiiggvényét, amelyre
F(-1)=2. (4 pont)
d) Allapitsuk meg a xlg{)lo 3$;j L hatarértéket. (3 pont)

II. rész

5. a) A tizes szdmrendszerben felirt abc haromjegyti szdm szamjegyei a felirds
sorrendjében egy szamtani sorozat egymast kovet6 harom elemét alkotjak. Ha a hé-
romjegyi szamot elosztjuk a szdmjegyeinek Gsszegével, 26-ot kapunk. Ha az eredeti
szamban a szazasok és az egyesek szamat felcseréljiik, az eredetinél 396-tal nagyobb
szamot kapunk. Melyik ez a haromjegyii szdm? (7 pont)

b) Adjuk meg azokat a kiilonboz6 szdmjegyekbdl &ll6 tizes szdmrendszerben
felirt abc alakid haromjegyti szamokat, amelyek a 4, 6 és 9 szdmok koziil pontosan

kettovel oszthatdk. (7 pont)
¢) Lehet-e aP - b? - ¢" négyzetszdm, ha a, b és ¢ kiilonbozd primszadmok, p, g és
r pedig kiilonb6z6 paratlan egészek? (2 pont)

6. Egy foldmér6 noteszaban egy vizszintes haromszog alaku telekrél a kovet-
kez6 bejegyzés olvashato: ,,A telek hdarom sarkdn villanypozna, furt kit és gdzcsonk
taldalhato. A wvillanypdzna a furt kuttol 46 méterre, a furt kut a gazcsonktol 20 mé-
terre talalhato. A wvillanypdzndndl dllva a furt kut és a gdzcsonk alkotta szakasz
25°-0s szogben ldtszik.”

a) Szémitsuk ki a hdromszog alaku telek lehetséges teriiletét. (5 pont)

Az el6bbi telken a viz-, a géz- és az elektromos ellatottsdg nagyon fontos,
ugyanis azon kereskedelmi egység épiil. Az elektromos rendszer koltsége a viz- és
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a gazellatas koltségeinek mértani kozepe. Ha a gazellatas koltségeit 100000 Ft-
tal csokkentenénk, akkor a viz-, az elektromos- és a gazellatas koltségei ebben
a sorrendben szamtani sorozatot alkotndnak. Az elektromos koltségek a vizellatds
koltségeinek 150%-4t teszik ki.

b) Mennyibe keriilnek a felsorolt kézmiivek egyenként? (6 pont)

A telken a viz-, giz- és az elektromos elldtottsag kivitelezésére hat arajanlat
érkezett hat kiilonbo6zo véllalkozastol.

¢) Igazoljuk, hogy a versenytdrgyalds résztvevéi kozott biztosan van hérom
olyan személy, akik kolcsonosen ismerik, vagy harom olyan, akik kolcsondsen nem
ismerik egymdst (Egy véllalkozast egy targyaldpartner képvisel). (5 pont)

7. Tekintsiik a kovetkezo, fagrdfra vonatkozo allitast:

Ha 5 fagrdfnak dsszesen 41 éle van, és ezeket a fagrdfokat egy grafnak tekintjik,
akkor ezen grdf pontjainak szdma pdros.

a) Adjuk meg az elébbi allitds logikai értékét (igaz vagy hamis). A vélaszt

indokoljuk. (3 pont)
b) Igazoljuk, hogy ha egy dtponti egyszerd grafnak 8 éle van, akkor a gréafnak
van legalabb két olyan pontja, amelybdl pontosan harom él indul ki. (5 pont)

2017. november 8-4n a Févarosi Allat- és Novénykertben kiselefant sziiletett.
A hirt el6szor csak az allat egyik gondozdja tudja.

¢) Hanyféleképpen juthat el a hir a tobbi 4 gondozéhoz, ha mindenki telefo-
non beszél a masikkal, és a lehetd legkevesebb hivassal értesiil mindenki a hirrél?
(8 pont)

8. Az dbrdn egy 300 méter hosszii egyenes
alagut bejarata lathatd, mely egy 8 méter sugari
kor egy része. Az alagtuton keresztiilvivé autéuit
az alagut tetejétol 9,5 méterre taldlhato.

a) Milyen széles az autéut? (8 pont)

b) Mekkora térfogatt kézetmennyiséget kellett
eltdvolitani az alagit firasa sordn? (5 pont)

Egy tulméretes szallitmany olyan téglatest alaku targyat szallit, melyet a jarmi
1,5 méter magasan 1évo platdjara helyeznek.

¢) Mekkora lehet legfeljebb egy olyan targy keresztmetszete, ami még &tvihetd
a kétsdvos alagiton szabélyosan kézlekedve? (8 pont)

9. A gumiszerel6 miihelyben a szakember tudja, hogy normél koriilmények
kozott a gépjarmiivek els6 — meghajtott — két kerekén 1évé gumik 30 000 kilométer
alatt, a hatsé gumik 50 000 kilométer alatt kopnak el.

a) Hany kilométert képes biztonsdgosan autézni adott gumiszettel az autds,
ha az elso- és hatso tengelyen 1év6 kerekek egymassal kicserélhetok? (6 pont)

A személygépkocsikra valé gumik gyartésorardl lekeriilé termékeket nagyon
alaposan ellenérzik. Egy gyartosori széria jellemzéen 80 000 gumit tartalmaz, mely-
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bél altaldban 400 darab hibds (méret és/vagy anyag osszetételi eltérés miatt).
Az automatikus mindségellendrzésen az ellenérzo berendezés csak a valéban hi-
bas gumik 99%-4t taldlja meg, a jé termékek 2%-4t viszont hibdsnak mindsiti.

b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy az automatikus ellenérzé berendezés
altal hibasnak mindsitett gumi valéban hibéas? (5 pont)

¢) Mekkora valdszintliséggel képes az automatikus ellendrzé berendezés a jé
mindsitést megallapitani? (5 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/3. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenleteket (ha a megoldds
pontos értéke nem raciondlis szdm, akkor kozelitd értéket is adjunk):

a) 32042 4 g2o+l — 4 (5 pont)
b) logy(z — 3) + (logy(8z — 24))2 = 6,25. (7 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet alakja ekvivalens atalakitasok utédn:
(3%1)? 43.3%41 4 — .

Ez a masodfoki egyenlet gyokképlete alapjan akkor teljesiil, ha 32?1 =1 =39,

vagy ha 3%*+1 = —4. Nyilvan csak az els6 egyenldséget teljesité x van, ami a 3 alapi
exponencidlis fiiggvény szigord monotonitasa miatt fenndallé 2x 4+ 1 = 0 egyenletbdl
az x = —0,5 érték.

Ezért ez az eredeti egyenlet megoldasa.

b) Az egyenlet alakja x > 3 esetén a logaritmus azonossigai alapjan

log, 8(x — 3) 2 _ 695
log, 4 ”

logy(z — 3) + (
és tovabbi ekvivalens atalakitasokkal:
4logy(z — 3) + (3 + logy(z — 3))” = 25,

(logy(z — 3))” + 10logy(z — 3) — 16 = 0.

Ez log,(z — 3)-ben mésodfoki egyenlet, igy a gyokképlet alapjan

—10 + /100 + 64
logy(x — 3) = 5 ot —5 £ V41,
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Ebbél ¢ = 3 + 25+ V4L

Ezért az eredeti egyenlet megoldésai:

21 =342V 56447 és e =3+ 2757V & 3.00037.

2. Egy hdromszog oldalhosszai olyan szdmtani sorozat elsé hdrom eleme,
amelynek mdsodik eleme 6.

a) Adjuk meg azt a szdmhalmazt (a legegyszerdbb alaki) pontos értékekkel,
amelynek elemei az ilyen hdromszdogek tertletei. (7 pont)

b) Van-e az ilyen hdromszigek kozétt maximdlis teriletd, van-e minimdlis
terilet? Ha igen, akkor melyik az? (2 pont)

¢) Van-e az ilyen hdromszégek kozott két olyan, amelyeknél a beirt kor sugara
egyenlé? Ha igen, akkor melyek azok? (8 pont)

Megoldas. a) A szamtani sorozat differencidjdnak abszolut értékét d-vel je-
Ioljiik, igy az oldalhosszak 6 — d, 6 és 6 + d, ahol nyilvan 0 < d, és a haromszog-
egyenl6tlenség miatt 6 +d < 6 —d + 6, azaz d < 3.

A haromszog teriiletét a Héron-képlettel szamoljuk ki. A félkeriilet:

,_6-d+6+6+d _

9.
2

A teriilet:

T=1/9(9— (6 d))(9— 6)(9 — (6.+d)) = v/27(0 — ).

Ebbdl 0 < d < 3 miatt kovetkezik, hogy 0 < T' < V27 -9 = 9v/3, és T minden ilyen
értéket felvesz, fgy a keresett szamhalmaz ]0;9v/3].

b) Az a) megolddsabdl kovetkezik, hogy ilyen haromszogek kozott minimélis
tertiletl nincs, maximélis teriiletti van, a d = 0 esetben. Ez a 6 oldalhosszisagu
szabalyos haromszog.

¢) Ismeretes, hogy a haromszog beirt kérének sugara o = % A feladatban sze-
repl6 haromszogeknél s = 9 allandé, igy o és T kapcsolata kolesonos és egyértelmd,
tehdt o és d kapcsolata is az. Ezért a feladatban szereplé haromszogeknél a kiilon-
b6z6 haromszogek beirt korének sugara is kiillonbozik.

Tehat nincs két olyan haromszog, amelyeknél a beirt kér sugara egyenld.

3. Egy tgyfél egy bankbdl 1980-ban felvett egymillic Ft kolcsont, évi 5%-o0s
kamatra, 20 évi, évente egyszeri, azonos 0sszeqi torlesztési kotelezettséggel.

a) Mennyi volt az évi torlesztési dsszeg, 10 Fi-ra kerekitve? (5 pont)

A kolesonszerzddést nem lehetett megualtoztatni a novekvd inflicid ellenére
sem, pedig 1992-ben (12 évvel a tdrgyalt hitelfelvétel utdn) mdr a bank adott 10%-o0s
kamatot a ndla elhelyezett pénzre. Ezért a bank a fent leirt kéleson felvevdjének
felaganlotta, hogy hdtralevd tartozdsdat megsziintetheti, ha az éppen fenndlld tarto-
zdsdnak 90%-dt kifizeti.
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b) Mennyivel tartozott az tigyfél 12 év leteltével? (4 pont)

¢) Mennyit helyezzen el az tigyfél eqy (mdsik) bankban, hogy abbdl az eredeti
torlesztd részletét évente kivéve és 10%-o0s kamattal szdmolva 8 év alatt megsziin-
tesse a tartozdsdt? Erdemes-e elfogadni a bank ajdnlatat, vagy kisebb dsszegnek egy

(mdsik) bankban vald elhelyezésével érdemes tovdbb torleszteni a tartozdsdt?
(4 pont)

Megoldas. a) A feladatban lefrt kolesontorlesztésre T koleson, n évre, p%-os

kamat és t torlesztOrészlet esetén, ¢ =1 + 1%0 jeloléssel az ismert képlet érvényes:

gt —1
Tq" =t
q q—1
Ebbol a mi esetiinkben:
1,05%9. 0,05
-1 et et ki
t 000000 10520 1

Ezt zsebszamoldgéppel kiszamolva és azt tizesre kerekitve: ¢ ~ 80240 Ft.

b) A jaradékszamitasi képletet haszndlva és hasonléan kiszdmolva a 12 év utén
fenndlld tartozas:

1,0512 — 1
0,05

1000000 - 1,052 — ¢ ~ 518 660 Ft.

¢) Egy bankban elhelyezett x 6sszegbél a fenti ¢ évjaradékot kivéve 8 év alatt

évi 10% kamat mellett megszlinik az addssiag. Az z 1ép a képletben T helyébe:

] 1,181 .
r-1,1 _t—ﬂ,l . Ebbél

1,18 -1

NG ~ 428070 Ft.

r=t

Mivel az 518660 Ft osszeg 90%-a 10 Ft-ra kerekitve 466790 Ft > 428070 Ft,
érdemes folytatni a fenti mdédon a torlesztést.

4. Jelolje k azt a kort, amelyik érinti a koordindta-rendszer x tengelyét, és
érinti az f(x) = %(mQ +20) (z € R) fiiggvény grafikonjdt a figgvénynek a 2 absz-
cisszdju pontjaban. (A fiigguény grafikonjdnak az érintése egy pontban azt jelenti,
hogy az érintd kor ebben a pontban érinti a grafikonhoz az adott pontban hizott
érintdt, és az érintd elvdlasztja a grafikont és a kirt.)

a) Irjuk fel a k kor egyenletét. (7 pont)
b) Mennyi annak a korldtos sikidomnak a terilete, amelyet az y tengely,
az x tengely, a k kor és a fliggvény grafikonja hatdrol? (7 pont)
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Megoldas. a) A fiiggvény 2 absz-
cisszaju pontja F(2;8), a fiiggvény grafi-
konjahoz ebben a pontban htizott érinté
irdnytangense f'(2) = %. A k kor kozép-
pontja azon az egyenesen van, amely at-
halad a F(2;8) ponton és egy normélvek-
tora 77(3;4), ezért az egyenes egyenlete
3r + 4y = 38.

A k kor K(u;v) kozéppontja rajta
van az egyenesen, ezért 3u + 4v = 38,
masrészt ugyanolyan tavol van FE-t6l,
mint az x tengelytdl, igy

A V-2 + -8 =,

és erre (u — 2)2 +(v— 8)2 = v? is teljesiil, de a feladat szerint nyilvdn csak u > 2 és
0 < v < 8 lehet, mert a kor az érintonek a fiiggvény grafikonjdval ellentétes oldalan
és az x tengely felett van.

A 3u+4v =38, (u—2)° + (v — 8)> = v? egyenletrendszert oldjuk meg. Mivel
3(u—2) =32 —4v, igy (32— 4v)> 4+ 9(v — 8)% = 9v2. Ebbél 25(8 — v)? = 902, és
az u-ra, v-re tett feltételek miatt v =5 és u = 6.

A kor egyenlete (z — 6)° + (y — 5)% = 25.

b) A keresett teriilet kiszdmitdsdhoz felhasznaljuk a fiiggvénynek a [0;2] in-
tervallumon vett gorbe alatti ¢; teriiletét, az A(2;0)E(2;8)K(6;5)B(6;0) trapéz
to teriiletét, és az KK B korcikk tg teriiletét.

2
3 2
tlz/f(x)dx: {m+20x} _ 128
0
0

9 3 9’
AF + BK 8+ 5
L AEEBE Ly 850 4 gg

t3 = 527 - 2& =125-«a, ahol a=FEKB<.
™

Az EK B hiromszogben a koszinusz-tételt alkalmazva:

EK?+ KB?— EB* 25+ 25— (64 + 16)

cosa= 2EK - KB - 2.5.5

= _0a67

igy t3 értéke zsebszamoldgéppel szamolva és 3 tizedesre kerekitve 27,679. A keresett

teriilet:

128
t:t1+t2—t3:74-26—12,5-&%12,54.
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II. rész

5. a) Oldjuk meg az X halmazra az A\ X = B; AU X = C egyenletrendszert,

ahol az adott A, B, C halmazokra B C A C C teljestil. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy az A és B fitéletekre az (AV B) A (AV —B) és A itéletek
ekvivalensek. (6 pont)

c) Igaz-e, hogy VH C RT ésVh € H esetén In € NT gy, hogy % <h<n?
Ha nem, akkor adjunk rd példdt, ha igen, akkor irjuk le, hogy az ilyen n fiigg-e
a h-tél, vagy nem? Allitdsunkat bizonyitani nem kell. (4 pont)

Megoldas. a) Mivel tetszéleges A és X halmazra nyilvdnvalé (a miiveletek
definiciéjabdl kovetkezéen), hogy X = (AU X))\ (A\ X), ezért X = C \ B.

b) Az (A; B) {téletpér lehetséges (i;1), (i;h), (h;i), (h;h) értékeit az (AV B) A
A (A V —B) {téletre kiprébédlva rendre az i, i, h, h értéket kapjuk, ami az A értéke,
tehat valoban ekvivalensek.

¢) Igaz, és az n fiigg a h-tdl.

6. a) Hdny olyan 2018 ponti, pdronként nem izomorf fagrdf van, amelyekben
nincs hdaromndl t6bb élt tartalmazd t? (11 pont)

b) Hol helyezkednek el a koordindta-rendszerben azoknak a 2018 ponti fagrd-
foknak a pontjai, amelyek mindegyikének pontja az origo, és minden élének a két
végpontja olyan (x1;y1), (x2;y2) pont, amelyre x1, y1, Ta, Y2 egész szamok, és
az (x1 — x2), (y1 — y2) szdmoknak az egyike 0, a mdsik 0, 1, vagy —1. (5 pont)

Megoldas. a) Ha egy 2018 pontu fagrafban nincs hdromndl tobb élt tartal-
maz6 ut, akkor — mivel a graf osszefiiggé — a leghosszabb 1t kettd vagy harom élt
tartalmaz benne. Ha a fagraban minden ut legfeljebb két élt tartalmaz, akkor egy
ilyen 1t legyen az AB, BC élekbdl 4116 ABC részgraf. Ez a részgraf a fagraf mas
(A, B, C cstcsoktdl kiilonbozd) P csicséhoz sem A-bol, sem C-bél induld, B-t
nem tartalmazé uttal nem csatlakozhat, mert kiilonben lenne a grafban harom él-
bol all6 ut. Tehat BP 1t van a fagrafban, de ez csak a BP él lehet, mert kiilonben
A-t P-vel két élnél hosszabb ut kétné Gssze.

Ezért (izomorfiatdl eltekintve) csak egy olyan 2018 pontu fagraf van, amelyben
nincs ketténél tobb élt tartalmazé ut. Ha egy 2018 pontu fagrafban minden 1t
legfeljebb hdrom élbél 4ll, és van hdrom élbél 4ll6 tt, akkor legyen egy ilyen az AB,
BC, CD élekbél all6 tt.

A fentihez hasonléan beldthatd, hogy egyrészt sem A-hoz, sem D-hez nem
csatlakozhat a graf tovabbi éle, mert kiilonben lenne harom élnél hosszabb tt;
mésrészt a graf minden tovabbi pontjat a B és C pont koziil pontosan az egyikkel
él koti ossze, mert kiilonben lenne harom élnél hosszabb Ut (vagy egy kor).

Tehat, ha egy 2018 pontd fagrafban minden it legfeljebb harom élbél all, és
van harom élbol all6 ut, akkor a grafnak az AB, BC, C'D éleken kiviil n darab
(0 < n < 2014) B-hez csatlakozé olyan éle, és (2014 — n) darab C-hez csatlakozd
olyan éle van, amelynek masik végpontja nincs A, B, C, D kozott. Rogzitett n
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esetén az n-hez és a (2014 — n)- hez tartozé két graf izomorf (illetve n = 1007-nél
azonos), tehat 1008 kiilonboz6 ilyen fagraf van.

Igy a keresett szdm 1009.

b) A feladatban leirt fagrafnak az origét a graf tetszéleges P(z;y) pontjaval
Osszekotd ut éleinek szdma nem kisebb, mint |x| + |y, {gy |z| + |y| < 2017.

Ezért P benne van az N = (2017;0), (0;2017), (—2017;0), (0; —2017) négyzet-
ben, annak a hatardt is beleszamitva. Mivel N minden pontja nyilvan valamelyik
fagrafnak pontja, ezért a fagrafok pontjai az N négyzet belsejében vagy hatéran
elhelyezked6 pontok.

7. Eqy tdrsasdg 5 ndbdl és b férfibdl dll, és koztik két hdzaspdr van.

a) Hdnyféleképpen iilhetnek le egqy kerek asztal kiré, ha minden né mindkét
oldalan férfi il? Két leiilés kilonbozd, ha van olyan személy a tdarsasdgban akinek
a két leiilésnél legaldbb az egyik oldal (jobb vagy bal) fel6l nem ugyanaz dl, mint
a mdsik letilésnél. (4 pont)

b) Hdnyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré, ha minden ndé mindkét
oldaldn férfi il, és mindkét férj a felesége jobb oldaldn il (két leiilés kiilonbézd
olyan mddon, mint az a) esetnél). (4 pont)

¢) Mennyi annak a valdszindisége, hogy a tdrsasdg dgy il le, hogy minden né
mindkét oldaldn férfi il, de egyik férfi sem il a felesége mellett? (8 pont)

Megoldas. a) Mivel ugyanannyi férfi van, mint né, és két né nem {il egymads
mellett, ezért nék és férfiak felvdltva iilnek. A ndk ciklikus permutaciéban 4! = 24-
féleképpen iilhetnek le. A nok leiilése utan a férfiak leiilésének ciklikus cseréje mar
valtozast jelentene a leiilésben, ezért az 6 leiilésiik szama 5! = 120. fgy a tejes leiilési
szam a kettd szorzata: 24 - 120 = 2880.

b) A nék ciklikus permutéciéban 4! = 24-féleképpen iilhetnek le. Ezeknél a le-
iiléseknél a két férj helye rogzitett, a tovabbi harom férfi pedig 3! = 6-féleképpen
iilhet le. Tehat a keresett szam 24 - 6 = 144.

¢) A jobb leirds érdekében megjeldljiik a székeket, nagybetiivel a nék, kis
betiivel a férfiak székét, az dramutato jarasa szerint: Aa BbC ¢ D d E e. Az egyik
(mindegy, hogy melyik) férjes né (n) helyét rogzitjiik, legyen ez A. A mésik férjes
né (ng) 4 kiilonb6z6 helyre iilhet.

Ha B-re iilt, akkor az ny né f; férje 3 helyre: b, ¢, illetve d székekre iilhetett,
és ekkor fo férj rendre a (¢, d, e), a (d, e), illetve a (c, e) székekre iilhetett. Ez 7 eset.

Ha ny C-re iilt, akkor f; ugyanazokra a b, c, illetve d székekre tilhetett, és ekkor
f2 férj rendre az (a,d, e), az (a,d, e), illetve az (a, e) székekre iilhetett. Ez 8 eset.

A szimmetria miatt, ha no nem B-re, hanem E-re, illetve nem C-re, hanem
D-re iilt, akkor is a férjek leiilésére 7, illetve 8 lehet&ség van. Tehdat a hazastarsak
letilésére 30 lehetdség van. Mindegyiknél 3! = 6 lehet6ség a tobbi férfi letilésére, és
3! = 6 lehetGség a tobbi nd leiilésére. Tehdt, ha a tarsasag ugy iil le, hogy minden né
mindkét oldaldn férfi iil, de egyik férfi sem {il a felesége mellett, akkor a lehetséges
leiilések szama 30 - 6 - 6 = 1080.
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Az 6sszes leiilések szdma az a) rész szerint 2880, tehdt a keresett valésziniiség
1080 _ 3
2880 — 8
8. Legyen
sin 2z, ha 0 <z <,
flx) = ,
’2s1n(a: —7r)|, ha 7™ <z < 3.
a) Differencidlhatd-e a fiigguény az xo = m pontban? (4 pont)
b) Adjuk meg azt a legbévebb halmazt, amelyen a figgvény szigorian monoton
novekvd, és amelyen szigoruan monoton csokkend. (6 pont)

¢) Adjuk meg bizonyitds nélkil a fiigguény szélséértékeinek helyét és értékét,
de jelezziik nem csak azt, hogy minimum vagy mazximum, hanem a szélséértéknek
a szigori, a helyi és az abszolut tulajdonsdgdt is. (6 pont)

Megoldas. a) Ha egy g(z), = € (a;b) figgvény differencidlhaté az xg € (a;b)
pontban, akkor a differencidlhanyados definiciéja szerint nyilvanvals, hogy a g(x),
x € (a; o] fiiggvény is és a g(x), x € [xg;b) fiiggvény is differencidlhaté zo-ban, és
a differencalhanyadosok egyenlok.

Ennek alapjan az f(x) = sin2z, ha 0 < z < 7 fiiggvény differencidlhdnyadosa
m-ben 2 cos 2w = 2, és az f(x) = ’2 sin(z — ﬂ)}, ha 7 < x < 37 fiiggvény differencisl-
hanyadosa 7-ben 2 cos0 = 2.

Miésrészt az f(x) = sin 2z, ha 0 < z < 7 fiiggvény differencidlhdnyadosa m-ben
2ésaz f(x) = |2sin(x — 7r)|, ha m < o < 37 fiiggvény differencidlhdnyadosa m-ben
2 miatt az

£ sin 2z, ha 0 <z <
|2sin(z — )|, ha 7 <<
fiiggvény is differencidlhaté m-ben (és a differencidlhdnyadosa 2).

A bizonyitas tehat arra a tételre valé hivatkozassal torténik, hogy egy fiiggvény
az értelmezési tartoméanyanak belsé pontjaban akkor és csak akkor differencialhatd,
ha abban a pontban van jobb és bal oldali differencialhdnyadosa, és azok megegyez-
nek.

b . . 1 3 .3 .5 . . .

) A fiiggvény a [0, ZW]’ [Z’]T, iw], [27r, 577] intervallumokon szigoriian monoton
novekvo, mert a végpontok kivételével a differencialhanyadosok pozitivok: (0; %ﬂ')—
ben 2cos2x > 0, (%7‘(‘; %ﬂ)-ben megosztva: (%ﬂ;ﬂ]—ben 2cos2x > 0, [ﬂ'; %W)—ben
2cos(x —m) > 0, és (27r; %r)—ben |2 cos(z — m)| > 0.

De a zart intervallumokon is érvényes a szigori monotonitas, a definicié alapjéan
bizonyithaté. Ugyanis az intervallum kezd6pontjaban felvett fiiggvényérték kisebb,
a végpontjaban felvett fiiggvényérték pedig nagyobb, mint a nyilt intervallumban
felvett fiiggvényérték.

Hasonléan bizonyithaté, hogy az [Z—llﬂ'; %71‘], [%ﬂ'; 27r], [gﬂ'; 37r] zart intervallu-
mokon az f(x) fiiggvény szigorian monoton csokkend: az intervallumok belsejében
a differencidlhanyados negativ, a végpontokra a szigord monotonitas a definicié
alapjan belathato.
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¢) A széls6értékek helye és értéke:
x = 0-ban szigord helyi minimum van, értéke 0.

1 . , . . s
x = ym-ben szigoru helyi maximum van, értéke 1.

x = Jm-ben szigoru abszolut minimum van, értéke —1.

z = 5m-ben szigoru helyi és abszolut (nem szigort) maximum van, értéke 2.
x = 27-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.
x = ym-ben szigoru helyi és abszolut (nem szigort) maximum van, értéke 2.

x = 3m-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.

9. Egy kényvesboltban hdrom kiadonak (jelolésiik legyen A, B, C) mind a négy
kozépiskolai évfolyam részére szolo matematika tankonyve megtaldlhato, druk az év-
folyamtdl nem, csak a kiaddtdl fiiggéen rendre 1500 Ft, 1800 Ft és 2000 Ft. A kony-
vekrol a boltban levd példanyok szdmdra vonatkozoan az aldbbi adatok dllnak ren-

delkezéstinkre.
9. évfolyamos: A-b4l 102 db, B-b61 120 db, C-b4l 78 db van;
10. évfolyamos: osszesen 220 db van, druk dtlagosan 1750 Ft;
11. évfolyamos: osszesen 210 db van, druk dtlagosan 1760 Ft;

12. évfolyamosrdl: nincs adat,
de tudjuk, hogy a négy évfolyamébdl egyiitt (tehdt az dsszes kényv) 810 db van, druk
dtlagosan 1760 Ft. (Az dtlagok egészre kerekitett értékek).

a) Mennyi a raktdron levd 9. évfolyamos kinyvdrak mdédusza, medidnja, dtlaga
és szordsa? (6 pont)
b) Mit tudunk a fenti adatok alapjin a 12. éufolyamos kényvek szdmdrdl és
dtlagdrdrdl? (5 pont)
¢) Ha az A kiadd raktdrban levd kényveinek a szdma 305, akkor mennyi a B és
a C kiaddk raktdrban levd konyveinek szdma, egészre kerekitve (az dtlagok is egészre

kerekitett értékek voltak)? (5 pont)
Megoldas. a) A 9. évfolyamos kényvarak mddusza: 1800, medidnja: 1800.
Atlaga:
102 - 1500 + 120 - 1800 + 78 - 2000 _ 1750,
102 + 1204 78
Szoérasa:

102 - (1500 — 1750)% + 120 - (1800 — 1750)* + 78 - (2000 — 1750)>
102 + 120 + 78 ’

egészre kerekitve 196.

b) A 12. évfolyamos konyvek darabszdmat az dsszesbdl a tébbi éviolyamos da-
rabszamat levonva kapjuk, szama: 810 — 300 — 220 — 210 = 80. Ha a 12. évfolyamos
konyvek atlagara x Ft, akkor az 6sszes konyv arat kétféleképpen kiszdmolva az x-re
egyenletet kapunk:

810 - 1760 = 300 - 1750 4 220 - 1750 + 210 - 1760 + 80z.
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Ebbdl a 12. évfolyamos konyvek atlagara: x = 1825 Ft.

¢) Legyen a B, illetve a C kiad6k raktdrban levé koényveinek szdma b, illetve c.
Tehat b+ ¢ = 810 — 305 = 505, és az atlagaruk alapjan

1500 - 305 + 18006 + 2000c = 810 - 1760, azaz 18b+ 20c = 9681.

A két egyenletbdl (egészre kerekitve): b = 220 és ¢ = 285.

Kantor Sandor
Debrecen

Matematika feladatok megoldasa

B. 4820. Egy egységnyi oldali szabdlyos hdromszdogracson kijeloltink négy
olyan rdcspontot, amelyek eqy P paralelogramma csicsai; a P terilete /3 egység.
Mekkora lehet a P belsejébe esd rdcsszakaszok dsszege?

(6 pont)
Megoldéas. Bontsuk esetekre a feladatot aszerint, hogy egy paralelogramma
hany oldala illeszkedik racsvonalra.

1. eset: Mind a négy oldal racsvonalra illeszkedik.

Mivel a paralelogramma teriilete v/3, ezért 4 racs- 11
haromszoget tartalmaz. Vagyis ekkor a paralelogramma
belsejében 1év6 racsvonalak osszhossza 3 (1. dbra). 10
2. eset: Két oldal (nevezziik ket alapoknak) illesz-
kedik réacsvonalra. Mivel a paralelogramma magassiga 9
minimum \/75 (hiszen két parhuzamos rdcsvonal kozott
legaldbb ekkora a tavolsg), ezért az alapok hossza csak 8
1 vagy 2 lehet. 9 3 4

2.a eset: Az alapok hossza 2.

Vegyiik észre, hogy ha egy paralelogrammadt ,eltolunk” egy egységgel (pél-
ddul a 2. dbrdn a pontozottat a simdba), akkor nem vdltozik a bels§ rdcsvonalak
Osszege (hiszen a ,leesd”, és ,bekeriil6” hdromszogek egybevagdak, eltolhatdk egy-
maésba, és ugyanannyi benniik a rdcsvonalak sszege). Ez csak akkor nem igaz, ha
a keletkez6 paralelogramma mindegyik oldala rédcsegyenesre illeszkedik, hiszen ek-
kor ,elvész” az oldal a paralelogramma belsejébol, vagyis ebben az esetben 1-gyel
csokken az 6sszhossz (példaul a 2. dbrdn a sima paralelogramm&bdl a csillagosba
valé eltolasnal”).
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12
11
10 )
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2. dbra

Vagyis az Osszes ebbe az esetbe ill6 paralelogrammat eltolhatjuk egy teljesen
racsvonalakra illeszked6 paralelogrammaba gy, hogy kozben 1-gyel csdkken a bels6
racsvonalak osszege. Tehat ekkor 3 + 1 = 4 a bels6 racsvonalak 6sszhossza.

11

10
10

9
9

8

2 3 4 5 6 7
8
2 3 4

3. dbra 4. dbra

2.b eset: Az alapok hossza 1 (3. dbra).

Ekkor tovébbra is igaz, hogy szabadon tologathatjuk a paralelogrammat, azon-
ban a végén (amikor egy olyan paralelogrammadt kapunk, amelynek minden oldala
illeszkedik egy récsegyenesre) a racsvonalak Osszege 2-vel csokken. Vagyis ekkor
3+ 2 =5 a bels6 rdcsvonalak Gsszhossza.

3. eset: Nincs racsvonalra illeszkedd oldala a paralelogrammanak. Itt is igaz,
hogy eltolhatjuk a paralelogrammaét (nem feltétleniil egy egységgel), amig egy olyat
nem kapunk, amelynek az egyik oldala mar racsvonalra illeszkedik (4. dbra).

Ekkor egy 2. esetbeli paralelogrammét kapunk (hiszen az eltolds nem valtoztat
a paralelogramma teriiletén), vagyis kétféle lehet:

— Ha az alapja 2, akkor az eltolas sordn 2-vel csokkent a belsé réacsvonalak
Osszhossza, vagyis kezdetben 4 4+ 2 = 6 volt.

— Ha az alapja 1, akkor az eltolas soran 1-gyel csokkent a bels6 réacsvonalak
Osszhossza, vagyis kezdetben 5 4+ 1 = 6 volt.

Tehat ebben az esetben mindig 6 a belsé racsvonalak ¢sszhossza
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Tehét egy /3 teriiletii paralelogrammaban a racsvonalak Gsszhossza 3, 4, 5
vagy 6 lehet.

Toth Viktor (Kaposvéri Tdncsics Mihdly Gimn., 12. évf.)

58 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 24 versenyz6: Andé Angelika, Baran Zsuzsanna,
Beke Csongor, Borbényi Mérton, Deak Bence, Gaspar Attila, GySrfy Agoston, Imolay
Andrés, Kerekes Anna, Kocsis Jilia, Kovics Benedek, K&vari Péter Viktor, Marton
Dénes, Matolcsi David, Pap Benedek, Simon Dd&niel Gébor, Szabé Kristéf, Szakaly
Marcell, Szemerédi Levente, Tiderenczl Déaniel, Téth Viktor, Vanké Miléna, Véarkonyi
Dorka, Zélomy Kristéf. 5 pontos 2, 4 pontos 1, 3 pontos 3, 2 pontos 12, 1 pontos 12,
0 pontos 4 dolgozat.

B. 4865. Egy hegyesszogi haromszog a és b oldalai dltal bezdrt szog harmado-
l6i f és g. Igazoljuk, hogy
f+g 2

1 1
2 5t

(6 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit, a C-bdl indulé szogfelezd hossza le-
gyen d, a hdromszog belsd szogei «, 5 és . Irjuk fel ABCA teriiletét kétféleképpen:

absin
> 1 — Tape = Tapo + Teep =
_ dbsin% N adsin%
2 2
Innen, felhasznalva hogy siny = 2sin % cos %, A c B
kapjuk:
26 2 d
1 1 o
a+b T4y cosy
A kitlizottnél erésebb
d

2
(1) max{f,g} < 1T 1 = T
T4y cosy
allitast fogjuk igazolni. Az FDC héromszégben F<t = o+ /3 és D<= 8+ /2,
igy a szinusz-tétel szerint

f_sin(ﬁ—i—%) _sin(a—i—%)

d_sin(a—i—%) _sin(a—f—%).

Megmutatjuk, hogy ha 0 < a,y < 7/2 és a+ v > /2, akkor

sin (a + %) cos X

2
sin (a + %)

< 1.

(2)
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Ebb6l, mivel f és g szerepe szimmetrikus, kévetkezik (1). Elészor tegyiik fel, hogy
a+ v = m/2. Ekkor

; ol x in(E _ 2 ol 2
s1n(a+2)cos2_sm(2 2)COS2_C082_
: 1) T T en(5-Z) s
sin (a+ 3> 5111(2 3 oS 3
30 i
:1+c057:1+4cos 3 3COS3
~ .
20052?7 4COS2§—2

Mivel 0 < v/3 < 7/6, igy v/3/2 < cos7y/3 < 1. Az x := cos /3 jelolést bevezetve ez
a bizonyitando allitas:

423 — 3x + 1

s <1 ® 42° —42* —3r+3<0 & (v—1)(42* - 3) <0.

Ez pedig nyilvanvaléan teljesiil, mert  — 1 < 0 és 422 — 3 > 0, ezért a +v = 7/2
esetén (2)-t beldttuk.

Most rogzitsiik v-t, és legyen
sin (a + %) cos 3

sin (a + %)

fla) =
Megmutatjuk, hogy f a [7/2 — v, 7/2] intervallumon monoton csékken. Ehhez de-
rivaljuk f-et:

fla) = cos 2. o+ B)sin(a+3) —sin(at Feos(arF)

2 sin® (oz—i—%)
_ cos % sin%7
sin? (a + %) .

A derivélt trividlisan negativ, igy f valéban monoton csékkend. Ebb6l és az a4y =
= 7/2 specidlis esetbdl (2) és gy az allitds is kovetkezik.

Megjegyzések: 1. A (2) egyenlStlenséget derivdlds nélkiil, trigonometrikus azonossa-
gok {igyes alkalmazdsdval is igazolhatjuk. Erdemes azonban a bemutatott médszert észben
tartani, amikor egyenlétlenséget akarunk bizonyitani. Ha a derivalt el6jele trividlisan lat-
szik, mint esetiinkben is, akkor biztosan megkénnyiti a szamolast.

2. Honlapunkon taldlhaté a feladatra két elemi megoldas, amelyek nem hasznalnak
differencidlszamitést.

18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 11 versenyz6: Beke Csongor, Borbényi Marton,
Csahdk Timea, Dardczi Sandor, Gaspar Attila, Imolay Andrds, Kerekes Anna, K&vari
Péter Viktor, Németh 123 Baldzs, Szabd Kristéf, Téth Viktor. 5 pontos 1, 4 pontos 1,
2 pontos 4, 0 pontos 1 dolgozat.
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B. 4868. Az ABC hdromszigben AC < AB, és az AF silyvonal az A-ndl
lévd szdget 1 : 2 ardnyban osztja. A B-ben AB-re dllitott merédleges az AF egyenest
D-ben metszi. Mutassuk meg, hogy AD = 2AC.

(3 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jelolé-
seit. Irjuk fel a szinusz-tételt az ABF, illetve
az AFC haromszogekben:

AB  sinn
BF  sinp’

AC _ sin(180° —1n)
CF sin2y

Tovéabba definicié szerint az ABD de-
rékszogli hdromszoégben cosu = AB/AD.
Felhasznalva, hogy BF = F(C, valamint
a sin 2u = 2sin p cos p azonossigot a kovetkezdket kapjuk:

sin(180° — ) OF S sing o 1 AB AD

AC =

sin 24 ZQSinpcos,u sin .QCOSLLZQCOSM: 2
Ezt akartuk bizonyitani.

53 dolgozat érkezett. 3 pontos 48, 2 pontos 1, 1 pontos 2, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4884. Legalabb mekkora egy olyan hdromszégnek a terilete, mely magdba
foglal egy egységnégyzetet?

(6 pont) Javasolta: Bogdr Péter (Békéscsaba)

Megoldds. A minimdlis teriiletii hdromszog minden oldala biztosan tar-
talmazza a négyzetnek legaldbb egy pontjat, kiilonben a megfelel$ oldalegyenest
a négyzet irdnyaba parhuzamosan eltolhatnank, amivel a haromszog teriiletét csok-
kentenénk. Vilagos, hogy ha a haromszog egyik oldala tartalmazza a négyzet egy
oldaldnak egy belsé pontjat, akkor az egész oldalt is tartalmazza (mivel a hdromszog
tartalmazza a négyzetet), ezért feltehetjiik, hogy a minimélis teriilet(i hdromszog
minden oldala biztosan tartalmazza a négyzetnek legalabb egy csicsat. Ha két ol-
dal ugyanazt a négyzetcsicsot tartalmazza, akkor a haromszognek és négyzetnek
van egy kozos csicsa. E kozos cstics koriil a hdromszog illeszked6 oldalait elforgat-
hatjuk, hogy rendre egybeessenek a négyzet oldalaival, ezzel a haromszog teriiletét
nem noveljiik.

Osszességében azt kaptuk, hogy az dbra dltaldnos érvényti azzal a kiegészités-
sel, hogy a CPF(Q négyszog esetleg szakasszd vagy ponttd fajulhat (s ezzel egyiitt
az AT1G és BT F haromszogek is elfajulhatnak természetesen), ezek azonban gon-
dolatmenetiinket érdemben nem befolydsoljak. Hasznaljuk tehat az dbra jeloléseit,
tovabba legyen DTy = a, ATy =x; DT> =b és BTy =y. Ekkor GT; =1—a és
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c
p
G (I—a)/zy| (1=D)/y
Q
A ﬁ l1—a F
x T
[¢]
b 1-b
D Ty > E
Yy
B

ETy, =1 —b. A szogeik egyenlésége miatt AT1GA ~ GFPA és BIb2EA ~ EFQA
teljesiil, amib6l PF = (1 —a)/z és FQ = (1 — b)/y adédik. Tovabba

ADT,A ~ DBTA

miatt ab = xy is teljesiil. Az Aaltaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy
z/a < 1. (Kiilénben y/b < 1, és a szerepek szimmetrikusak.)

Becsiiljik alulrdl az ABC héromszog T teriiletét:

(1) T>T—-Trgcp =1Tperc +Tape +1TBED + Trpa + TorE =
1— 1-b l-a |, 1-b
—1+247 Ta+7_1+x+y+7a+7
N 2 2 2 2 2
Vegyiik észre, hogy
l-a 1-b 1l—2y 1 a 1 1 b 1 a T
+ - =242 +x=x+f—(7+—)>0,
x Yy Yy r T oy oy vy x T a

ugyanis a feltevés szerint a < 1, s igy = < % < 1 teljesiil, tovabbd az f(t) =t+ 1/t
fiilggvény a (0, 1] intervallumon monoton csdkken. Ebbdl, folytatva (1)-et, tovdbb
becsiilhetjiik alulrél T-t:

z4y+ = y+
T>1+fy:1+ 5

Egyenldség csak akkor allhat, ha Trgcp = 0, azaz a négyzet egyik oldala
illeszkedik a hdromszog valamely oldaldra (a négyzet maradék két csicsa pedig
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a hdromszog masik két oldaldn van). Egyszer(i szdmoldssal meggy6zédhetiink réla,
hogy ilyenkor valéban T' = 2.

Tehat egy egységnégyzetet magaban foglald haromszog teriilete legaldbb 2 te-
riilletegység.

Daréczi Sandor (Nyiregyhdza, Kridy Gyula Gimn., 11. évf.)

36 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 16 versenyzd: Baran Zsuzsanna, Dardéczi

Sdndor, Dobrontei David Bence, Fiilop Anna Técia, Géspar Attila, Gydrify Agoston,

Imolay Andréas, Kerekes Anna, Kévari Péter Viktor, Lakatos Addm, Scheidler Barnabas,

Sulén Addm, Szabé 417 Dévid, Tiderenczl Déniel, Téth Viktor, Weisz Maté. 5 pontos 3,
4 pontos 6, 3 pontos 6, 2 pontos 4, 1 pontos 1 dolgozat.

B. 4894. Hét rablo a zsakmdnyolt aranytallérokat gy osztja el, hogy névsor
szerint haladva annyit vesznek el, amennyi a még nem szétosztott aranytallérok
szamdban a szamjegyek dsszege. Két teljes kor utdn az arany elfogy. Mindenkinek
ugyanannyi jutott, csak a vezérnek lett tobb. Hdanyadik volt a vezér a névsorban?

(4 pont) Matlap (Kolozsvér)

Megoldas. Miutan az els6 rablé elvesz annyi aranytallért, amennyi a zsakma-
nyolt aranytallérok szamaban a szamjegyek Gsszege, a megmaradt tallérok szama
biztosan oszthato lesz 9-cel, hiszen a 9-cel val6 oszthatdségi szabdly alapjan a szam-
jegyek Osszegének 9-es maradéka ugyanannyi, mint a szdm 9-es maradéka.

Még 13-szor veszik el egy 9-cel oszthatd OsszegbOl mindig az Gsszeg szdm-
jegyeinek Osszegét, ami szintén oszthaté 9-cel, tehat minden lépésben 9-cel oszthatd
szam marad.

Mivel a tallérok elfogynak, az utolsé 1épésben elvett tallérok szama csak egy-
jegyl, 9-cel oszthatd szam lehet, mert a kettd vagy tobbjegyi szdmok nagyobbak
szamjegyeik Osszegénél. Tehat a 14-dik 1épésben elvett tallérok szama 9.

Mivel 14-szer vesznek el az aranybdl és ebbdl 13-szor biztosan a 9 t6bbszorosét,
a kiindulasi szam biztosan nagyobb, mint 100.

Nézziik azt esetet, amikor az aranyak szama még haromjegyi, egy rabld elveszi
a szamjegyek Osszegét és a maradék aranyak szdma mar csak kétjegyti lesz:

abc — (a + b+ c) = 99a + 9b.

Mivel a > 0, ezért ez a szam csak akkor kétjegy(i, ha a = 1 és b = 0. Tehat valamikor
az elvételek sordn az aranyak szama 99 lesz.

Ezutan a kovetkezé médon fog fogyni az arany:

a tallérok szama 99 | 81 | 72 |63 |54 | 45|36 |27 |18 9|0

a tallérok szamaban
a szamjegyek Osszege [ 18 | 9 | 9 | 9 | 9 | 9| 9 ] 9| 9|90

Ez 6sszesen 10 1épés, tehat az 5. rablé volt az, aki 99 tallérbdl 18-at vett el. A feladat
szovege szerint a vezéren kiviil mindenkinek ugyanannyi jut, tehat ¢k mindkét
alkalommal 9-9 aranyat vettek. Ezt felhasznalva az elsé 6t tallér elvétel igy alakul:
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a tallérok szama 135 | 126 | 117 | 108 | 99 | 81

a tallérok szaméban a szamjegyek Osszege 9 9 9 9 181 9

Tehat a vezér az 5. volt a névsorban.

Markd Anna Erzsébet (Révkomérom, Selye Janos Gimnézium, 11. évf.) és
Vida Tamds (Gy6r, Kazinczy F. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

221 dolgozat érkezett. 4 pontos 109, 3 pontos 63, 2 pontos 19, 1 pontos 26, 0 pon-
tos 4 dolgozat.

2n
B. 4905. Legyen ay > as = a3z > ... 2 asp—1 = a2, = 0, dlletve > a; = 1. Iga-
zoljuk, hogy =t

B~

ayag + 30,3&4 + 5(15&6 + ...+ (2n — 1)a2n_1a2n <

Mikor teljestil eqyenléség?
(4 pont)

Megoldas. Ha valamilyen k < n-re agg—1 =0, akkor asg_1 =agp =... =
= Ggp—1 = a2, = 0, és ugyanolyan feltételek mellett feladatként a bizonyitandd
egyenl6tlenség n = k — 1 esetét kapjuk. Ha pedig asx—1 > 0 = agp, akkor hason-
l6an elég n = k — 1-re igazolni az allitast. Ezért az egyenlotlenség bizonyitasa soran
feltessziik, hogy asy, és igy valamennyi a; pozitiv.

A feltételek szerint minden ¢ > k-ra ag;_1a9; < aop_102k, azaz

a¢—102¢ < \/A2k_102502¢_102¢;
18y
-1

(2t — 1)agt—1a9: < age—1a2: + 2 E /02K —102k02¢—102¢.
k=1

A kapott egyenlétlenségeket Gsszeadva:

Z (2t — Dage—1as: <

t=1

ag¢—10a2¢ + 2 g /Q2k—102k+/G2¢_102; =

n n
=1 1<k<t<n

~+

b=1

Az utébbi osszeg mindegyik tagjéra a (kéttagi) szdmtani és mértani kozép kozti
egyenl6tlenséget felirva:

n 2 n 2
agp—1 + azp 1
(3 vammmms) < (L) =4

b=1
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Egyenldséget akkor kapunk, ha valamennyi as;_1a0¢ < aop_1a0k 68 /G2p_1025 <

< m%ﬂl% becslésiinkben egyenléség all. Elébbieknél ez (a; > 0 miatt) ag—1 =
= agi—1 és azt = az; (minden k < t-re), utébbiakndl pedig agp—1 = agp esetén
(minden b-re) teljesiil, vagyis a; = as = ... = ag,-re. Az éltaldnos esetben tehat

az egyenloség teljesiilésének szitkséges és elégséges feltétele

a1:a2:...=a2n:%, vagy

a1:a2:...:a21,=%, Aop+1 = A2p42 = ... =0, valamely 1< v < n-re.

Kupds Vendel Péter (Gyongyosi Berze Nagy Jdnos Gimn., 12. évf.)

70 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 10 versenyz6: Bukva Dévid, Fiilop Anna
Téacia, Gaspar Attila, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Kovdcs Tamds, Kupds Vendel
Péter, Nagy Néandor, Terjék Andras Joézsef, Weisz Maté. 3 pontos 25, 2 pontos 8§,
1 pontos 21, 0 pontos 6 dolgozat.

B. 4906. Az ABCD konver négyszog BC és CD oldalainak felezépontja
rendre E és F. Az AE, EF és AF szakaszok a négyszoget négy olyan hdrom-
szogre bontjdik, melyek teriileteinek mérdszama négy egymdst kovets egész szdam.
Legfeljebb mekkora lehet az ABD hdromszig teriilete?

(5 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)

Megoldas. Hasznéljuk az 1. dbrdt. Legyenek az ABE, AEF, AFD, FEC
hdromszogek teriileteinek mérészémai (nem feltétleniil ebben a sorrendben) az n,
n+1, n+ 2, n+ 3 pozitiv egész szamok. Ekkor Tapcp = 4n + 6. Mivel Tapcp =
=Tapp + Trcp, emiatt T4pp pontosan akkor maximalis, ha Trcp minimalis.

Misfel6l a BC' D haromszogben EF a BD-vel parhuzamos kézépvonal, emiatt
a BCD héaromszog hasonlé az FCF hiromszoghdz. A hasonlésig ardnya 2, igy
a haromszogek teriileteire Tgop = 4 - Tpcr teljesiil.

Mivel Tgop az n, n+ 1, n+ 2, n+ 3 szdmokbdl keriil ki, ezért Tpep ak-
kor a legkisebb, ha TECF =n, és ekkor TBCD =4- TEC’F = 4n. Ekkor TABD =
=Tapcp — TBep = (471 + 6) —4n =6.

D

L c
E
A
B
1. dbra
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Vagyis az ABD héromszog teriiletének lehet6 legnagyobb értéke 6 teriilet-
egység.

Meg kell még mutatnunk, hogy létezik megfelel6 ABC D négyszdg. Ehhez né-
hény példa a bekiildétt j6 konstrukeidk koziil. (Sajnos a bekilditt megolddsok jelen-
t8s részében ezt elfelejlették megmutatni, ezért a viszonylag sok 4 pontos dolgozat.)

1. példa: Legyen ABC D olyan trapéz, melynek alapjai AB = 6, illetve CD =4
és az alapokhoz tartozé magassiga 2 (2. dbra). Ekkor Tapp = 6; Tapcp = 10,
Tape =3, Tarp =2 és Tgor = 1, amib6l Thgr = 10 — (3 + 2+ 1) =4.

2. példa: Most ABCD olyan trapéz, melynek alapjai BC' = 4, illetve AD =3
és az alapokhoz tartozé magassiga 3 (8. dbra). Ekkor Tapp = 6; Tapcp = 14,
Tape =4, Tarp =3 és Tgor = 2, amib6l Thgp = 14 — (4—|—3—‘r 2) = 5.

(Tobb példa voltaképpen ezen a két dbrdn alapult; az alapokat felezve, két-
szerezve, vagy \/2-vel osztva, mig a magassdgot pont forditva alakitva: dupldzva,
felezve, illetve V2-vel szorozva.)

A3

D

Y

|
i
l
Fi4
}
|
|
|
|
|

F

B 4 FE C C

3. dbra 4. abra

3. példa: Az utols6 példank (bar AB itt is parhuzamos C' D-vel) arra épit, hogy
a négyszog atléi merdlegesek egymadsra. Legyen ABCD olyan négyszog, melynek
atléi merélegesen metszik egymast az M pontban,

4
AM:¥7 CMzﬁ, BM =3v2 és DM =22

5
hosszd (4. dbra). Ekkor
6v2 | 4v2
T _TABC_3‘/§'(T+T)_
ABE = —5— = 5.2 =3,
6v2 | 4v2
oo Taop 22 (BF+RE)
AFD — 2 - 2.9 — 4,
mig
T 7TBCD7(2\/§+3\/§)'%§f1
BECF = —/ — = 9.4 =
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Mivel
AC-BD  5v2. 102
Tapcp = 5 = 5 5 _ =10, innen Tapr=10—(34+2+4+1) =4.
Végiil
(22 +3V3) - o2
Tapp = = 6.

2

Gyérffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.),
Lukdcs Lilla Réka (Budapest, Szent Istvan Gimn., 11. évf.),

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn. és Szakgimn., 11. évf.) és
Schrettner Jakab (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 11. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 101 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 44 versenyzé, 4 pontos 48, 3 pontos 6,
2 pontos tovabbi 3 tanulé dolgozata.

B. 4908. Legyen C az AB dtmérdji korvonal tetszéleges pontja. A C pont
merdleges vetiilete az AB szakaszra legyen T. Rajzoljuk meg a C kozépponti, T-n
datmend kort és a két kor metszéspontjai legyenek P és Q). Bizonyitsuk be, hogy a PQ
egyenes felezi a C'T' szakaszt.

(4 pont) (Kvant)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra je-
16léseit. Tudjuk, hogy olyan kor inverz
képe, amely atmegy az alapkor kozép-
pontjén, egyenes lesz. A ki kor dtmegy
a ko kor kozéppontjan valamint P és
@ pontjain, igy a ki kor ko korre vett
inverz képe a PQ) = e egyenes lesz.

Tiikrozziik a C pontot az AB egye-
nesre, legyen a tiikkorkép Cj. Ekkor
CcCy =2CT.

Invertaljuk a C7 pontot a ko korre.
Mivel C; rajta van a ky kor CT sugaré-
nak meghosszabbitasan, igy képe a CT
sugarra esik. Mivel rajta van a ki ko-
ron is, ezért képének rajta kell lenni
az e egyenesen, mert ez a ki kor inverz
képe. Tehdt a C; pont inverz képe a CT sugar és az e egyenes metszéspontja,
M lesz.

Az inverzié tulajdonsigai miatt:

ICM|-|CCy| = |CT)?,

Ch

cT)> _|jcTf |CT)

M: = =
CMI=1Ge1 = 301~ 2
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Tehat az M pont, és igy a PQ egyenes felezi a CT szakaszt.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) és
Velkey Vince (Budapest, Piarista Gimndzium, 12. évf.)
megoldasa alapjan

62 dolgozat érkezett. 4 pontos 50, 3 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 3, 0 pontos 5 dol-
gozat.

B. 4911. Egy 8 x 8-as sakktdbldra babukat helyeztiink 1igy, hogy minden sorba
és minden oszlopba is pdratlan szdmiu bdbu kerilt. Bizonyitsuk be, hogy a sitét
mezokon dsszesen pdros sok bdbu dll.

(5 pont)

I. megoldés. A sakktdbldnak ez a tulajdonsiga nem valtozik, ha a tabla két
oszlopéat vagy sordt (a rajtuk &ll6 babukkal egyiitt) megcseréljiik, hiszen oszlop-
cserénél az oszlopokban nyilvan megmarad ez a tulajdonsdg, a sorokban meg csak
annyi tortént, hogy adott soron beliil kicseréltiink két mezot, igy a paritas szintén
nem valtozik. Ugyanez a helyzet sorcserénél is.

Tehat szabadon cserélgethetjiik az oszlopokat és a sorokat, az emlitett tulaj-
donsdgon ez nem fog valtoztatni. Szamozzuk meg az eredeti sakktablan a sorokat
fentrol lefele sy, so, s3, S4, S5, Se, S7 és sg jeloléssel, az oszlopokat pedig balrdl
jobbra o1, 02, 03, 04, 05, 0g, 07 és og jeloléssel. Cserélgessiik ugy a sorokat, hogy
uténa a sorrend si1, S3, S5, S7, S2, S4, Sg, Sg legyen, az oszlopokat pedig tigy, hogy
a sorrendjiik o1, 03, 05, 07, 02, 04, 0g, 0g legyen. Ekkor gy fog kinézni a tabla, hogy
négy 4 x 4-es négyzetre lesz felosztva, amelyek koziil kettd dtellenes csupa fekete,
a masik ketté meg fehér mezékbol dll. Erre tehat ugyanigy teljesiilnek a fenti fel-
tételek, vagyis, hogy minden oszlopban és sorban paratlan szamu mez6n all babu.
Nézziik az egyik 4 x 8-as téglalapot, amelynek sorai si, s3, s5 és s7. Ebben Gsszesen
négy sor van, mindben paratlan darab babu, azaz 6sszesen paros darab van, tehdt
ha a 4 x 4-es fekete részen Osszesen paros darab babu all, akkor a 4 x 4-es fehér
részen is, ha pedig paratlan, akkor a fehéren is, vagyis ugyanaz a paritasa a felsé
két 4 x 4-es négyzetben 1év6 babuk szaméanak. Ugyanigy lathato, hogy a jobb felsé
4 x 4-es fehér, és a jobb alsé 4 x 4-es fekete négyzetben 1év6 babuk szaménak is
ugyanaz a paritasa, azaz a két fekete résznek is meg fog egyezni. Ez pedig azt
jelenti, hogy benniik 6sszesen paros szadmu babu van, és éppen ezt akartuk belatni.

Csizmadia Viktéria (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. Mivel minden sorban paratlan szama babu van, 6sszesen paros
babu van a tdbldn (mivel szdmuk nyolc paratlan szdm Gsszege).

Egy sakktablan azoknak a mez6knek ugyanolyan a szine, ahol a sor és az oszlop
(amelyben a mez6 van) sorszdmanak 6sszege ugyanolyan paritdsd. Tegyiik fel, hogy
akkor vildgos az adott mez6, ha ez a szam péros (forditott esetben a lenti bizonyités
azt adja meg, hogy péaros szamu babu all vilagos mezokon, de ebbdl kévetkezik, hogy
sotéten is).

Vegyiik az aldbbi 0sszeget: minden péros szamu sornak és oszlopnak vessziik
a benniik szerepl6 babuk szamat, majd ezt a nyolc szamot Osszeadjuk. Az Osszeg
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(mivel mindegyik tagja pératlan és nyolc tagja van) paros. Ebben az 6sszegben
kétszer szamoltuk azokat a mezOket, ahol a sor és az oszlop szdma is paros (ezek
vildgosak), igy ez nem véltoztat az 6sszeg paritdsan. Egyszer sem szdmoltuk azokat,
amelyeknél a sor és az oszlop szama is paratlan, igy ezek sem valtoztatnak a pari-
tason (ezek a mez6k is vildgosak). Egyszer szdmoltuk azokat, ahol vagy a sor, vagy
az oszlop sorszéma péaros, de nem mindkettdé (ezek a sotét mezdk). Igy ezeknek
a szama hatarozza meg az Osszeg paritdsat. Ha az ezeken a mez6kon allé babukbdl
pératlan sok lenne, az Gsszeg is paratlan lenne, ami ellentmondas. fgy bizonyitottuk
az allitast, paros sok babu all a s6tét mezokon.

Molndr Balint (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

ITI. megoldas. Tudjuk, hogy lehet a babuknak olyan elhelyezkedése, amikor
péaros sok babu van a sotét mezdkon. Ha példaul csak a féatlora tesziink nyolc
darab béabut, akkor a sotét mezdkon nulla darab babu lesz. Ekkor minden sorban
és oszlopban egy babu all.

Ahhoz, hogy egy masik jo elhelyezkedést megkapjunk, egy vagy tobb racstég-
lalap cstuicsaban levé mezoket kell megvéltoztatni”. Egy mez6t megvaltoztatni azt
jelenti, hogy, ha eddig volt ott babu, akkor levessziik, ha eddig nem volt, akkor meg
feltesziink egyet. Ez azért igaz, mert minden sorban és oszlopban paros sok mez&t
kell megvaltoztatunk, és ezt csak igy lehet megtenni. Nyilvan, ha egy lépésben
kétszer valtoztatunk meg egy mez6t, akkor ugyanolyan marad.

Egy réacstéglalap mindenképpen paros sok sotét mez6t tartalmaz, hiszen, ha
az ,alsé” két mezé kiilonboz6, akkor a ,felsé” ketté is, ha pedig azonosak, akkor
a ,felsd” ketto is azonos. fgy egy lépésben egy paros szammal valtozik a lefedett
sotét mezok szama.

Ezekkel a 1épésekkel minden lehetséges babu-elhelyezkedést meg tudunk kapni,
hiszen minden sorban és oszlopban akar 7 mezot is bedllithatunk tetszolegesen, a 8.
pedig ezektdl fligg.

Ha a kiinduldsnél paros sok sotét mezon allt babu, és minden 1épésben péaros
sokat véltoztattunk meg, akkor mindig paros sok ilyen mezo lesz.

Vidrkonyi Zsombor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

105 dolgozat érkezett. 5 pontos 64, 4 pontos 5, 3 pontos 3, 2 pontos 15, 1 pontos 9,
0 pontos 9 dolgozat.

B. 4918. Mutassuk meg, hogy M darab (M > 2) térbeli eqységuektorbdl ki lehet
valasztant M — 1 olyat, amelyek 6sszegének hossza legalabb egységnyi.

(5 pont)

Megoldas. Az adott egységvektorok legyenek vy, ..., vm, az O origd kozép-
ponti egységnyi sugart gombot jelolje B. Legyen P az a pont, aminek helyvektora
S =vy + ...+ vpM; tovabbd a P kozéppontu egységgombot jelolje G.

Vilagos, hogy ha a v1,..., v vektorok koziil egyet elhagyunk, akkor a mara-
dék Osszege az origdbdl valahova G felszinére mutat. Ezért ha G felszine nem metsz
bele B belsejébe, akkor barmely M — 1 vektort kivélaszthatjuk, ezek Gsszege ,ki-
mutat B-bol”; igy legalabb egységnyi hosszusagu. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy
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G és B egy korben metszik egymadst, amely nyilvan illeszkedik az OP szakasz S
felez6merdleges sikjara.

Vetitsiik le a vy, ..., vy vektorokat az OP egyenesre, és tekintsiik a vetiiletek
elojeles hosszat: ha a vetiiletvektor s-sel egyéllasit, akkor a hosszat pozitivnak
tekintjiik, egyébként negativnak. Mivel
a vektorok Osszege éppen s, azért a ve-
tiilletek eléjeles hosszdnak o6sszege |s|.
fgy van olyan vektor, mondjuk wvq,
amely vetiiletének elGjeles hossza leg-
feljebb |s|/2. Ez geometriailag ponto-
san azt jelenti, hogy vy az origébdl egy
olyan A pontba mutat, amely az S-nek
az origdt tartalmazo zart félterébe esik.
Messiik el a G és B gomboket az AOP
sikkal, igy kapjuk az dbrdt.

Legyen az A pontnak az OP szakasz F felez8pontjara vett tiikérképe A’. Ekkor

o1 i O — OB+ PA

PA" = —vq, ezért OA' =0OP+ PA' =s—vy=va+...4+vMm, azaz M — 1 darab
adott vektor dsszege. A tiikrozés miatt az S sik elvalasztja az O és A’ pontokat
(esetleg A’ € S), valamint A’ illeszkedik G felszinére, ezért — ahogyan az az dbrardl

,
leolvashaté — A’ nem lehet a B gomb belsejében. Igy |OA’| > 1, és a bizonyitdst
befejeztiik.

Zsigri Bdlint (Budapest, Szent Istvdn Gimn., 11. évf.)

69 dolgozat érkezett. 5 pontos 36, 4 pontos 9, 3 pontos 7, 2 pontos 4, 1 pontos 3,
0 pontos 10 dolgozat.

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1476-1482.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1476. Igazoljuk, hogy az

- 6)? 3 4
-6 v+ . zy
3xy Y z 12

egyenl6tlenség minden pozitiv z, y valds szdmpérra teljestil.

C. 1477. Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD trapéz AD alapjan van olyan
E pont, amelyre az ABE, BCFE és CDFE haromsziogek keriilete egyenld, akkor
BC = 3AD.
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Feladatok mindenkinek

C. 1478. Egy 37-tel oszthatd hatjegyli szam szamjegyei kiilonbozoek, és nem
szerepel kozottikk a 0. Mutassuk meg, hogy a szdmjegyek sorrendjét cserélgetve
még legalabb hat 37-tel oszthaté szamot kaphatunk.

C. 1479. Egy ABC haromszogben az AC oldal T belsé pontjara TA = BC,
tovabba az AB oldal P belsé pontjara a CBP és PAT haromszogek egybevagoak.
A BC oldal @ bels6 pontjara T'QQ nem parhuzamos AB-vel, és a BP(@) haromszog
hasonlé a TCQ haromszoghoz. Igazoljuk, hogy PT = QT.

C. 1480. Oldjuk meg az

x3—7x+6_2x+14
r—2 Tz +2

egyenletet az egész szamok halmazan.
Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1481. Egy 2 sugart korbe irt szabalyos nyolcszog csicsait harom kiilonb6z6
moédon kotjitk Gssze az dbra szerint: minden szomszédos, minden mésodszomszé-
dos, majd minden harmadszomszédos cstcsot. Igazoljuk, hogy a harom beirt kor
sugaranak szorzata 2.

C. 1482. Igazoljuk, hogy

3+ 2v2

2sinz + sin (22)| < 3

*

Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(4948-4956.)

B. 4948. Az n porzitiv egész szdmot nevezziik darabosnak, ha van olyan prim-
osztéja, amely nagyobb y/n-nél. Példdul a 2017 (primszdm), a 2018 = 21009 és
a 2022 = 2 - 3 - 337 darabosak, a 2023 = 7- 172 nem az. Hany olyan darabos szdm
van, amelynek csak 30-ndal kisebb primoszt6i vannak?

(3 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)
B. 4949. Az ABC hegyesszogli haromszog B-bél, illetve C-bdl indulé magas-
sdganak talppontja D, illetve E. Legyen P az AD, @Q pedig az AF szakasz olyan

bels6 pontja, amelyre EDPQ hurnégyszog. Mutassuk meg, hogy a BP és CQ sza-
kaszok az A-bdl indulé silyvonalon metszik egymast.

(3 pont)
B. 4950. Jeloljiikk Fj,-nel az n-edik Fibonacci-szdmot (Fy = Fy =1, F,10 =
= Fp41+ F,), és definidljuk az ag,a1,as,... sorozatot a kovetkezd rekurzidval:

legyen ap = 2018, és minden k > O-ra legyen ar41 = ay, + F),, ahol F, a legnagyobb
ag-nal kisebb Fibonacci-szdm. El6éfordul-e az (ax) sorozatban Fibonacci-szdm?

(4 pont)

B. 4951. A V halmaz elemei olyan n-dimenzids vektorok (rendezett szdm
n-esek), amelyek minden koordindtdja —1, 0 vagy 1. Semelyik hdrom kiilonboz6
V-beli vektor 6sszege nem a nullvektor. Mutassuk meg, hogy |V| < 2-3"~1.

(4 pont)

B. 4952. At lehet-e darabolni véges sok egyenes vagassal egy kockat két kisebb
egybevagd kockaba?

(5 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)

B. 4953. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egész szamra

1 2 n—1 3 4 n
| - -+ ... —_— 2 — -+ ... .
ant St e vae B g Vo

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

B. 4954. Az ABC haromszog A cstcsan keresztiil hizzunk egy BC-vel par-
huzamos ¢ egyenest. Az ¢ messe az ABC, illetve az ACB sz6g bels6 szogfelezbjét
K-ban, illetve L-ben. A beirt kor BC-n levé érintési pontja D. Mutassuk meg,
hogy a koriilirt kor a KL szakasz Thalész-korét két pontban metszi, és ez a két
pont kollinearis D-vel.

(6 pont)

226 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/4



ﬁ} 2018.4.3 — 18:37 — 227. oldal — 35. lap KoMalL, 2018. 4prilis gf

B. 4955. Legyen n pozitiv egész. Nemnegativ egészekbdl legfeljebb hany
(z1,41,21), (T2,Y2, 22), . . . rendezett harmast lehet megadni gy, hogy a kovetkezd
feltételek teljesiiljenek?

(1) Mindegyik i-re z; + y; + z; = n.
(2) Az x1, o, ... szdmok mind kiilonbsz0k, az y1, ya, - . . szdmok mind kiilén-
b6zok, és a z1, 2o, ... szdmok is mind kiilénbo6zok.

Adjunk meg egy ilyen tulajdonsigi, maximélis hossziisdgu sorozatot.
(6 pont) Javasolta: Erben Péter (Budapest)

B. 4956. Az ABCD tetraédert mindegyik csicsabdl lekicsinyitettiik; igy kap-
tuk az AAyA. Ay, ByBB.By, C,Cy,CCyq és D, Dy DD kisebb tetraédereket, amelyek
koziil semelyik kettének nincs kézos pontja. Bizonyitsuk be, hogy az Ay B.CyD,,
AdeDCCa, AchBdDa, ACCdDbBa, AdDbBCCa és AdDCCbBa tetraéderek tér-
fogata egyenlo.

(6 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

Az A pontversenyben kittizott
nehezebb feladatok
(722-724.)

A. 722. A Hawking ﬁrtzirsaség a Lokélis Galaxiscsoport n élhetd bolygdja
kozott n — 1 darab rogzitett ard jaratot iizemeltet (az ar oda és vissza mindig
megegyezik). Tudjuk, hogy e jaratokkal barmelyik élhetd bolygérdl barmelyik élhetd
bolygoéra el lehet jutni.

Az [”Irta',rsaszig kozpontjanak faldn egy jol lathaté tabla talalhatd, melyen
egy arckép mellett fel van tiintetve barmely két kiillonbozé élheté bolygdhoz az
Oket Osszekoto legolesébb jaratsorozat ara. Tegyiik fel, hogy ezen a tablan éppen
az 1,2,..., (g) egységnyi pénzmennyiségek szerepelnek valamilyen sorrendben. Iga-
zoljuk, hogy n vagy n — 2 négyzetszam.
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A. 723. Legyen f: R — R olyan folytonos fiiggvény, melyre barmely x valds
szam esetén létezik a

g(x) :%lg%) f(.%‘+h)—2];(2x)+f(x_h)

hatdrérték. Mutassuk meg, hogy ha g(x) konstans, akkor f(x) legfeljebb médsodfoku
polinomfiiggvény.

A. 724. Az ABCD tetraéder belsejében tgy helyezkedik el a G gomb, hogy
érinti az ABD, ACD és BCD lapokat, de nincs kozos pontja az ABC' sikkal.
Legyen E az a pont a tetraéder belsejében, amelyre G érinti az ABE, ACE és
BCE sikokat is. A DE egyenes dofje az ABC lapot F-ben, és legyen L a G gdmbnek
az ABC' sikhoz legkozelebbi pontja. Mutassuk meg, hogy az F'L szakasz atmegy
az ABCFE tetraéderbe irt gbmb koézéppontjan.

Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 454. A szélanc kedvelt nyelvi jaték. A jaték sordan ugy kell szavakat egy-
més utan mondani, hogy az el6z6 sz6 utolsé betilijével kezd6djon a kovetkezd szo.
Ebben a feladatban egy kész szolanc Osszekevert szavait kell a jaték szabalyainak
megfelel6en Gjra sorrendbe allitani.

Készitsiink programot 1454 néven, amely a bemeneten megadott NV sz6 mind-
egyikét felhaszndlva a szdlancot eldallitja. Minden sz6 a szélancban egyszer szere-
pelhet és kell is, hogy szerepeljen. Tobb lehetséges megoldas esetén elegendd egyet
megadni.

A program standard bemenetének elsé sordban a szavak N (2 < N < 500)
szadmét és az ezt kovetd N sorban a szavakat (ékezetmentesek és nagybetiisek) adjuk
meg. A program a standard kimenetre irja ki a szélancot. A szavakat székozzel
elvalasztva sorolja fel.

Példa bemenet Példa kimenet
(a / jel sortorést jelsl)
6 FIATAL LANKAD DURVA AJKAD DAGAD DAL
LANKAD / DAL / DURVA
FIATAL / AJKAD / DAGAD
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Bekiildend6 egy tomoritett 1454 .zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 455 (E). Mobiltelefon-eléfizetések szamét sorolja fel 2000 és 2015 kozott,
ezer lakosra megadva a kovetkez6 weboldal: https://www.ksh.hu/docs/hun/
xstadat/xstadat_eves/i_int074.html (utolsé letSltés: 2018. janudr 6.). A fel-
adat ezen adatok feldolgozasa lesz tdblazatkezel6 program segitségével.

1. Toltsiik be amobilelofizetesek.txt szovegfijlt a tdblazatkezel egy munka-
lapjara az Al-es cellatol kezdod6en. Munkankat 1455 néven mentsiik el a tdb-
lazatkezel6 alapértelmezett formatuméaban.

2. Vizsgaljuk meg orszagonként, hogy egyik évrdl a kovetkezore, hany ezer f6vel
nott a felhasznalék szama. Ennek fliggvényében adjuk meg, hogy az adott
orszagban mekkora volt az atlagos novekedés. Végiil az U oszlop egy celldjaban
hatarozzuk meg, hogy az Gsszes orszagot figyelembe véve mekkora az atlagos
évenkénti novekedés.

3. Az R oszlopban adjuk meg szézalékban kifejezve, hogy mennyi az adott orszag
éves novekedésének atlaga az Osszes orszag atlagdhoz viszonyitva.

4. Az U oszlop egy celldjaban hatdrozzuk meg, hogy melyik az az orszig, ahol
a legnagyobb eltérés mutatkozott a felhasznaldék szama kozott valamely két
egymast kovetd évet viszonyitva egyméshoz.

A B C D E F G H 1 ] K L M N o] P Q R S T U \4 w
Mobiltelefon-el5fizetések szima (2000-2015)
1 (ezer lakosra)
2 Orszag 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 &tlag
22 |India 3 6 12 31 47 80 145 202 295 441 624 732 699 708 745 788| -i%
23 |frorszag 647 768 762 873 945 1027 1110 1159 1160 1067 1052 1085 1096 1055 1051 1037|-52%
24 lzrael T22] PG 2000 42 1117 11VE 1243 1085 1264 1 000 120 131 10 1905 1 345)-2%

w2oul 1%

25 Japan 534 o beo g
* A 208

26 |Kanada

27 Kina

28 Koreai Koztarsasag
29 Lengyelorszag 5
30 Lettorszdg A%
31 Litvania 150
32 Luxemburg
33 |Macedénia
34 Magyarorszig
35 Mdlta 3
36 Mexiké il
37 |Németorszag
38 Norvégia

39 |Olaszorszag
40 |Oroszorszag
41 Portugilia

42 |Romdnia

43 Spanyolorszag
44 |Svijc

73

531 210

Osszes dtlag
5490

Legnagyobb eltérés:

Y15 130 0

66/ 1200 1041 1114

Uras201s 7ty

Magyarorszag hanyadik|
#0721

Leggyakrabban egyez&

Mgt 155

278 257 A%

i6-23

45 |Svédorszag 08/ 10! =L’.".‘ 109 121 1372 37212134 5 1504 - 2%
46 |Szerbia - - e - 472 670 815 1045 1198 1244 1253 1302 1178 1194 1221 24%
47 |szlovékia 231 399 543 683 793 842 907 1123 1019 1013 1090 1100 1119 1139 1223 7<%

5. Az U oszlop egy djabb celldjaban adjuk meg, hogy Magyarorszag — a 2015-6s
évet figyelembe véve — hanyadik volt a mobiltelefon-eléfizetéssel rendelkezék
szaméanak rangsoraban.

6. Az el6z6 eredmények alatt egy 1j celldban hatdrozzuk meg, hogy varhatéan me-
lyik lesz az az év, amikor minden orszag eléri az 1 milli6 el6fizet6t, ha az adatok
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az eddigi orszagonkénti novekedést kovetik (tételezziik fel, hogy az eldfizeté-
sek szdma fiiggetlen a népességtol, és a népesség meghaladja az 1 millié f6t
mindegyik orszdgban).

7. Feltételes formazast haszndlva jeloljiik vilagoskék szinnel és félkovér stilussal
az évenkénti magyarorszagi értékeket és az adott évben a magyarorszagi érték-
kel egyezo értékeket. A magyarorszagi értékhez legkozelebb es6, néla nagyobb
szamértéket jeloljiik félkovér, dolt bettstilussal és pirosan kitoltott cellaval,
az anndl kisebb, hozza legkiozelebb eso értéket félkovér stilussal, piros kitoltés-
sel.

8. A 6. pont eredményét tartalmazdé cella alatt
hatarozzuk meg, hogy melyik az az or-
783 szag, vagy orszagok, amik a leggyakrabban
voltak a magyarorszagi értékek kozelében

- az 0sszes évet tekintve.

863

9. Készitsink diagramot kiilon diagram ti-

°® pusit munkalapra, ahol abrazoljuk a ma-

gyarorszagi, és a hozzad legkozelebb allé

a87 két orszag értékeit az évek fliggvényében
a minta alapjan.

o 10. A diagramot és a tablazatot a minta alap-
jan formazzuk ugy, hogy a tablazat els6 két
® sora mindig lathaté legyen.

Bekiildend6 egy tomoritett 1455.zip dllomanyban a megoldast adé tablazat-
kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhaszndlt tabla-
zatkel6 nevét és verzidjat.

I. 456. A képek tarolasdra igen sokféle fajltipus alakult ki a téroldsmoddal,
a méretekkel szembeni kiilonb6z6 elvarasok miatt. A széveges moédon tarolt, t6-
morités nélkiili képek nagyméretii fajlokat eredményeznek. Szerkezetiik egyszeri és
a legtobb képnézegetd, képszerkeszté képes megjeleniteni Cket.

Készitsiink programot 1456 néven, amely egy .pgm kiterjesztésii (portable
graymap format), 8-bites, sziirkedrnyalatos képet 4llit el6, amely egy arkhimédészi
spiralt abrazol. A kép négyzet alaku legyen és a spiral kozépen helyezkedjen el.
A hétteret allitsuk fehérre és a spirdl szinét, beliilrdl kifelé, menetenként feketétol
fokozatosan a vilagossziirkéig valtoztassuk.

A program standard bemenetének elsd sordban a négyzet alaki kép N (10 <
< N < 1000) oldalhosszat, a sziirkedrnyalatok K (1 < K < 255) szémét, masodik
sordban a spirdl meneteinek M (1 < M < 10) szdmat és L (1 < L < 10) vonalvas-
tagsagat adjuk meg.

A program irja a standard kimenetre az el6allitott pgm tipust képfajl szoveges
tartalmat, amelyet, ha fajlba irdnyitunk at, akkor utdna képnézegetovel az dbra
megtekintheto.
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Példa a bemenetre: Kimenet egy képnézetében

100 15
32

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad. Részpontszam kaphaté arra a programra, amely vonalvastagsigot,
vagy szindtmenetet nem kezel.

Bekiildend6 egy tomoritett 1456.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I/S. 26. Informatikusok a 21-es jaték egy mddositott, digitalizdlt valtozataval
jatszanak. Nem kartydval, hanem szdmit6gép segitségével. A gép a jaték megkez-
désekor mindegyik jatékosnak el6allit egy 64 hosszu, 1 és 9 kozotti egészeket tartal-
maz6 sorozatot — ezek lesznek egy-egy jatékos ,felhizhato lapjai”. A jaték korokbél
all, melyek soran minden jatékos ,huzhat” a neki sorsolt lapok koziil, vagy ,dob-
hat” a kezében taldlhaté lapok koziil. Fontos szabaly, hogy htuzni vagy dobni csak
pontosan 1, 2, 4 vagy 8 szamu lapot szabad. A jatékos a dobashoz barmely kartyala-
pokat kivélaszthatja a kezébdl, de hizni csak a szamsorozat sorrendben kovetkezo,
megfelel6 darabszami lapjat szabad. A jatékosok kezdetben egy lappal sem rendel-
keznek. Az a jatékos gy0Oz, akinek elséként lesz a kezében az adott korben tortént
hizasa vagy dobasa utdn 21 a szamok Osszege. A jaték soran a kézben tartott lapok
Osszege meghaladhatja a 21-et, ez nem jelent kiesést.

Természetesen minden jatékos vihetett magédval egy programozhaté eszkozt,
és annak segitségével is jatszhatott. Készitsiink olyan programot, amely a 64 egész
ismeretében meghatirozza az egyes korokben a huzasok és dobdsok stratégiajat
agy, hogy a lehetd legkevesebb kort kelljen a jatékosnak jatszania a 21 eléréséhez.

A megoldast ad6 program a standard bemenetrdl olvassa be a 64 egész szamot,
majd irja ki a standard kimenet els6 sordba a 21 eléréséhez sziikséges legkevesebb
korok szamat, illetve a kovetkezd sorokban a jatékos kezében 1évo kartyakat no-
vekvé sorrendben. Amennyiben a 21 nem elérheté a 64-es sorozatbdl szabdly sze-
rinti hizasokkal és dobdsokkal, akkor a kimenet csak egy 0 legyen. Amennyiben
azonos szamu kor, de kiilonb6z6 huzésok és dobasok esetén is elérhet6 a 21, akkor

barmelyik megoldas elfogadhatd.
Példa:

Bemenet (nem teljes, de nem | Kimenet (a / jel sortérést jelol)
lényeges a tovabbi része)
2374984533... 3/2/23479/23729

Ertékelés: a megoldéas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korldtoknak megfelel6 bemenetekre helyes
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kimenetet ad 1 masodperc futasido alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely nem minden bemeneti értékek esetén ad helyes eredményt 1 méasodpercen
beliil.

Bekiildend6 egy is26.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

S. 125. Egy bolygé felszinét teljesen lefedik a rajta talalhaté orszagok, me-
lyeket egymdstol hatarvonalak valasztanak el. Minden orszag egy-egy Osszefiiggd
részén talalhaté a bolygénak. A hatdrvonalak a bolygé feliiletén haladé gorbék, ta-
lalkozési pontjaikban hatarvarosok talalhatok. Egy-egy hatarvaros legalabb ketto,
de akar tobb orszag hatarvonalainak a taldlkozasi pontja. Minden orszagnak leg-
aldbb két szomszédja, és legaldbb harom hatarvarosa van. A hatarvonalak a hatar-
varosokon kiviil nem keresztezik egymadst, és hatarvaros sincs mashol, csak hatar-
vonalak talalkozasanal.

Egy orszdg hatarvarosainak szamat nevezziik az orszag hatarszamanak. Alla-
pitsuk meg, hogy mennyi a bolygén az orszagok hatarszamanak maximuma.

A hatarvéarosokat pozitiv egész szamokkal, a hatarvonalakat a megfelel6 hatér-
varosok szamabdl képzett szampérokkal jeloljiik. A megoldédst adé program a stan-
dard bemenet elsd sorabdl olvassa be a hatarvarosok V' szamaét, illetve a hatarvona-
lak L szamét, majd a kovetkez6 L sor mindegyikébdl egy-egy hatarvonalat megadd
szampart. A program irja a standard kimenetre a bolygén taldlhaté orszdgok ha-
tarszamai koziil a legnagyobbat.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést jelsl) | Kimenet

6 10 5
3/ 2 4/24/
1/ 4 5/ 65

12/1 3/3
45 /5 6/ 3

Korlatok: 4 <V < 1000.

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasido alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb bemeneti értékek esetén ad helyes eredményt 1 mésodpercen
beliil.

Bekiildend6 egy s125.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.

%
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintii fizika érettségire

Tesztfeladatok™

1. Hényszor van napfelkelte a Holdon egy (foldi) év alatt?
A) Kozelitbleg 365-szor; B) koriilbeliil 12-szer; C) egyszer sem.

2. Egy indulé mozdony kerekeire haté tapadasi surlédasi erd

) a kerék kozéppontjanak gyorsuldsival egy irdnyba mutat;

) a kerék kozéppontjanak gyorsuldsdval ellentétes irdnyba mutat;
) a sinre meréleges irdnyba mutat.

D) A fenti vélaszok egyike sem helyes.

A
B
c

3. Egyenld szaru, derékszogli haromszog alapu hasabbdl késziilt kettds lejtot
atfogéjaval az asztalra rogzitiink. Fondllal 6sszekotott, m és 2m tomegl testet
tesziink a kettOs lejté egy-egy lapjara, majd elengedjiik Oket.

Merre mozognak, ha a testek és a lejto kozott a csu-
szasi és a tapadési surlédasi tényez6 egyarant p = 0,37

A) A 2m tomegli test mozog lefelé.

B) Az m tomegii test mozog lefelé.
(') Semerre sem mozognak.

4. Mikor tapasztaljuk a lebegés jelenségét? Ha a két rezgés

A) amplitidéja kozel azonos;

B) faziskiilonbsége dllandd;

() rezgésideje kozel azonos;

D) frekvencidja tobb nagysagrenddel eltér egymastdl.

5. Hol keringhetnek a geostaciondrius miiholdak?

A) Bérmelyik szélességi kor folott, tetsz6leges magassdgban.

B) Barmelyik hosszusédgi kor £616tt, 80 és 1000 km magassag kozott.
C) Az Egyenlité 616tt, kb. 36 000 km magasan.

D) Az Egyenlité folott, 80 és 1000 km kozotti magassdgban.

6. Egy m tomegi pici testbdl és egy elhanyagolhaté tomegii fonalbdl ingat
készitiink. A felfiiggesztett ingat vizszintes helyzetbe kitéritjiik, majd elengedjiik.
Mekkora szoget zar be a fonal a vizszintessel akkor, amikor éppen mg erd fesziti?

A) Koriilbeliil 19,5°; B) 30°; C) koriilbeliil 41,8°; D) 90°.

* A valaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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7. Az alabbi allitasok koziil vélasszuk ki az igazat!

A) Az idedlis gdzmodellben a részecskék egymdssal és az edény faldval rugal-
matlanul titkoznek.

B) Az idedlis gdz normdl allapoti, ha nyomaésa 101,3 kPa, térfogata 22,4 liter
és hémérséklete 273,15 K.

C') Ha egy pohdr vizben 1isz6 témor jégkocka elolvad, a viz szintje nem véltozik.

D) Egy fémgylriit melegitve a lyuk dtmérdje csokken, mivel a gylirli anyaga
minden irdnyban tagul.

8. Azonos térfogati, hdmérsékletii és tomegii oxigéngaznak és hidrogéngaznak
biztosan megegyezik a

A) nyomadsa,; B) anyagmennyisége;

C) belsé energidja; D) stirtisége.

9. Egy 5 mm atmérdji, toltetlen fémgomb és egy 15 mm atméroji, 4 uC toltési
fémgomb szigetel6dllvanyon 1 m tdvol van egymdstol. A géomboket egy hosszi
vezetékkel Osszekotjiikk, majd a vezetéket eltavolitjuk. Milyen lesz a fémgombok
kozott fellép elektrosztatikus erd?

A) Kb. 0,027 N taszitéerd;  B) kb. 0,036 N taszitéerd;

C) kb. 0,036 N vonzéerd; D) nem 1ép fel eré.

10. Egy soros RLC-kor egyes elemein 1évé aramerdsséget és fesziiltséget mu-
tatjak a grafikonok. Melyik vélasz jeloli helyesen az aramkori elemeket?

ﬂ%\/i /bmf/% M ,

L II. II1.

A) 1. ohmos ellenéllés, I1. kapacitiv ellenéllés, II1. induktiv ellendllas;
B) 1. kapacitiv ellenéllds, II. ohmos ellenéllds, III. induktiv ellendllés;
() 1. induktiv ellendllds, II. kapacitiv ellendllds, III. ohmos ellenéllds;
D) 1. ohmos ellendllds, II. induktiv ellendllds, III. kapacitiv ellendllds.

11. Egy optikai rdcson centiméterenként 400 karcolds van. Lézerrel atvilagitva
rajta a 2 méterre 1évé erny6n a direkt sugar és az els6 erOsitési hely tavolsagat
4 cm-nek mérjiikk. Mennyivel valtozik meg ez a tdvolsag, ha a fény utjaba olyan
racsot tesziink, amelyen centiméterenként 600 karcolds van?

A) 1 cm-rel; B) 2 cm-rel; C) 3 cm-rel; D) 4 cm-rel.

12. Bélyeget vizsgdlunk egy f fokusztavolsdgi egyszerii nagyitéval (lupéval).
Hova tegyiik a targyat, hogy a lencse nagyitasa N = —3 legyen?

A) A nagyftotdl 5 f tavolsagra; B) a nagyit6tol 2 f tavolsigra;
C') a nagyit6tol g f tévolsagra; D) a nagyit6t6l % f tévolsagra.
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13. Az alébbi, tirkutatassal kapcsolatos allitasok koziil melyik hamis?

A) Az els§ olyan (irhajét, amelynek fedélzetén ember utazta kérbe a Foldet,
a Szovjetunié bocséatotta fol.

B) A Hold felszinére a NASA {irprogramja juttatott el embert.

C) Az els6 sikeres leszdllast egy iistokosre az Eurdpai ﬁrﬁgynékség szondaja
hajtotta végre.

D) Az elsé lirtdvesovet az Eurdpai Urﬁgyn@kség telepitette Fold koriili palyara.

14. Egy telepre rdkapcsolunk egy 3 ohmos ellendlldst, majd ezt eltavolitva egy
12 ohmos ellenalldst. Azt tapasztaljuk, hogy rajtuk ugyanannyi id6 alatt ugyanak-
kora hé fejlédik. Mekkora a telep belsé ellenalldsa?

A) 7,5 ohm;

B) 6 ohm.

() Két kiilonbozo ellenéllason nem fejlédhet ugyanannyi hé.

D) Ezekbél az adatokbdl nem lehet meghatdrozni a telep belsé ellendlldsét.

15. Melyik allitdas nem tartozik a specialis relativitaselmélet aziomdi k6zé?

A) A vakuumbeli fénysebesség barmely koordindta-rendszerben ugyanakkora.
B) Egymaéshoz képest egyenes vonall egyenletes mozgdst végz6 koordindta-
rendszerek a fizika szamara egyenértékiiek.

2
C) Az id6 nem abszolit, hanem koordindtarendszer-fiiggd a t' = t4/1 — 2—2
képlet szerint.

Szamoldsos feladatok

1. Egy rontgencsoben 100 kV fesziiltséggel gyorsitott elektronok csapdédnak
volframanddba. Mekkora az igy keletkezd fékezési rontgensugarzas legkisebb hul-
ldmhossza?

2. Mekkora két siktiikor egymassal bezart szoge, ha a tiikrok sikjainak met-
szésvonalara merdleges sikban beesé keskeny fénynyaldb kétszeres visszaverodés
utan

a) az eredeti irdnydval 120°-os szoget bezdrdan;

b) az eredeti irdnydval parhuzamosan, de azzal ellentétes irdnyban
halad tovabb?

3. A radon 222-es izotépja a-sugdrzd, radioaktiv izotdp.

a) Mely elem keletkezik a bomlds sordn? Honnan kapta a nevét, és kik fedezték
fel (izolaltak) ezt az elemet?

b) Mennyi id§ alatt bomlik el egy adott mennyiségili radongdz 88,6%-a? A radon
felezési ideje 3,83 nap.

c) A bomlés sordn a kilépé, 6,64 - 10727 kg tomegii a-részecske mozgési energi-
aja 5,486 MeV. Mekkora az a-részecske, illetve a lednymag sebessége, ha a radon-
mag sebessége a bomlds pillanataban elhanyagolhaté? A relativisztikus hatdsoktol
eltekintiink. A keletkez6 ledanymag és az a-részecske tomegének ardnya jo kozeli-
téssel megegyezik tomegszamuk aranyaval.
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4. Egy d 4tméréjli, d magassagu iires, szigetel6 anyagbdl késziilt, vékony falu
henger fiiggdlegesen elhelyezked6 szimmetriatengelye koriil foroghat. A feddlapja
és az alaplapja kozéppontjdba egy-egy ¢ toltést rogzitiink. A henger magassaga-
nak felében, a henger bels6 oldalara tesziink egy m tomegi, g toltésli pici testet,
majd elengedjiik. Legfeljebb mekkora lehet a kis test tomege, hogy a henger falara
tapadjon,

a) ha a henger nem forog;

b) ha a henger percenként 72-es fordulatszimmal egyenletesen forog?

Adatok: d =20 cm, ¢ = 500 nC, a tapadési sturlédési tényez6 a henger fala és a test

kézott o = 0,4.
Varga Balazs

God

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 615. 30°-0s hajldsszogii, elég hosszu lejtén gyorsulva csiuszik lefelé egy vizzel
félig telt tartdly. Mekkora szdget zdr be a viz felszine a lejtd sikjdval, ha a surlédds
elhanyagolhato?

(3 pont)

Megoldéas. A tartdly — és a benne 1év6é viz minden ,darabkaja” — a lejtd
esésvonaldval parhuzamosan a = g/2 gyorsuldssal mozog lefelé (hiszen az M témegii
tartdly+viz rendszerre hato, 6sszesen M g nagysagu nehézségi erd lejt6 iranyu kom-
ponense Mg/2).

A folyadék felszinének kozelében talal-
haté m tomegi, kicsiny vizmennyiségre hato
ered6 er6 mg

Fe =ma = 7
Ez az er6 a fiiggblegesen lefelé mutatd, mg
nagysagu nehézségi erének és a folyadék
tobbi része altal kifejtett F',, nyomderének
*«.  a vektori osszege (ldsd az dbrdt).

Mivel F a fiigg6legessel 60°-os szoget zar be, és a nagysdga mg/2, a vektor-
haromszog egy szabdlyos hiromszog fele, és igy F', meréleges F-re. Tudjuk to-
vabbd, hogy F',, merdleges a folyadék felszinére; ebbdl az kovetkezik, hogy a strlé-
désmentes lejtén lecsuszé tartalyban a folyadék felszine pdrhuzamos a lejto sikjaval.

Szdnto Barnabds (Keszthely, Vajda Jdnos Gimn., 9. évf.)
dolgazata alapjan

42 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 4, hidnyos
(1 pont) 10, hibds 17 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 4948. Egyforma keresztmetszetid €s azonos anyagi mindségi két hengeres
rud a kozos szimmetriatengelyiik mentén mozogva dsszetitkozik. A rudak hossza {1
és Ly, a sebességiik vy €s vo, az litkézés egyenes és centralis. A rudak rugalmasak,
a bennik kialakulo fesziiltségekre és deformdcidkra minden pillanatban és mindenhol
a Hooke-torvény érvényes. Mekkora az iitkozési szam ennél az itkozésnél?

(Ldsd a Rugalmas testek iitkozése cimd cikket a KoMaL 2017. évi mdjusi
szamdnak 298. oldaldn.)

(6 pont) Szegedi Ervin (1957-2006) feladata

Megoldas. Tegyiik fel, hogy ¢; jeloli a révidebb rad hosszat, vagyis 1 < £s.
Az egydimenzids mozgédsban szereplé sebességeket tekinthetjiik el6jeles szamoknak,
ezzel a sebességvektorok nagysidga mellett az iranyukat is kifejezhetjiik.

A feladatban hivatkozott cikk emliti, hogy alkalmasan vélasztott vonatkozta-
tési rendszerben az iitkozési felillet a kiilonbozé hosszisagu rudak esetében is (egy
bizonyos ideig) mozdulatlan lesz. Keressiik meg ezt az ,alkalmasan vélasztott” vo-
natkoztatdsi rendszert! Jeloljitk ezen vonatkoztatési rendszer talajhoz viszonyitott
sebességét u-vall Miutdn a rudak iitkoznek, a 16késhullimok a két riadban (a rudak
végpontjaihoz viszonyitva) azonos sebességgel kezdenek terjedni. Emiatt, amikor
a hulldm az ¢; hosszi rud végére ér, akkor a mésik ridban is ¢; hosszu utat tett
meg, a rud maradék része pedig még eredeti, vy sebességével halad. Azok a részek,
amelyeken a lokéshullam athaladt, az {itkozési feliilethez képest mozdulatlanok,
vagyis talajhoz rogzitett rendszerbdl szemlélve u sebességgel haladnak. Ezek a tes-
tek zart rendszert alkotnak, igy a lendiiletmegmaradds torvénye szerint

51111 + 162’02 = 261’& + (82 — 161) V2, vagyis u = il ;02 .
Kihasznéltuk, hogy a rudak tomege a hosszusiagukkal ardnyos, és az aranyossagi
tényez6 (a rud keresztmetszetének és siirliségének szorzata) kiesik a képletekbol.

Az iitkozési feliilet tehat ekkora u sebességgel halad az iitkozés sordn. Az ilyen
sebességgel halad6 koordinata-rendszerbol nézve az ¢1 hosszi rud kezdeti sebessége
v1 — u, az iitk6zés utani sebessége pedig értelemszertien ennek ellentettje, u — vy
lesz. (Az iitkozési feliilet ebbél a rendszerbél nézve mozdulatlan, vagyis a merev
fallal valé iitkozéshez hasonld helyzet alakul ki.) A talajhoz rogzitett rendszerbél
nézve a rovidebb rud iitkozés utdni sebessége:

vi=u—vitu=2u—v =2-

Az titkozési szdmot (annak egyik definici6ja szerint) gy kaphatjuk meg, hogy
a tomegkozépponti rendszerben kiszamitjuk valamelyik test {itkozés utani és fit-
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kozés el6tti lendiiletének hdnyadosét (annak abszolit értékét). Az iitkézés utan
az ¢1 hosszisdgu rid minden egyes pontjdnak ugyanakkora a sebessége, a rudban
nem maradtak fesziiltségek (ez nem &ll fenn az ¢o hosszisagu ridra), {gy egysze-
riibb a révidebb rudat vizsgdlnunk. Az {itkozési szdm kiszdmitdsdhoz tehdt meg
kell nézni, mekkora sebességgel haladt a rovidebb rud az titkozés elétt és utan
a tomegkozépponti rendszerben.

A tomegkozéppont sebessége:

e — f1v1 + lavg
tk {1+ 4o

Az {1 hosszi rid sebessége tehat a tomegkozépponti rendszerben az iitkozés elétt:

o o — e = g v lova (Gt lo)ur — by — bovp  La(vs — o)
L.tk 1 th ! [1 + 62 él + 62 61 + 62 ’

az 1itkozés utan pedig:

£1’U1 + EQ’UQ (€1 + ég)’Ug — 61111 — éQ'UQ €1 (’Ug — Ul)

0+l b+ 0o b

/ /
Ul,tk = Ul — Utk = Vg —

Az iitkozési szam a fenti két sebesség hdnyadosanak abszolit értékével egyenld:

=

Oy (v2 —v1)
52(01 - 1)2)

!
U1tk

k=

_| 4
- -2

U1,tk

Az {itkozési szam tehat a rovidebb és a hosszabb rud hosszanak hanyadosa.
(Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a hosszabb rid iitkozés utani és iitkozés eldtti
lendiiletének hdnyadosit szamoljuk ki a tomegkozépponti rendszerben.)

Németh Rébert (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
11 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldas, kicsit hidnyos (5 pont) 1 dolgozat.

P. 4971. 30°-0s hajldsszogi, elég hosszu lejton gyorsulva csiuszik lefelé egy
vizzel félig telt tartaly. Mekkora széget zar be a viz felszine a lejtd sikjdval, ha
a tartdly és a lejté kozotti surloddsi egyiitthato 0,27

(4 pont) Példatdri feladat alapjin

Megoldas. Kovessiikk a G. 615. gyakorlat megolddsanak gondolatmenetét
(lasd lapunk 236. oldaldn), de itt most vegyiik figyelembe a sirlédési erdt is.

Az M tomegi tartdly+viz rendszerre hatd, osszesen Mg nagysagu nehézségi
er6 lejto iranyi komponense Mgsina, a lejto és a tartaly alja kozotti nyoméberd
Mg cosa, a surlédasi erd tehdt Mgucosa (ahol a a lejtd hajldsszogét, p a sir-
16d4si egyiitthatot jeloli). Az egész rendszerre hatéd eredd er§ lejtd irdnyd kompo-
nense Mg(sin o — pcos «), a tartdly és a benne 16v6 viz minden ,darabkéja” tehdt
(elegendd hosszu idé mulva, amikor a viz mozgédsa a tartdlyhoz képest mér lecsil-
lapodott)

a = g(sina — pcosa)
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gyorsuldssal mozog a lejté esésvonaldval parhuzamosan lefelé.

A folyadék felszinének kozelében taldlhaté m tomegl kicsiny vizmennyiségre
haté eredd erd
F, = ma =mg(sina — pcosa).

Ez az erd a fiigg6legesen lefelé mutatd, mg nagysagu nehézségi erének és a folyadék
tobbi része éltal kifejtett F,y nyomderdnek a vektori sszege (ldsd az dbrdt).

Az F,y er6 a lejto sikjara merdleges irdnnyal valamekkora e szoget zar be.
Mivel F,, merdleges a folyadék feliiletére, € a viz felszinének a lejtd sikjaval bezart
szbge — éppen ezt keressiik.

Megjegyzés. Azt, hogy a folyadék felszine (gorbiilt folyadékfelszin esetén az érinté-
sikja) merdleges a folyadék tobbi része dltal kifejtett Frny nyomderdre, a kovetkez&kép-
pen lathatjuk be. A folyadék egy kicsiny darabkdjara a kornyezete azért fejt ki erdt,
mert a folyadék nyomésa helyrdl helyre véltozhat. A nagyobb nyomésu ,szomszédos ré-
szek” nagyobb erét fejtenek ki, mint a szemkozti ,folyadékdarabkak”, emiatt az eredd
er§ a nyomdsvaltozds (nyomdscsdkkenés) irdnydba mutat. A felszin kozelében (kozvetle-
niil a hatérfeliilet alatt) a folyadék nyomdsa még mindenhol a kiilsé 1égnyomadssal egyezik
meg, az érintésik mentén tehat nem alakulhat ki nyomasvaltozds, nem 1éphet fel ilyen ira-
nyu er6. A felszinre merdleges irdnyban mas a helyzet, arrafelé haladva mar novekedhet
a nyomas, tehat kialakulhat ilyen irdnyud eredd erd.

A kinagyitott er6haromszog képérél (1dsd az dbra jobb oldali részét) leolvas-
hato, hogy

PQ =myg, QT = mgsin«, PT = mg-cosa,
QS = F, =mg(sina — pcosa), vagyis ST = QT — QS = mgpcos a,
ahonnan
ST  mgucosa
PT mgcosa
Ezt a szoget az adott surlédasi egyiitthatohoz tartozd surldddsi hatdrszégnek
nevezik; ennél kisebb hajlasszogii lejton a sirlodo test nem tud magatol megindulni.
Esetiinkben, amikor u = 0,2, a viz felszine a lejtd sikjaval € = 11,3°-0s szodget zar be.

A G. 615. gyakorlatban p = 0, tehat € = 0, a folyadék felszine ilyenkor parhuzamos
a lejté sikjdval. A mdsik hatéresetben, amikor ¢ = o (tehdt a tartdly gyorsuldsa
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nulla, esetleg el sem indul), a viz felszine az edényben — a sz6 eredeti értelmében —
vizszintes, a lejto sikjaval a szoget zar be.

Tobb dolgozat alapjdn

86 dolgozat érkezett. Helyes 40 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 17, hidnyos
(1-2 pont) 27, hibas 2 dolgozat.

P. 4975. Egy foldi laboratoriumi kisérlet sordn az m tomegt, Q toltésd kicsiny
testet vakuumban, B indukcidji, vizszintes irdnyu, homogén mdgneses térben en-
gedjiik el. (Feltehetjiik, hogy mg < QBc, ahol ¢ a fénysebesség.) A test mozgdsat
addig vizsgaljuk, mig eléri legmélyebb helyzetét.

a) Mekkora lesz a test legnagyobb sebessége?

b) Milyen mélyre siillyed?

¢) Mekkora dtlagsebességgel mozog vizszintes irdnyban?

d) Mekkora a test gyorsuldsa pdlydjdinak legmélyebb pontjdin?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

I. megoldas. Vegyiink fel egy olyan koordinata-rendszert, amelynek x ten-
gelye vizszintes, y tengelye pedig fiiggélegesen lefelé mutat. A méagneses indukcié
ugyancsak vizszintes irdnyu és az dbrdn lathaté mdédon a papir sikjaba befelé ird-
nyul. A kicsiny toltott test a koordindta-rendszer origdjabdl indul, és a pélydja
— vézlatosan — az dbrén ldthat6 gorbe. (A mozgds nyilvén az x — y sikban térténik,
igy elegend6 ezt vizsgdlnunk.)

A foldi laboratérium” kifejezés arra utal, hogy a testre haté erék kozott
a magneses Lorentz-er6é mellett a nehézségi erét is figyelembe kell venniink. A testre

® B ® ®
t=0 xz* T
®
QuwxB) ,
Q ¢ ® . &
|ay|
v
t=t* Vg
y mg @
haté er6é komponensei:
(1) F, = QuyB,
(2) Fy :mg*vaBa
ahol
Az(t) Ay(t)
(3) Ve = Ay és vy = Ry
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a test sebességének megfeleld derékszogli Gsszetevoi.

A Newton-féle mozgdsegyenletek:

F, =ma, és Fy = ma,y,
ahol
A, (t) i Awy(t)
(4) e = — 77 és Yy = Ayt .

Behelyettesitve az er6komponenseket a kovetkezd mozgasegyenleteket kapjuk:

(5) ay = Wy,
és
(6) ay = g — WoUq,
ahol
QB
7 _ ==
M =

egy korfrekvencia dimenziéju allando.

Megjegyzés. Ezt a mennyiséget ,,ciklotronfrekvencianak” nevezik, mert ilyen korfrek-
vencidval mozog a ciklotronokban egy Q/m fajlagos toltésli részecske a B indukciéjd
homogén magneses mezében.

Felirhatjuk még a munkatételt a toltott részecske mozgasara az indulas pil-
lanata és egy tetszOleges késébbi pillanat kozott. Mivel a Lorentz-er6 meréleges
a sebességre, tehat nem végez munkat, elegend6 a nehézségi eré munkavégzésével
szamolnunk:

®) S () + 0, (1)) = may(t).

Innen leolvashatjuk, hogy a test sebessége akkor lesz a legnagyobb, amikor a fliggé-
leges elmozdulds (y*) maximédlis. Mivel ilyenkor a fiiggéleges irdnyt sebesség éppen
nulla, a vizszintes irdnyd sebességkomponensre fennéll:

9) vy = \/29y*.

a) és b) Irjuk fel az (5) egyenletet a kicsiny sebesség- és elmozdulds-megvalto-
zasokkal, majd Osszegezziik ezeket a megvaltozasokat a mozgas kezdetétdl a pélya
legmélyebb pontjaig:

Avg(t) _ Ay(t)
= Wo )
At At

> Avg(t) =wo Y Ayl(t),
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ahonnan
(10) vl = woy®

adodik. Osszevetve ezt az eredményt a munkatételbdl kapott (9) Osszefiiggéssel,
valaszolhatunk az elsé két alkérdésre. A test legnagyobb sebessége

«_ 29 _2mg

ol =v; = 2 = 2%

wo a QB ’
a legmélyebb siillyedése pedig (az induldsi magassdghoz viszonyitva):

29 2gm?
PTG Qi

¢) A fentiekhez hasonlé médon jérhatunk el a vizszintes irdnyd (6) mozgds-
egyenlettel, ami
Avy(t) = gAt — woAx(t)
alakban is felirhaté. Osszegezve a mozgas kezdetétSl a legmélyebb pontba érkezés
t* idopillanatdig, amikor a vizszintes irdnyu elmozdulds x*, a fliggbleges irdnyu
sebesség pedig nulla:

0 =gt" — woz™,

ahonnan a mozgds ezen szakaszara vonatkoztatott atlagsebesség:

= _ T g mg
=== —-,
t* wWo QB

Mivel a vizszintes irdnyd mozgds a 0 < z(t) < z* intervallumon t6rténé mozgds
ismétlédése, az egész mozgds dtlagsebessége (x*-ndl sokkal hosszabb tton) ugyan-

csak mg/(QB).
d) A pélya legmélyebb pontjdnal a test gyorsuldsa (6) szerint:
a; =9 — CUQU;,
ami (7) és a vi-re kapott kifejezés alapjan:

@B 2mg 9
a = —_——_——™ —_ = —(.
v=I9T g QB 9= 9

A toltott test tehat éppen a nehézségi gyorsulassal megegyezéen gyorsul fiiggdlege-
sen felfelé.

Illés Gergely (Eger, Szildgyi Erzsébet Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan

I1. megoldas. Tekintsiink egy olyan koordindta-rendszert, amely az indukcié-
vonalakra mero6legesen, vizszintes iranyban vg sebességgel mozog a laboratériumi
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rendszerhez képest. Ha a toltott test pillanatnyi sebessége a ,,mozgd” rendszer-
ben v, akkor a laboratériumi rendszerben a sebessége v + v, igy a Newton-féle

mozgasegyenlet:

ma = Q(v + vg) X B+ mg,
amit
(11) ma = Qv X B + [mg + Qug x B]

alakban is felirhatunk. A fenti képletben a a test gyorsulasa, ami a laboratériumi
rendszerben ugyanaz a vektor, mint az egyenletesen mozgdé masik koordinata-
rendszerben a gyorsulas.

A (11) egyenlet szogletes zardjelében szerepld két vektor ugyanolyan (fiiggéle-
ges) irdny, és ha vg nagysigat megfeleléen, nevezetesen vg = mg/(QB) mbédon vé-
lasztjuk, a két tag éppen kiejtheti egymast. Ekkor a mozgasegyenlet olyan, mintha
a test sulytalan lenne, és csak a magneses Lorentz-er$ hatdsa alatt mozogna. Ugy is
mondhatjuk, hogy a mozgd rendszerben megjelenik egy F¥ = Bvg nagysagi homo-
gén, fliggblegesen felfelé iranyuld elektromos mez6, aminek hatasa kiegyenliti az mg
nagysagu, fiiggdélegesen lefelé mutatd nehézségi erot.

Jol ismert, hogy homogén magneses mez6ben a magneses erévonalakra meré-
leges kezdGsebességgel rendelkezd részecske palyaja kor, és a részecske a kér mentén
wo = Q@B/m korfrekvencidval egyenletesen mozog. Jelen esetben is ez valésul meg,
hiszen a test kezddsebessége a laboratériumi rendszerben nulla, a mozgé rendszer-
ben tehat vy nagysagu. A korpélya sugara

2
Vo m
R = — = B —
wo (QB ) g
lesz. A mozgds — a laboratériumi rendszerbdl nézve — egy vy sebességli egyenletes
mozgas és egy vy keriileti sebességli kormozgds szuperpoziciéja. A palya alakja ezek
szerint ciklots.
a) A test sebessége a pélya legmélyebb pontjandl lesz a legnagyobb, ugyanis
itt lesz egymaéssal parhuzamos és egyiranyd a kétféle mozgashoz tartozé sebesség-

vektor:
mg

QB

Umax = 2Ug = 2

b) A test legnagyobb lesiillyedése a kezdéponthoz képest

2
m

¢) A test sebessége a vizszintes irdnyu, allandé vy nagysdgi sebességnek
és a kormozgasbol adodd, a nulla korill ingadozé sebességnek a vektori Gsszege.
Az eredé (hosszu id6tartamra vonatkoztatott) dtlagsebesség tehat vy nagysigu,
vizszintes és a magneses erévonalakra is meréleges irdnyu vektor lesz.
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d) A test gyorsuldsa csak a kérmozgasbdl adddik, nagysdga a palya minden

pontjaban
v} mg . QB %1
a = — = _— . —_— —_ = g
R QB m ) g

nagysagu. A gyorsulds irdnya a mozgds kezdetekor fiiggélegesen lefelé, a pélya
legmélyebb pontjaban pedig fiiggélegesen felfelé mutat.

Téfalusi Addm (Debreceni Fazekas M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

ITI. megoldas. Hasznéljuk az I. megoldas jeloléseit, és induljunk ki a vizszin-
tes és a fiiggdleges irdnyokra vonatkozé (5) és (6) mozgdsegyenletbdl. Az (5) egyen-
let, amit a, — wov, = 0 alakban is felirhatunk, azt fejezi ki, hogy a v, (t) — woy(¢)
mennyiség véltozdsi iiteme (derivéltja) nulla, tehat ez a kifejezés idében dllandd.
Az 4llandé (mivel a kezddpillanatban v, is és y is nulla) nulla kell hogy legyen,
vagyis

(12) v (t) = woy(t).

Helyettesitsiik be v,-et a fiiggéleges irdnyt mozgasra vonatkozé (6) egyenletbe:
ay(t) = g — wiy(t),

amit

(13) a, (1) = —wj (y(t) — o)

alakban is felirhatunk, ahol yo = g/w3.

Felismerhetjiik, hogy (13) egy olyan rugéra akasztott silyos test mozgasegyen-
lete, amely test sajat silya alatt a rugd megnyuldsa yg, és a rezgés korfrekven-
cidja wo. A harmonikus rezgémozgas ismert képleteibdl (az y(0) =0 és v,(0) =0
kezdéfeltételeket is figyelembe véve) kénnyen megkaphatjuk, hogy

y(t) = %(1 — coswot),
wo

vy(t) = wio sin wot,

ay(t) = g coswot.

Ezekbdl (12) segitségével rogton adédik, hogy

v (L) = wio(l — coswot),

ennek valtozasi iiteme pedig

a(t) = gsinwot.
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Az x(t)-t ugy kapjuk meg, hogy olyan fiiggvényt keresiink, aminek véltozdsi iiteme
v (t), és a kezdpillanatban nulla értékii:

x(t) = %(wot — sinwyt).
“o

A fenti képletekbdl a feladat valamennyi kérdésére konnyen megkapjuk a va-
laszt: a test legnagyobb sebessége 2g/wo, legnagyobb lesiillyedése 2g/w?, a mozgds
dtlagsebessége g/wp, és a gyorsuldsa a pdlya legalsé pontjadban (és minden més
helyes is) g.

Megjegyzés. Mindharom megoldasban a newtoni mechanika nemrelativisztikus moz-
gasegyenletébdl indultunk ki. Ez csak akkor jogos, ha vmax < ¢, vagyis mg < QBc. Ez
sokkal er6sebb megszoritas, mint a feladat szévegében szereplé mg < QBec.

(G. P.)

21 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(2 pont) 5 dolgozat.

P. 4976. Hdrom kicsiny golyot eqy egyenes mentén helyeztink el ugy, hogy
kezdetben nem mozognak, €s a szomszédos golydk tdvolsdga d. A golydk témege és
toltése rendre m, 2m, 5m, illetve q, q, 2q.

a) Mekkora lesz a golydk tdavolsdga és sebessége az induldst kévetd nagyon révid
to 1dd mulva?

b) Mekkora lesz a golyok sebessége elegendben hosszi idé milva?
(Az elektrosztatikus erdkon kivil minden mds erdhatds elhanyagolhatd.)

(5 pont) A Kvant nyomdn

Megoldas. a) Legyen az m tomegl, ¢ toltésli golyé az 1. szdmd, a 2m tomeg,
q toltésli a 2. szam, az bm tomegl és 2¢ toltésii pedig a 3. szamu test! Vizsgaljuk
meg el6szor, hogy mekkora erdk hatnak az egyes testekre! Mivel a golydk kicsik,
alkalmazhatjuk a ponttoltésekre vonatkozd Coulomb-féle erétorvényt. A pozitiv
irdnyt az 1. testtél a 3. szdmu test irdnydba megvalasztva rendre felirhatjuk az egyes
testre hatd eredo erdket a kezdeti helyzetben:

Py = k(ifl; + de%Z - %.
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/4 245



ﬁ} 2018.4.3 — 18:37 — 246. oldal — 54. lap KoMalL, 2018. 4prilis gf

Mivel az indulast kovetd tg nagyon rovid, ezek az erdk ty id6 alatt allandénak
tekinthetdek, és igy az egyes testek sebessége rendre:

_ ﬁ - Flto kSthO

U1

m m  2d2m’

I,  Fitg 7*to
’[}2 = = — = —k s

2m 2m 2d2m

I3 Fitg ¢*to
V3= — = —— =

5m bm 2d2m’
(A lendiiletmegmaradés torvénye szerint muvy + 2mus + bmous = 0, és ez valéban
teljesiil.)

Mivel az erck to id6 alatt jo kozelitéssel allandoknak tekinthetdk, a gyorsu-

lasok sem valtozhatnak ezen id6 alatt. fgy a golydk atlagsebessége a kezdeti és
a to idopontbeli ,,végsebesség” szamtani kézepe, amibol megkaphatjuk a testek el-

mozdulédsat:
= O—|—UltO:_ 3q2t(2)
2 4d?m’
T2:O+U2toz_ thg
2 4d?m’
0+ v3 q*t3
L

Ezekbdl széamolhaté a golydk kozotti tavolsag is:

7ty
d1’2:d+|T2_T1|:d(1+k2d3m>7

a*tf
d2’3:d+|7"3—7"2| :d(1+k2d3m>,

7’13
d3’1:2d+|7’3—7’1|:2d<1+k2d3m>.

b) Haszndljuk fel az el6z8 részfeladat eredményeit! Lathatd, hogy kis ¢y id6
elteltével az 12 és 2—3 testek tavolsdganak ardnya allandé maradt, hiszen:

=

1,
da,

[ V)
Il
—

Ebbél az is kovetkezik, hogy ujabb kis At id6 mulva is fenn fog allni ez az arany,
mint ahogy az azutan kovetkezd Osszes kés6bbi idépillanatra is. Ennek egyenes
kovetkezménye, hogy a testek pillanatnyi sebességének aranya is mindvégig ugyan-
akkora lesz, és igy a testek végsebességére (rendre uq, us és ug) is fennéll, hogy:

Up s ug uz =011 vy vy = (—3): (=1): (+1).
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Ezek szerint a végsebességekre teljesiil, hogy
u; = —3us és Uy = —U3.

Emellett tudjuk, hogy nagyon hosszi id6 milva — amikor a kis golydk olyan
tavol lesznek, hogy mar nem fejtenek ki egymasra szamottevd erét — az elektromos
mez6 kezdeti energidja teljesen dtalakul a golyok mozgdasi energidjava. Felirhatjuk
a munkatételt:

kqd +k 2qd k% = %mu% + %(Zm)ug + %(5m)u§,
azaz
4k:f = 1m(3ug)2 + 1(2m)u§ + 1(5m)u§ = 8mu3,
d 2 2 2
vagyis

_ 3 kq? L kq?
2d 2dm’ " "\ 2dm

Konddkor Mark (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

usz =

Megjegyzés. A fenti gondolatmenet nem minden esetben, hanem csak a ¢; toltések és
az m; tomegek bizonyos specidlis értékeinél alkalmazhaté. A golydk tavolsdganak ardnya
csak akkor marad idében &dllandé, ha fennéll, hogy

q1 1 g3 1 .
s <£I2 + 4(13) + <(I2 + 4(11) = 2 (Q1 q3)-

A feladatban szerepl6 adatok mellett ez az Gsszefiiggés teljesiil.
Altaldnos esetben, tetsz6leges tomeg- és toltésadatok mellett a feladat elemi eszko-
zokkel nem oldhaté meg.

(G. P.)

51 dolgozat érkezett. Helyes Berke Martin, Debreczeni Tibor, Kondakor Mark,
Molnér Métyéas, Morvai Orsolya, Math Benedek, Péta Baldzs és Sal David megoldasa.
Kicsit hidnyos (4 pont) 13, hidnyos (1-3 pont) 27, hibds 1, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 4977. Az dbran ldthatd kapcsoldsban a kap- Cy Cs
csold zdrdsa elbtt a kondenzdtorok téltetlenek. Egqy [ [
adott pillanatban zdrjuk a kapcsolét. (Az dramfor- y y
ras belso ellendlldsdtol, a vezetékek és az ellendlldsok
kapacitasdtol, tovabbd a kérben lévd elemek indukti- Ry Rz

vitdsdtdl tekintsink el.) — ] -

ffbm’zoljuk vazlatosan a kondenzdtorok fesziilt-

ségét az idé figguényében! Uo

Adatok: Cy =150 uF, Cy =50 uF, Ry =40 kO, “

Ry =10 kS, Uy = 100 V. K

(5 pont) Nagy Ldszlé (1931-1987) feladata
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Megoldas. A kapcsol6 zarasa el6tt a toltetlen kondenzétorok fesziiltsége nyil-
van nulla. A kapcsold zardsakor a kondenzéatorok ,rovidre zarjak” az daramforrast,
és — ha a feladat szovegében szerepl6 kozelitésekkel éliink — egy , pillanat alatt” fel-
toltédnek. A kondenzatorok kozos pontjara csak az ellenallasokon keresztiil juthat
toltés, igy az Ossztoltésiik hirtelen nem tud megvaltozni, tehat a két kondenzétor
(egy nagyon rovid ideig) sorosan kapcsoltnak tekintheté. A hirtelen feltsltddott
kondenzatorok kezdeti fesziiltsége a kapacitasok reciprokanak ardnyaban megosz-
tott telepfesziiltség:

—_— = — = - = = 1
Uno  Cy 3 Uio+Usp=Ug 00V,

vagyis
U170 =25V és Ug)o =T75V.

A kapcsol6 zardsa utédn elegendéen hosszi (,,végtelen hosszi”) idével a kon-
denzatorok toltése mar nem véltozik, a fesziiltségiik tehat valamekkora allanddsult
Ui o és Uz o értékre &ll be. Ilyenkor az ellenalldsok kozos pontjit a kondenzi-
torok kozos pontjaval Gsszekoté vezetéken mar nem folyik aram, tehat mindkét
ellenalldason ugyanakkora aram folyik.

Az ellenélldsokra es6 fesziiltség (ami megegyezik a kondenzatorokra esé fesziilt-
séggel) az ellendlldsok ardnydban osztja meg az dramforrds fesziiltségét:
Ul,oo Rl

=—=4 Uloo + Uz o =Ug =100V,
Uzoo R ) 1,00 T U2, 0

vagyis
Ul,oo =80V és UQ)OO =20 V.

A kondenzatorok fesziiltségének idébeli véltozdsa varhatéan exponencidlis
fliggvénnyel irhaté le. Ezen sejtés szigoru bizonyitasahoz a valtozasokat megadd
differencidlegyenleteket kellene felirnunk és megoldanunk. Szerencsére ennél sok-
kal egyszeriibben is eljarhatunk. A toltések atrendezédése, azok idobeli valtozéasa
ugyanolyan jellegii, ugyanolyan ,id6éallandéju” exponencialis fiiggvényekkel irhaté
le a kondenzdtorok feltoltédésekor is, mint a kisiilésiikkor (ldsd pl. a Kondenzd-
tor feltoltése és kistilése ohmos ellendllison dt cimi részt a ,Filiggvénytablazat”
148. oldalan).

Ha az dramforrdst (zdrt kapcsolédllds mellett) kiiktatjuk az dramkorbél és
az eredetileg hozza csatlakozé vezetékeket rovidre zarjuk, akkor egy olyan kapcso-
lashoz jutunk, amelyben két parhuzamosan kapcsolt, tehéat

Oeicl+01:200,u]:—“

eredd kapacitasu kondenzator két parhuzamosan kapcsolt, tehat

R Ry
R.=—"—> =8k
R+ Ry
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eredd ellendllason keresztiil vesziti el toltését. A kisiilés folyamata idében exponen-
cidlisan, e~*/7 fiiggvénnyel leirhaté médon zajlik le, ahol az id6allandé

T=RCe=(8-10°Q) (2-107* F) =16 s.

Megjegyzés. Simonyi Kdaroly Villamossagtan cim@ konyvében emliti, hogy a fesziilt-
ség beslldsdnak idejét 7 = 57 idével szoktdk kozeliteni. Esetiinkben a kondenzdtorok
fesziiltsége 8 s alatt véaltozik meg a kezdeti értékekrdl a végsé (aszimptotikus) értékekre,
ahogy azt az dbra mututja.

U V]
100 1
80
60 1
40 ¢+
20
T ™ s
| |
2 4 6 8

Téfalusi Addém (Debreceni Fazekas M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

20 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Hidnyos (1-3 pont) 11, hibds 1 dolgozat.
P. 4985. Egy fényképezdgép objektiviének fokusztdvolsdga 3 cm. Egy tdvoli
tdrgyrol fényképet készitink, majd a képet 3-szorosdra felnagyitjuk. Mit latunk na-

gyobbnak, a fénykép készitésének helyérdl nézve a tdrgyat, vagy ugyanezt a tdargyat
a fényképen? Hdnyszor nagyobbnak latjuk?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. A leképezési torvény szerint

+

| =
el
~

Ha a t targytavolsdg sokkal nagyobb, mint az f fékusztavolsag, akkor a képtavolsag
k=~ f, és a T nagysagu targy képének mérete a haromszoros nagyitds utan

3K = 3%T R~ 3{T.

Ezt a nagyitott képet a tisztdnlatas s ~ 25 cm tdvolsdgabdl

K T

a~tga
& S ts
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latészog alatt 1latjuk. Ugyanekkora latdszogben a t tavolsagra 1évo targy

T
r=ttga = Sf—
s
nagysagunak latszana.

A két (latszdlagos) méret ardnya (a szemiink ezt az ardny ,érzékeli”):

T s _ 25cm
z 3f 3.-3cm

A targy tehdt a fénykép készitésének helyérol nézve kb. 3-szor nagyobbnak ldtszik
a valésdgban, mint a haromszorosra nagyitott fényképen a tisztanlatds tavolsaga-
bél.

Marké Gdabor (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

17 dolgozat érkezett. Helyes Bukor Benedek, Hajdu Akos, Jager Baldz, Marké
Gabor, Molndr Métyds és Onodi Gergely megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 7 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 377. Vizsgéljuk meg, hogyan fligg egy ampermérovel rovidre zart napele-
men atfolyd dram erdssége a ,,direkt napsugdr” beesési sz6gétél! Ugyeljiink az am-
perméré helyes méréshatar-beallitasaral

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

G. 633. Lehetséges-e, hogy a labdarigépalyan egy szabadrigas utan a kapu
fels6 1écérol a gdlvonalon tulra pattané labda a f6ldrdl kifelé, a pélya felé pattan?

(3 pont)

G. 634. Az dbrdn lathato golydscsapagy bels6 gytrije
mozdulatlan, a golyék kozéppontjai 0,2 m/s sebességgel fut-
nak kérbe. Mekkora a kiils6 gytrt fordulatszama, ha r = 3 cm,
R =4 cm?

(3 pont)

G. 635. Egy edényben 0 °C hémérsékletii viz talalhaté. A viz egy részét ki-
ontjiik, 0 °C homérsékletii jégdarabba fagyasztjuk, és visszahelyezziik az edényben
maradt vizre, amelyen tszni fog.
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a) Magasabban lesz-e a jégdarab kidll6 részének a csicsa, mint az eredeti
vizszint?

b) Minek nagyobb a gravitdcios helyzeti energidja, az eredeti vizmennyiségnek
vagy az Uj viz-jég rendszernek?
(3 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

G. 636. Vajon Miskolctol milyen
messze helyezték el az autépdlya mel-
lett a képen lathatd tablat? . 8 PERCET

(4 pont)Kozli: Részegh Anna, Vicduka SEM NYER.

S MISKOLCIG

MEGERI?

P. 5023. Egy 25°-0s lejtén lecstszo test sebessége a lejto aljan negyede annak
a sebességnek, mint amekkorat surlédas nélkiil érhetett volna el. Mekkora a sirlé-
dési egytitthato?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatijvaros

P. 5024. Egy m tomegi testet D direkcids erejii, feszitetlen allapotaban
£ hosszisdgi gumiszdlra fliggesztiink. Ezutan az egyensulyban 1évd testet lassan
htizzuk gy, hogy az mindig a test kezdeti helyzetéhez tartozd vizszintes egyenesen
mozogjon. Mekkora lesz a kitérité eré nagysaga, amikor a gumiszal a fiigg6legessel
@ szoget zar be?

Adatok: £ = 0,5 m, ¢ = 30°, m = 0,4 kg, D =10 N/m.
(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszld, Budapest

P. 5025. Torricelli-kisérletet végziink egy vastag fali iivegesével. A csé belsd
keresztmetszete 1 cm?, a kiilsé keresztmetszete 3 cm?. A csé tomege 624 g, és 2 cm
mélyen nytlik a higanyba.

Mekkora erével kell tartani a csovet ilyenkor?

(4 pont) Kozli: Werner Bence Tamds, Budapest
P. 5026. Egy m tomegi és R sugar,
vékony gytrit kétféleképpen hozunk kis e

kitérésti lengésbe. Az egyik esetben egy

r sugard, vizszintes tengelyli hengerre

flizziik fel a gyturit, kissé kitéritjiik, majd

elengedjiik. A mésik esetben egy r hosszi-

sagu, elhanyagolhaté tomegl, vékony tit ragasztunk a gytriibe ugy, hogy a ti
a gyuri kozepe felé mutasson, és a gylirli erre a tiire tdmaszkodjon lengés kozben.
A gylirti mindkét esetben sikmozgast végez.

Melyik esetben hosszabb a lengésid6?
(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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P. 5027. Egy kisérleti, rakétahajtasu kerékpéar-
ral sikeriilt 333 km/h sebességet elérni. Alg hely-
zetbol indulva 1,1 méasodperc mulva lett a sebessége
100 km/h, 2,5 mésodpercnél volt a sebessége 200 km/h,
4,3 masodpercnél 300 km /h, és 4,8 masodpercnél érte el
a 333 km/h sebességet.

Mikor és mekkora volt a legnagyobb gyorsuldsa, és mekkora Ut befutdsa utan
érte el a legnagyobb sebességet? Mekkora volt az 6ssztomeg, ha 4,2 kN tolderejii
volt a rakéta?

(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 5028. Egy 1 méter hosszusdgu, zart hengeres tartalyban levegé van. A tar-
talyt a vizszintes hossztengelye iranyaban alland6 gyorsuldssal mozgatjuk, mikoz-
ben a bezart levegd hémérsékletét mindvégig allando, T = 273 K értéken tartjuk.
Mekkora ag gyorsulas esetében lenne a tartaly elején a levegé nyomésa

a) 0,1%-kal kisebb,
b) feleakkora, mint a tartdly hétuljdn?
Utmutatds: A foldi légkor stirtisége — ha a hémérséklet mindenhol 7' = 273 K

Mgh
lenne — a barometrikus magassdgformula szerint véltozna: o(h) = gpe™ RT , ahol
M a levegd atlagos moldris tomege, és kb. 5500 méter magassigban cstkkenne
a slrliség a tengerszinten mérhetd érték felére.

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5029. Egy aluminiumkockara rahelyeziink egy vele azonos tomegii vaskoc-
kat.
a) Mekkora az igy kapott fémtomb &tlagstiriisége?

b) Hany kg/m?>-rel valtozik meg a fémtomb atlagsiiriisége, ha a hémérsékletét
15 °C-kal megemeljiik?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
m 3d mog m P. 5030. Egy 4d hosszuségu, m tomegi,
O ™ O szigetel6 palca végeihez ugyancsak m tomegi,
Q Q Q kicsiny fémgomboket rogzitettiink. A pélca

egyik végétdl d tavolsagban egy m tomegt,
atfurt fémgomb talalhaté, amely surléddasmentesen csiszhat a palcan. Mindharom
fémgombre @ toltést juttatunk, és a rendszert — egy lirdlloméason lebegve — magéara
hagyjuk.
Mekkora lesz a k6zéps6 gobmb maximalis sebessége, és mennyit mozdulnak el
a testek a legnagyobb sebesség eléréséig?

(4 pont) Versenyfeladat nyomdn
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P. 5031. Az dbra szerinti elrendezésben C = |l
=4 puF. A rendszer U = 16 V egyenfesziiltségre van |
kapcsolva. c—— —-——2C

a) Mekkora az egyes kondenzatorok fesziiltsége és

t5ltése? Jk
b) A K kapcsolét nyitjuk. Az 4j egyensuly beall- o — ——2C

taig mennyi toltés dramlik 4t az dramforrason?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest |

P. 5032. Mekkora sebességgel 16k6dik vissza egy 220Rn atommag, mikézben

egy a-részecskét bocsat ki? A radonizotop tomege 220,011394 u, a bomlds utan
visszamaradd polénium (2812P0) tomege pedig 216,001 915 u.

(4 pont) Kozli: Légrdadi Imre, Sopron

P. 5033. Kozmikus porbdl és gazokbdl allé, M tomegii csillagkozi kod per-
diilete N. A bels6 gravitacids hatasok kovetkeztében a kod teljes anyaga két kis
méret gbmbbe tomoriil, és igy kettoscsillag alakul ki.

a) Mekkora a kettéscsillag tomegkozéppont koriili Teginag keringési ideje, ha
a csillagok korpalydn mozognak, és a tomegiik my, illetve mo? (my + mo = M és
my < ma.)

b) Mekkora lehet a két csillag tavolsdga?

¢) Ha a kialakul6 kett&scsillag tdvolsdga nem pontosan alland6, hanem kis
amplitudéval ingadozik, mekkora ennek az ingadozasnak a periédusideje?

(6 pont) Kozli: Mihail Sandu, Calimanesti, Roménia

Aprilisi potfeladat™. Becsiiljitk meg, mennyi lehet a hatsé belsé boritén ko-
z0lt fényképen lathato ,kolbasztokinga” lengésideje! A homogén toémegeloszlasinak
feltételezhetd tok hossza kb. 115 cm, keresztmetszete valtozo, és a felsé vége egy
rogzitett, de hajlékony indan csiing.

Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

*

Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: KoMalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

*A megoldds bekiildhetd, de nem szdmit bele a pontversenybe.
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 4. April 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 224): Exercises up to
grade 10: C. 1476. Prove that the inequality (y y) +x- yt3 >44x— % - % holds

for all positive x and y. C. 1477. Prove that 1f there is a point E on base AD of a
trapezium ABCD such that the perimeters of triangles ABE, BCE and CDFE are equal

then BC = %AD. Exercises for everyone: C. 1478. Given that a six-digit number
is divisible by 37, its digits are all different, and 0 does not occur among them, show
that at least six more numbers divisible by 37 can be obtained by changing the order
of the digits. C. 1479. In a triangle ABC, T is an interior point of side AC' such that
TA = BC, and P is an interior point of side AB such that the triangles CBP and PAT
are congruent. () is an interior point of side BC such that T'Q is not parallel to AB
and triangle BPQ is similar to triangle TC'Q. Prove that PT = QT. C. 1480. Solve the
z°—=Tz+6 _ 22414
r—2 T ox+2
C. 1481. The vertices of a regular octagon inscribed in a circle of radius 2 are connected
in three different ways, as shown in the figure: each vertex with the adjacent vertices, each
vertex with the second adjacent vertices, and finally, each vertex with the third adjacent
vertices. Prove that the product of the radii of the three inscribed circles is 2. C. 1482.

Prove that ’2 sinz + sin (23:)’ < %ﬁ .

equation on the set of integers. Exercises upwards of grade 11:

New exercises — competition B (see page 226): B. 4948. The positive integer n
is said to be chunky if it has a prime factor greater than \/n. For example, 2017 (a prime
number), 2018 = 21009 and 2022 = 2- 3 - 337 are chunky, while 2023 = 7- 17% is not. How
many chunky numbers are there which only have prime factors less than 30?7 (3 points)
(Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 4949. The feet of the altitudes drawn from
vertices B and C of an acute-angled triangle ABC are D and E, respectively. Let P be
an interior point of AD, and let @) be an interior point of AE such that EDPQ is a cyclic
quadrilateral. Show that the line segments BP and CQ intersect on the median drawn
from A. (8 points) B. 4950. Let F, denote the nth Fibonacci number (Fy = F> =1,
Fry2 = Fry1 + Fy), and define the sequence ag, a1, asz,... with the following recurrence
relation: let ao = 2018, and for all k > 0 let ary1 = ar + F,, where F,, is the largest
Fibonacci number less than ax. Will there be any Fibonacci number in the sequence (ax)?
(4 points) B. 4951. The elements of a set V' are n-dimensional vectors (ordered n-tuples
of numbers) of which each coordinate is —1, 0 or 1. No three different vectors of V' add
up to the zero vector. Show that |V| < 2-3"71. (4 points) B. 4952. Ts it possible to
dissect a cube with a finite number of straight cuts so that the pieces can be put together
to form two smaller congruent cubes? (5 points) (Proposed by Z. Gyenes, Budapest)

B. 4953. Provethatlnn—i—\[ \/74— +\/ﬁ<f+\/7 \/74_ +\/7

for all integers n > 1. (5 points) (Proposed by G. Holld, Budapest) B. 4954. Line ¢ passes
through vertex A of a triangle ABC, and it is parallel to BC'. Let /£ intersect the interior
angle bisectors of angles ABC and ACB at K and L, respectively. The inscribed circle
touches BC' at point D. Show that the circumscribed circle intersects the Thales circle
of line segment KL at two points, and these two points are collinear with D. (6 points)
B. 4955. Let n be a positive integer. What is the largest possible number of ordered triples

of non-negative integers (z1,y1, 21), (2, y2, 22), . . . such that the following conditions hold:
(1) For all 4, z; + yi + z; = n. (2) The numbers 1,2, ... are all different, the numbers
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Y1,Y2,... are all different, and the numbers zi,z2,... are also all different. Give an
example for such a sequence of maximum length with the required property. (6 points)
(Proposed by P. Erben, Budapest) B. 4956. A transformation of central similitude
is applied to a tetrahedron ABCD with each vertex as centre. The four diminished
tetrahedra obtained are AAyAcAd, Ba BB.Bg, CoCpyCCq and D, Dy D.D. Given that these
small tetrahedra are pairwise disjoint, prove that the volumes of tetrahedra A, B.CyD,,
ApBgD:Co, AcCyByDa, AcCqDyBa, AqDyB.C, and AygD.CyB, are equal. (6 points)
(Proposed by Sz. Kocsis, Budapest)

New problems — competition A (see page 227): A. 722. The Hawking Space
Agency operates n — 1 space flights between the n habitable planets of the Local Galaxy
Cluster. Each flight has a fixed price which is the same in both directions, and we know
that using these flights, we can travel from any habitable planet to any habitable planet.
In the headquarters of the Agency, there is a clearly visible board on a wall, with a
portrait, containing all the pairs of different habitable planets with the total price of
the cheapest possible sequence of flights connecting them. Suppose that these prices

are precisely 1,2,..., (n) monetary units in some order. Prove that n or n —2 is a

square number. A. 723. Let f: R — R be a continuous function such that the limit
f@+h)—2f(x)+f(z—h)

g(z) = }llin%) 2 exists for all real x. Prove that g(x) is constant if and
—

only if f(z) is a polynomial function whose degree is at most 2. A. 724. A sphere G lies
within tetrahedron ABC D, touching faces ABD, ACD, and BC' D, but having no point
in common with plane ABC. Let E be the point in the interior of the tetrahedron for
which G touches planes ABE, ACFE, and BCFE as well. Suppose the line DFE meets face
ABC at F, and let L be the point of G nearest to plane ABC. Show that segment F'L
passes through the centre of the inscribed sphere of tetrahedron ABCE.

Problems in Physics
(see page 250)

M. 377. Create a short circuit across a solar cell by connecting an ammeter across it.
Investigate how the current depends on the angle of incidence of the ,direct sun rays”. Do
not forget to set a proper measurement range for the ammeter.

G. 633. Is it possible that after a free kick is awarded to a team on a soccer pitch,
the ball bounces from the crossbar of the goal behind the goal line and from the ground
it bounces outward towards the pitch? G. 634. The inner ring of the ball-bearing shown
in the figure is at rest, the centres of the balls are undergoing circular motion at a speed
of 0.2 m/s. What is the number of revolution of the outer ring, if r =3 cm, R =4 cm?
G. 635. There is some water at a temperature of 0 °C in a bowl. Some part of it is taken
out and frozen to a piece of ice at a temperature of 0 °C, then it is put back to the bowl,
in which it floats on the top of the remaining water in it. a) Will the top of the ice be at
a greater height than the original water level? b) Which one has the greater gravitational
potential energy: the water ice system, or the original water in the bowl? G. 636. How
far may the city Miskolc be from the road sign in which the following warning is written:
“You cannot even save 8 minutes till Miskolc. Is it worth it?” (The speed limit for the
highways in Hungary is 130 km/h.)

P. 5023. The speed of an object sliding down a slope of angle of elevation 25°, is
one-quarter of the final speed that the object could have reached if there was no friction.
What is the coefficient of kinetic friction? P. 5024. An object of mass m is suspended
by a rubber thread of unstretched length I, and of force (spring) constant k. Then the
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object, which is in equilibrium, is pulled slowly, such that it moves along a horizontal line
through its initial position. What is the magnitude of the pulling force, which belongs
to the position when the rubber thread makes an angle of ¢ with the vertical? Data:
£=0.5m, p =30° m=04kg, k=10 N/m. P. 5025. Torricelli’s experiment was carried
out by means of a thick-walled glass tube. The inner diameter of the tube is 1 cm? and its
outer diameter is 3 cm®. The mass of the tube is 624 g and it emerges into the mercury
to a depth of 2 cm. By what force should the tube be hold? P. 5026. A thin ring of mass
m and of radius R is made swing with small amplitude in two different ways. In one of
the cases the ring is supported by a horizontal cylinder of radius r, displaced a bit and
then released. In the other case a thin pin of length » and of negligible mass is attached
to the inside part of the ring, such that it points towards the centre of the ring, and the
ring is supported by this pin while it swings. The motion of the ring is planar in both
cases. In which case will the period of the oscillation be larger? P. 5027. An experimental
bicycle was powered with a rocket engine, and happened to reach the speed of 333 km/h.
Starting from rest it reached the speed of 100 km/h in 1.1 s, 200 km/h in 2.5 s, 300 km/h
in 4.3 s and in 4.8 seconds it reached the speed of 333 km/h. When did it reach its
greatest acceleration and what was the value of this acceleration? How much distance did
it cover until it reached its greatest velocity?” What was the total mass if the thrust of the
rocket was 4.2 kN? P. 5028. Some air is confined in a 1 m long cylinder-shaped container.
The cylinder is moved at a constant acceleration in the direction of its symmetry axis,
while the temperature of the air in it is kept constant T' = 273 K. At what value of the
acceleration ag, would the pressure at the front of the cylinder be a) 0.1% less than the
pressure at the back of the cylinder? b) half of the pressure at the back of the cylinder?
Hint: The density of atmospheric air as a function of the height h — if the temperature is

constant 273 K — can be calculated with the barometric formula: o(h) = goef%gTh, where
M is the average molar mass of the air, and the density drops to half of the sea level
value at about 5500 m above sea level. P. 5029. An iron cube is placed to the top of an
aluminium cube having the same mass as the iron cube. a) What is the average density
of the gained metal object? b) By what amount measured in g/dm® does the average
density of the object change if its temperature is increased by 15 °C? P. 5030. Small
metal spheres of mass m were attached to an insulating rod of mass m and of length 4d.
There is another metal sphere (with a hole through it) of mass m, at a distance of d
from one of the ends of the rod. This sphere can move frictionlessly along the rod. All
the three metal spheres are given a charge of ), and the system is released — the system
is floating in a space station. What will the maximum speed of the sphere in the middle
be and how much distance will the spheres move until the maximum speed is reached?
P. 5031. The capacitance of the condensers in the circuit shown in the figure is C' = 4 uF.
The system is connected to a constant voltage supply of value U = 16 V. a) Calculate
the charge of the condensers and the voltage across them. b) The switch K is opened.
How much charge flows through the voltage supply until the new equilibrium state is
reached? P. 5032. At what speed will the nucleus of a 22YRn atom be pushed back when
it ejects an « particle? The mass of the radon isotope is 220.011394 u and the mass of
the remaining 24$Po polonium isotope is 216.001 915 u. P. 5033. The angular momentum
of the interstellar cloud of mass M, consisting of cosmic dust and gases, is N. Due to the
internal gravitational effects the total material of the cloud forms two small spheres, thus
a binary star system is created. a) What is the period Tiar of the binary star revolving
about its centre of mass, if the paths of the stars are circular and the masses of the stars
are m1 and m2? (m1+me = M and m1 < mo.) b) What can the distance between the
stars be? ¢) If the distance between the two stars is not exactly constant, but varies with
a small amplitude, what may the period of this variation be?
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