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Taxik és tavolsagok

1. A taxi geometria bevezetése

Az euklideszi geometridban két pont tavolsagat ,,légvonalban” hatdarozzuk meg
(lasd az 1. dbrdt). Ezzel szemben a taxi geometria esetében, mint ahogy azt az el-
nevezése is sugallja, a P és @ pontok kozotti tavolsdgot igy adjuk meg, ahogy egy
taxi haladna a legrévidebb uton egy varosban P pontbdl Q-ba.
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1. débra 2. dbra

A taxi geometria egy jobb modellt ad a varosi kozlekedésre, mint az euklide-
szi. Az ebben a geometridban mért tavolsag sokkal hasznosabb informécié lehet
a kozleked6 ember szamara, mint az euklideszi, mivel sajnos ra vagyunk kénysze-
riilve, hogy utcakon, jardakon kozlekedjiink és nincs alkalmunk légvonalban eljutni
valahova. Az, hogy egy pont téliink az euklideszi tavolsag szerint pontosan v/30 egy-
ségnyi tavolsdgra van altaldban nem til hasznos informécié. Az emberek szamara
tehat gyakran az igazi tavolsag a taxi tavolsag. De — ahogy minden alkalommal,
mikor matematikai modellt készitiink egy valds rendszerre — sziikség van bizonyos
egyszerlisité feltételekre, mivel nélkiilitkk a modell felallitasa vagy a probléma megol-
désa tul bonyolulttd valhat. Esetiinkben jelentGsen leegyszertisitjiik a varos képét:
minden utcanak észak-dél, illetve kelet-nyugat irdnytunak kell lennie, mint ahogyan
ezt a 2. dbra is szemlélteti, az utcdknak nincsen szélessége, az utcak keresztez6dé-
sei az egész koordinataju pontok, és egy haztombot egy négyzetracs jelol. Sajnos
nincs olyan telepiilés a vildgon, amely teljesen megfelelne ezeknek a feltételeknek,
léteznek viszont véarosrészek, amelyek nagyjabdl igen. Ilyenek példaul az amerikai
egyesiilt allamokbeli New Yorkban taldlhaté Manhattan egyes részei.

Most pedig képzeljiik el az A és B pontokat, mintha egy varos kiilénb6z6 pont-
jai lennének a 2. dbrdhoz hasonléan. Ekkor mar teljesen mashogy gondolkodunk,
ha azt szeretnénk megtudni, hogy a kiindulasi helyiinktél, vagyis az O ponttdl,
az Ady és a Hatodik utca keresztezédésében 1évé A pont, vagy a Déry és a Hatodik
utca taldlkozasanal taldlhaté B pont van koézelebb. Elsédlegesen nem a Pitagorasz-
tétellel fogunk okoskodni, hanem egyszertien megszamoljuk, hogy hany haztombnyi
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tavolsagot kell megtenniink tgy, hogy csak a tengelyekkel parhuzamosan haladha-
tunk, hogy eljussunk a célpontokhoz. Mas széval hanyat kell ,,vizszintesen”, vagyis
kelet-nyugati iranyban, illetve , fiiggllegesen”; azaz észak-déli iranyban lépniink, ha
a varos egyik pontjabdl el szeretnénk jutni egy masikba, méghozza a lehetd legrovi-
debb tuton. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban ezeket az irdnyokat a ,felfelé”,
vagy ,lefelé”, illetve , jobbra”, ,balra” kifejezésekkel illetjiik. Ha O-bdl el akarunk
menni B-be, ezt tobbféleképpen is megtehetjiik, példaul a 2. dbrdn jelzett utakon,
ekkor mindkét esetben valéoban ugy kozlekedtiink, mint egy taxi, mivel csak viz-
szintesen és fliggblegesen mozogtunk. Legyenek O és B egy koordinata-rendszernek
a pontjai, ahol O = (01;02) és B = (by;b2). Ekkor O-bdl B-be haladva legaldbb
|o1 — b1| hosszi utat kell vizszintesen megtenniink és legaldbb |oa — ba| utat kell
megtenniink fiiggdlegesen. A felirt szakaszok hosszainak az tsszege fogja megadni,
hogy milyen hossszi iton jutunk el az egyik pontbdl a mésikba, ha a lehetd leg-
rovidebben megyiink. Ezek utén felirhatjuk a két pont ,taxi tavolsagat” megadd
képletet: dr(O; B) = |by — 01|+ |ba — 02|. Természetesen a képlet tigy is hasznélhatd,
ha a pontok koordinatai nem egészek, de az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban
csak egész koordinataji pontokkal foglalkozunk.

Jelolje a késébbiekben dp az euklideszi, mig dr a taxi geometriabeli tavol-
sdgot. Nézziik meg az 1. dbrdn az A = (6;0) és B = (3;4) pontok euklideszi t&-
volsdgat az origdtél. Az A pont esetében ez nyilvan dg(A;O) = 6, mig a B pont
esetében a Pitagorasz-tétel segitségével tudjuk azt kiszdmolni, azaz dg(B;0) =

= \/(0 — 3)2 +(0— 4)2 = 5. Ebbdl kovetkezik, hogy dg(B;0) < dg(A4;0), tehit
az euklideszi tavolsdg szerint B kozelebb van O-hoz, mint az A pont. A kovetke-
z6kben szdmoljuk ki ugyanezen pontok kozott a taxi tdvolsdgot is. Ahhoz, hogy
az O ponttdl eljussunk A-ba 6, mig a B pont esetében 3 4+ 4 = 7 hdztémbnyi tavol-
sdgot kell megtenniink. Vagyis dr(A4;0) = 6 és dr(B;0) = 3+4 = 7, ahol az utébbi
esetben az Osszeg els6 tagja a fliggblegesen, a masodik pedig a vizszintesen meg-
tett ut. Megfigyelhetd, hogy dr(B;O) > dr(A;O), tehat a taxi tdvolsdg szerint A
kozelebb van O-hoz, mint B.

Erdemes ezutén megvizsgalni, mit mondhatunk &ltaldban a kétféle tavolsag
nagysaganak kapcsolatardl.

1. allitas. Két pont euklideszi tdvolsdga legfeljebb akkora, mint a taxi tdvolsd-
quk, ami pedig legfeljebb az euklideszi tdvolsdg \/2-szerese.

Bizonyitas. Legyenek X = (z1;22) ésY = (y1;y2) a sik pontjai. Ekkor az ab-
szolutérték nemnegativitdsanak koszonhetéen 2|x; — y1||x2 — y2| = 0 teljesiil. Ad-
junk hozzad az egyenlétlenség mindkét oldaldhoz |z — y1|2 + |2 — y2|2—et, ekkor
a kovetkez6t kapjuk:

2 2 2 2
20x1 =yl |w2 — yo| + |21 —w1” + |v2 — w2l” = |21 — 41]” + |22 — y2
Mivel az egyenl6tlenség jobb oldalan egy teljes négyzet talalhatd, igy azt Ossze-
vonva,

2
(Jz1 — y1| + |22 — y2|)” = (z1 — y1)? + (22 —y2)°.
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Mindkét oldalon gyckot vonva, az egyszeriisités utan azt kapjuk, hogy

w1 = ] + |w2 — y2| 2 \/(901 — 1) + (22— 1o)*,

ami nem mas, mint dr > dg. Az euklideszi tavolsag tehat nagyobb vagy egyenld,
mint a taxi tavolsag. Egyenloség pedig csak abban az esetben all fenn, ha x7 = y1,
vagy xo = ys teljesiil, vagyis z és y egy (vizszintes vagy fiiggbleges) egyenesen he-
lyezkednek el. Hasonldan, az (|1 — x2| — [y1 — y2|)2 > 0 egyenlStlenség rendezésével
|2

|21 — @2 + [y1 — yol® = 221 — @] - [y1 — v2l,

2((21 — 22)” + (g1 — 12)%) = (21 — 22)° + (1 — 92)° + 2]w1 — 22| - y1 — 102l
2
2((x1 — 22)> + (1 — 12)°) = (|21 — xa| + |y1 — 2])",

négyzetgyokot vonva pedig

\/5\/(551 —22)” + (g1 — 12)* = o1 — 32| + |y1 — w2,

azaz valéban 2dg > dp. Ezzel az 4llitast beldttuk. O

Meg kell még jegyezniink, hogy a fentiekben csak olyan pontokkal foglalkoz-
tunk, amelyek egész szamu koordinatakkal rendelkeznek, de ugyanigy, ahogy bér-
mely, akar nem egész koordinatdji pontok esetében is ki tudjuk szdmolni azok
euklideszi tavolsagat, igy a taxi tavolsagot is. Barmely két pontnak van tehat taxi
tavolsaga, attdl fiiggetleniil, hogy azok két utca taldlkozdséndl vannak vagy sem.

A kovetkez6kben nézziink meg néhany ., gyakorlati” problémat, amelyek meg-
oldasdban a taxi geometriat célszer(i alkalmazni az euklideszi helyett.

/ /

3. dbra 4. dbra

1. feladat. Az idedlis vdrosban bejelentés érkezett a renddrségi diszpécserhez,
miszerint baleset tértént az X = (—1;4) pontban. Két jdrdrkocsi is a baleset kizelé-
ben van, az egyik az A = (2;1), mig a mdsik a B = (—1;—1) helyen. Melyik kocsit
kiildjék a baleset helyszinére?

Megoldas. Vegyiink egy koordindta-rendszert és jeloljik rajta az X = (—1;4),
A=(2;1) és B=(—1;—1) pontokat. Mivel azt szeretnénk, hogy egy jéarér mi-
nél elobb a helyszinre érjen, a legkozelebbi kocsit kell odakiildeniink. Ehhez ki
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kell szamolnunk, hogy A és B milyen tdvolsigra vannak X-t6l a taxi tévol-
sag szerint. Nézziik meg el6szor az A és X kozotti tavolsdgot, ez az el6zbek-
ben leirtak alapjan ugy szamolhaté ki, hogy Osszeadjuk, hogy hany haztombot
kell vizszintesen, illetve fiiggblegesen haladnunk A-t6l X-ig, vagyis dr(A4; X) =
= |2 - (~1)| + |1 — 4] = 6. Hasonléan jarjunk el a B és X pontok esetében, azaz
dr(B; X)=|—1—(=1)| +|—1—4| = 5. Ezek alapjdn azt kaptuk, hogy az A-val
jelolt rendérauté 6, mig a B-vel jelolt rendorautd 5 haztombnyi tavolsdgra van
a baleset helyszinétol. A diszpécser a B kocsit fogja a baleset helyszinére kiildeni,
mivel az kozelebb van ahhoz, {gy gyorsabban fog odaérni (feltéve persze, hogy a va-
rosban mindeniitt ugyanakkora a forgalom).

2. feladat. Anna és Baldzs lakdst keresnek az idedlis vdrosban, Anna egy
bankban dolgozik, amely az A = (—3;—1) keresztezédésben taldlhatd, mig Baldzs
egy iskoldban, amely B = (3;3)-ban van. Ugy dontottek, hogy olyan helyen keresnek
albérletet, ahol Anna munkahelyétdl a lakdsig és Baldzs munkahelyétdl a lakdsig
vett tavolsagok 0sszege minimdlis. Mely keresztezddésekben keressenek lakdst?

Megoldas. Vegyiink egy koordinata-rendszert, ahol jeloljiik Anna munkahe-
lyét A-val, Baldzsét B-vel és L-lel a keresendd lakast. A kérdés matematikailag meg-
fogalmazva az, hogy keressiik azon L pontokat, amelyekre a dr(A; L) + dr(B; L)
kifejezés minimadlis. Ahhoz, hogy A-bdl B-be eljussunk a legrévidebb ton, fiiggéle-
gesen felfelé kell haladnunk 4 haztombot és vizszintesen jobbra 6-ot. Ezt tobbféle-
képpen is megtehetjiik attdl fiiggden, hogy melyik keresztezédésben melyik irdnyt
valasztjuk a ketté koziil. Az Gsszes lehetséges utvonalat jelolve a 4. dbrdn 1évé
téglalapot kapjuk. Ha ennek a belsejében vagy a hataran 1évé keresztezodésekben
keresiink albérletet, akkor az A-tdl és B-t6l vett tdvolsdgdnak az dsszege 10, hiszen
ekkor A-t6l az albérletig és az albérlettsl B-ig megtett it éppen A és B tdvolsdga.
Tekintsiink most egy tetszéleges pontot a kapott téglalapon kiviil az elsé sikne-
gyedben és tegyiik fel, hogy ez a keresett lakds, legyen ez példaul az L = (1;5).
Ekkor L-nek az A-t6l vett tavolsdga dr(A; L) = |—3—1|4+|—1—5| = 10 és B-t6l
dr(B; L) =|3—1|4|3—5| = 4. Vagyis ebben az esetben dr(A; L) +dr(B; L) = 14.
Ez lathatéan tobb, mintha az eléz6ekben megbeszélt teriileten béreltek volna lakast,
hiszen itt az A pontbdl kiindulva 4 hiztombnyit kell gyalogolnunk , felfelé” ahhoz,
hogy eljussunk a B-n dtmend vizszintes (kelet-nyugati) egyenesig (utcaig), de mivel
az L ,feljebb” taldlhatd, ezért még 2-t kell megtenniink ebbe az irdnyba. Jobbra
ugyan kevesebbet kell menniink, 4 haztombnyit, viszont a ,hidnyz6” 2 haztombot
B-nek kell megtennie ,balra” és ezen feliil B-nek is haladnia kell ugyanannyit ,,fel-
felé”, mint amennyi extra haztombot kellett A-nak. Osszeszémolva, tbbet kellett
fliggblegesen és vizszintesen is haladnunk, mintha a téglalap belsejébdl, vagy ha-
tararol valasztottunk volna egy pontot. Hasonlé eredményeket kapunk, ha a tobbi
stknegyedbdl vélasztunk pontokat a téglalapon kiviil. A dr(A; L) 4+ dr(B; L) 6sszeg
minimuma tehat 10, és a minimumot adé pontok a 4. dbrdn jelolt téglalap pontjai.

2. A kor

Az euklideszi geometridban a sikon egy kort vagy korvonalat a kovetkezokép-
pen definidlunk.
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1. definicié. A korvonal a sik azon pontjainak a mértani helye, amelyek
a sik egy adott pontjatdl adott tdvolsagra helyezkednek el. Az adott pont a kor
kozéppontja, mig a tavolsagot a kor sugaranak nevezziik.

Yy Ha a megszokott euklideszi tavolsdgot vessziik
figyelembe, akkor egy ,kor” alaku alakzatot ka-
punk, viszont a taxi tavolsag esetében a kér mar
nem igy fog kinézni, azaz nem lesz kor alaku.

/ \ Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy milyen lesz az 1j
L alakzatunk, vegyiink egy (xo;y0) pontot és keres-
/ ¥ siik meg azokat az (z;y) pontokat, amelyek té&le

adott r taxi tdvolsdgra helyezkednek el. Vagyis
dr((x0;90), (7;y)) = |zo — | +|yo — y| = 7. Nézziik
meg az abszoliutértékek feloldasdra szolgalé négy
esetet és az altaluk meghatarozott alakzatokat. Ha zg > x és yy > y, akkor elhagyva
az abszolutérték jeleket az egyenletiink zo — x + yo — y = r, amelyet atrendezve
y=—x+x9+yo—r. Az egyenlet az xg > x és yg > y feltételek mellett egy szakaszt
hatdroz meg, amelynek pontjai r taxi tédvolsdgra vannak az (zq;yo) ponttdl és
végpontjai (zo — 7;yo) és (xo;y0 — ). Ha g < x és yo > y, akkor az egyenlet

5. dbra

—(zo—x)+yo—y=r, &trendezve y=a—xz9+yo—1

Ennek a szakasznak a végpontjai az (zo+ 7;y0) és az (zo;y0 —r). Ha 2o < x és
yo <y, akkor a —(xg — x) — (yo — y) = r egyenletet kapjuk, amelyet atrendezve
az y = —x + xo + yo + r kifejezést kapjuk. A szakasz végpontjai ebben az esetben
(xo+7;90) és (xo;yo+ 7). Haxg > x és yo < y, akkor az egyenlet zg —z — (yo —y) =
=r, amelyet ha atrendeziink, az y = x — x¢ + yo + r egyenletet kapjuk. Ekkor
a kapott szakasz végpontjai (zo;yo + 1) és (xo — 7;y0). Vegyiik észre, hogy az egyes
szakaszok végpontjai megegyeznek, igy egy négyzetet hatidroznak meg, amelynek
a cstcsai az (zo;yo — 1), (o + 75 %0), (To; yo + 1) és az (xg — r;yo) pontok lesznek.
A kor a taxi geometridban tehdt egy euklideszi értelemben vett négyzet, amelynek
csucsai az el6bbi pontok.

Alkalmazzuk a fentiekben leirtakat néhany feladatban.

3. feladat. Eszter az idedlis vdrosban jdrt, amikor az E = (2;1) pontban ész-
revette, hogy fogyoban van az izemanyaga. Tudja, hogy 5 hdztomb tdvolsdgban ta-
lalhatd eqy benzinkit. Mely pontokban helyezkedhet el a benzinkut?

Megoldaés. A koordinata-rendszerben vegyiik fel az E pontot. Azokat a ponto-
kat keressiik, amelyek 5 haztomb tavolsagra vannak az E-t6l, vagyis egy adott pont-
tél egyenld tavolsagra 1évé pontokat. Ez azt jelenti, hogy egy F kozépponti 5 su-
gart taxi kort akarunk meghatdrozni. Ekkor a (2;1+5) = (2;6), (2;1—-5) = (2;—4),
(245;1) =(7;1) és (2—5;1) = (—3; 1) pontok meghatdroznak egy euklideszi érte-
lemben vett négyzetet, vagyis az E kozéppontd 5 sugari taxi kort. A taxi kérvona-
lat alkoté pontok mindegyike tehdt 5 taxi tavolsdgra van Eszter jelenlegi helyétol,
vagyis megallapithatjuk, hogy a keresett benzinkiit a taxi kérvonal valamelyik pont-
jaban helyezkedik el. Ha az y-tengellyel parhuzamosan mozditjuk el a pontot, akkor
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a tavolsdga F-t6l néni fog. Ha viszont az z-tengellyel parhuzamosan indulunk el,
akkor az egyik iranyba csokkenni, a masikba pedig ismételten néni fog a tévolsdg
a két pont kozott. A kovetkezOkben prébaljuk meg egy, a ponton atmend 1 me-
redekségii egyenesen mozgatni a pontunkat, ekkor ha a negyedik siknegyed felé
haladunk, akkor ismét azt fogjuk tapasztalni, hogy a tavolsag egyre csak né. Azon-
ban, ha a maésik irdnyt valasztjuk, akkor a tavolsagunk nem fog véltozni, vagyis
ugyanugy 5 marad, egészen a (2;6) csiicsig, onnantdl kezdve az egyenesen tovdbb
haladva a tavolsaguk ismét néni fog.

Ezek a pontok mind j6 tavolsagra lesznek E-t6l. Most nézziik meg az ugyan-
ezen a ponton athaladé —1 meredekségli egyenest. Ebben az esetben ha az els6
siknegyed felé megyiink, akkor a tavolsdg egyre csak nd, viszont a masik irdny-
ban haladva tjra jé pontokat kapunk, mivel ezek ugyantgy 5 haztémbnyire lesznek
E-t6l. Ismét csak egy cstcsig, méghozzd a (2; —4)-ig mehetiink, mivel ha tovdbb
folytatjuk utunkat az egyenesen a tavolsag megint néni fog. Ezt a gondolatme-
netet alkalmazva a (—3;1) pontra hasonld alakzatot fogunk kapni. Ha vessziik
az uniojat a masik pontnal kapott alakzattal egy négyzetet fogunk kapni, amelynek
az Osszes pontja pontosan 5 tavolsidgra lesz Eszter jelenlegi helyétdl, vagyis ezen
a vonalon kell elhelyezkednie a benzinkitnak.

4. feladat. Péter az idedlis vdrosban dolgozik egy iroddban, amely az I =
= (1;2) pontban helyezkedik el. Minden nap eljar ebédelni, de mivel nem szeretne
tul messzire menni a munkahelyétdl, igy eldontotte, hogy legfeljebb 3 hdztémbnyire
hajlando éttermet keresni. Hol taldlhatok azok az éttermek a vdrosban, ahol Péter
elfogyaszthatja az ebédjét?

Megoldas. Vegyiik fel a koordinata-rendszeriinkben az irodat, ahol Péter
dolgozik. Keressiik meg azokat a pontokat, amelyek pontosan 3 tadvolsagra vannak
I-t6] a taxi geometridban. A fentiekben leirtak alapjan tudjuk, hogy azok az

(1;243) = (1;5), (1;2-3) = (1;-1), (1+3;2)=(42) és (1—3;2) = (=25)

pontok altal meghatarozott euklideszi értelemben vett négyzetlap pontjai. Péter
a négyzetlap pontjai kozott kereshet éttermet.

5. feladat. Egy épitész cég szeretne egy apartmanhdzat felépiteni, méghozzd
dgy, hogy az legfeljebb 5 hdztémb tavolsdgban legyen a B = (—3;0) pontban taldlhatd
bevasarlokdzponttdl, illetve, hogy legfeljebb 4 hdztombnyire legyen a teniszpdlydtol,
amely a T = (2;2) pontban helyezkedik el. Hova épitheti fel a hdzat, hogy mindkettd
feltétel teljestiljon?

Megoldas. Gondoljuk meg, hogy hogyan is oldanank meg a feladatot a szoka-
sos tavolsdgfiiggvény mellett. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert és abban jel6l-
jik a B és T pontokat a megfelel$ helyen. A feladat szerint a B ponttdl legfeljebb
5 haztomb tavolsigra épitkezhetiink, ezen pontok halmaza ekkor egy korlap lesz.
Ugyanigy jarhatunk el a T pont esetében is. Ekkor kaptunk két korlapot, mindkét
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/ feltételiink akkor fog egyszerre teljesiilni, hogyha
a két korlap metszetében épitkeziink. Ha most
a taxi metrikdban oldjuk meg a feladatot, hasonléan
kell eljarnunk, azzal a kiilonbséggel, hogy az el6z6ek
alapjan tudjuk, hogy a koérlapok ebben az esetben
négyzetlapok lesznek, méghozza pontosan ugy, mint
a 6. abran. Ha a két négyzetlap metszetében keres
az épitész cég helyet az apartmanhéz felépitéséhez,
biztosan teljesiilni fog mindkét feltétel.

6. dabra

6. feladat. Egy telefontdrsasdg (a 20. szdzad elsd felében ... ) telefonfiilkéket
szeretne telepiteni az idedlis vdarosba, méghozza gy, hogy mindenki, aki legfeljebb
12 hdztombnyi tavolsdgra lakik a vdroskdzponttdl, legfeljebb 4 haztombnyire legyen
eqy telefonfiilkétél. Hovd tegye a telefonfiilkéket a cég?

Megoldas. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert, ahol legyen az origé a va-
roskozpont. Ettol legfeljebb 12 haztombnyi tavolsdgnyira szeretnénk a telefonfiil-
kéket telepiteni. Nézziik meg el6szor azokat a pontokat, amelyek pontosan ekkora
tavolsagra lesznek az origotol. Egy adott ponttdl egyenld téavolsdgra 1évé pontok
halmazat, azaz egy taxi kort fogunk ismét keresni. Ha ezt tudjuk, akkor felirhatjuk
a taxi kor csiesait: (12;0), (—12;0), (0;12) és (0; —12), ezek megadjak a 12 su-
gart, origd centrumu taxi korlapot. A kapott taxi kort fel tudjuk osztani, ahogyan
a 7. dbra is mutatja, 9 egybevagd részre. Lathatd, hogy az igy kapott euklideszi
értelemben vett négyszogek 4 egységnyi sugart taxi korok. Ha ezen kérok mindegyi-
kébe elhelyeziink egy-egy fiilkét, akkor a 12 sugart korlap egész teriiletére teljesiil,
hogy az ott él6k legfeljebb 4 haztombnyire vannak a legktzelebbi fiilkétél. Azok,
akik a taxi korok hataran élnek 2; azok, akik a négyzetek megfelel6 sarkaiban élnek
4 fulke koziil is valaszthatnak. Ahogyan a 8. dbrdn is lathatjuk, 9 fiilke elég lesz
a teriilet teljes lefedéséhez.

=24

7. dbra 8. abra

7. feladat. Anna és Baldzs albérletet keresnek. Egyetlen feltételhez ragasz-
kodnak, méghozza ahhoz, hogy mindketten egyenld tdvolsdgra lakjanak a munkahe-
lyiiktdl, vagyis Anna a banktdl, amely az A = (—3; —1) pontban taldlhaté és Baldzs
az iskoldtdl, amely a B = (3;3) pontban van.
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Megoldéas. Ahogy mér a 2. feladatban is kisza- Yy
moltuk dp(A4; B) = |—3-3|+|—1-3| = 10, ennek
a fele 5, vagyis az albérlet legalabb 5 taxi tavolsagra
kell, hogy legyen A-t6l és B-t6l is. Keressiikk meg
elészor az A és B pontoktdl 5 haztombnyi tavol- RN 7s
sagra 1év6 pontokat. Egy adott ponttdl adott tavol- A
sagra 1évo pontokat keresiink, vagyis egy-egy taxi
kort. Az A pontnél a (—3;4), (—8;—1), (—3;—6) és
(2; —1) pontok, mig a B esetében a (3;8), (—2;3),
(3; —2) és (8;3) pontok hatdrozzék meg az 5 suga-
ru taxi koroket. A két taxi kor az oldalszakaszaik egy részében fognak érintkezni,
ahogyan az a 9. abrdn is lathato a bels6 négyzetek esetében, ezek azok a pontok,
amelyekre teljesiil, hogy mindkét ponttdl 5 tavolsigra vannak. Ha Anna és Balazs
ezen a szakaszon keres lakast, akkor biztosan teljesiilni fog ra a feltételiik. Nemcsak
az A-tél és B-t6l 5 taxi tavolsagra 1év6 pontok lesznek megfeleléek, hanem azok is,
amelyek 6,7, ... taxi tdvolsdgra vannak télitkk. Ha ezeket a taxi koroket is felrajzol-
juk, akkor lathatjuk a 9. dbrdn a két kozépso, illetve a két kiilsé négyzeten, hogy
2-2 pontban fogjdk egymast metszeni, vagyis ezek azok a pontok, amelyek A-tdl
és B-t0l is egyenl6 tavolsiagra vannak. Ha az Gsszes j6 pontot megtalaltuk, akkor
a fekete toréttvonalat fogjuk megkapni. Anndnak és Baldzsnak ezen a vonalon kell
albérletet keresniiik, ha azt akarjak, hogy az mindkettejiik munkahelyétdl egyenld
tédvolsdgra legyen. Mozgassuk a C-t és nézziik meg, hogyan véltozik az A-hoz viszo-
nyitott tavolsaga. Ha az y-tengellyel parhuzamosan mozditom el barmelyik irdnyba,
akkor a tavolsag néni fog. Ha az z-tengellyel parhuzamosan teszem ugyanezt, akkor
egyik irdnyba csokken, mig a mésikba né a tavolsaga az A-t6l. Ezek utdn prébédljunk
meg ferdén, a ponton atmend, euklideszi értelemben vett 1 meredekségili egyenes
mentén haladni. Ha tdvolodunk az y-tengelytdl, akkor a tavolsdg ismét né. Azon-
ban, ha kozelediink felé, akkor nem véaltozik, 5 marad egészen addig, mig el nem
ériink az A pont vonaldba, utdna a tavolsag Gjra néni fog. A —1 meredekségi egye-
nesen haladva hasonl6 eredményeket kapunk. Vegyiik most a D = (—8; —1) pontot
és mozgassuk ugy, mint C-t. A C és D pontok mozgatisa altal egy négyzetet kap-
tunk és megtalaltuk az 6sszes olyan pontot, amely 5 tavolsigra lesz A-t6l. Ugyan-
ezt szeretnénk megtenni B-vel is, ahol ugyanigy egy négyzetet fogunk kapni. A két
négyszog egyik oldalegyenese egybeesik, ahogyan az a 9. dbrdn is latszik. Tehat ezek
lesznek azok a pontok a téglalapon beliil, amelyekre teljesiil a feltételiink. A kove-
tez6kben nézziik meg azokat a pontokat, amelyek 6 haztombnyi tavolsagra lesznek
a két munkahelytdl. Az el6z6 eljarast alkalmazva, azt tapasztaljuk, hogy ismét két
négyzetet kaptunk, amelyeket az dbran kékkel jeloltiink. Ezeknek a metszéspont-
jal lesznek azok a pontok, amelyek A-t6l és B-t6l egyenlé tavolsdgra lesznek. Ha
az eddigiekhez hasonléan folytatjuk és megnézziik a 7,8, ... tavolsagra 1év6 pon-
tokat is, akkor az abran feketével jelzett vonalat kapjuk. Vagyis azok lesznek azok
a pontok, amelyek egyenl6 tdvolsdgra lesznek Anna és Baldzs munkahelyétdl, itt
kell maguknak albérletet keresni, ha azt szeretnék, hogy a fenti feltétel teljesiiljon.

9. dbra

8. feladat. Az idedlis vdrosban hdrom kézépiskola is van: a Széchenyi az S =
= (—4;3) pontban, a Berzsenyi a B = (2;1) pontban, az Edtvis az E = (—1; —6)
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pontban. A vdros egyes pontjain lako gyerekek melyik kézépiskola didkjai, ha min-
denki a szamdra legkdzelebb lévébe jar?

Megoldéas. Ebben a feladatban adott harom ponttdl egyenld tavolsdgra 1évd
pontokat szeretnénk megtaldlni. Szamoljuk ki el6szor a pontok tavolsagat egy-
méstol: dp(S;B)=|—4—2|+13-1]=8,dr(S;E) =] -4+ 1]+ [3+6| =12 és
dr(E;B)=|—1-2|+|—6— 1| = 10. Nézziik meg, hogy kik lesznek azok, akik
valaszhatnak, hogy melyik iskolaba jarjanak, mivel két iskolatdl is egyenlo tavol-
sdgra laknak. Vegyiik a Széchenyi és a Berzsenyi iskoldkat, vagyis az S = (—4;3)
és B = (2;1) pontokat a koordindta-rendszeriinkben és nézziik meg, melyek azok
a pontok, amelyek ugyanannyi tavolsagra vannak téliik. Alkalmazzuk a 7. feladat-
ban tanultakat, igy kapni fogunk egy szakaszt, amely a (—2;2) és (0;4) pontokra
illeszkedik, valamint az ezekbdl a pontokbdl kiindulé félegyeneseket, amelyek par-
huzamosak a tengelyekkel. Ha ugyanezt az eljarast hasznéljuk az S és F, illetve
FE és B esetében, hasonlé alakzatokat kapunk, annyi valtoztatassal, hogy mind-
két esetben, ha azokat a pontokat keressiik, amelyek nagyobb tavolsdgra vannak
mindkét ponttdl, mint a tavolsaguknak a fele, ez-
uttal nem ,felfele” és ,lefele” keressiik, hanem az x-
tengellyel parhuzamosan jobb, illetve bal iranyban.
Végil a 10. abrat kapjuk, ahol lathatd, hogy a to-
rottvonalak metszeni fogjak egymast a (—2;0) pont-
ban. Ez azt jelenti, hogy akik itt laknak, azok ha-
rom, a torottvonal tobbi pontjan lakd gyerekek pe-
dig kettd iskola koziil valaszthatnak; mig azok, akik
a kiilonb6z6 modon satirozott részeken élnek, nem
10. dbra valaszthatnak, 6k a hozzajuk legkdzelebbi iskolaba

jarnak.

3. Az ellipszis
Az euklideszi sikon egy ellipszist a kovetkezéképpen definidlunk.

2. definicié. Az ellipszis azoknak a sikbeli pontoknak a mértani helye, ame-
lyeknek a sikon két adott ponttol mért tavolsagaik Gsszege allandd, és ez az allandd
nagyobb, mint a két pont tavolsdga. A két adott pontot fokuszpontoknak hivjuk.

Ahogy azt mér a kor esetében is lathattuk, a tavolsagfiiggvény megvéltozasaval
az alakzat képe is médosulni fog. El6szor gondoljuk meg, hogyan is rajzolnank fel
egy euklideszi értelemben vett ellipszist. A taxi ellipszis is hasonlé médon rajzolhaté
fel, azzal a kiilonséggel, hogy ebben az esetben korok helyett négyzeteket fogunk
osszemetszeni. Hogy ez hogyan is miikodik, egy feladaton keresztiil nézziik meg.

9. feladat. Legyenek a fokuszok az Fy = (1;3) és Fy = (5;3) pontok. Azo-
kat a P pontokat keressiik a sikon, amelyeknek a fokuszoktol vett tdvolsdgdsszege

6 egység.

Megoldas. A feladat feltétele: dp(P; Fy) + dp(P; Fz) = 6. A 6-ot példaul fel
tudjuk irni a 4 és 2 Gsszegeként. Ekkor legyen dp(P;Fy) =4 és dp(P; Fy) =2.
Ez azt jelenti, hogy mindkét esetben egy adott pontdl adott tavolsdgra 1évo pontok
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halmazat keressiik, vagyis taxi koroket, amelyeknek a centruma az adott fokusz,
a sugara pedig a tavolsag. Ha ezeket felrajzoljuk, akkor a metszéspontjaikra igaz,
hogy Fi-t6l 4 és Fy-t6l 2 tavolsdgra vannak, vagyis ezek a pontok rajta lesznek
a keresett taxi ellipszisiinkon. Ezt az eljarast folytatjuk dgy, hogy kodzben olyan
sugaru taxi koroket metsziink ossze, amelyek sugarainak az Osszege 6. Az 1 és
5 sugaru korok esetében egy érdekes dolgot figyelhetiink meg. Ezek ugyanis nem
egy vagy két pontban fogjak metszeni egymadst, hanem a kisebbik négyszog két
teljes oldalszakaszaban. Ha az Gsszes lehetséges kort felrajzoltuk, akkor a 11. dbrdn
lathaté taxi ellipszist fogjuk kapni.

/ /

11. dbra 12. dabra

Ezek alapjan azt feltételezhetnénk, hogy egy taxi ellipszis altalaban egy hat-
sz0g lesz, azonban ez nincs mindig igy. Valtoztassuk meg a fékuszpontokat ugy,
hogy azoknak egyik koordinatija se egyezzen meg a masik megfelel6 koordina-
tdjaval. Ha a 9. feladatban 16v6 fékuszok helyett példaul az Fy = (1;3) és Fy =
= (3;1) pontokkal oldjuk meg a feladatot, akkor a 12. dbrdt kapjuk, amelyen j6l
lathatd, hogy ezuttal egy nyolcszog a megoldéas. Tekintsiik a 11. és 12. dbrdkat és
figyeljiik meg a kapcsolatot az ellipszis vizszintes és fligglleges oldalai és a fokuszok
altal meghatarozott téglalap kozott. Ha kozelitjiikk egymashoz a két fokuszt, akkor
egyre kisebb lesz a téglalap, valamint az ellipszis vizszintes és fiiggbleges oldalai is,
egészen addig, amig a két pont meg nem egyezik, amikor is az ellipszisbdl egy taxi
kort kapunk. Hasonlé jelenség figyelhetd meg az euklideszi értelemben vett ellip-
szis esetében is, hiszen ahogy kozelitjiik a két fokuszt egymashoz, annél jobban fog
az alakzat egy korre hasonlitani.

Nézziik meg, hogyan tudjuk alkalmazni a fentiekben leirtakat néhény fel-
adatban.

10. feladat. Csongor, aki a C = (—2;—1) pontban lakik az idedlis vdrosban,
minden reggel futni jdar. Eqgy bardtja, akinek otthona a B = (2;2) pontban van, gy
dont, hogy csatlakozik hozzd. Elhatdrozzdk, hogy mindig a vdros hatdrdn fognak
taldlkozni. Kiszdmoltdk, hogy ez csak gy sikerilhet, ha a Csongor és bardtja dltal
futott tav pontosan 9 haztémbnyi. Melyek lesznek a vdros szélét jelzé pontok?

Megoldas. Vegyiink fel egy koordindta-rendszert és abban jeloljikk a C' =
=(—2;—1) és B =(2;2) pontokat. Azokat a P pontokat keressiik, amelyekre
teljesiil, hogy dr(P;C) + dp(P; B) =9, amely egy taxi ellipszis. Legyen példdul
dr(P;C) =1 és dr(P; B) = 8. Ekkor ez azt jelenti, hogy a B és C pontoktdl adott
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tavolsagra 1évo pontok halmazét keressiik, vagyis taxi koroket. Ha abrazoljuk el6-
szor a C-t6l 1 és a B-t06l 8 taxi tavolsdgra 1évé pontokat, a két taxi kor két metszés-
pontjara igaz lesz a feltételiink, amely ebben az esetben nem két metszéspont lesz,
hanem a kis taxi kor két teljes oldalszakasza, mivel azok teljes egészében a nagy
taxi kor oldalszakaszainak részei. Ugyanezt megtehetjiik forditva is, miszerint ha
felrajzoljuk a C-t6l 8 és a B-tAl 1 taxi tavolsagra 1évé pontokat, ekkor ismét két ol-
dalszakaszt fogunk kapni. Nézziik meg, hogy a 9 még hényféleképpen bonthaté fel
két szam Osszegére. Ha a 2 és 7 sugart taxi korok metszik egymast, akkor két met-
széspontot fogunk kapni és ugyanez torténik, ha a 3 és 6 sugaru taxi korok esetét
vizsgaljuk meg. Ha azonban a 4 és 5 sugaru taxi korok metszetét képezziik, azok
egy pontban és két oldalszakasz egy kis szakaszan fogjak metszeni egymast. Ezek
a pontok egy taxi ellipszist fognak alkotni, ahogyan azt a 13. dbrdn is lathatjuk.
Ezek lesznek a véros szélét jelz6 pontok.

i &
BiE e l

13. dbra 14. dbra

MR
&

11. feladat. Ddra, aki az idedlis vdrosban lakik, iroddat keres a vdllalkozdsd-
nak. Ugy szeretne helyet taldlni, hogy a D = (—2;1) pontban elhelyezkedd lakdsdtdl
az iroddig, valamint az L = (4;1) pontban lévd dvoddtdl, ahova a ldnya jdr, az iro-
ddig legfeljebb 10 hdztombnyi tdvolsdgot kelljen megtennie. Hol keressen iroddt?

Megoldas. A koordinata-rendszerben vegyiik fel a D és L pontokat. Azokat
a P pontokat keressiik, amelyekre teljesiil, hogy a D-t0l és L-t6l valé tavolsagok
Osszege kisebb vagy egyenld, mint 10, vagyis dr(P; D) + dr(P; L) < 10. Keressiik
meg elsoként azokat a pontokat, amelyekre a tavolsdgok Gsszege pontosan 10 haz-
tombnyi. A 10 tobbféleképpen is felirhat6 két pozitiv egész szam sszegeként. Ha
megnézziik el6szor az 1 és 9 sugaru taxi koroket, észrevehetjiik, hogy ezeknek nincs
egyetlen kozos pontjuk se. A 2 4 8 felbontas esetében rajzoljuk fel a D kézépponti
2 sugaru, és az L centrumu 8 sugaru taxi koroket. Azt tapasztaljuk, hogy ezen
négyszogeknek ezittal nem egy vagy két metszéspontja lesz, hanem a kisebbik kor
két teljes oldalat fedi a nagy kor Ezek mind j6 pontok lesznek, hiszen teljesiil rajuk
a feladat feltétele. Ugyanezt meggondolhatjuk forditott esetben is, ahol a D cent-
rumu 8 sugary, és az L kozéppontu 2 sugaru taxi koroket metssziik 6ssze. Ez annak
koszonhetd, hogy a két megadott pont egy egyenesre illeszkedik. Az Gsszes tobbi fel-
bontéshoz tartozdé korok két pontban fogjak metszeni egymast. Ha az Gsszes lehetsé-
ges felbontdst abrazoljuk, akkor a 14. abrdan lathaté taxi ellipszist fogjuk kapni. Ha
Doéra ezen a vonalon taldl irodat a vallalkozdsanak, akkor teljesiilni fog ra a feladat
feltétele. Azonban megfelel6 pontok lesznek azok is, amelyeknek az évodatdl, illetve
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a lakastol vett tavolsagaik 6sszege kevesebb, mint 10 hdztémb. Ha felrajzolnank azt
az ellipszist, amelyre dp(P; D) 4+ dp(P; L) = 11 teljesiil, akkor azt tapasztalndnk,
hogy része lesz az el6zé alakzatunk, vagyis minél nagyobb tavolsigot adunk meg
a tavolsagok Osszegeként, anndl nagyobb ellipsziseket fogunk kapni. Ez azt jelenti,
hogy ha azt keressiik, hogy hol kevesebb az 6sszeg, mint 10, akkor annak az ellip-
szisnek a belsé pontjaira lesz igaz az allitds, amelyekre dr(P; D) + dp(P; L) < 10
teljesiil. Vagyis Déra ezen a taxi ellipszisen beliil is taldlhat maganak megfelel
irodat.

12. feladat. Egy ipari vdllalat gydrat szeretne épiteni az idedlis varosban gy,
hogy a tdvolsdgok dsszege a gydrtdl a R = (5;—1) pontban elhelyezkedd repiilété-
rig, illetve a V- = (—=5; —3) helyen lévd vasitdllomdsig legfeljebb 16 hdztémb legyen.
A wdros azonban a zajszabdlyozds érdekében elbirja, hogy a K = (—4;2)-ben elhe-
lyezkedd konyvtdr 3 haztombos kornyezetében nem épiilhet fel a gydr. Mely teriiletre
épitkezhet a vdllalat?

Megoldas. Helyezziik el a megadott R = (5;—1) pontban 1évé repiilSteret,
aV = (—5; —3) helyen 1év6 vasttallomdst és a K = (—4;2)-ben elhelyezkedd konyv-
tarat egy koordindta-rendszerben. ElGszor jeloljiik azokat a pontokat, amelyek
3 haztombnyire vannak a konyvtartol, hiszen tudjuk, hogy erre a teriiletre nem
épiilhet fel gyar. Mivel egy adott ponttdl adott tavolsdgra 1évé pontokat szeretnénk
meghatarozni, egy taxi kort fogunk keresni, amelyet a 2. szakaszban leirtak alapjan
fel tudunk rajzolni. Masodszor pedig azokat a pontokat keressiik meg, ahol a té-
volsdgok Osszege gyartdl a repiilétérig és a vasutallomasig legfeljebb 16 haztomb.
Vagyis matematikailag atfogalmazva a feladatot, azokat a P pontokat keressiik,
amelyekre teljesiil, hogy dr(P; R) 4+ dr(P; V) < 16. Ezek alapjidn megallapithat-
juk, hogy egy taxi ellipszist keresiink, amelynek a fékuszpontjai az R és V' pontok
és mivel ezek nem egy egyenesre illeszkednek, igy a 10. feladatban leirtakhoz ha-
sonléan meg tudjuk rajzolni az alakzatot. Mivel ne-
kiink nemcsak azok a pontok lesznek jok, amelyekre
a tavolsagaik Gsszege R-tOl és V-t6l pontosan 16,
hanem azok is, amelyekre a tavolsagdsszeg ennél
kisebb, ezért ismét az ellipszis belsejében 1év6 pon-
tok is megfelelének bizonyulnak. Lathaté azonban,
hogy a K pont 3 sugari kore belemetsz az ellipszis-
lapba. Errél tudjuk, hogy ide nem épitkezhetiink,
viszont barhova méshova az ellipszisen beliil igen,
ahogyan a 15. dbrdn is lathatjuk. 15. dbra

4. Egy tovabbi érdekesség

Mint ahogyan emlitettiik, a taxi geometria egy sokkal jobb modellt ad a va-
rosi kozlekedésre az euklideszi geometridval szemben. Tudunk azonban még olyan
valtoztatdsokat bevezetni a tavolsdgfiiggvényen, amelyekkel az idedlis varosunk job-
ban fog hasonlitani egy atlagos varoshoz, viszont ezaltal egy kicsit bonyolultabb
matematikat is kell alkalmaznunk.
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Yy Vezessiink be egy tomegkozlekedési eszkozt,
példaul egy metrét, amely a 16. dbrdan lathatéd
A L vonalon kozlekedik és az allomésai az L egye-
B nes egész koordinataju pontjai. Ha ezt a kozleke-
\l\jp dési eszkozt hasznaljuk, akkor az csokkentheti bizo-
I nyos pontok kozott a tavolsdgot. Tegyiik fel, hogy
1 1Y az A= (=3;6) ponton llunk és szeretnénk eljutni
a P =(3;3) pontban 1év6 pékségig. Ezt példaul
gy tehetjiikk meg, hogy elsétdlunk 3 haztombnyi
tavolsdgot a (—3;3) pontig majd feliiliink a met-
réra, amellyel eljuthatunk a (3;1)-ig és innent6l mar csak 2 haztombot kell sétél-
nunk a P pontig. Vagyis a gyalogosan megtett ut A-bdl P-be 5. Természetesen,
ha m4s lett volna a kiinduldsi helyiink, mondjuk a B = (1;5) pont, akkor nem kel-
lett volna hasznélni a metrot, gyalogosan is eljuthatunk a kivant helyre, amely
ekkor pontosan 4 haztémbnyire lesz toliink. Nevezziik el az 1j tavolsigfiiggvényiin-
ket a tomegkozlekedési eszkoziink miatt dps-nek, és definidljuk a kévetkezoképpen:
dpr legyen a dp(X;Y) tavolsag, valamint a dr(X; Q) + dr(Y; Q) kifejezések koziil
a legkisebb, ahol @) befutja a metrédllomdsokat (azaz mindig az X-hez legkozelebbi
allomdson szallunk fel és az Y-hoz legkozelebbin szallunk le). Ekkor dy;(A; P) =5
és dp(B; P) = 4.

Ha azt szeretnénk, hogy az idedlis varosunk egy még jobb modellt adjon,
bevezethetiink tobb metrovonalat, vagy esetleg telepithetiink egy tavat a varosba.
A valédi vildg nytjtotta felvetheté kérdések szdma innentdl kezdve végtelen, és
jol lathato, hogy a felvetddo problémak egy kozépiskolds szamara is érdekesek és
megoldhatdk.

16. dbra
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Horvath Manuéla

Beszamolé a 40. Hajos Gyorgy Matematikai
Versenyrol

A versenyt idén a Pdzmény Péter Katolikus Egyetem Informéciés Technoldgiai
és Bionikai Kara rendezte, 2018. aprilis 5. és 7. kozott.

A szervezok Recski Andréast és Tuza Zsolt egyetemi tanarokat kérték fel tars-
elnokoknek. Tiszteletbeli elnok Obadovics J. Gyula volt, aki immar 15. alkalommal
volt elnok. A versenybizottsag tagjai: Csaté Séndor, féiskolai docens, Szegedi Tudo-
manyegyetem Mérnoki Kar, Karasz Péter, egyetemi docens, Obudai Egyetem Neu-
mann Janos Informatikai Kar, Klincsik Mihdly, f6iskolai tandr, Pécsi Tudomény-
egyetem Miiszaki és Informatikai Kar, Molnar Saska Gaborné Katalin, féiskolai
docens, Budapesti Gazdasagi Egyetem, Ladics Tamas, féiskolai docens, Neumann
Jénos Egyetem GAMF Kar.

A 40. Hajos Gyorgy Matematikai Versenyen kittizott feladatok,
eredmények

1. feladat. Tekintsik a kovetkezd rekurziv sorozatot:

an ,
—, ha a, pdros;

Ap4+1 =
3a, +1, ha a, pdratlan.

Igazolja, hogy egqy ap = 2F — 1 alaki szdmbdl indulva, ahol k pozitiv egész,
a sorozat eqy ax = 3% —1 alaki szdmhoz jut! Fejezze ki a K szdmot a k segitségével!

A feladatot ismertette, és a szép megoldédsért dijat kapott:
Farkas Domonkos Ldszlo, PPKE Informéciés Technolégiai és Bionikai Kar

2. feladat. LegTz/enek az a, b és ¢ olyan pozitiv egész szamok, amelyek kozott

. 1,1 . . ,
fenndll az ~ + 3 = < egyenldség. Igazolja, hogy ha az (a,b,c) szdmok legnagyobb
kiozds osztdja 1, akkor az (a+0b) dsszeg mindig négyzetszam. Adjon példdt az egyenlet
olyan (a,b,c) egész megolddsdra, ahol a hdrom szdm

(1) legnagyobbd kizds osztdja 1;

(i1) legnagyobb kozds osztdja nagyobb 1-nél és az (a + b) dsszeg nem négyzet-

szdm.
A feladatot ismertette: Bege Aron, BME Gépészmérnoki Kar
A szép megoldasért dijat kapott: Czirkos Angéla, ELTE Informatikai Kar
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3. feladat. Oldja meg a valés szamok halmazdin az aldbbi egyenletrendszert:

r+y=9,

Vavy =2z 4+ \Jyve — 2y = 3y /Vr + Jy — 4.

A feladatot ismertette: Csutak Baldzs, PPKE Informaciéstechnoldgiai és
Bionikai Kar

A szép megoldésért dijat kapott: Halmosi Bence, Pannon Egyetem,
Informatikai Kar

s w2z

4. feladat. Legyen K egy tetraéder két kitérd élének felezdpontjdt Osszekoto
szakasz felezépontja. Bizonyitsa be, hogy ha a K pontot 0sszekdtjik a tetraéder
csucspontjaival, akkor az eredeti tetraédert négy egyenld térfogati tetraéderre
bontjuk.

A feladatot ismertette: Juhos Attila, BME Villamosmérnoki és Informatikai Kar
A szép megoldasért dijat kapott: Knoch Jilia, ELTE, Természettudoméanyi Kar

5. feladat. Tekintsiik azy = % egyenletii parabola azon érintépdrijait, amelyek
merdlegesek eqymdsra! Kozilik melyik zdrja kozre a legkisebb teriiletet a parabola-
el ?

A feladatot ismertette:

Holczer Andrds, BME Villamosmérnoki és Informatikai Kar
A szép megoldasért dijat kapott: Stark Patricia, BCE Kozgazdasigtudomanyi Kar

Az egyéni verseny dijazottjai:
1. Juhos Attila, Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem, Villamos-
mérnoki és Informatikai Kar;

2. Holtversenyben:
Holczer Andras, Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, Vil-
lamosmérnoki és Informatikai Kar;
Papp Marcell, Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem, Vegyész-
mérnoki és Biomérnoki Kar;

3. Szeman Krisztian, Budapesti Corvinus Egyetem, Kozgazdasdgtudomanyi
Kar;

4. Koérmocezi David, Szent Istvan Egyetem, Gépészmérnoki Kar;

o

Bosits Balazs, Budapesti Corvinus Egyetem, Kozgazdasagtudomanyi Kar;

6. Csorba Benjamin, E6tvos Lorand Tudoményegyetem, Természettudomanyi
Kar.

A csapatverseny dijazottjai:

1. Budapesti Corvinus Egyetem, Kozgazdasdgtudomanyi Kar: Bosits Baldzs,
Siket Olivér, Stark Patricia, Szemdan Krisztian;

2. Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi Egyetem, Villamosmérnoki és
Informatikai Kar: Holczer Andrds, Almdasi Nora, Juhos Attila;
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3. Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, Vegyészmérnoki és Bio-
mérnoki Kar: Boricsev Viktor, Horvdth Jozsef Aron, Papp Marcell, Pesti
Benedek;

4. Pazmany Péter Katolikus Egyetem, Informéciés Technoldgiai és Bionikai Kar:
Farkas Domonkos Laszlo, Nagy Fanni, Herbert Attila, Csutak Baldzs.

A tdmogatdk, a verseny teljes eredménylistaja és egyéb, az idei versennyel
kapcsolatos informécio, valamint a régebbi versenyek feladatai az idei verseny hon-
lapjan olvashaté: https://hajos2018.itk.ppke.hu/.

Bércesné Novak Agnes
a verseny ligyvezetd elnoke

Megoldasvazlatok a 2018/4. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Egy katonai laktanydban az abrén ldthato érbodéban ér-
kodnek a katondk. A 3,5 m magas épitmény egy négyzetes hasdbbol
és eqy hozzd kapcsolodo szabdlyos négyoldali gulabol dll. Bejdrata
téglalap alaki, annak felséd, révidebb oldaldra illesztett félkorrel.
A négyzetes oszlop alapéle 1,3 m, magassdga 2,5 m, mig a bejarat
téglalap alaki része 0,8 m széles és 1,8 m magas.

/AN

a) Mennyibe keriil az 6rbédé kiilsé lefestése, ha 1 m? felii-
let lefestéséhez 1,5 dl festék sziikséges, melynek literje 3200 Ft?
(Az 6rbddé tetejét is festjik, ajtajdt azonban nem.) (6 pont)

A laktanydban a hétvégi (pénteki, szombati és vasdrnapi) éjszakai drség kiala-
kitdsakor a parancsnok az alabbi szempontokat veszi figyelembe:
e Minden katona legaldbb egy €éjszaka érkodjon, de ne legyen olyan katona, aki
mindhdrom éjszaka 6rségben van.
o A teljes létszamnak a fele teljesitsen pontosan két éjszaka drszolgdlatot.

o Az Orség létszama az elsé €jszaka 16 f6, a mdsodik éjszaka 22 f6, mig a har-
madik €jszaka 10 f6.

b) Hdny katona vett részt az éjszakai drségben? (5 pont)

Megoldas. a) Az 6rbédé kiilsd lefestéséhez szitkséges festék mennyiségének
meghatarozasahoz szamitsuk ki az épitmény felszinét. A szabalyos négyoldala gila
oldallapjdnak m magassdga a Pitagorasz-tétellel: m = /12 + 0,652 = /1,4225, igy
a gula felszine:

1,3 - /1,225

Agﬁla =4.= B ~ 3,1 (m2)
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A négyzetes hasdb felszine:

0,4%w

Anasab =4-1,3-2,5 — (078 1,8+ ) ~ 11,3 (m?).

Az 6rbédé felszine a giila és a hasab felszinének az osszege, vagyis Apsas =~ 14,4 (m?).

Az 6rb6dé kiils6 lefestéséhez 3 doboz 1 literes festéket kell megvenni, igy
a lefestés 9600 Ft-ba keriil.

b) A feladatban megadott feltételek alapjdn az aldbbi halmazdbra készithetd:
P(16) Sz(22)

a
(RN

V(10)

ISR L s P , , 7 , ’ x 2
Ha x jeloli az éjszakai 6rségben résztvevok szaméat, akkor a + b+ c = 5 A ha-
rom halmaz unidjanak elemszamat felirva:

16+22+1O—g—2-02m, gy o =32
Tehat 32 katona vett részt az éjszakai 6rségben.
2. Egy szabdlyos dobdkockdval 20-szor dobva 5 db egyest, 5 db kettest, 4 db
hdrmast, 3 db négyest és 3 db tost dobtunk.
a) Szdmitsuk ki a dobott szamok dtlagdt és szdrdsdt. (8 pont)
A dobott szamok kozil 4 db-ot véletlenszerien kivdlasztunk.
b) Hany esetben lesz a kivdlasztott szdmok kézitt legaldbb egy harmas? (4 pont)
¢) Mekkora annak a valdszindsége, hogy mind a négy kivdlasztott szam kilon-

b26¢ (6 pont)

Megoldas. a) A dobott szdmok &dtlaga % = 27, szérasa

(=172 45 (—=0,7)° +4-0,32+3-1,32 + 32,32
\/5( )" +5-(=0,7)"+4-0,3°+3-1,32+3-23> 1,91 ~ 1,38.

20

b) Az Gsszes eset szamabdl levonjuk a kedvezétlen esetek szamat. A 20 dobott

szambol 4-et minden lehetséges mdédon (240) = 4845-féleképpen vélaszthatunk ki,

ez az Osszes eset szama.
Kedvezotlen esetek azok, amelyekben a kivalasztott szdmok kozott nincs har-
. 16
mas, melyek szama (4) = 1820.

274 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/5



ﬁ} 2018.5.6 — 22:03 — 275. oldal — 19. lap KoéMalL, 2018. majus gf

— P

Osszesen tehat 4845 — 1820 = 3025 esetben lesz a kivdlasztott szamok kozott
legalabb egy harmas.

¢) A 20 dobott szdmbdl 4-et minden lehetséges médon (
valaszthatunk ki, ez az 6sszes eset szama.

240) = 4845-féleképpen

Ha a kivélasztdsnal az 1-esbol vagy a 2-esbol nem valasztunk, de a t6bbibol
2
egyet-egyet igen, akkor a kedvez$ esetek szama: (5) . (4) . (3> = 180.

1 1 1
Ha a kivalasztasnal a 3-asbdl nem valasztunk, de a t6bbibdl egyet-egyet igen,
akkor a kedvezd esetek szama: (‘;’) . (i’) = 225.

Ha a kivalasztasnal a 4-esbdl vagy az 5-6sbdl nem valasztunk, de a t6bbibol
egyet-egyet igen, akkor a kedvezo esetek szama: (5) . (4) . (i’) = 300.

A keresett valdszin(iség (a kedvez6 esetek szénllénak 1és az Osszes eset szamanak
hdnyadosa):
2 2 2 2
OO e OO
P ) 323 0

3. a) Az u(l;logg z) és v(log, x; —1) vektorok merdlegesek egymdsra. Hatdroz-
zuk meg x értékét (x > 0). (5 pont)
b) Adott a sitkon n db pont, melyek kizil semelyik hdarom nem illeszkedik egy
egyenesre (n > 3). Hatdrozzuk meg n értékét, ha a pontok 20-szor annyi négysziget
hatdroznak meg, mint egyenest. (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Ha két vektor meréleges egymdsra, akkor a skaldris
szorzatuk nulla.

A skalaris szorzatot a koordindtdk segitségével felirva megoldandé az aldbbi
logy x
log, 87
a megoldandé egyenlet log, x = 0, ahonnan x = 1, mely megoldasa a feladatnak.

egyenlet: log, x —logg x = 0. A 8-as alapt logaritmust atirva: logg x = mellyel

1I. megoldds. A v vektor akkor meréleges az u vektorra, ha v koordinatdit
felcserélve, és egyiknek az elGjelét megvaltoztatva éppen u koordindatait kapjuk.
Az elébbiek miatt megoldandé az aldbbi egyenlet: logg = = log, x. A 8-as alap lo-

logy x .
Tog, 8’ mellyel a megoldandé egyenlet log, = 0, ahonnan
x = 1, mely megoldasa a feladatnak.
n

b) n db a feltételeknek megfeleld pont ( 4

hatdroz meg, tehidt megoldandé az (Z) =20- (g) egyenlet. Az el6bbi egyenlet
az aldbbi alakban irhaté:

garitmust atirva: logg x =

) db pontnégyest, és (;) db egyenest

n(n—1)(n —2)(n —3) _ 20 n(n—1)
4-3-2-1 B 2-1
Az —n'(n;l) # 0 kifejezéssel osztva az egyenlet mindkét oldalat: —(nfaénfg) = 20,

melybdl az n? — 5n — 234 = 0 méasodfoki egyenletet kapjuk. Az egyenlet pozitiv
gyoke 18 (negativ gyoke —13), tehdt a pontok szdma 18.

Ellenorzés: a 18 pont 3060 db négyszoget, illetve 153 db egyenest hataroz meg,
és 20 - 153 = 3060.
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4. Adott az f : R — R, z + z* + 322 + 1 fiigguény.

a) Igazoljuk, hogy az [ fiigguény szigorian monoton csékken a negativ valds

szdmok halmazdn. (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy az f fiigguény pdros. (4 pont)

c) Adjuk meg az [ figguénynek azt az F primitiv figgvényét, amelyre

F(-1)=2. (4 pont)
2 2

d) Allapitsuk meg a lim SeEL hatdrértéket. (3 pont)
z—oo T

Megoldas. a) Az f figgvény differencidlhaté az értelmezési tartoményén és
f(x) = 423 + 6.
Ha x < 0, akkor 423 < 0 és 6z < 0, fgy f'(x) < 0.

Ha z < 0 és f'(z) < 0, akkor az f fiiggvény szigoriian monoton csokken a ne-
gativ valds szamok halmazéan.

b) Az f fiiggvény péros, ha az értelmezési tartomédny barmely z( eleme esetén
—xq is eleme az értelmezési tartomdnynak és barmely zg-ra f(xo) = f(—xo).

Az f fuggvény értelmezési tartomanya a valds szdmok halmaza, ezért barmely
xo esetén annak ellentettje is eleme az értelmezési tartomanynak.

flzo) =ad +322+1, f(—w0) = (—x0)* +3(—20)> + 1.

Mivel egy valés szdmnak és ellentettjének negyedik hatvanya, valamint négyzete
megegyezik, ezért f(xg) = f(—xo), tehat az f fiiggvény pdros.

¢)
25
/(x4+3x2+1)dx=€+x3+x+0.

5
Mivel F(—1) = 2, igy % +(=1)> 4+ (1) + C = 2, ahonnan C = % A keresett

fliggvény:
g 21
F(z) = %—l—xg—i—x—i—g.
d)

3 1

327 +1 P e s
lim 2% tl_ lim 22 2%

T—00 x T—00

Mivel x — oo, igy az elébbi tort szamlaléja 0-hoz, nevezdje 1-hez tart, ezért a ke-
resett hatarérték 0.

II. rész

5. a) A tizes szamrendszerben felirt abc hdromjegyii szdm szdmgjegyei a felirds
sorrendjében egy szamtani sorozat egymdst kévetd hdarom elemét alkotjdk. Ha a hd-
romjegyti szamot elosztjuk a szdmjegyeinek 6sszegével, 26-ot kapunk. Ha az eredeti
szamban a szdzasok és az egyesek szdmdt felcseréljiik, az eredetinél 396-tal nagyobb
szamot kapunk. Melyik ez a hdromjegyd szam? (7 pont)
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b) Adjuk meg azokat a kiilonbozd szamjegyekbdl dllo tizes szdamrendszerben felirt
abe alaki hdromjeqyti szdmokat, amelyek a 4, 6 és 9 szdmok kozil pontosan kettbvel

oszthatdk. (7 pont)
¢) Lehet-e a? - b9 - ¢" négyzetszdm, ha a, b és ¢ kilonbézd primszamok, p, q és
r pedig kilonbozd paratlan egészek? (2 pont)

Megoldas. a) Jeloljiik az eredeti szdmban a tizesek helyén 8ll6 szdmjegyet
b-vel, ekkor a feladatban megfogalmazott feltétel alapjan a szazasok helyén b — d,
az egyesek helyén b+ d all, ahol d a szamtani sorozat differencidja. Az el6bbiek
felhaszndldséval az eredeti hdromjegy(i szdm: 100(b—d) +10b+b+d = 1116 — 99d.

Ha az eredeti szamot elosztjuk a szamjegyeinek Osszegével, akkor 1116-99d _

= 26, ahonnan b = 3d. Ha az eredeti szam szamjegyeit felcseréljiik, akkor a felcserélt
szam: 100(b + d) 4+ 100 + b — d = 111b + 99d lesz.

A feladat szovege alapjan az aldbbi egyenlet irhaté fel: 1116 — 99d = 111b +
+ 99d — 396, ahonnan d = 2. A keresett szam a 468.

Ellen6rzés: a 468 haromjegyll szam szamjegyei a felirds sorrendgében valoban

. . ) R , S 68

egy szdmtani sorozat harom egymdst kovetd elemét alkotjdk, és ; 1648 = 26, to-
vabba 864 — 468 = 396.

b) Egy hdromjegy(i szdm a 4, 6 és 9 szdmok koziil pontosan kettével oszt-
hato, ha

I. eset: oszthaté 4-gyel és 9-cel, de nem oszthaté 6-tal;

II. eset:  oszthatd 4-gyel és 6-tal, de nem oszthaté 9-cel;

III. eset: oszthatd 6-tal és 9-cel, de nem oszthaté 4-gyel.

I eset: Ha 4 | abe és 9 | abe, akkor 2 | abe és 3 | abe, amibdl kovetkezik, hogy
6 | abe, tehdt ilyen eset nem lehetséges.

II. eset: Ha 4 | abc és 6 | abe, akkor 6c-nek 4-gyel oszthaténak kell lennie,
tovabba teljesiilnie kell annak is, hogy 3 |a+ 6 + ¢, de 9-cel ne legyen oszthatd
a+6-+c.

Az el6bbi feltételek csak akkor teljesiilnek (a # c-t is figyelembevéve), ha
(a;¢) = (9;0), (2;4), (5;4), (1;8) vagy (7;8).

III. eset: Ha 6| abc és 9 | abe, akkor a 2-vel valé oszthatésidg miatt c-nek
pérosnak kell lennie, tovabbd 9 | a + 6 + ¢, de 6¢ nem lehet 4-gyel oszthato.

Az el6bbi feltételek a # ¢ esetén pontosan akkor teljesiilnek, ha (a;¢) = (1;2).

Az 6sszes megfelel6 haromjegyli szam: 162; 168; 264; 564, 768, 960.

¢) Mivel egy négyzetszdm primtényezés felbontasdban minden prim kitevje
paros, ezért a? - b? - ¢" nem lehet négyzetszam.

6. Eqgy foldmérd noteszdaban eqy vizszintes hdromszog alaki telekrdl a kévetkezd
bejegyzés olvashatd: ,A telek harom sarkéan villanypézna, furt kut és gdzcsonk taldl-
haté. A villanypézna a fart kittol 46 méterre, a furt kat a gdzcsonktdl 20 méterre
talalhaté. A villanypdéznéanal allva a furt kut és a gazcsonk alkotta szakasz 25°-os
szogben latszik.”

a) Szdmitsuk ki a hdromszig alaki telek lehetséges teriiletét. (5 pont)
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Az elébbi telken a viz-, a gdz- és az elektromos elldtottsag nagyon fontos,
ugyanis azon kereskedelmi eqység épil. Az elektromos rendszer kéltsége a viz- és
a gadzelldtas koltségeinek mértant kozepe. Ha a gdzellatds koltségeit 100000 Ft-tal
csokkentenénk, akkor a viz-, az elektromos- és a gdzelldtds koltségei ebben a sorrend-
ben szdmitani sorozatot alkotndnak. Az elektromos kéltségek a vizellatdas koltségeinek
150%-dt teszik ki.

b) Mennyibe keriilnek a felsorolt kozmiivek egyenként? (6 pont)

A telken a viz-, gdz- €s az elektromos elldtottsag kivitelezésére hat drajdnlat
érkezett hat kilonbozd vallalkozdstol.

¢) Igazoljuk, hogy a versenytdrgyalds résztvevdi kézétt biztosan van hdrom
olyan személy, akik kolcsondsen ismerik, vagy hdrom olyan, akik kolcséndsen nem

ismerik eqgymdst (Egy vdllalkozdst egy targyaldpartner képvisel). (5 pont)
G Megoldas. a) Jelolje a hiromszog alakd
a 20 telek egyik sarkdban 1év6 villanypdznat V,

m

a masikban 1év6 furt kutat F, mig a harma-
dik cstcsban 1évo gazcsonkot G.

25° g
% 46 m F A VFG hiromszégben a szinusztételt al-
kalmazva: sf;n230 = %, ahonnan o; ~ 76,41°

vagy as =~ 103,59°.
Az el6bbi szogek ismeretében a megfelelé « szogekhez tartozé 8 szogek a ha-
romszog bels6 szogeinek Gsszege alapjan: §1 ~ 78,59° vagy fs ~ 51,41°.
A haromszog alaku telek lehetséges teriilete a trigonometrikus teriiletképlet
alapjan:
46 - 20 - sin 34 46 - 20 - sin B4

Tvrg = f ~~ 451 m2 vagy Tyvrg = f =~ 360 Hl2.

b) Jelslje a vizellatas koltségét V, a gazellatdsét G, mig az elektromos rend-
szerét E. A feladat szovege alapjin E =V -G és E =1,5-V. Mivel a szamtani
sorozat n-edik (n > 1) eleme a t6le szimmetrikusan elhelyezkedd elemek szdmtani
kozepe, ezért a kovetkezd egyenlet irhaté fel:

V+225-V —100000=3-V, ahonnan V = 400000 Ft.

A vizellatas koltségeinek ismeretében E = 600000 Ft, valamint G = 900000 F't.

¢) A versenytdrgyalds minden résztvevijének legfeljebb 5 ismerdse lehet a tér-
gyalas résztvevll kozott. Vélasszunk ki egy résztvevét a térgyaldk koziil,
legyen 6 A.

A skatulyaelv alapjan két eset lehetséges:
I eset: A legaldbb 3 mésik résztvevét ismer (példdul B-t, C-t és D-t).

Ha B, C és D kozott van kettd, akik ismerik egymast, példaul B és C, akkor
taldltunk hdrom olyan résztvevot, akik kolesénosen ismerik egymdst (A, B, C).

Ha B, C és D kozott nincs kettd, akik ismernék egymast, akkor 6k kolcsonosen
nem ismerik egymaést.
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II. eset: A legaldbb 3 mésik résztvevét nem ismer (példdul B-t, C-t és D-t).

Az 1. esethez hasonlé okoskodéssal:

Ha B, C és D kozott van kettd, akik nem ismerik egymast, példaul B és C,
akkor taldltunk harom olyan résztvevét, akik kolecsondsen nem ismerik egymast (A,
B, C).

Ha B, C és D kozott nincs kettd, akik nem ismernék egymast, akkor ok
kolesonosen ismerik egymast.

Tehat az elobbiek miatt mindig van harom olyan résztvevd, akik kolesonosen
ismerik, vagy kolcsontsen nem ismerik egymast.

7. Tekintsiik a kovetkezd, fagrafra vonatkozo allitdst:

Ha 5 fagrafnak osszesen 41 éle van, és ezeket a fagrafokat egy grafnak tekintjiik,
akkor ezen graf pontjainak szédma péros.

a) Adjuk meg az elébbi dllitds logikai értékét (igaz vagy hamis). A wvdlaszt

indokoljuk. (3 pont)
b) Igazoljuk, hogy ha egy dtponti egyszer( grdfnak 8 éle van, akkor a grdfnak
van legaldbb két olyan pontja, amelybdl pontosan hdrom €l indul ki. (5 pont)

2017. november 8-dn a Févdrosi Allat- és Novénykertben kiselefdnt sziiletett.
A hirt elészor csak az dllat eqyik gondozdja tudja.

¢) Hdnyféleképpen juthat el a hir a tébbi 4 gondozdhoz, ha mindenki telefonon
beszél a mdsikkal, és a lehetd legkevesebb hivdssal értesiil mindenki a hirrél? (8 pont)

Megoldas. a) Mivel egy n ponti fagraf éleinek szdma n — 1, igy az 5 db
fagréafnak 5-tel kevesebb éle van, mint pontja. Az elébbiek miatt az 5 db kiilonbzd,
diszjunkt fagrafbdl 4ll6 graf csticsainak szama 46, tehat az allités igaz.

b) Tekintsiink egy 5 pontu teljes grafot, vagyis egy olyan gréfot, amelyben
minden pontot minden maésikkal pontosan egy él kot Ossze. Az el6bbi grafnak
osszesen 10 éle van. Toroljiink le a 10 élbol kettot, hogy 8 éliink legyen.

Els6ként barmelyik élet letorolhetjiik, ekkor olyan grafot kapunk, amelyben
két pontbdl 3, a tobbi harombdl 4 él indul ki.

Masodikként vagy olyan élet torliink le, amely az egyik 3 és az egyik 4 fokszamu
pontot koti Gssze, vagy olyat, amely két 4 fokszamu pontot kot Ossze.

Utébbi esetben négy 3- és egy 4 fokszamu pont marad, mig el6bbi esetben egy
2-, két 3- és két 4 fokszamu pont marad.

Lathato, hogy mindegyik esetben van legalabb két 3 fokszamu pont.

c) Jelolje A azt a gondozot, aki eldszor tudja meg a hirt. Osszesen 4 telefonhivés
kell ahhoz, hogy mindenkihez eljusson a hir.

Ha A hivja fel mind a 4 maésik gondozdt, akkor 1 eset van.

Ha A csak 3 méasik gondozdt hiv fel, és a 3 felhivott gondozé koziil valamelyik
hivja fel a negyediket, akkor Osszesen 4 - 3 = 12 eset van.

Ha A csak 2 mésik gondozét hiv fel, akkor a 2 felhivott gondozot (g) -féleképpen
valaszthatja ki. A barmely 2 gondozdt hivja fel, a masik 2 gondoz6 8-féleképpen
értesiilhet a hirrél, igy Osszesen (;L) -8 = 48 ilyen eset van.
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Ha A csak 1 masik gondozét hiv fel, akkor a 4 gondozé koziil barmelyiket fel-
hivhatja. Barmelyikiiket hivja fel, a felhivott felhivhatja mind a 3 mésik gondozdt,
ami 1 eset.

Az A éltal felhivott gondozé felhivhat 2 gondozdt, és utana valamelyikiik hivja
fel a negyedik gondozdt, aki még nem értesiilt a hirrél. Ezt 6-féleképpen tehetik meg.

Az A altal felhivott gondozé 1 gondozoét hiv fel, és 6 hivja fel a tobbieket,
ez 3 eset.

Mindenki 1 gondozdét hiv fel, ami 3-2-1 = 6 eset.

Mivel A négyféleképpen valaszthatja ki, hogy melyik gondozé6t hivja fel, ezért
itt osszesen 4 - (1 + 6 + 3 4 6) = 64 eset van.

Az 5 gondozé osszesen 125-féleképpen értesitheti egymast.

8. Az dbran egy 300 méter hosszi egyenes
alagut bejdrata ldathato, mely egy 8 méter sugaru
kor egy része. Az alaguton keresztilvivd autout
az alagut tetejétdl 9,5 méterre taldlhato.

a) Milyen széles az autdit? (8 pont)

b) Mekkora térfogati kézetmennyiséget kellett
eltdvolitani az alagut firdsa soran? (5 pont)

Egy tulméretes szdllitmdny olyan téglatest alaku tdrgyat szdllit, melyet a jdrmi
1,5 méter magasan lévé platdjdra helyeznek.

¢) Mekkora lehet legfeljebb egy olyan tdrgy keresztmetszete, ami még dtvihetd
a kétsavos alaguton szabdlyosan kozlekedve? (8 pont)

Megoldas. a) Az dbra szerint az OTB de-
rékszogli hdromszogben az T'B szakasz hossza (m-

ben szdmolva) TB = /82 — 1,52 = /61,75 (m),
igy az autout kb. 15,7 m széles.

b) Az dbra szerint az OT B derékszogii ha-
romszogbol: cosa = 1—é5 = 0,1875, ahonnan « ~
= 79,2°, tehat a nagyobbik korcikk koézépponti
szoge 360° — 2a ~ 201,6°.

Az AOB egyenld szaru haromszog teriilete:

82 - sin 2
T = % (~ 11,8 m?).

A teljes kor teriilete T' = 827 (= 201,1 m?), ezért a nagyobb kércikk teriilete

~360° - 2

%27 (~ 2
Ty = “gge &7 (= 1126 m?),

a nagyobb korszelet teriilete T} + T5 ~ 124,4 m?.
Az eltavolitott kézetmennyiség kb. 300 - 124, 4 = 37320 m?.
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¢) Az dbra jeloléseit hasznélva frjuk fel a téglalap

alaku sikmetszet teriiletét: T = (R — x)(R — y), ugyan- y
akkor (R —z)> 4+ (R —y)®> = R2.
2 2
Az 2 -21-b > ab egyenlGtlenség alapjan a = R —x és R
b= R —y valasztéssal %2 > T adddik. Egyenl6ség csak R-y
a = b, vagyis x = y esetén lesz, amikor is
R—=x T

V2
R—x:R—y:R;[.

Tehat a maximalisan atvihetd targy keresztmetszete egy négyzet, melynek
oldala kb. (4\5 ~ )5,7 méter.

9. A gumiszereld mihelyben a szakember tudja, hogy normdl korilmények ko-
z0tt a gépjarmidvek elsé — meghajtott — két kerekén lévs gumik 30000 kilométer
alatt, a hdtso gumik 50000 kilométer alatt kopnak el.

a) Hdny kilométert képes biztonsdgosan autdzni adott gumiszettel az autds, ha
az elsd- és hatsd tengelyen lévd kerekek egymdassal kicserélhetdk? (6 pont)

A személygépkocsikra vald gumik gydrtésorardl lekerild termékeket nagyon ala-
posan ellendrzik. Egy gydrtosori széria jellemzden 80000 gumit tartalmaz, melybdl
dltaldban 400 darab hibds (méret és/vagy anyag sszetételi eltérés miatt). Az au-
tomatikus mindségellendrzésen az ellendrzdé berendezés csak a valéban hibds gumik
99%-dt taldlja meg, a jo termékek 2%-dt viszont hibdsnak mindsiti.

b) Mekkora annak a valdszindsége, hogy az automatikus ellendrzé berendezés
daltal hibdsnak mindsitett gumi valéban hibds? (5 pont)

¢) Mekkora wvaldszintiséggel képes az automatikus ellendrzé berendezés a jo
mindsitést megdllapitani? (5 pont)

Megoldas. a) Ha az elsd tengelyen 30000 km, a hatsén 50000 km megtétele

1 Y
m—ed, a hatsé

utan kopik el a meghajtott gumi, akkor az els6 tengelyen a gumi
tengelyen pedig m—ed része kopik el kilométerenként.

Jelolje a az els6, mig b a hatsd tengelyen futott km-ek szamat, ekkor mindkét
gumiparra felirhaté az alabbi egyenlet: W + m =1, amibol 5a 4 3b = 150 000.
Mivel az el6bbi egyenlet mindkét gumiparra igaz és az egyenletes kopéas miatt a = b,
ezért 8a = 150000, ahonnan a = 18 750 km.

Tehat mindkét tengelyen 18 750 km-t fut a gumipér, igy Osszesen maximum
37500 km-t lehet veliik biztonsdgosan megtenni.

b) és c)

Jé gumi Hibéas gumi Osszesen
Jénak mindésiti 0,995 - 0,98 = 0,9751 | 0,005 -0,01 = 0,00005 | 0,97515
Hibasnak minésiti | 0,995 - 0,02 = 0,0199 | 0,005 - 0,99 = 0,00495 | 0,02485
Osszesen 0,995 0,005 1
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A téblazat alapjdn annak a valdsziniisége, hogy az automatikus ellenérzé
berendezés altal hibasnak mindsitett gumi valéban hibas:
0,00495 99

_ = 2~ 0,1992.
P = 0,00495 10,0109 — 497 ~

A téblazat alapjdn annak a valdsziniisége, hogy az automatikus ellenérz6
berendezés a megfelel6 mindsitést allapitja meg: p = 0,9751 + 0,00495 = 0,98005.

Varga Péter
Budapest

C gyakorlatok megoldasa

C. 1387. Hatdrozzuk meg a szdmrendszer x alapjdt, ha teljesiil az aldbbi egyen-
let:
2016, = 2 + 2z + 342.
Matlap (Kolozsvar)

I. megoldas. Az x egy 6-nél nagyobb pozitiv egész szam, mert az x alapi
szamrendszerben felirt szdm tartalmaz 6-os szdmjegyet. Mivel 2016, = 223 + x + 6,
ezért a kovetkezo egyenletet irhatjuk fel:

2x3+x—|—6:x3+2x+342,
3 —x—336=0.

Vizsgaljuk az egyenlet megoldasait a természetes szamok korében, ezek a konstans
tag osztdi koziil keriilhetnek ki. A —336 pozitiv osztdi sorban: 1,2,3,4,6,7,... .
Elég 7-t6] vizsgdlni, mert x > 6. Az x = 7 kielégiti az egyenletet. Tehdt (x —7)
kiemelhet6 az egyenlet bal oldalan allé kifejezésbdl:

23— 1 —336=(z—7)(z* + 7z +48) = 0.

Mivel egy szorzat pontosan akkor 0, ha az egyik tényezdje 0, ezért meg kell még
vizsgalni, hogy a mésodfoku kifejezés értéke mikor 0. De az x? + 7z + 48 = 0 mé-
sodfokt egyenlet diszkrimindnsa D = 72 — 4 - 48 < 0, ezért nincs valés gyoke.

Tehat az egyetlen megoldas x = 7.

Cséka Zodrd (Gy6ri Miiszaki Szakképzési Centrum Jedlik Anyos Gépipari és
Informatikai Szakgimn., Szki. és Koll., 10. évf.)

Rendezziik az 23 — r — 336 = 0 egyenletet:
336 =2 —z=x(* - 1) =z@@+1)(z—-1) = (z - Dz(z+1).
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Ezt felhasznélva méas mddon is el lehetett jutni a megoldashoz. Mutatunk néhany
lehetséges utat.

II. megoldas. Mivel x € N (illetve = > 7 a 2016,-ben szereplé 6-os szdm-
jegy miatt), ezért lényegében hdarom olyan, egymdst kovetd pozitiv egész szdmot
keresiink, melyek szorzata 336. Mivel Vz; < za (21,22 € N) esetén

(.’El — 1).%1(%1 + 1) < (.’Eg — 1)%2(%2 + 1),

azért mert a két szorzatban a masodik kifejezés tényez6i paronként mindig na-
gyobbak, az egyenletnek csak egy valds gyoke van. A kordbban meghatarozott leg-
kisebb lehetséges x = 7 esetén az egyenléség valéban fenndll (6 - 7 - 8 = 336), tehdt
ez az egyetlen megoldas.

Apagyi Ddvid (Kecskeméti Katona J. Gimn., 9. évf.)

IIT. megoldas. Mivel x pozitiv egész, ezért x(x — 1)(x + 1) 3 egymaést kovetd
pozitiv egész szam szorzata.

336 primtényezés felbontdsa: 24 - 3 - 7. Ebbél ki is jon, hogy 6 - 7- 8 = 336, igy
x = 7 és mas megoldas nem lehetséges.

Demeter Gergd (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)

IV. megoldas. Az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy harom szomszédos,
pozitiv egész szam szorzata lesz 336. Mivel az adott szdmrendszerben fel lehet irni
a 6-0s szamjegyet, ezért x > 7.

(@ —D)z(z+1) = V336 ~ 6,95.

A hédrom szam mértani kdzepe 6,95. .., és a mértani kézép nem lehet kisebb mind-
harom szamnal, vagyis a legkisebb szdm maximum 6, tehdt x < 7. Vagyis az x csak
7 lehet. Hogy az x = 7 j6-e, azt konnyen kiszamolhatjuk: 6 - 7 - 8 = 336, vagyis ez
tényleg j6 megoldas.

Dobdk Daniel (Budapest V. Ker. Eétvos J. Gimn., 10. évf.)

274 dolgozat érkezett. 5 pontos 210, 4 pontos 35, 3 pontos 14, 2 pontos 12, 1 pontos 1,
0 pontos 1 dolgozat. Nem versenyszerti 1 dolgozat.

C. 1468. Igazoljuk, hogy ha a és b nemnegativ szamok, akkor

1 1
5(a+b)2+1(a+b) > avb+ by/a.

Mikor dll fenn egyenldség?

Megoldas. A feladat feltétele alapjan a >0, b >0 (a,b € R), igy \/a és Vb
léteznek. Legyen

E(a;b) = %(ﬁb)? + i(a+b) —avh - by/a.
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Azt kell beldtni, hogy E(a;b) > 0.

E(a;b):%(a+b)2+i(a+b)—a\/5—b\/5:

1, 1, 1 1 B

=50’ +ab+ b7+ Ja+ 7b avb —bya =

(i an e i) o (abt ta—avi) + ab—i—lb—b\/& =
2 2 4 4
1,5 2 1 1

:§(a —2ab—|—b)—|—a b—|—1—\/3 +b a+1_\/5 =
1 2 1V 1\

~tamop a5 Y o (va- 1)

Tehat

B(a;b) = ;&—ﬂ?ﬁ&/(\fb— 1)2+\b/(f— ;)2
SRS ALY

>0 >0

és mivel nemnegativ szdmok szorzata és Osszege is nemnegativ, kapjuk, hogy
E(a;b) > 0 (és ez az, amit bizonyitani akartunk).

Az egyenldség akkor teljesiil, ha (az dsszegben) minden tag nulla:

1
§(a—b)2:0 - a—-b=0 = a=0b

és
Iy 1 1
alVb==) =0 = a=0 vagy \/5—7:0, azaz b= -
2 2 4

és
Iy 1 1
a(\[—2>:() = b=0 vagy \/&—5207 azaz CL:Z.

Mindezek alapjan az egyenldség akkor teljesiil (az a = b feltétel figyelembevételé-
vel), haa =b=0, illetve haa =b = zll
Molndr Istvan (Békéscsaba, Széchenyi Istvan Szki., 11. évf.)

Megjegyzés. A versenyzok tobbsége a honlapon kézolthéz hasonlé médon oldotta meg
a feladatot. A leggyakoribb hiba az egyenl6ség egyik esetének hidnya volt.

43 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 10 versenyzé: Agdcs Katinka, Balog Lérdnd,
Kiszelovics Dorina, Magyar Boglarka, Mészaros Marton, Molnar Istvan, Németh Csilla
Marta, Spényik Teodor, Surjdn Anett, Szécsi Adél Lilla. 4 pontos 13, 3 pontos 5,
2 pontos 1, 1 pontos 10, 0 pontos 4 dolgozat.
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Matematika feladat megoldasa

B. 4910. Az ABCD négyzet oldalegyenesein Bl
vegytk fel a P, Q, R és S pontokat az adbra szerint D 7
gy, hogy AP = BQ = CR = DS. Az AB oldal tet- C
szoleges belsé X pontjabdl kiindulva a PX egyenes >V
messe BC' egyenesét Y -ban, QY messe CD egye-
nesét Z-ben, RZ a DA egyenest V-ben, végil SV Y
e

[95)

az AB egyenest X'-ben. Bizonyitsuk be hogy ha X'
és X egybeesnek, akkor XY ZV négyzet.

A
(5 pont) A

X/
f( B

Megoldas. Tudjuk, hogy X = X'. Legyen a négyzet oldala egységnyi, ez nem
jelent korldtozast. Legyen AP = BQ = CR= DS = a, tovdbbd AX =z, XB =
=1-2,BY =y, YC=1—-y, CZ=2,/ZD=1—2,DV=wésVA=1—w.

Ekkor a DV Z héaromszoég hasonlé lesz R
a CRZ haromszoghtz, mivel a DV oldal par- S/’{D 172 Z ] }g,
huzamos a CR oldallal, a masik két oldaluk w z
pedig egy egyenesre esik. Megfelel§ oldalaik >
aranya tehat megegyezik: 1-y
< _a 1—w
-z w Y
Ugyanigy az SDV és az X AV haromszogek is AllX Y \ 0
hasonldak lesznek, tehat a megfelel$ oldalaik ol —x 1~z Ba
ardnya megegyezik: P
a x
w  1—w
Ebbdl a két egyenletbdl kévetkezik, hogy
z x

1—2 1-w
Ugyanigy felirva a PAX és XBY, illetve QBY és ZCY hasonlé haromszogekre
az aranyokat kapjuk, hogy

a y x a , a z
- = — = - e — =
z l—-=x -z y y 11—y
Ezzel tehat az is teljesiil, hogy
z - xT
-y 11—z
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Osszuk el egyméssal a —— = és 1= = ﬁ egyenletek megfelel6 oldalait.
Kapjuk, hogy

l—y 1-u

(1)

Az oldalak betiizésétél fiiggetleniil jottek ki ezek az ardnyok, igy ugyanezek miatt
felirhat6 az is, hogy:

1—2z 1-w

1—2z 1-=x

l-w 1-y
Ebbdl atrendezéssel:

1—y 1—2

@ e

1l—w 1-—2°

Az (1) és (2) hdnyadoséra:
l—-w 1-2z

11—z 1—-w
Ez pedig csak ugy lehet, ha

l—w=1-=z
Szimmetria miatt 1 —y =1—2=1—w =1 — z is igaz lesz. Ez pedig azt jelenti,
hogy az ABCD négyzet oldalait egyenl ardnyban osztjak az XY ZV négyszog
csucsal, tehdt az XBY, YCZ, ZDV és VAX héromszogek egybevigd derékszogi
haromszogek. Ebbél pedig mar kovetkezik, hogy XY ZV négyzet (mivel oldalai
egyenld hossziak és merdlegesek egymadsra), és éppen ezt akartuk beldtni.

Csizmadia Viktéria (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 69 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 43, 4 pontot 8 versenyzd. 2 pontos 2,
1 pontos 3 tanul6 dolgozata. 0 pontot kapott 13 tanulé.

A C pontversenyben kitilizétt gyakorlatok
(1483-1489.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1483. Mennyi a 6|z — 1| + 5|z — 2| + 4|z — 3| + 3|z + 4| + 2| — 5| kifejezés
legkisebb értéke?

C. 1484. Az ABCD olyan konvex négyszog, amelynek 4t16i nem merdélegesek
egymasra. Az A, B, C, D csicsokbdl az AC, illetve BD szakaszokra bocsédtott
merdlegeseknek létezik a csiicsoktol kiillonbozd talppontja, jeldlje ezeket rendre Ay,
By, C1, D;. Bizonyitsuk be, hogy az ezek altal meghatarozott négyszog hasonld az
eredetihez.
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Feladatok mindenkinek

C. 1485. Legyen x = 12 +324+524+.. . 420172 ésyy = 22 +42 + 62 +... +2018%
Adjuk meg az
y—x
y+zx—(1-2+2-3+3-4+...+2017-2018)

tort értékét.

C. 1486. Adott az ABC szabalyos hiaromszog és a k kor, melyeknek kozos
kozéppontja az O pont, teriiletiik pedig egyarant 1/\/%—7. Legyenek az AO, BO,

CO szakaszok meghosszabitdsainak a k korrel valé metszéspontjai rendre az A,
B’, C'" pontok. Adjuk meg az AC'BA’C' B’ hatszog teriiletének pontos értékét.

C. 1487. Kilenc szinész haromf6s helyzetgyakorlatokat jatszik. Legkevesebb
hény gyakorlatra van sziikség ahhoz, hogy barmely két szinész szerepeljen kézosen?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1488. Ot szakaszrél tudjuk, hogy bérmelyik harombdl mint oldalakbdl
valodi haromszog szerkesztheto. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott haromszogek
koziil legaldabb az egyik hegyesszogil.

C. 1489. Egy sakktabla bal als6 sarkaban all egy s6tét futod, jobb alsé sarkdaban
pedig egy viladgos futé. Mindkét futd a sajat szinén haladva egyesével 1ép felfelé
haladva a tabldn véletlenszertien jobbra vagy balra, mig el nem érik a fels§ sort.
Mennyi a valdsziniisége, hogy a sotét futé a vildgos futétol jobbra érkezik a felsé
sorba?

%

Bekiildési hatarid6: 2018. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4957-4965.)

B. 4957. Egy pozitiv egészekbol 4ll6 halmazt nevezziink tyi-de-jonak, ha
a szamok kozott nincs kettd, melyek kiilonbsége 2. Hany tyli-de-jé részhalmaza
van az {1,2,3,...,10} halmaznak?

(3 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)
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B. 4958. Egy haromszog oldalai a, b, ¢, a beirt kor sugara r, a koréirt kor
sugara R. Bizonyitsuk be, hogy ha

4
a+b+c=— és Vab+ Vbc+ +/ca =6,
rR

akkor R = 2r.
(4 pont) (Romdn versenyfeladat)

B. 4959. Amikor Barnabas egyet bukfencezik, akkor a zsebében 1évé n da-
rab {iveggolyé barmelyike egymastdl fiiggetleniil 0 < p < 1 valdszintiséggel kiesik
a zsebébdl. Ha egy bukfenc soran legalabb egy tiveggoly6 kiesett Barnabds zsebé-
bol, akkor abbahagyja a bukfencezést, kiilonben folytatja. Tudjuk, hogy miutan
abbahagyja Barnabds a bukfencezést, éppen 50% eséllyel van pdros mennyiségii
iiveggoly6 a zsebében. Mennyi lehetett n értéke?

(4 pont)

C B. 4960. Legyen P az ABC harom-
sz0g bels§ pontja, az A*, B* és C* pon-
tok pedig rendre az AP, BP és CP sza-

Ch Co kaszok tetszéleges pontjai. Hizzunk parhu-
A, B zamost az A* ponton keresztiill BP-vel és
! C P-vel, ezek messék az AB és AC oldala-

A

kat rendre az A; és Ay pontokban az dbra

szerint. Hasonldéan, a B*-on keresztiil CP-

A, DB, B vel és AP-vel hiizott parhuzamosok a BC

és AB oldalakat rendre a By és By pontok-

ban, mig a C*-n keresztiil AP-vel és BP-vel hizott parhuzamosok az AC és BC
oldalakat rendre a Cy és C pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy

ACl . BA1 . CBl = ABQ . BCQ . CA2

(3 pont) Javasolta: Kozma Jozsef (Szeged)

B. 4961. Harom egységnyi sugaru kor metszetét az @, AC és BC kérivek
hataroljék, a metszet keriilete k. Szamitsuk ki az A, B és C kozépponti, egységnyi
sugaru korok metszetének keriiletét.

(4 pont)
B. 4962. Legyen n pozitiv egész. Oldjuk meg az
a?+ay—1=ay

2
a5 +az—1=as

az4an—1=a;
egyenletrendszert a valés szamok halmazén.
(5 pont)
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B. 4963. Egy haromszog hozzairt korei legnagyobbikanak sugara legyen r,,

a koré irt kor sugara pedig R. Igazoljuk, hogy r, > %R.
(5 pont) Erdés Pal (1913-1996) feladata

B. 4964. Igaz-e, hogy ha az f,g: R — [0, 1] fiiggvények periodikusak, és az
f + g fiiggvény is periodikus, akkor van kozos periédusuk?

(6 pont)

B. 4965. Egy x # 0 vektorra legyen e, = ﬁ Adott a nem elfajul6 ABC

héromszog, valamint az ABC sikjaval nem egybeest, de azzal parhuzamos S sik.
Mutassuk meg, hogy pontosan egy olyan P € S pont létezik, amire az e5; + €53 +
+ epg vektor merdleges S-re.

(6 pont)

*

Bekiildési hatarid6: 2018. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Az A pontversenyben kittizott
nehezebb feladatok
(725-727.)

A. 725. Legyen RT a pozitfv valés szdmok halmaza. Hatdrozzuk meg azokat
az f : RT — RT fiiggvényeket, melyekre minden z,y € RT esetén teljesiil az alabbi
egyenldség:

Flay+ f®)?) = f(@)f @) +yf ).
Javasolta: Ashwin Sah (Cambridge, Massachusetts, USA)

A. 726. Adott egy ABC haromszog, melynek beirt korének kozéppontja 1.
Messe az Al egyenes az ABC haromszog koriilirt korét az S # A pontban. Majd
legyen az I pont tiikorképe BC-re nézve J, és tegyiik fel, hogy az S.J egyenes
az ABC haromszog koriilirt korét a P # S pontban metszi mésodjara. Mutassuk
meg, hogy Al = PI.

Javasolta: Mészdros Jézsef (Galanta, Szlovdkia)
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A. 727. Tetszbleges (z1,. .., x,) véges sorozatra jelolje N (z1,. .., x,) az olyan
(4,7) indexparok szamdt, amelyekre 1 <i < j < n és x; = ;.

Legyen p paratlan primszam, 1 < n < p, tovabba ay,as,...,a, és by, ba,... b,
tetszoleges modulo p maradékosztalyok. Bizonyitsuk be, hogy az 1,2,...,n inde-
xeknek létezik olyan m permutdcdja, amire

N(a1—|—bﬂ(1),a2—|—bﬂ(2),.. an-l-bﬂ(n) mln(N(al,ag,...,an),N(bl,bg,...,bn)).

%

Bekiildési hatarid6: 2018. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Monte-Carlo-mddszerek 2.

Februdri szamunkban bemutattuk a mddszer hasznalatat egy matematikai
probléma megoldasandl. Folytatasként nézziik meg, hogyan hasznalhaté a szimu-
laciés médszer a fizika teriiletén, példaul az elektrosztatikaban. Legyen egy V' tér-
fogatban N szamu pontszeri toltés vakuumban. Adjuk meg az i-edik ponttoltés
nagysigat a Q; szdmmal és helyét az r; helyvektorral (1 < ¢ < N). A Coulomb-
torvény segitségével a tér egy r vektorral mutatott helyén kiszamithaté az el6bbi
toltések altal keltett E(r) térerésség és U(r) potencidl, melyek értékei

J:Z Ir—rll?’ és kz\r—rz

Az osszegzések egyszerlien elvégezheték, nagyszamu ponttoltés esetén akar szami-
tégépet is segitségiil hivhatunk.

A térer6sség és a potencidl meghatdrozdsa Osszetettebb feladat, ha a toltések
nem pontszeriiek, hanem folytonos toltéseloszlasok vannak a térrészben, példaul
testeken vagy azok feliiletén. Ekkor a Gauss-torvény hasznalatdaval néhdny szim-
metrikus esetben konnyen kiszamithatéak az el6bbi mennyiségek. Altaldnos esetben
azonban el kell végezni az Osszegzéseket, illetve helyettiik ekkor integrélni sziiksé-
ges. Ha példaul a @ toltés egy A feliileten, egyenletes toltéssiiriiséggel helyezke-
dik el, akkor a feliiletet gondolatban dA nagysdgu elemi részekre bontjuk, melyek
mindegyikére d@Q = Q% toltés jut o = % toltésstirliséggel. Az Osszeg helyére ekkor
a kovetkez6 integrélok 1épnek:

(I‘ — I'dA)

g
Er) =k [ T4 ga és Ur:k/idA
Ok =k | e
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Az U(r) potenciél a tér minden pontjdhoz egy skaldr értéket rendel. A fiiggvény
altalanos esetben példaul gy szemléltetheto, hogy az értékeihez hozzarendeljiik egy
szinskéla szineit, és azokkal szinezziik a térbeli pontokat. Szerencsére a problémaéak
egy részében a feladat olyan toltéselrendezésli, amely valamely tériranyban szim-
metrikus, igy sokszor elég egy sikmetszetben talalhaté toltéseket vizsgalni és ebben
a sikban ismerni a térerésség és a potencial értékét. Ekkor U egy R? — R fiiggvény,
amely térben vagy akar sikban is abrazolhatd, ez utébbi esetben pl. szintvonalakkal
vagy szinekkel. Egy ponttoltés potencialfiiggvényének képe:

A potenciélfiiggvény szamitasa Osszetett toltéseloszlasok esetén nem egyszerti.
A gyakorlati alkalmazdsok sordn elegendé a pontencidl kozelité értékének isme-
rete, ami a kovetkez6 bolyongdsos szimuldcidval végezhet6. Példaként keressiik
egy sikbeli toltéseloszlas potencialjat. A sik vizsgdlt részét gondolatban osszuk fel
N x M elemi négyzetre, melyek mindegyike tartalmazhat +q elemi toltést, vagy
iires. A sik minden négyzetének adjunk egy kezdetben zérus p(n,m) értéket, és
inditsunk mindegyikbdl egy véletlenszeri mozgassal rendelkezo ,,részecskét”. A bo-
lyongé részecske egy szimuldcids 1épésben a sik barmely négyzetébdl egy csiicsban
vagy élben vele szomszédos négyzetre léphet. Ha olyan mezore ér, amelyben van t6l-
tés, akkor a mezé toltése hozzdadddik a kiinduldsi hely p(n, m) értékéhez. A bolyon-
gést minden négyzetre S alkalommal elvégezziik, majd a kapott p(n,m) értékeket
S-sel osztjuk. Megmutathatd, hogy az igy létrejott p(n, m) figgvény a ¢; toltések
altal létrehozott elektromos potencialt kozeliti. A kozelités annal pontosabb, mi-
nél t6bbszor végezziik el a szimulacidt, tehdt S értékének novelésével az eredmény
pontosithaté.

A lap 2018. marciusi szamédban kitlizott I. 453. feladat lényegében ennek
a szimulaciénak az elvégzését és a potencidl szinskédlaval torténd abrazolasat tiizte
ki feladatként a versenyzoknek.

A négy abran egy 50 x 50-es, négyzet alaku teriilet lathato:

e a bal fels6 képen a negativ és pozitiv +q elemi toltések helye;

e a jobb felsé képen 5 szimuldcié elvégzése utdn a potencidl sziirkedrnyalatos
abraja;

e az also sor képein ugyanez 20 és 100 szimulacié elvégzése utan.
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A szimuléciét végzé program a fenti lefrasnak, és az I. 453. feladatnak meg-
feleléen a kovetkezod fontosabb részekbdl allithatd ossze:

1. Adatok bevitele (N, M, S, +q; toltések koordinatai)
2. Kezddéértékek megadasa

3. Szimulacié elvégzése S-szer minden egységnégyzetre
4

. p(n,m) értékeinek leképezése egy szinskdldra és abrizolasuk

A szimulacié elvégzéséhez érdemes folvenni egy g kétdimenzids tombot, mely-
nek értékei megadjak az elhelyezett toltések értékét a téglalap n-edik soraban és
m-edik oszlopdban (vagy 0-t), illetve egy hasonlé p tombot, amely a potenciél ér-
tékét tartalmazza a szimuldcié sordn (kezdeti értéke 0).

Mivel egy toltéssel rendelkez6 négyzetbol indulé bolyongas azonnal egy tol-
téshez ér, ezért azokon a helyeken, ahol g(n,m) nem nulla, p(n,m) értéke egyenld
q(n,m) értékével. Minden mds esetben addig valtoztatunk helyet, amig egy tol-
téssel rendelkezd négyzethez nem ériink. El6fordulhat ugyan, hogy a bolyongas
Hkivezet” a vizsgalt teriiletrol, vagyis tullép a hatarokon. Ekkor két lehet6ség koziil
valaszthatunk: vagy engedjiik, hogy a bolyongds tetszéleges tavolra vezessen, vagy
abbahagyjuk a bolyongést, és nem valtoztatunk a kiindulasi négyzet p értékén, és
4j bolyongést inditunk. Az elsé esetben a program igen sokdig futna, amit nem
szeretnénk, ezért érdemes a masodik esetet valasztani, illetve a vizsgalt teriilet mé-
reteit gy megadni, hogy a toltések ne a szélén helyezkedjenek el. fgy az elkéborlas
esélye csekély, és nem befolydsolja szamottevéen a szimuldcié eredményét.

A program tobbi részének elkészitése nem nehéz, az elkésziilt programok meg-
nézhetdk és tesztelhetok honlapunkon az I. 453. feladatnal.

Schmieder Laszlé
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Informatikabdl kittizott feladatok

I. 457. Egy sikon K darab pélcika fekszik — a Marokkd nevii jatékhoz hason-
l6an — melyeket pozitiv egész szdmokkal azonositunk. A pélcikdk elhelyezkedése
véletlenszerii, egymast ugy keresztezhetik, hogy a nagyobb azonosit6ju van mindig
feljebb. A pélcikdk végpontjainak koordinatéi egész szdmok. A pélcikdk egyesével
gyljtheték ossze tgy, hogy egy palcika elvételekor a tobbi palca nem mozdulhat
meg: az a palcika vehetd el, amelyet feliilrél nem keresztez masik. Két péalcika vég-
pontjanak taldlkozasa nem szamit keresztezésnek.

Készitsiink programot 1457 néven, amely a palcikdk azonositdjanak egy olyan
sorrendjét adja meg, amellyel a pélcikdk mindegyike elveheté gy, hogy minden
lépésben az elvehetd palcikak koziil a legkisebb sorszamut valasztjuk.

A program standard bemenetének els§ sordban a palcikék K (2 < K < 50) szd-
mét és az ezt kovetd K sorban a pédlcikdk azonositdjat és végpontjainak (x1,y1) és
(x2,92) (1 < 1,y1, T2, y2 < 50) koordinatdit adjuk meg. A program irja ki a stan-
dard kimenetre a pélcikdk azonositéjanak szokozzel elvalasztott sorrendjét, amely
megadja az Gsszes palcika elvételének megfelel6 sorrendjét.

Példa a bemenetre (a / sortérést jelsl): Kimenet
9 4315682729
117 29 18 19 / 2 26 27 19 20 / 3 22 29 15 22
4 18 14 156 24 / 5 20 14 18 24 / 6 20 22 22 12
72519 19 11 / 8 23 14 21 24 / 9 29 28 27 38

Bekiildend6 egy tomoritett 1457 .zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

1. 458 (E) Az éjszakai égbolt csillagai kozti kénnyebb eligazodés érdekében
az emberek mar tobb ezer évvel ezelOtt is az egymashoz kozel latszé, fényesebb
csillagokat emberi vagy isteni lények, dllatok vagy targyak képével azonositottak.
Egy-egy ilyen, égen lathat6 csillagesoportot az oda gondolt alakzattal egytitt csil-
lagképnek hivtak. Feladatunk a ma hasznalatos, modern és hivatalosan elfogadott
88 csillagkép adatainak feldolgozasa adatbazis-kezel6 program segitségével.

Az adatok a csillagkephely.txt és szomszedoscs.txt allomédnyokban all-
nak rendelkezésiinkre. Az dlloményok tabulatorral tagolt, UTF-8 kédolasu szoveg-
fajlok, az elsé sorok a mezoneveket tartalmazzék.

1. Készitsiink 1ij adatbézist csillagkepek néven. A mellékelt adatdlloméanyokat
importéaljuk az adatbazisba a fijlnévvel azonos nevii tablakba. Beolvasaskor
allitsuk be a megfelel¢ tipusokat és kulcsokat. A maésodik tabldnal hozzunk
létre kulcsot.
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Téablak:
csillagkephely (cskhely, csknev, latinnev, nterulet, szterulet, tlateszaktol, tlatdelig,
legfenyescs)
cskhely az adott csillagkép azonositéja (szdm), ez a kulcs;
csknev az adott csillagkép magyar neve (szoveg);
latinnev az adott csillagkép latin neve (szoveg);
nterulet az adott csillagkép teriilete négyzetfokban megadva (szdm);
szterulet az adott csillagkép teriilete hany szazaléka az égbolt
teriiletének (szdm);
tlateszaktol megadja, hogy az adott csillagkép hanyadik foktdl lathato
teljes egészében az északi féltekén (szdm);
tlatdelig megadja, hogy az adott csillagkép hdnyadik fokig lathato
teljes egészében a déli féltekén (szam);
legfenyescs az adott csillagképben lathato legfényesebb csillag fényessége

magnitiddban kifejezve (szam).

szomszedoscs (cskhely, szomszedoshely)

cskhely az adott csillagkép azonositéja (megegyezik a csillagkephely
tabldban szerepld azonositéval) (szdm);

szomszedoshely a cskhely azonositoju csillagképpel szomszédos csillagkép
azonositéja (szdm).

Készitsiik el a kovetkezé feladatok megoldasait. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-

jlink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és mas adatok ne. Meg-
oldasainkat a zardjelben 1év6 néven mentsiik el.

2.

Bévitsiik az adatbazisunkat a 88. Dél Keresztje csillagképpel és adataival.
A hidnyzé adatok megtaldlhatok a feladat forrasat képez6é weboldalon*.

Modositsuk az szterulet megjelenési formatumét gy, hogy az a szazalékjellel
egylitt szdzalék formatumban jelenjen meg.

Adjuk meg annak a csillagképnek a nevét, amelynek a legtobb szomszédos
csillagképe szerepel az adatbazisban. Irassuk ki azt is, hogy hany szomszédja
van. Ha tobb azonos szdmu is van, jelenitsiik meg mindegyiket. (4szomszed)

Adjuk meg, hogy mekkora teriiletet fednek le a csillagképek Gsszesen. Az ered-
ményt fiiggvény segitségével kerekitsiik egészre. (5egnagysag)

Melyek azok a csillagképek, amelyekben van a Vizonté legfényesebb csilla-
gandl fényesebb csillag? Jelenjen meg a csillagkép neve és a benne taldlhatd
legfényesebb csillag magnitiddja. A magnitidé kisebb értéke jelenti a nagyobb
fényességet. (6fenyes)

Hatéarozzuk meg, melyik harom csillagkép lathato a legnagyobb tartomanyban.
Adjuk meg a csillagkép latin nevét és a teljes lathatésdg szogtartomanydnak
nagysdgat. (7fok)

Szamoljuk 6ssze, hany csillagkép nevében szerepel az ,,északi” el6tag. (8eszaki)

*A feladat forrdsa: https://hu.wikipedia.org/wiki/Csillagképek_méret_szerinti

_listaja (utolsé letoltés: 2017. 11. 12.).
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9. Vizsgaljuk meg, hogy a ,,Déli hal” csillagkép — nevéhez hiien — valéban nagyobb
szogtartomanyban lathaté-e a déli féltekén azoknal a csillagképeknél, amelyek
nevében szerepel a ,hal”, de nem szerepel a ,,déli” szorészlet. Valaszként jele-
nitsiik meg a ,,Déli hal” csillagkép déli féltekén valé lathatésdga és az Osszes
tobbi ,hal” csillagkép déli féltekén 1évo atlagos lathatdsdgdnak kiilonbségét.
(9tobbe)

10. Készitsiink lekérdezéssel 4j tablat ,allatok” néven, melybe kigytjtjik az allatov
12 csillagképének (Kos, Bika, Ikrek, Rék, Oroszlan, Szliz, Mérleg, Skorpié, Nyi-
las, Bak, Vizont6, Halak) legfontosabb adatait: a csillagkép azonositéjat, ma-
gyar és latin nevét, a teriiletét és a szomszédos csillagképek szamét. (10allatok)

Bekiildendo egy tomoritett 1458.zip allomanyban az adatbazis, valamint egy
rovid dokumentécid, amelybdl kideriil az alkalmazott adatbazis-kezel6 neve és ver-
zibészama.

I. 459. A kenguru nyelvben csak a K, E és N betiliket hasznéljak. Egyetlen
egybetlis értelmes sz6 van, az E. A két- vagy tobb-betiis szavak koziil azok értel-
mesek a kenguru nyelvben, amelyek tartalmaznak E betiit, és az utolsé betijiiket
elhagyva olyan szét kapunk, amely nem értelmes a kenguru nyelvben.

[rjunk programot, amely elallitja az X bet{ibél (1 <X <12) 4ll6 értelmes
szavakat a kenguru nyelvben.

Bekiildendd egy i459.zip tomoritett mappaban a program forraskédja és
rovid dokumentécidja, amely tartalmazza a megoldéds rovid leirasat, és megadja,
hogy a forrasallomény melyik fejlesztoi kornyezetben fordithato.

I/S. 27. Egy orszdg N vérosa kozott autébuszjaratok kozlekednek, melyek-
nek ismerjiik a menetrendjét. A varosokat pozitiv egész szdmokkal jeloljiik. Az 1-es
varosbodl szeretnénk eljutni az N-es varosba autébuszok segitségével. Minden jarat
két véaros kozott kozlekedik, az egyes jaratok azonos idokozonként kovetik egymast.
Tudjuk minden jaratrdl a napi elsé induldsi idépontot és a jarat menetidejét. A ja-
ratok utolsé indulsi ideje 20:00, késObb mar nem indulnak autébuszok. Az alabbi
példa elsé jarata az l-es varostdl a 4-es varosig kozlekedik, az Ut 80 percig tart,
az elsd jarat 7:00-kor indul (a nap 420. percében), majd minden kovetkez6 200 perc-
cel az el6z6 utan, és igy az utolsé 17:00-kor.

7

Atszalldskor legkorabban a megérkezés utan legalabb 10 perccel kés6bb induld
buszokat érjiik el biztonsdgosan. Minden varosban van szalloda, igy nem jelent
gondot valamelyikben megszallni éjszakédra. Szamitsuk ki, hogy legkevesebb hany
percig tart eljutni az indulé varosbol a cél varosba, illetve adjuk meg, hogy mely
varosokat érintiink egy ilyen utazas soran. Ha tobb megoldas is lehetséges, akkor
elég egyet megadni. A menetrend csak az eljutds szempontjabdl fontos jaratokat
tartalmazza, nem az Osszes jaratot, de az 1l-es varosbdl biztosan el lehet jutni
buszokkal az N-es véarosba.

A program a standard bemenet elsé sorabdl olvassa be a varosok N szamat,
majd a kovetkez6 N sorbdl a jaratok induld és cél varosat, a menetidét, a nap
els6 jaratdnak induldsi idejét 0:00-tél szamitva, illetve az egymaést kdveté buszok
induldsa kozotti eltérés idejét percben. A program irja a standard kimenet elsé
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soraba a legrévidebb eljutas idejét percben, majd a kovetkezd sorba az egy ilyen
id6tartamu 1t soran érintett varosokat sorrendben.

Példa:
Bemenet (a / sortérést jelol): Kimenet
7/ 14 80 420 200 / 1 3 125 380 240 / 4 2 220 340 90 400
2 5 110 360 65 / 2 3 70 320 80 / 3 6 180 510 180 1357
3560 430 95 / 5 6 40 420 60 / 6 7 100 390 120
5 7 160 440 180

Korlatok: 4 < N < 100, a menetidék nem hosszabbak 10 éranal.

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korldtoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb N értékek esetén ad helyes eredményt 1 mésodpercen beliil.

Bekiildend6 egy is27.zip tomoritett dllomanyban a megoldéast leiré doku-
mentaci6 és a program forraskéddja.

S. 126. Altaldnositsuk az idén februdrban kit{izott C. 1466. feladatot. Egy
bizottsdg osszesen A alkalommal iilésezett. A tagok koziil minden iilésen pontosan
S személy vett részt, de barmely két tag legfoljebb egyszer volt egyiitt jelen.
Legalabb hany tagbdl all a bizottsdg?

A program a standard bemenet els6 sordbdl olvassa be az iilések A szdmét és
az egy ilésen résztvevd személyek S szdmdt. A program irja a standard kimenet
els6 soraba, hogy legkevesebb hany tagbdl all a bizottsag.

Példa: Bemenet Kimenet
4 3 6

Korlatok: 3 <5 <10,3<A<L12.

Ertékelés: a megoldas 1ényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korldtoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb bemeneti értékek esetén ad helyes eredményt 1 masodpercen
beliil.

Bekiildend6 egy s126.zip tomoritett dllomanyban a megoldéast leiré doku-
mentacié és a program forraskéddja.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. junius 10.

&
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Feynman professzor a matematika és a fizika
kapcsolatardl

2018. m&jus 11-én van Richard P. Feynman sziiletésének szazéves évforduléja.

Ebbdl az alkalombdl kozliink részleteket az egyik olyan el6adasbdl, melyet
Feynman professzor 1964-ben, Nobel-dijjal tortént kitiintetése el6tt egy évvel tar-
tott a Cornell Egyetemen. Az akkor mar nemzetkozi hirti fizikaprofesszor azok
szamara tartotta el6adésait, akik — mint a felkéréskor megfogalmaztak — szeret-
ték volna jobban megismerni a fizikai torvények jellegét. Ezzel a cimmel — The
Caracter of Physical Law — 1965-ben kényvben is hozzaférhet6vé véaltak az eléada-
sok, s e konyv Gajzagd Eva forditdséban 1983-ban magyarul is megjelent.* Most
ebbdl a konyvbél idéziink, abbdl a fejezetbdl, melyben a matematika és a fizika
kapcsolatardl beszélt a professzor.

.- .. Be fogom mutatni a gravitdcio torvényét harom eltérd megfogalmazdsban,
amelyek — bar teljesen egyenértékiiek — mégis egészen mdsképpen hangzanak.

Az elsd dllitas az, hogy a tdrgyak kézott olyan erd hat, melyet a mdr ismert

m-m’

F=c

r

osszefliggés ad meg. Ennek az erdnek a hatdsdra minden tdrgy gyorsul, vagyis
meghatdrozott modon vdltoztatja mozgdsdt. Ez a torvény szokdsos megfogalmazdsi
mddja, s a tovdabbiakban ezt nevezem majd Newton-torvénynek. A torvénynek ez
a megfogalmazadsa azt mondja, hogy az erd eqy véges tavolsigban lévd valamitdl fiigg.
Azt mondjuk: a térvény nem lokdlis jellegii, mivel egy tdrgyra haté erd nagysdga
attol fiigg, hogy egy mdsik targy hol van.

Sokan nem szivlelik a tdvolhatds gondolatdt. Honnan tudja egy itt lévd tdrgy,
hogy mi torténik amott? Nos, van a torvény megfogalmazdsinak egy mdsik maodja
is, ami meglehetdsen elvont, az ugynevezett ,mezdelmélet”. Ezt meglehetdsen nehéz
elmagyardzni, ezért inkdbb csak hozzdvetdlegesen vdzolom a lényegét. Itt ugyanis
valami egészen mdsrdl van sz6. A tér minden egyes pontjihoz eqy-eqy szdmot ren-
deliink (tudom, ez csak egy szdm, s nem valamiféle mechanizmus; épp ez a baj a fizi-
kdval, hogy csak matematikailag tudjuk leirni!), és ez a szdm helyrdl helyre vdltozik.
Ha a tér valamely pontjdba egy tdrgyat helyeziink, az arra hatoé erd abba az irdnyba
mutat, amelyik irdnyban ez a szam a leggyorsabban vdltozik. (Meg is adom ennek
a szamnak a szokdsos elnevezését, ez a potencidl, és az erd a potencidl leggyorsabb
vdltozdsdnak irdnydba mutat.) Tovdbbd, az erd nagysdga azzal ardnyos, hogy moz-
gas kozben milyen mértéki potencidlvdltozdst érzékeliink. Fz az dllitds egyik része,
de ez még nem elég, mert meg kell mondanom, hogyan hatdrozhato meg a poten-
cidl megudltozdsdnak nagysdga. Mondhatndm, hogy a potencidl a tdrgyaktol mért
tavolsdg reciproka szerint vdltozik, de ez nem volna mds, mint visszatérés az elébbi
tdvolhatds elmélethez.

*Richard Feynman: A fizikai torvények jellege, Magvetd Kiad6 (Budapest, 1983).
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A torvény mdsképp is megfogalmazhaté. Eqy kicsiny gomb esetén a potencidl
a kiilsé viszonyok ismerete nélkil is meghatdrozhato. Ha meqg akarjuk hatdrozni
a potencidlt e kicsiny gomb kozéppontjaban, ehhez ismerniink kell a potencidl érté-
két a gomb feliiletén. Vagyis nem kell messzebbre tekinteniink, csupdn a kérdéses
pont egy pardnyi kornyezetében kell ismerniink a potencidl értékét, tovabbd azt kell
még tudnunk, hogy e kicsiny gomb belsejében dsszesen mekkora tomeg taldlhato. Ha
mindezt ismerjik, a szabdly a kovetkezd: a potencidl a kézéppontban egyenld az dt-
lagos potencidl a gomb feliletén, minusz a G gravitdcids dllandé osztva a kis gomb
sugardnak (amit a-val jeldlok) kétszeresével, és szorozva a kicsiny gomb belsejében
lévd tomeggel:

Potencidl a kozéppontban =

= dtlagos potencidl a feliileten, minusz Z-szor a belil lévd tomeg.
Ldthatjuk, hogy ez a térvény kilonbozik az el6bbitol, mivel azt, hogy mi torténik egy
adott pontban, annak fiigguényében adja meg, hogy mi torténik e pont kozvetlen kor-
nyezetében. Newton torvénye megadja az események leirdsdt egy adott idépontban,
feltéve, hogy tudjuk, mi tortént a megeldzd iddpillanatban. Vagyis idében pillanatrdl
pillanatra adja meg a vdltozdst, de térben helyrél helyre ugrik. A mdsodik megfogal-
mazds viszont mind térben, mind idében lokdlis, a potencidl vdltozdsa csak kozvetlen
kornyezetétdl figg. A két dllitds azonban matematikailag egyenértékd.”

Itt alljunk meg egy pillanatra. Feynman professzor e mésodik meghatdrozasa-
ban jol lathaté az elektrodinamika egyik stlyos probléméja: a végtelen megjelenése
a képletekben, most éppen a potencial megadott képletében. Ha ugyanis a ponttol-
tés absztrakcigjara gondolunk, ahol is @ = 0, a potencidl végtelenné valik. A kvan-
tumelektrodinamika (QED) kidolgozédsakor éppen az volt az egyik nehézség, hogy
olyan elméletet kellett alkotni, ahol a végtelenek nem okozhatnak mar gondot. De
figyeljiink tovédbb a professzorra, hogyan rukkol ki a harmadik meghatarozassal.
Nem titok: ez illeszkedik legjobban a QED A&ltala felallitott elméletéhez.

wLétezik még eqy, az eldbbiektdsl merdben kilonbozé megfogalmazds is, amely
az elébbiektsl mind filozdfiailag, mind meggondoldsainak jellegében eltér. Akik a td-
volhatds gondolatdtdl idegenkednek, azoknak mutattam be a torvény egy olyan meg-
fogalmazdsadt, amely megszabadul ettél a nehézségtél. Most egy olyan megfogalma-
zdst szeretnék ismertetni, amely filozofiailag ennek pontosan az ellenkezdje. Itt mdr
826 sincs arrol, hogy a dolog hogyan vdltozik helyrdl helyre, az egész leirds egy dtfogd
allitdsban fejezddik ki, a kovetkezdképpen: Ha van egy tobb részecskébdl dllo rend-
szertink, és azt akarjuk megtudni, hogy ezek valamelyike hogyan jut el egyik helyrdl
a mdsikra, azt ugy kaphatjuk meg, hogy tanulmdnyozzuk a részecske olyan lehetséges
mozgdsait, amelyekkel az eqy meghatdrozott idd alatt juthat el a tér egyik pontjdbol
egy masikba . .. Folvesziink kilonféle gorbéket, s valamennyi gorbéhez kiszamitunk
egy bizonyos mennyiséget. (Nem akarom itt elmondani, hogy mi ez a mennyiség,
de azok szamdra, akik mdr hallottak rdla, megemlitem, hogy ez a kinetikus és a po-
tencidlis energia kilonbségének a pdlydra vonatkozd dtlaga.) Ha ezt a mennyiséget
kiilonboz6 palydkra kiszamitjuk, mindegyik pdlydra mds és mds szdmot kapunk. Lesz
ezek kozott a szamok kozott eqy legkisebb érték, és éppen az ehhez tartozo pdlya lesz
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az, amelyen a részecske a valdsdgban mozogni fog, vagyis a részecske pdlydjdt, pl.
eqy ellipszist, most eqy — a teljes gorbére vonatkozo — dllitdssal fejeztik ki. El-
vesztettik a kauzalitas idedjat, mely szerint a részecske a vonzdst érzi, és annak
hatdsdra mozog. Helyébe eqy olyan elképzelést dllitottunk, mely szerint a részecske
minteqy wégigszagldssza” valamennyi lehetséges palydt, majd kivdlasztja a neki leg-
inkdbb tetszbt (azt, amelyre az dltalunk kiszdmitott mennyiség a legkisebb értéket
veszi fel).”

Ezutan Feynman professzor azt hangsilyozza, hogy mivel a harom megkoze-
lités matematikailag ekvivalens, ezért nincs méd arra, hogy kisérletek segitségével
tegyiink kiilonbséget kozottiitk. Més a helyzet azonban, ha valamilyen 1j jelenség-
korben szeretnénk az arra érvényes torvényeket feldllitani. Melyik terjeszthetd ki
az 1j jelenségkorre is? Felteszi a kérdést: ,Mennyire lehetnek segitségiinkre 4j tor-
vények felismerésében?” Majd igy folytatja:

SMindaddig, amig a fizika nem tekinthetd teljesnek, és uj torvényeket kerestink,
a kilonboz6 megfogalmazdsok kulcsot adhatnak ahhoz, hogy mi torténhet mds ko-
rilmények kozott. Es ekkor mdr pszicholdgiai értelemben nem egyenértékiiek, mivel
mas €s mas feltevéseket sugalmazhatnak azzal kapcsolatban, hogy milyenek lehet-
nek a jelenségek eqy szélesebb korére érvényes torvények. Hogy eqy példdt emlitsek:
Einstein felismerte, hogy az elektromos jelek nem terjedhetnek a fénynél sebeseb-
ben. Ezt dltaldnositotta, és feltételezte, hogy ez eqy dltaldnos érvényt elv. ... Ezzel
szemben mind a térelmélet, mind a minimumelv tovdbbra is érvényes, szép és eqy-
szertd marad. ... Feltételezte, hogy dllitdsa mindenre érvényes, igy tobbek kozott
a gravitdciora is. Ha semmiféle jel sebessége nem haladhatja meg a fényét, akkor
az iddé nélkil terjedd erdhatds képét nem fogadhatjuk el. fgy Einstein dltaldanositott
gravitdcios elméletében Newton mddszere alkalmatlan a fizikai jelenségek leirdsdra,
€s hozzd még meglehetésen nehézkes is. ...”

El6adéasa vége felé Feynman professzor kiilon is kitért a matematikusok és a fi-
zikusok eltér6é munkamddszerére, amelyet kutatasaik kdzben alkalmaznak. Tobbek
kozott ezt a példat hozta:

»A matematikusok szeretik tételeiket olyan dltaldnosan megfogalmazni, ameny-
nyire csak lehetséges. Ha példdul azt mondom nekik: » A kézonséges hdromdimenzios
térrol akarok valamit megtudni« , 6k igy vdlaszolnak: »Itt vannak az n dimenzios te-
rekre vonatkozo tételek.« »Igen, de engem csak a hdromdimenzids eset érdekel.«
» Rendben van, helyettesitse be az n = 3-at.« Es akkor kideril, hogy sok nagyon bo-
nyolult matematikasi tétel, eqy meghatdrozott specidlis esetben joval egyszeribb alakot
olt. A fizikus mindig eqy meghatdrozott esettel foglalkozik, sosem érdeklik az dltald-
nossdgok. Mindig valamirdl beszél, nem pedig egy elvont akdrmirdl. Példdul le akarja
1rni a gravitdcios torvényt hdrom dimenzioban, nem érdekli eqy tetszdleges erdha-
tas n dimenzioban. Vagyis az dltaldnossdagot mindig eqy kicsit mérsékelni kell, mert
a matematikusok tul széles érvényességi korrel dolgoztdk ki dllitdsaikat. De az dl-
taldnossdg azért hasznos is, mert gyakran eldfordul, hogy szegény fizikus kénytelen
visszasomforddlni és megkérdezni: » Elnézést uraim, taldn mégis mondhatndnak ne-
kem wvalamit a négydimenzios esetrél is ...«”

Végiil pedig ezekkel a szavakkal zarta az eldadast:
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,Osszegezve, Jeans szavait idézném, aki azt mondta: » Ugy tinik, a Nagy Epz’t()’—
mester matematikus volt<. Es ezért nehéz a természet valodi, legmélyebb szépsé-
geinek datérzését megosztani olyanokkal, akik nem beszélik elég jol a matematika
nyelvét. C. P. Snow »két kulturdrol< beszélt. En azt gondolom, hogy a kétféle kul-
turdhoz aszerint sorolhatok az emberek, hogy képesek-e a matematikdt olyan fokon
megérteni, hogy a természet efféle szépségeit érzékelni tudjdk.”

A két kultira Magyarorszagon is kedvelt vitatéma volt azokban az években,
amikor Feynman professzor gy érezte, sziikséges allast foglalnia a témaban. Szim-
bolikus, hogy koényve itthon a ,,Gyorsulé id6” sorozatban jelent meg, abban a soro-
zatban, melynek cime Marx professzornak a két kultura vitdban megjelent irdsat
orokitette tovabb.

Radnai Gyula

Megoldasvazlatok
a 2018/4. szam emelt szinti fizika gyakorlé feladatsorihoz

Tesztfeladatok

—_
N
w
I
at
D

7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
B|A|A|]C|C|]A|C|DJ|JA|D B B D B C

Szamolasos feladatok

1. A kilépé rontgenfoton energidjat a fékezédo elektrontdl kapja. A legkisebb
hullamhosszi foton frekvencidja a legnagyobb, ekkor az elektron teljes mozgasi
energidja a foton energidjat adja. Az elektron mozgasi energidjit az elektromos
mez6 eU munkaja révén nyeri. Tehat eU = hf. Felhasznalva a foton frekvencidja
és hullamhossza kozotti ¢ = f\ Osszefiiggést, megkapjuk a legkisebb hulldmhossz
ekt 6,63-1073% Js-3-10% &
he _ 5 i s — 1,24 -107!! m.

T Ue  10°5V-16-10719C

2. a) Az dbra alapjén
200 + 28 = 120° és p=a+p,

vagyis ¢ = 60°.
b) Hasonl6 meggondoldsok alapjin
@ =90°.
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3. a) 222Rn — 4o + 21¥X. Az X elem (mint az a periédusos rendszerbél kinéz-
hetd) a polénium, Marie Curie és Pierre Curie fedezték fel, és Lengyelorszagrél
nevezték el.

b) Ha 88,6% elbomlik, akkor marad 11,4%. A bomldstérvény alapjan:

__t
0,114 N =n -2 383nap,

Ebbél megkapjuk, hogy 12 nap alatt bomlik el a radongéz 88,6%-a.

¢) Az a-részecske mozgdsi energidja:
1
5,486 -10%-1,6-10712 J=8777-10713 J = §m112.

Ebbdl az a-részecske sebessége 1,62 - 107 m/s. Az impulzus megmaradds alapjan
MV = MpoUpo. Mivel a polénium izotép témegszama, igy témege is kb. 54,5-
szerese az a-részecske tomegének, sebessége ugyanannyiad része az a-részecske
sebességének, mintegy 3,0 - 10° m/s nagysagu.

4. a) A t6ltott test egyensilyban van,
mert a rd haté erék ereddje zérus. A toltésre
hat a nehézségi erd (mg), a henger faldnak

nyomoereje (Fhyoms), a rogzitett toltések Feoutomb
taszitéereje (Fooulomb), @ henger fala &ltal
kifejtett tapadési strlédasi erd (Fyarlsdasi) E
az dabrdan lathaté mdédon.
’ ” 7’ ’ F oulom

Az egyensiily feltételébdl ad6dé egyen- Coulomb

letek:
mg = Fyarlsdasi és Fiyoms = F,

ahol F' a két Coulomb-eré eredéje. Kihasznalva, hogy a sirlédasi er6 maximaélis
értéke -

max

strléddsi — ﬂOFnyom('n

az alabbi egyenleteket kapjuk:

:k%.
(%)

Behelyettesitve a megadott értékeket a maximalis tomegre kb. 6,5 gramm adddik.

m(max)g = IU'OFCoulomb \/57 ahol Feoulomb

b) A t6ltott test most egyenletes kérmozgdst végez, tehdt az eredd erd a kor
kozepe felé mutatd

d
Fioyoms — F =m <2> (27TTL)2.

Felhasznalva, hogy

(max) = __ pp(max) — .
m 9 = Fonsdasi = H0Fnyoms;
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q2 d 2
Fnyomé — \/§k 2 + m(max) <2> (27rn) ,
(%)

majd behelyettesitve a megadott értékeket a maximalis tomegre ebben az esetben

e
e
m(max) — \/i ~ 8,4 g
L 4 (4)(27rn)2
1o 2
addédik. )
Varga Balazs
God
Meérési feladat megoldasa
M. 374. Mérjiik meg valamilyen fajta méz optikai torésmutatojdt!
(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas.

A méréshez felhaszndlt eszkizok

— Akdcméz, ennek az optikai torésmutatéjat mértem;
— egy lézer, fényforrasként;

— egy nagyon keskeny ,tartdly” (mézet ontottem bele);
— sz6gmér6 (a beesési és a kilépési szogeket mértem);
— hésugédrzé (a méz melegitése);

— héméré (a méz hémérsékletének mérésére).

A mérés helye
A mérést az iskoldban végeztem el, és az iskolai eszkozoket (iskolai optikai
szett, hdsugdrzo, 1ézer, edény, szogmérd) haszndltam, a mézet pedig én hoztam.

A mérés elve
Amennyiben egy kozeghatarhoz (jelen esetben leveg6-méz) a beesési szoghben
érkezik meg a fény az n; optikai térésmutatéju kozegben (jelen esetben levegd,
ny &~ 1) és B ,kilépési szoggel” 1ép be a mdsik, n optikai torésmutatdji kozegbe
(jelen esetben a mézbe), akkor a Snellius—Descartes torvény alapjan
sin o n

N = — =nN.
sinff ny

A mért szogekbdl a torésmutatd kiszamithato.
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Kivitelezés

Elészor az igen vékony tartalyt koriilbeliil félig megtoltottem mézzel, majd
belehelyeztem a kor alakd szogmérét gy, hogy a kozéppontja épp a méz szintjé-
nek felsé hatdréra (a méz felszinére) essék. Ezutdn a tartdlyt a mégnestdbldhoz
yragasztottam”, ugyanezt tettem a lézerrel. Ezt kovetéen a lézer altal kibocsatott
(vorss) fény irdnydt beéllitottam gy, hogy épp a szogmérd kozéppontja felé indul-
jon el a fény. Az « és (B szoget a szogmérdvel kozvetleniil meg tudjuk mérni, ezekbdl
pedig a méz n torésmutatdja is konnyen meghatarozhaté.

Természetesen tobb o szognél is végeztem méréseket, s6t tobb kiilonb6zo hé-
mérsékleten (jollehet ezt nem kérte a feladat szovege). A térésmutaté ugyanis, ha
kevéssé is (amit mérésem is igazolt), hdmérsékletfiiggs. Elbszor szobahémérsékleten
mértem, majd ezt kovetéen hésugarzoval melegitettem a mézet, homérét helyez-
tem bele, és megmértem a méz 1j homérsékletét, majd gyorsan elvégeztem az ehhez
a hémérséklethez tartozé méréseket. Ezutan folytattam a melegitést ...

Mérési eredmények

Otféle hémérsékleten végeztem méréseket, o = 0,20, 30,...,80°-nal mértem
meg [ értékét, a kapott eredményeket tdbldzatba foglaltam. (A mérési adatok
tablazatat és a dolgozathoz mellékelt fényképeket terjedelmi okokbol nem kozoljiik.
— A Szerk.)

Elészor sin a—sin 3 grafikont akartam késziteni (ennek meredekségeként elvileg

a térésmutatét kaptam volna meg), viszont ez tul pontatlannak tiint. fgy minden
egyes méréshez kiszdmoltam a hozza tartozé n értéket, és egy adott homérsékleten
a kiilonbozé szogeknél kapott n-eket dtlagoltam. (Az o = 10°-0s szoghoz tartozoé
szdmot kihagytam az &dtlagolasbdl, mert akkor 8 mérése nagyon pontatlan volt.)
fgy kaptam meg a végeredményt, amely szerint az akdcméz optikai torésmutatédja:
n = 1,49 ~ 1,50.

A torésmutaté homérsékletfiiggése igen csekély volt, ezt tehat nem tudtam
megbizhatéan kimutatni. Bar a torésmutatok atlagara kiilonboz6 értékeket is kap-
tam, ezt az atlagtol erdsen eltéro 2-3 mérési eredmény okozhatta. Valdszintisitheto,
hogy az akdcméz (és dltaldban a folyadékok) térésmutatéja a hémérséklet noveke-
désével csokken, de ez nem kovetkezik a méréseimbol.

Hibaforrasok

1. A szogmérés pontossiga. A szogmérén 5 fokonként vannak a beosztdsok, ez
alapjan az « és (B szoget is kb. Ap = 2,3°-0s pontossidggal lehetett meghatdrozni
(aszerint, hogy a be- és kilépé lézernyaldb éppen egy beosztédsra, vagy inkdbb két
beosztds kozé esik).

2. A méz szintjének pontossdga. Amennyiben a szogmérd kozéppontja nem épp
a mézszint tetejére esik, akkor a fénytorés sem a méz kozéppontjaban kovetkezik
be, kovetkezésképp a mért szogek nem egyeznek meg pontosan a kivant « és 3
értékekkel. A szogmérét minden mérés utan megigazitottam, igy ezt a hibaforrast
kb. Ah =1 mm-re tudtam cstkkenteni. (A sz6gméré sugara kb. 5 cm volt.)

3. A lézersugér esetleg nem a szogmérd sikjaban vagy ezzel ,parhuzamosan”
(vizszintesen eltolva), hanem valahogyan ,ferdén” esik be. Mivel vékony az edény,
ezzel a hibalehetGséggel nem kell foglalkozni.
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4. A hémérséklet mérése. Ennek az adatnak a pontossiaga nem igazdn fontos,
elég csak koriilbeliili értékét tudni. A szobah&mérséklet mérése +0,1°C pontossagi
(hémérd pontossdga), magasabb hémérsékleteken kb. AT = 1,5°C a hiba (mert
a lézerrel valé szogmérés soran a méz hémérséklete lassan csokkent, 2-4 fokot).

Hibaszamitds
A 6 hibaforrds a szogmérésbdl szarmazik (bar nagy « szogeknél a mézszint
,bontatlansdga” is jelentds szerepet jatszik).

Foglalkozzunk a szégméréssel: Ap = 4,36 - 1072 rad (elég kicsi), vagyis a
sin Ap ~ Ay és cos Ap ~ 1

kozelitéseket alkalmazhatjuk. Ha a mért szog ¢, akkor ezen szog szinuszanak ab-
szolut hibdja

A(sin ) = sin(p + Ap) —singp ~ cosp - Ap = 4,36 - 1072 - cos ¢,
vagyis n (szogmérésbdl fakadd) pontatlansiga

An _ A(sin o) n A(sin B)

- - =436-1072 - (ctga + ctg ),
n sin « sin 8

tehat
An~6,5-1072 - (ctga + ctg f).

Ez f6leg kis szogeknél jelent&s (pl. a = 10°-ndl nagyon nagy).
Fagszi Bulesi (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

11 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 6 megoldds. Hidnyos (1-3 pont) 4, nem érté-
kelhet6 1 dolgozat.

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 624. A Balatonon tujonnan létesitett vitorldskikotdk egy része jégmentes,
azaz a bent hagyott hajok koril igen nagy hidegben sem fagy be. Ezt a viz felkeve-
résével érik el. Miért mikodik ez a mddszer?

(3 pont)

Megoldas. A viz 4 °C-on a legsliriibb, ezért az allévizekben — ha csdkken
a hémérséklet — a 4 fokos viz a t6 fenekére siillyed. Az ennél hidegebb viz feliilre
(a felszin kozelébe) keriil, és ott tovabb hiilve dltaldban megfagy. A viz — ha
nincsenek benne dramldsok — rossz hdvezetd, a fels§ (mér megfagyott) réteg és
az alatta 1év0, kicsit melegebb vizréteg kozott csak lasst a hocsere, a jégréteg csak
lassan ,,hizik”.
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Ha a vizet felkavarjuk, akkor a 4 °C-os (tehdt a fagypont feletti hdmérsékletii)
viz feliilre keriil, keveredik az ottani (hidegebb) vizzel, és az egész vizmennyiség
egyiitt hill, emiatt az egyes részei 6nmagukban nem tudnak megfagyni. (Természe-
tesen a hosszu ideig tartd, igen hideg teleken egy egész t6 is befagyhat, kiillonosen
akkor, ha a viz nem tdl mély, de szerencsére a Balatonnél ettél nem kell tartani.)

T6bb dolgozat alapjan
52 dolgozat érkezett. Helyes 40 megoldds. Hidnyos (1 pont) 10, hibds 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4974. Targoncdhoz erdsitett, hiszigeteld hengerben M = 20 kg timegi,
kénnyen mozgo, hészigeteld dugattyt Vo = 50 liter térfogatd, Ty = 300 K hémér-
séklett, po = 105 Pa nyomdsi levegérészeket vdlaszt el. A targonca v =10 m/s
sebességgel halad egy fal felé, amellyel tokéletesen rugalmatlanul ttkézik. Legfeljebb
mekkora hémérsékletet ér el a fal feldli részben l1évd levegd a folyamat soran?

po Vo Tolpo Vo To
AN

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. Amikor a kocsi nekiiitkozik a falnak, a tartalyban 1év6 dugattyi
v kezd&sebességgel (az iitkozés elStti sebességével) mozog tovabb. A bal és a jobb
oldali térfélben taldlhaté levegérészek — a j6 hdészigetelelés miatt — adiabatikusan
tagulnak, illetve nyomddnak Gssze. A fal fel6li rekeszben 1év6 géz akkor éri el
a legmagasabb homérsékletét, amikor a térfogata a legkisebb lesz, vagyis amikor
a dugattyu éppen megall.

Jeloljiik a levegérészek térfogatat ebben az allapotban

V1:%+AV és ‘/QZVO_AV

médon, a nyomasok pedig legyenek p; és pa. A levegd kb. 99 szdzalékat kétatomos
gaz alkotja, igy a levegdmolekuldk szabadsagi foka f = 5-nek, a fajhohanyados pedig

K= % = % = 1,4-nek veheto.
Az adiabatikus allapotvaltozas egyenlete szerint
‘/I)K'/ VK'/
= po—r illetve = po—>.
P1=Po Vr ) P2 = Po vy
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A nyomadsokkal és a térfogatokkal kifejezhetd a levegérészek belsé energisja:
Ey = gpovo, Ey = £P1V1 és  Ep= gszz-

Felirhatjuk még (az iitk6zés uténi pillanattdl a dugattyi megélldsdig) az energia-
megmaradas torvényét:
2

2Ey + 5

:E1+E27

vagyis
M 2 —K —K
A O = (1 AV) T (1 - AV
0

Az ismert adatok behelyettesitése utdn (ha az SI mértékegységeket nem fr-
juk ki) az aldbbi Osszefiiggést kapjuk:

(0,05 + AV) "% 4 (0,05 — AV) "% = 6.9.

Ezt az egyenletet a szokasos algebrai moddszerekkel nem lehet megoldani, ezért
kozelité modszerrel prébalkozunk: fokozatosan lesziikitjiikk azt az intervallumot,
amely a keresett AV értéket tartalmazza. Mivel AV = 0,01-nél a fenti egyenlet
bal oldala 6,71, AV = 0,02-nél pedig 6,96, a keresett AV valahol 10 és 20 liter
kozott lehet.

Tovabb felezve az intervallumok hosszat a kovetkezo értékeket kapjuk:

AV =0,01500 —  6,307;
AV =0,01750 —  6,87T;
AV =0,01875  —  6,918;
AV =0,01813 —  6,307;
AV =0,01844  —  6,908;
AV =0,01828  — 6,902
AV =0,01820 —  6,809;
AV =0,01824  —  6,901;
AV =0,01822  —  6,900.

A AV = 18,22 liter (0,01822 m?) tehdt mér nagyon jél kozeliti a pontos értéket.
Ezek szerint Vo = Vy — AV = 31,78 liter, a gdz hémérséklete pedig (az adiabatikus
egyenlet és a gaztérvény alapjan)

\V/ k—1 50 0,4
TQ:T0<°> :SOOK-( > ~ 360 K = 87 °C.

Va 31,78
Pdcsonyi Péter (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 10. évf.)

47 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(2 pont) 12, hibéds 2 dolgozat.
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P. 4991. Egy allvainyon fiiggd csavarrugéra egymds ald két,
fondllal dsszekdtitt, osszesen 4 kg tomegi testet erdsitettink az abra
szerint. Ha az alsé test leesik, a rugon maradd rezgémozgasba jon.
Ha a két testet felcseréljiik, és ezutan esik le az also test, a felsd
ismét rezegni fog. A két rezgésidd kiilonbsége 0,3 s. Mekkora a két
test tomege kiilon-kilon, ha egyiitt a rugon 1,5 s periodusideji rezgést
végeznek?

(4 pont) Kozli: Holics Laszld, Budapest

Megoldas. Tudjuk, hogy az Gsszesen m = 4 kg tomegl két test T =1,5 s

periédusidovel rezeg, tehat
m
T=2m]—.
VD

Innen kiszamithatjuk a rugdallandét:

Ugyanilyen erésségii rugén az my és mo = 4 kg — mq tomegi testek rezgésideje

T, = 2% TE é T, =2r %,

/ /4 k
ml g m1_03S

Innen (D kiszémitott értékét behelyettesitve és az SI mértékegységeket elhagyva) a
v/mp — \/4 —mi = 0,4

egyenletet kapjuk, amelynek gyokei: 2,56, illetve 1,44.
A két test tomege tehat kiilon-kiilon: m; = 2,56 kg és mo = 1,44 kg.

a kiilonbségiik pedig

Stiga Viktoria (Budapest, Német Nemzetiségi Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

81 dolgozat érkezett. Helyes 70 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(2 pont) 1, hibéds 1 dolgozat.

P. 4998. Egy gomb alaki vizcseppre érkezd fénysugdr e
az &bran ldthate mdédon hdrom belsé visszaverddés utdn "
az eredeti irdnyban halad tovdbb. Mekkora beesési szdggel
lépett be a fénysugdr a vizcseppbe? (A viz torésmutatdja

n=4/3.)
(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
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Megoldas. A fénysugdr eltériilése az egyenes irdnytol dsszesen 27 radidn (1dsd
az dabrdt):

2(a— )+ 3(m —2p) = 2m.
Innen o = 45 — 90°, vagyis

sina = — cos(4)

kovetkezik. Madsrészt (a torési  tor-
vény értelmében) fenndll, hogy sina =

4 . .
= 3sin 3, vagyis

4sin 8 + 3cos(48) = 0.

Ennek az egyenletnek — a feladat szem-
pontjabdl elfogadhaté — megoldasa S = 34,95°, és ennek megfelelen a beesési szog:
o = 49,8°.

Schrott Marton (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

42 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(1-3 pont) 8 dolgozat.

P. 5000. Az adbran ldthats U-alaki csébe vizet toltot-
i_ tink. Hogyan és mennyire vdltozik meg a csé két szdardban

a viz szintje, ha a bal oldali csészdrat szorosan korilvevd N
T_ menetes, £ hosszisdgi tekercsbe I erdsségi dramot vezetiink?
(A csé dtmérdje joval kisebb a tekercs hosszdandl. A viz re-
lativ permeabilitdsa p,, szamértéke 1-nél eqy nagyon kicsivel

v kisebb.)
(Lasd még Radnai Gyula: Az elektromdgnes hizderejérdl

sz616 cikket a K6MaL 2000. évi 4. szamaban és a honlapun-
kon.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

I. megoldas. Jeloljiik az dbrdn lathaté médon f£y-lal azt a tdvolsagot, ameny-
nyire a viz ,belég” a tekercsbe az aram bekapcsoldsa el6tt, z-szel pedig azt,
amennyivel lesiillyed a vizszint a tekercsben az aram bekapcsolasa utan.

A tekercsben (annak vizzel teli részében is és a levegét tartalmazé részében is)

NI/U’OHJr

B(z) = (6 —4lo+ )y + (bg — )

nagysdgui magneses indukcié alakul ki (14sd az idézett cikket). Ez az indukeié 14t-
haté médon fiigg az x tdvolsdgtdl. A teljes (A keresztmetszetil) tekercsen dthaladé
magneses fluxus:

®(z) = NAB(x),
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Hr Hr

O_
S
+
P
=
AT
sl

.
.

ami ugyancsak = fiiggvénye. A fluxus kifejezhet6 a tekercs onindukcids egyiitt-
hatéjaval is:

Az aramjérta tekercs méagneses energiaval rendelkezik, aminek nagysdga

(1) Bnsgn. (z) = %LI(;E)Q = %@I = %ANI - B(z),
vagyis

272
@) Bunign. (@) = 3 L Abols

T2 WU —tlot )t (bo—2)

A folyadék gravitdciés helyzeti energidja (az drammentes dllapot azonos viz-
szintmagassdgu allapotdhoz viszonyitva)

(3) Ehelyzeti = QQA$2,
hiszen m = pAx tomegl folyadékmennyiség tomegkdzéppontja x-szel magasabbra

kertiilt.

Szamitsuk most ki, hogy mennyit valtozna a rendszer mégneses, illetve gravi-
técios energidja, ha valamilyen ok miatt az x tdvolsdg egy kicsiny Ax < x értékkel
novekedne. A (2) képletbél kozvetlen szdmoldssal adédik:

A-Emégn. = Emégn.(x + A.T) - Emégn. (I‘) =

B N212 Apopn (1 — pr) Az
C2[(0—tlo+ 3+ Ax)pr + (o — 2 — Ax)| [(€ — bo + @) e + (o — )]

~

N2I? Apo(1 — py) Az
(4) ~ 02(62 JAz
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(Az utolsé 1épésnél kihasznaltuk, hogy Ax <« = és p, ~ 1.) Ugyanezt az eredményt
a differencialszamitas alkalmazasdval is megkaphatjuk:

dEmégn. ((E)

Az,
dx v

A-Emzign. ~

Mivel viznél u, < 1 (a viz diamdgneses), (4)-b6l leolvashatd, hogy a vizszint kicsiny
lesiillyedésekor (vagyis Az > 0 esetén) a rendszer mégneses energidja novekszik.

Hasonlé médon szdmithatjuk ki a (3)-bdl, hogy mennyit véltozna a viz helyzeti
energidja, ha a vizszint valamilyen ok miatt egy kicsiny Ax értékkel lesiillyedne:

(5) AE‘helyzeti - Ehelyzeti(z + AI) - Ehelyzeti(x) =
= 0gAAz (22 + Ax) = 20gAx - Ax,

ami igy is megkaphato:

dEhelyzeti (LL')

. - Az,

AE‘helyzeti ~

Lathatd, hogy x > 0 és Ax > 0 esetén a folyadék helyzeti energidja is novekszik.

Vajon mi fedezné a rendszer magneses és gravitacids helyzeti energidjanak meg-
valtozasat, ha a vizszint Ax értékkel lesiillyedne? A vizszint elképzelt valtozdsakor
a tekercsen athaladé méagneses fluxus

Ad =TAL

értékkel megvaltozik, mikozben az dramforrds (dramgenerator) biztositja, hogy az I
aramerésség véltozatlan maradjon. A fluxusvéltozés fesziiltséget indukal a tekercs-
ben, emiatt az dramforrds fesziiltségének is meg kell névekednie

N

U="Ar

értékkel (ahol At az elképzelt véltozds ideje). Ilyen koériilmények kozott az dram-
forras t6bb energidt ad le, mint amennyit korabban (a Joule-hé fedezésére) leadott,
a kiilonbség

a0

(6) W=UIAt = —

IAt = IAD.
(6) és (1) osszevetésébdl latszik, hogy W = 2AE,40n..
Egyenstily esetén az elképzelt (virtudlis) vizszintvaltozasnél teljesiilnie kell a
W = A-Emeig;n. + A-Ehelyzeti

Osszefliggésnek. Ha a fenti Gsszefiiggés nem allna fenn, akkor valamilyen el6jeli
Az mellett W nagyobb lenne, mint a rendszer mégneses és gravitacids energidja-
nak megvaltozasa. A kiilonbség fedezhetné a folyadék mozgasi energidjat, és igy
a folyadék nem maradna egyensulyban, hanem mozgédsba jonne.
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Az egyenstly feltétele tehdat
W = 2AEmégn. = AEmégn‘ + A-Ehelyzetia
ami (4) és (5) felhaszndldsdval {gy {rhaté:

N2I% Apo(1 — pe) Az
202

= 20gAx - Ax.

Innen a vizszint keresett megvaltozdsa az dram hataséara:

 N22u0(1 - 1)
402 og

Mivel x > 0, a viz a tekercs belsejében egy kicsit lesiillyed.

Olosz Adél (Pécs, PTE. Gyak. Alt. Isk., Gimn. és Szakgimn., Ovoda 11. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. A vizszint mégneses mez6 okozta eltoléddsét a magneses in-
dukcié nagysaga hatarozza meg, és a vizszint egyensulyi helyzete nem fiigg attol,
hogy mi hozza létre a magneses mez6t. Cseréljiik fel a feladatban szerepl tekercset
egy ugyanolyan geometriajui, rovidre zart szupravezeto tekerccsel, amiben ugyan-
csak I er0sségli aram folyik az egyensilyi allapotban. Ez a rendszer energetikailag
zért (hiszen nem kapcsolédik kiilsé aramforrdshoz), ezért az egyensilyi éllapotét
az Osszes (mdgneses + gravitdcids) energia minimuma hatdrozza meg.

A folyadék gravitacids helyzeti energidja (az I. megoldds jeloléseit haszndlva)
Ehelyzeti(x) = QgAxZ

A tekercs belsejében

(7) B=po'y
indukcidji méagneses mez6 van, hiszen mind a levegd, mind pedig a viz relativ
permeabilitdsa jé kozelitéssel 1-nek tekinthetd. A magneses tér energidja az ener-
giastiriiség B?/(2uop:) képletbdl szamolhaté. Mivel a tekercs £g — o hosszti részét
viz, £ — £y + x hosszi részét pedig levego tolti ki, a magneses energia:

B2A (bg—x (—ly+z
Emégn,(m) - 240 ( /h(erZ) MgleVegﬁ)

Ebben a kifejezésben B a (7) osszefiiggéssel megadott mdgneses indukeid, ami
szupravezetd tekercs esetében (a mégneses fluxus édllandésdga miatt) nem fiigg
x-t6l.

A rendszer teljes energiaja

N2124A - —
E(z) = Ehelyseti (%) + Emagn. () = 0gAz* + o (60 z bt x)

202 ugviz) uglevegé)
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Ez x-ben masodfoku kifejezés, aminek minimumat pl. teljes négyzetté alakitassal,
a parabola tulajdonsdgainak felhasznalasaval, esetleg derivaldssal hatdrozhatjuk
meg:

NQIQ (Mglevegc’j) . Ml{va)) N2I2(1 . Nr)

~ Mo 4€20g )

T = to viz)lul(rlevegc'i)

402 0gpt

ahol pu, = 0,999992 a viz relativ permeabilitdsa, a leveg6 1,000 000 36 értékii relativ
permeabilitdsat pedig 1-gyel helyettesitettiik.

Elek Péter (Debreceni Ref. Koll. Déczy Gimn. 11. évf.)
dolgozata alapjan

11 dolgozat érkezett. Helyes Elek Péter és Olosz Adél megoldasa. Kicsit hidnyos
(5 pont) 5, hidnyos (3-4 pont) 3, hibds 1 dolgozat.

P. 5008. Egy egyatomos gdzt oly mddon melegitink, hogy a folyamat sordn
a mdlhdje a gdzdllandd (R) legyen. Hdnyszorosdra vdltozik a gdz térfogata, ha
a hémérséklete a kétszeresére nd?

(5 pont) Példatari feladat

Megoldas. Az allandé molhéji folyamatok az ugynevezett politropikus folya-
matok, amelyek a

pV"™ = allando
egyenlettel jellemezhetSk (n a politropikus kitevd). (Ezen folyamatok kézé tartoz-
nak az izobar, az izochor, az izotermikus és az adiabatikus allapotvaltozasok is.)
A politropikus fajhé a
n—k

n—1

Cp =Cy

képlet alapjdn szémithaté (ldsd pl. a http://www.sulinet.hu/tovabbtan/
felveteli/ttkuj/fizika/hotan/hotan.htm honlapon), és ugyanilyen osszefiig-
gés érvényes a moélhore is:

n—k

C,=Cy-

n—1"

Egyatomos gazok molhdje allandé térfogaton

f 3
Cv=2R=2"R
14 9 2 )
a fajhohényados pedig
_fr2_5
= 7‘]" =3
Esetiinkben Cy = R, tehat
5
n—2
R=:R N
n—1’
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ahonnan n = 3 kovetkezik. Ezek szerint a folyamat soran
p- V3 = 4llandd,

amit az altalanos gaztorvény felhasznaldsaval
T -V? = 4llandé

alakban is felirhatunk. Innen leolvashatjuk, hogy mikézben a gaz hémérséklete
a kétszeresére né, a térfogata \/Li ~ 0,7-szeresére csokken.

Janosik Aron (Gyér, Révai M. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

36 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 13 dolgozat.

P. 5010. Egy ciklotronban protonok felgyorsitisihoz 10 MHz frekvencidji
gyorsitifesziltségre van sziikség. Mekkora frekvencia kell a deuteronok, az egysze-
resen ionizdlt héliumatomok, illetve a kétszeresen ionizdlt héliumatomok felgyorsi-
tdsdhoz?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. Jeloljiik a protont, a deuteront és a kétféleképpen ionizalt hélium-
atomokat rendre 1, 2, 3 és 4-es indexekkel, tovdbba szamoljuk a tomegeket és
a toltéseket a protonhoz viszonyitott relativ egységekben. fgy myp =1, mg =2,
m3=my =4, illetve g1 = g2 =q3 =1, és q4 = 2.

A ciklotronban korpéalyakon mozgé részecskék centripetalis gyorsuldsdt a még-
neses tér altal kifejtett Lorentz-erd biztositja:

mv2

qB = —,
r

igy a v sebességgel mozgod részecske palydjanak sugara

_mw
=B
a mozgas ,frekvencidja” pedig
v q B
f = — = — « —,
2mr  m 27w

Ugyanekkora frekvenciaval kell valtakoznia a gyorsitéfesziiltségnek is a ciklotron
két féltere kozott, ezzel biztosithaté a részecskék sebességének (és ezzel egyiitt
a pélyasugaruknak) folyamatos novekedése.

A frekvencidk ardnyéra igaz, hogy:

Jo _mi 1
L= = azaz fo =5 MHz,
i me 2
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1
%: o T tehat f3 = 2,5 MHz,
1 ms
fa @@ m 2 1 1 ,
EZE.E:I.Z:§7 igy f1 =5 MHz.

Garamuvélgyi Istvdn Attila (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)

46 dolgozat érkezett. Helyes 39 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 2, hibds 1 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 378. Méréssel hatdrozzuk meg, hogy egy szinyoghélé (vagy hasonld, finom
szovésli anyag) hény szdzalékkal csokkenti az ablak fényétereszté képességét!

(6 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdria, Dunakeszi

G. 637. Két goly6t azonos kezdbsebességgel, egyszerre inditunk egy-egy viz-
szintes, sik feliileten. A mozgds sordan mindkét goly6 legurul egy lejtén, majd fel-
gurul az eredeti szintre, és igy jut el az ut végére. Az utak hossza ugyanakkora, és
a lejtok mélysége is megegyezik. A surlodasi veszteségektol mindkét esetben elte-
kinthetiink.

Melyik goly6 ér hamarabb az it végére?

7 ~——

A

(3 pont)

G. 638. Egy kéttonnds gépkocsi kikapcsolt motorral, fékezés nélkiil 36 km/h
allandé sebességgel gurulna le egy 5 szazalékos emelkedésii lejtén. Mekkora a motor
hasznos teljesitménye, ha ugyanezen a lejtén, ugyanekkora sebességgel haladna
felfelé ez a gépkocsi?

(3 pont)

314 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/5



ﬁ} 2018.5.6 — 22:03 — 315. oldal — 59. lap KoéMalL, 2018. majus ﬁ}

— P

G. 639. Megfigyelték, hogy az égd
gyertya langja a Fold koriil keringé tirha-
joban gomb alaki. Adjunk magyarazatot
erre!

(3 pont)

G. 640. Ha a Fold R sugard, homogén gomb lenne, az aldbbi grafikonok koziil
melyik abrazolnéd helyesen a graviticids er6 fliggését a Fold kozéppontjatol mért

tavolsagtol?
F F F F
R R R R
a) b) c) d)
(3 pont)

P. 5034. Mennyi ideig esett egy vy kezddsebességgel vizszintesen elhajitott
test, amig az eldobds helyétdl s tdvolsdgra keriilt? (A légellendllastdl tekintsiink el!)
Adatok: vo =5 m/s, s =20 m.
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5035. Télen a cinkék egyik kedvenc eledele a magokat is tartalmazé faggy-
golyé, amelyet példaul egy fa alsé dgara lehet fondllal felfiiggeszteni. Egy ilyen
golyébol akéar két cinke is falatozhat egyszerre. Egy alkalommal a 90 gramm t6-
megl golyén lakmadarozo két cinke — valamitol megriadva — egyszerre réppent fel
a golyordl, ugyanakkora kezdOsebességgel, egymasra merdleges iranyban gy, hogy
mindkét madar kezdGsebessége a vizszintessel 35°-o0s szoget zart be. Az egyenként
18 gramm tomegii cinkék kozos felroppenését kovetden a golydt tartd fiiggdleges
fonal 10°-kal lendiilt hatra, majd 1,4 masodperces lengésidével kezdett lengedezni.

Mekkora kezdésebességgel roppentek fel a cinkék?
(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
P. 5036. A Nap koriil keringé egyik iistokos legkisebb tavolsdga a Naptol
0,5 CSE, a legnagyobb pedig 31,5 CSE.
a) Mekkora az iistokos keringési ideje?

b) Mekkora teriiletet stirol az iistokost a (nyugvénak tekinthetd) Nappal ssze-
koto szakasz egy év alatt?

(4 pont) Csillagdszati versenyfeladat alapjan
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P. 5037. Egy 50 cm hosszisédgu, 100 g tomegii, aprd szemekbol
all6 lancot fligglleges helyzetben l6gatunk gy, hogy a vége éppen
egy mérleg felett helyezkedjen el. A lancot egyszer csak elengedjiik.

Hatéarozzuk meg és dbrazoljuk a mérleg altal mutatott értéket
a lanc tetejének a mérlegtol vald tavolsdga, illetve az elengedés
pillanatatol mért id6 fiiggvényében!

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 5038. Két alacsony, de erds fiu all egymdas mellett. Az egyikiik, Andras,
vo = 10 m/s kezdGsebességgel, a vizszinteshez képest ov = 30°-o0s szdgben eldob egy
hoégolyot. Tarsa, Bendeguz ty = 0,5 s reakciéidével késébb valamekkora sebességgel
eldob egy masik hégolydt, és azzal még reptében el akarja talalni Andrés ,l6vedé-
két”. Legalabb mekkora sebességgel kell Bendegiznak dobnia, hogy esélye legyen
a taldlatra? (A terep sik, a fidk véllmagassidga h = 1 m, és a kozegellenéllast az egy-
szerliség kedvéért ne vegyiik figyelembe.)

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka

P. 5039. Két konnyi, merev pélca hossza f1, il-
letve ¢5. Egyik végiikhoz myq, illetve mo tomegi, kis mé-
41 retil testet erdsitiink, masik végiiket mereven 6sszekot-
‘s jiikk gy, hogy a palcak egymassal bezart szoge o legyen.
Ez a rendszer az 0sszekOtési ponton atmend, vizszintes
tengely koriil szabadon lenghet a pédlcdk altal meghata-
rozott sikban. Mekkora az egyensilyi helyzetébol kissé
kitéritett rendszer lengésideje?

(5 pont) Példatdri feladat

P. 5040. Az 50 m? alapteriiletii és 3 m belmagassigi tanteremben nyitott
ajté mellett a didkok éppen dolgozatot irnak. A hémérséklet 24 °C, a légnyomds
10° Pa. Adjunk becslést a kovetkezé mennyiségekre:

a) Mekkora a teremben talalhaté levegd tomege?

b) Mekkora a teremben taldlhaté levegd belsé energidja?

¢) Mennyivel véltozna a teremben taldlhaté leveg6 bels§ energidja, ha a ho-
mérséklet 2 °C-kal emelkedne?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5041. Vizszintes sikban, egymastél L =
=10 cm tavolsidgra két parhuzamos, elhanya-
golhaté ellendllasi, rogzitett sin van, amelye-

Uo ket az dbra szerint az egyik végiiknél Uy =
= 0,3 V-os, allandé6 fesziiltségli aramforras kap-

R,L /-2y B
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csol 6ssze. A ,berendezés” fiiggdlegesen lefelé mutatd, B = 1 T indukciéji, homogén
magneses mezében van. A sinekre merélegesen R = 0,2  ellendllasi fémpalcat
fektettiink, ami a sineken sirlédasmentesen mozoghat.

Mekkora nagysagu és milyen irdnyu erot kell a sinekkel parhuzamosan kifejteni
a palcara, hogy az az dbran jelzett irdnyban allandé v sebességgel mozogjon, ha

a) v=1m/s;
b) v=>5m/s?
¢) Mekkora a telep dltal leadott teljesitmény a két esetben?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5042. Egy hagyoméanyos optikai racsra merolegesen olyan biborszind fényt
bocsatunk, amely 652 nm hulldmhosszi voros és 489 nm hulldmhosszi kék fény
keveréke. A 2 m tavolsdgra 1év6 erny6n megfigyelhetd legkozelebbi biborszini fény-
foltok tavolsaga 20 cm. Mekkora a racsallandé?

(4 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

P. 5043. Egy 1,6 - 10~ '3 J mozgéasi energidji deutérium 4llé triciumba {itkozik.
A lejatsz6do magreakeid:
H + %H — 3He + jn.
A kilép6 neutron sebessége a deutérium sebességének iranyaval 60°-os szoget zar be.
a) Mennyi energia szabadul fel?
b) Mennyi lesz az a-részecske és a neutron mozgési energidja az iitkézés utdn?
¢) Mekkora sziget zdr be az a-részecske sebessége a deutérium sebességével?

(Az izotéptomegek tabldzata megtaldlhaté honlapunkon a www.komal.hu/
cikkek/atomtomegek.pdf cimen.)

(5 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros

P. 5044. Andrés és Béla ikertestvérek. A 20. sziiletésnapjukon sorsuk meg-
valtozik: Andras a Foldon marad, Béla viszont egy hosszabb {lirexpediciéra indul.
Az Girhajé dllando sebességgel tavolodik a Foldtol. Egy év mulva Andras készit egy
fényképet a sziiletésnapi tortajardl, és radidjelekkel elkiildi azt Bélanak, aki azt épp
a 22. sziiletésnapjan kapja meg az tirhajoban.

a) Mekkora sebességgel tdvolodik az {irhajé a Foldtél?

b) Milyen tavol van az {irhajé a Foldt6l Andras szerint a fénykép megérkezé-
sekor?

¢) Béla is készit egy felvételt a 22. sziiletésnapjardl, és azonnal elkiildi azt
testvérének. Hany éves koraban kapja meg Andras ezt a fényképet?

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Bekiildési hatarid6: 2018. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 286): Exercises up to
grade 10: C. 1483. What is the smallest value of the expression 6|z — 1| + 5|z — 2| +
4|z — 3| + 3|z + 4| + 2|z — 5|7 C. 1484. The diagonals of a convex quadrilateral ABC'D
are not perpendicular. The feet of the perpendiculars dropped from vertices A, B, C,
D onto the sections AC and BD are Ai, By, C1, D1, respectively. (They are different
from vertices.) Prove that these points form a quadrilateral similar to the original one.
Exercises for everyone: C. 1485. Let « = 1% +3% 4 5% 4 .- 420172 and y = 2% +

2 2 2 . y—x
4% 4 6° 4 --- + 2018°. Evaluate the fraction Jo— (12423434 2017-2018) " C. 1486.

A regular triangle ABC and a circle k are both centred at point O, and have an equal area
of 1/\/L2—7. Let the extensions of line segments AO, BO, CO intersect circle k at points

A’, B', C’, respectively. Find the exact value of the area of the hexagon AC'BA'CB’.
C. 1487. Nine actors take part of acting exercises each involving three characters. With
what minimum number of exercises is it possible to make sure that every pair of actors
play together at least once? Exercises upwards of grade 11: C. 1488. Given that any
three line segments out of a set of five can be used as sides to construct a (non-degenerate)
triangle, prove that at least one of the triangles obtained in this way is acute-angled.
C. 1489. In the lower left corner of a chessboard there is a black bishop, and in the lower
right corner there is a white bishop. Each bishop moves up the board in steps of one unit,
remaining on fields of its own colour. In each step, it may move to the left or to the right,
at random, until it reaches the top row. What is the probability that the black bishop
ends up to the right of the white bishop?

New exercises — competition B (see page 287): B. 4957. A set with positive
integer elements is said to be jolly good if it does not contain a pair of numbers whose
difference is 2. How many jolly good subsets does the set {1,2,3,...,10} have? (3 points)
(Proposed by S. Rdka, Nyiregyhéza) B. 4958. The sides of a triangle are a, b, ¢, the radius
of the inscribed circle is 7, and the radius of the circumscribed circle is R. Prove that if
a+b+c= %, Vab + Vbe + v/ca = 6 then R = 2r. (4 points) (Romanian competition
problem) B. 4959. Barnaby has n marbles in his pocket. When he performs a somersault,
each marble has a probability of 0 < p < 1 to fall out of his pocket, independently of
one another. If at least one marble falls out during a somersault then Barnaby will stop
performing somersaults. Otherwise he will continue. Given that the probability of having
an even number of marbles in his pocket when he stops doing somersaults is 50%, what
may be the value of n? (4 points) B. 4960. Let P be an interior point of triangle ABC, and
let A*, B* és C* be arbitrary points of the line segments AP, BP and CP, respectively.
Through point A*, draw parallels to BP and CP, which intersect sides AB and AC at
Ay and Aa, respectively, as shown in the figure. Similarly, the parallels drawn through
point B* to CP and AP intersect sides BC and AB at B; and Bs, and finally, the
parallels drawn through point C* to AP and BP intersect sides AC and BC at C; and
C2, respectively. Show that AC:1 - BA; - CB1 = ABy - BCy - C'As. (8 points) (Proposed by
J Kozma, Szeged) B. 4961. The intersection of three unit circles is bounded by the arcs
AB AC and BC. The perimeter of the intersection is K. Calculate the perimeter of the
intersection of the unit circles centred at A, B and C. (4 points) B. 4962. Let n be
a positive integer. Solve the following simultaneous equations on the set of real numbers:
a2+a—1=as,a3+ax—1=as, ...,a2 +an—1=a. (5 points) B. 4963. Let 7, be
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the radius of the largest escribed circle of a triangle, and let R denote the radius of the
circumscribed circle. Prove that r, > %R. (5 points) (A problem from Paul Erdds (1913—
1996)) B. 4964. Is it true that if the functions f,g: R — [0, 1] are periodic and the
function f + g is also periodic then they have a period in common? (6 points) B. 4965.
For a vector x # 0, let ex = % A given plane S is parallel, but not identical to the plane
of a given (non-degenerate) triangle ABC. Show that there exists a unique P € S, such
that the vector ez3 + esp + epsg is perpendicular to S. (6 points)

New problems — competition A (see page 289): A. 725. Let R* denote the
set of positive real numbers. Find all functions f: R — R* satisfying the following
equation for all z,y € R*: f(zy+ f(y)2) = f(z)f(y) + yf(y). (Proposed by: Ashwin Sah,
Cambridge, Massachusetts, USA) A. 726. In triangle ABC with incenter I, line Al
intersects the circumcircle of ABC at S # A. Let the reflection of I with respect to
BC be J, and suppose that line SJ intersects the circumcircle of ABC for the second
time at point P # S. Show that AI = PI. (Proposed by: Jdzsef Mészaros, Galanta,
Slovakia) A. 727. For any finite sequence (z1,...,%,), denote by N(z1,...,z,) the
number of ordered index pairs (4,j) for which 1 <4< j <n and z; = z;. Let p be an
odd prime, 1 < n < p, and let ai,ao,...,a, and b1, ba,...,b, be arbitrary residue classes
modulo p. Prove that there exists a permutation 7 of the indices 1,2,...,n for which
N(a1 + b.,r<1), as + bﬂ.(2>, Lo, Qn + b,r<n)) < min (]\/Y(CLl7 az, ..., an), ]\/'(1)17 ba, ..., bn))

Problems in Physics
(see page 314)

M. 378. Measure by what percent does a mosquito net (or any similar material)
decrease the transparency of a window.

G. 637. Two balls are started at the same initial speed, each rolls along a horizontal
plane first. During the motions both balls roll down along a slope, and then they both
roll up to the initial level of their motion, and then they got to the end of the paths. The
lengths of both paths are the same, the depths of the paths are also the same. Friction is
negligible in both cases. Which ball reaches the end of the path first? G. 638. A 2-ton
vehicle without operating its engine would move down a slope of 5% elevation at a constant
speed of 36 km/h. What would the useful power of its engine be if it goes up along the
same slope at the same speed? G. 639. It was observed that the flames of a burning candle
has a spherical shape in a spaceship revolving around the Earth. Explain this observation.
G. 640. If the Earth was a uniform density sphere of radius R, which of the graphs shown
below would be the correct sketch of the gravitational force as a function of the distance
measured from the centre of the Earth?

P. 5034. How long did the object, projected horizontally at an initial speed of vy,
fall while it reached a position which was at a distance of s from the position of the
projection? (Neglect air resistance.) Data: vo =5 m/s, s =20 m. P. 5035. In winter
a favourite type of food for titmice is a fat ball consisting of fat and different seeds. These
balls are suspended by means of a piece of thread and hung to a branch of a tree. Even
two tits can feed themselves from the same ball at the same time. Once there were two
tits on the same ball of mass 90 g, when suddenly they got frightened and flew off at the
same moment, with the same initial speed, in perpendicular directions, such that both
tits initial velocity made an angle of 35° degree with the horizontal. The fat ball began
to swing with a period of 1.4 s, the angular displacement of the thread (with respect
to the vertical) was 10°. The mass of each titmouse is 18 g. What was the initial speed
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of the tits? P. 5036. The smallest distance between the Sun and a comet revolving around
it is 0.5 AU and the greatest one is 31.5 AU. a) What is the period of the comet? b) What
is the area which is swept by the line segment drawn from the Sun to the comet in one
year? (Consider the Sun to be at rest.) P. 5037. A 50 cm long, 100 g mass chain of small
links is hung such that its lower end is just above a scale. Suddenly the chain is released.
Determine and sketch the reading on the scale as a function of the distance of the top of
the chain and the scale; and as a function of the time elapsed from the release of the chain.
P. 5038. Two short but strong boys are standing next to each other. One of them, called
Andrew, throws a snowball at an initial speed of vo = 10 m/s at an angle of a = 30° with
respect to the horizontal. His friend Bernard throws another ball at some velocity after
the reaction time of to = 0.5 s has elapsed. Bernard’s goal is to make the two snowballs
collide whilst they are in the air. What should the least speed of the second ball be in
order that Bernard has a chance to hit Andrew’s ball? (The boys are standing in a level
field, their shoulders are at a height of h = 1 m. For the sake of simplicity do not consider
air drag.) P. 5039. The lengths of two light, rigid rods are ¢1 and ¢2. To one end of each
a small object is attached, one having a mass of m; and the other ms2. The other ends of
the rods are attached to each other rigidly such that the angle between the rods is . The
system is pivoted at the attachment of the rods and can swing freely about a horizontal
axis, in a plane determined by the rods. What is the period of the motion of the system
when it is displaced a bit from its equilibrium position? P. 5040. Students are writing
a test in a room of base area 50 m? and of height 3 m. The door of the room is opened,
the temperature is 24 °C, and the pressure is 10° Pa. Estimate the following quantities:
a) What is the mass of the air in the room? b) What is the internal energy of the air in the
room? ¢) By what amount would the internal energy of the air in the room change, if the
temperature increases by 2 °C? P. 5041. There is a pair of fixed, parallel rails of negligible
resistance in a horizontal plane at a distance of L = 10 cm. The rails are connected at
one of their ends to the terminals of a voltage supply of constant voltage of Uy = 0.3 V,
as shown in the figure. The system is in downward magnetic field of magnetic induction
of B=1T. A metal rod of resistance R = 0.2 €2 is placed perpendicularly to the rails.
The rod can move frictionlessly on the rails. What is the magnitude and the direction of
the force which is to be exerted on the rod in order that it moves at a constant speed
of v in the direction shown in the figure if a) v =1 m/s; b) v =5 m/s? ¢) What is the
dissipated power of the battery in both cases? P. 5042. A beam of magenta light, which
is combined from red light of wavelength 652 nm, and blue light of wavelength 489 nm,
is perpendicularly incident on a traditional diffraction grating. The distance between the
two closest magenta coloured spots on a screen at a distance of 2 m is 20 cm. What
is the slit spacing of the diffraction grating? P. 5043. A deuterium of kinetic energy
1.6-1071'3 J collides with a stationary tritium. The following nuclear reaction occurs:
2H + 3H — 3He + }n. The angle between velocity of the emitted neutron and the velocity
of the deuterium is 60°. a) How much energy is released? b) What is the kinetic energy
of the a-particle and the neutron, after the collision? ¢) What is the angle between the
velocities of the a-particle and the deuterium? P. 5044. Alex and Bob are twins. Their
fate changes on their 20th birthday: Alex stays on the Earth, but Bob goes to a longer
space-expedition. The spaceship is travelling away the Earth at a constant speed. A year
later Alex takes a photo of his birthday cake, and sends it to Bob by means of radio
signals, who receives it on his 22nd birthday in the spaceship. a) At what speed does the
spaceship travel away from the Earth? b) According to Alex how far is the spaceship from
the Earth when Bob receives the photo? ¢) Bob also takes a photo of his 22nd birthday,
and immediately sends it to Alex. How old is Alex when he receives the photo?
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