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Az 59. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia
feladatainak megoldasa

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljiikk a nyari matema-
tikai diakolimpia feladatainak a megoldasait; lényegében ugy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket koszonjiik és ezuton
is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

Els6 nap*

1. Legyen I a hegyessziglii ABC hdromszdg korilirt kére. D és E legyenek
az AB, illetve AC szakaszok olyan pontjai, amelyekre AD = AE. A BD és CE
szakaszok felezémerdlegesei a T kor révidebb AB, illetve AC iveit az F, illetve G
pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy a DE és FG egyenesek pdarhuzamosak vagy
egybeesnek.

Imolay Andras megoldasa. Messe
az FD és a GE egyenes I'-t masodszor
rendre M-ben és N-ben.

F rajta van BD felezOmerolege-
sén, igy az F'DB haromszog egyenls-
szart, FDB< és ADM< cstcsszogek,
és BF AM hurnégyszog, igy

ADM< = FDB< = FBD< =
= FBA< = FMA< = DM A<,

tehdt a DAM héromszog egyenl6-
szaru, igy AD = AM. Hasonl6éan kap-
juk, hogy AE = AN, és a feladat fel-
tétele szerint AD = AFE, igy AN =
AD = AFE = AM, tehat az N, D, F,
M pontok egy A kozéppontu korre il-
leszkednek.

NDEM és GM N F hurnégyszogek, igy

MDE<1<=MNE<=MNG<=MFG<,

tehdt a DE és F'G egyenesek az F'M egyenessel ugyanakkora szoget zarnak be,
vagyis a DE és F'G egyenesek parhuzamosak vagy egybeesnek. Kész vagyunk.

*A mésodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szdmban kozoljiik.
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2. Hatdrozzuk meg azokat az n > 3 egész szamokat, amelyekre léteznek ay,as,
vy Gpya valos szamok, amelyekre ap11 = a1, apyo = ag és

a;ai+1 + 1 = ajpo
teljesiil minden i = 1,2,...,n esetén.

Bukva Baldzs megolddsa. Ha 3 | n, akkor van megoldés, méghozz4 legyen

2 n=0 (mod 3),
an =4 -1 n=1 (mod 3),
-1 n=2 (mod 3).

Ez konnyen ellenorizhetd, hogy jo lesz.
Miés esetben nincsen megoldds. Tekintsiik az aldbbi dtrendezést (an43 := a3):

n n n n
Z ;A3 = Z ai(aiy1ai42 +1) = Z Q;Q;i410i42 + Z a; =
i=1 i=1 i=1 i=1
n

n n n
2
= g ;041042 + g Qjyo = g (aiaiy1 + 1)ajqpe = E aj, o
im1 i=1

i=1 =1

Ebbdl a rendezési egyenlGtlenség alapjan azt kapjuk, hogy a;+3 = a; minden i-re,
igy, ha (n,3) = 1, akkor az osszes a; egyenld, azaz a; = a valamilyen a-ra. De ebbél
az kovetkezne, hogy az 2 + 1 = x egyenletnek a egy valés megoldésa, de ennek
a masodfoki egyenletnek nincs valds megoldésa. Ezzel belattuk, hogy ha (n,3) =1,
akkor nincs megoldas.

3. Newvezziik anti-Pascal hdromszognek szdamoknak egy olyan, szabdlyos hdrom-
s20g alaku elrendezését, amelyben az utolso sorbeli szamok kivételével minden szdm
a kozvetlentl alatta lévd két szam kilonbségének az abszolit értékével egyenld.

Alabb lathato egy példa eqy olyan anti-Pascal hdromszdgre, amelynek 4 sora
van, és 1-t61 10-ig minden egész szam eldfordul benne.

Létezik-e olyan anti-Pascal hdaromszdg, aminek 2018 sora van, és 1-t6l (1+2+...+
+ 2018)-ig minden egész szdm elfordul benne?

Janzer Orsolya Lili megoldasa. Tegyiik fel, hogy van ilyen haromszog.

Mivel egy ilyen, 2018 soros haromszognek éppen 1+2+ 3+ ...+ 2018 me-
z6je van, minden egésznek 1-t6l 1 + 2 4+ 3 + ... + 2018-ig pontosan egyszer kellene
szerepelnie benne.
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Legyen az n-edik sorban M, a legnagyobb, m,, pedig a legkisebb szam. Most
tegyiik fel, hogy n < 2017, és vegyiik a kozvetleniil M,, alatt 1é6vé szamokat. Legye-
nek ezek a szamok a és b. Feltehetd, hogy ezek koziil a > b. fgy a—b= M,. Mivel
a < Myqq1ésb > my 1, kapjuk, hogy My 1 > My +mp g (= M1 +mp+mpq1 >
>...).

gy minden 1 <i < j < 2018-ra

J
Mj Z Mz' + Z mp.
k=i+1

Ebbdl, mivel My = mq,
2018

Magis > Y my.
k=1

Tehat Mog1s felirhaté 2018 kiilonbozé pozitiv egész Osszegeként, igy Mogis = 1+
+2+34...42018, ezért Mop18 =14+2+3...42018, és {ml,mg,...,mgolg} egy
permuticidja az {1,2,...,2018} szdmoknak. Kovetkezik tovdbbd, hogy minden
egyenldtlenség egyenldséggel teljesiil, azaz minden 1 < 5 < 2018 esetén

J
Mj = Z mg.
k=1
Most legyen minden n < 2018 szam ,kicsi”, tovabba minden 1424 ...+ 2017 <
<n<142+...+2018 szdm ,nagy”. Mivel {my,ma,...,mao1s} az {1,2,...,2018}
szamok permutdcidja, minden sorban pontosan egy kicsi szam lesz.

Ha n < 1954, akkor:

n
M, = my <2018+ 2017+ ... + 65 =
k=1

—(1424...42018) — (14+2+...+64) =
=(142+4...4+2018) — 2080 < 1 +2+ ...+ 2017,

vagyis az n-edik sorban nem lehet egyetlen ,nagy” szdm sem.

Ha 1955 < n < 2017, akkor legyen [ egy nagy szam az n-edik sorban. Legyenek
a szamok kozvetleniil | alatt a és b; feltehetd, hogy a > b. fgy b=a—1, és a <
<1+42+...42018; mivel I ,nagy” (= 1>1+4+2+...4+2017), b < 2018, vagyis b
kicsi. igy b = my41, azaz | kozvetleniil m,, 1 f6l6tt van. fgy legfeljebb kett6 ,,nagy”
szam lehet az n-edik sorban.

Tehat legfeljebb 126 nagy szdm van a sorokban Osszesen, a legalsot kivéve.
Mivel 6sszesen 2019 ,nagy” szam van, legalabb 1893 ,nagy” szam van a legalsé
sorban, ezért legfeljebb 125 ,nem-nagy” van abban a sorban. A legalsé sorban 2018
szam, igy 2017 szomszédos szampar van. Ha figyelmen kiviil hagyjuk a kozvetleniil
az meoo17 alatti szdmpdrt, és a legfeljebb 250 szampart, amiben van ,nem-nagy”,
akkor még mindig marad olyan szomszédos par, aminek minkét tagja ,nagy”, és
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nem kozvetleniil az mog17 alatt van. Viszont a két ,nagy” szam kiilonbsége kicsi, és
megtaldlhat6 a 2017-edik sorban, igy az mggi7-tel egyiitt mar ketto ,kicsi” szdm is
lenne abban a sorban, ami ellentmondés.

Tehat nem létezik ilyen anti-Pascal haromszog.

A megoldés forrasa: https://artofproblemsolving. com.

,Kinai étterem”
— a véletlen permutaciékrdl 1.

»Ezt a kdnyvet a tanitvanyaimtol tanultam”, kezdi Schonberg a Harmdniatandt. Nos,
én is elmondhatom, hogy az itt kovetkezdket a tanitvanyaimtdl tanultam. A valészinii-
ségszamitast a kozépiskoldban erdsen kombinatorikus alapon tanitjuk — mar amennyire
tanitjuk. Viszont egykori tanitvanyommal, Virdg Bdlinttal, a University of Toronto pro-
fesszoraval a valdszintliségszamitasrol beszélgetve észre kellett vennem, mennyire masképp
néz egy vérbeli valszamos a valdsziniiségszamitasra. Ezért felkértiik 6t, hogy a matematika
tagozatos tandrok 2015-6s tovabbképzésén mondja el, 6 hogyan latja azokat a fogalmakat,
amelyeket mi tanitunk. Erre egy — Gyenes Zoltdnnal folytatott — beszélgetés keretében
vallalkozott. Az egyik kérdés arra vonatkozott, hogy hogyan néz 6 rd a véletlen permuta-
cidkra. Valaszul elmondta a ,kinai étterem folyamatot” (Chinese restaurant process), ami
sok mindent nagyon szemléletessé tesz. Azéta alaposan atgondoltuk Gyenes Zolival, hogy
mit lehet ebbdl a tanitdsban hasznositani és — egyelére csak szakkoéron — ki is prébaltuk.
Az ottani tapasztalatokat is felhasznalom.

1. A permutacidk ciklus-szerkezete

Mindenekel6tt szitkségiink van a permutdciok un. ciklus-szerkezetére. Ez kis
csoportelméleti szemlélettel is beolthatja a kombinatorikai megkozelitésiinket. Sze-
retem az alabbi feladattal kezdeni. A feladatot egy kb. 6tven évvel ezel6tti olimpiai
felkészité feladatsorban taldltam még évtizedekkel ezel6tt. (A feladatsort emléke-
zetem szerint H6di Endre jegyezte, és Reiman tandr trndl beszéltiik meg.)

1. feladat. Egy osztdly tanuldi névsor szerint dllnak egyenes sorban. A test-
nevelés tandr szeretné mihamarabb nagysdg szerinti sorba dllitani éket. Fhhez a ko-
vetkez6t eszeli ki: kijelol pdrokat gy, hogy minden tanuld legfeljebb eqy pdrban sze-
repel. Sipszora ezek a pdrok helyet cserélnek. Ezutdn ismét kijelol pdrokat (megint
mindenki legfeljebb egy pdrban szerepel), akik jabb sipszdra helyet cserélnek. Ezt
addig folytatja, amig nagysdg szerinti sorba nem rendezte dket. Szeretné a legkeve-
sebb sipszoval elérni ezt. Segitsiink neki. Feltesszik, hogy ldtja a nagysdg szerinti
sorrendet.

Megoldas. El6szor probaljuk kitaldlni, merre érdemes keresgélni. Ha minden
lépésben csak egy cserét engednénk, akkor, mint ismeretes, n — 1 csere elég volna
(és kevesebb nem mindig). A mi feladatunk megengedi, hogy egy lépésben % cserét
is végrehajtsunk. A kérdés az, hogy reménykedhetiink-e, hogy két ilyen 1épés is
elég.
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A valaszhoz gondolatban készitsiink el egy iranyitott grafot, amelyben minden
tanul6tél ahhoz a tanuléhoz indul él, akinek a mostani helyére kell dllnia. Ha egy
tanulé jé helyen &ll, akkor egy irdnyitott hurokél tartozik hozza. Formalisabban:
a csucsok az 1,2, ..., n szamok, ahol n az osztaly 1étszdma. Ha a névsorban k. helyen
levé tanulé a nagysag szerinti sorban az [-edik, akkor a ,k” cstcsbdl az ,,0” cstcsba
mutat él. fgy egy olyan irdnyitott grafot kapunk, amely iranyitott korokbol all
(kornek tekintjiik a hurokélt és azt is, ha két pont kozott mindkét irdnyban fut él).
A korok pont- (és él-)diszjunktak. A feladat az, hogy minden ilyen kér mentén
az irdanyitas mentén eggyel arrébb keriiljon minden tanulé.

Nézziik tehat el0szor azt az esetet, ha a graf egyetlen kérbél 4ll. Gondolatban
iiltessiik a nyilak szerint egy kor alaku asztalhoz a tanuldkat. (Ez persze nagyon
megkavarja a tényleges sorrendjiiket — erre még visszatériink —, de ezzel egyelére
ne torédjiink.) A kovetkezd feladathoz jutunk:

2. feladat. Egy osztdly tanuldi kérben dlinak. Az a feladat, hogy mindenki
a tole eggyel jobbra dllo helyére keriiljon. FEqy lépés most is ugyanaz, mint az el6z0
feladatban, a tanuldk szama n. Hdny lépésben (= hdny sipszéval) érhetd el, ha egy
lépés most is az, ami az elézd feladatban.

Ha ezt a feladatot megoldottuk (a megoldést 14sd aldbb), utdna mdr hamar
befejezhetjitk a megoldast abban az esetben is, amikor az eredeti feladatban az
irdnyitott graf tobb korbdl all. Gondolatban minden koérnek megfeleltetiink egy-
egy ilyen szabdlyos sokszoget. Mindegyikben egyszerre végre tudjuk hajtani a két
lépést, hiszen a korok pontdiszjunktak, tehat a benne szerepld tanuldék egymas-
t6l fiiggetleniil parosithatok és mozgathaték. Tehat Osszességében is két 1épésben
célhoz juthatunk. Egy 1épés nem mindig elég.

Adédsak vagyunk még a 2. feladat megoldasaval:

Feltehetjiik, hogy egy szabdlyos n szog csicsaiban dllnak a tanuldk. A feladat:
el kell forgatni a szabdlyos sokszoget 360/n fokkal. Ismeretes, hogy ez a sokszog két
,szomszédos” tiikortengelyére valé tiikrozéssel megvaldsithatd, amelyek tengelye
180/n fokos szoget zdrnak be egymadssal. Egy tiikrozésnél diszjunkt parok cserélnek
helyet. (Ha n péros, akkor az egyik tiikrézésnél mindenkinek van pdrja, a masikban
két szemkozti csticsban allénak nincs. Ha n paratlan, akkor mindkét alkalommal
egy-egy tanulénak nincs pérja.)

Tehat két 1épésben célhoz érhetiink. Egy 1épés nyilvan nem elég.

1.1. Az 1. feladat megoldasanak elemzése

Meg akarjuk vizsgdlni részletesen, hogy mit is csindltunk az 1. feladat megol-
dasaban. Ehhez elére bocsatunk egy didaktikai megjegyzést.

Barmennyire kézenfekvé az a gondolat, hogy a permutaciét ciklusokra bontva
szemléljiik, mégsem konnyen érthetd egy, a permutéiciok szerkezetével most ismer-
ked6 tanulénak. Van benne egy absztrakcios 1épés. Kozelebbrol: egy szamsorozatot,
az 1,2,...,n szamok egy adott sorrendbeli leirasat nem , készen adottnak” tekint-
jik, hanem egy mozgdsnak, fiigguénynek. A csoportelméletben ez nagyon hasznos
szemlélet. Itt a feladat szovege is sugallja ezt az absztraktabb szemléletet. De et-
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t6l még igaz marad, ami minden absztrakcios 1épéssel kapcsolatban igaz: aki még
nem jutott el hozzd, annak van benne valami megfoghatatlan, mig aki mér elsa-
jatitotta, az nehezen tud emlékezni arra a szitudciora, amikor még nem értette.
Ez egy olyan nehézség a matematika tanitasanal, amit ha nem vesziink nagyon
komolyan, akkor nem szabad csodalkoznunk, ha a matematikat valami akar eluta-
sité (ez a gyakoribb), akdr kodosen ahitatos borzongéds veszi koriil. Erre mindig
djra figyelmeztetniink kell magunkat, ha nem akarunk annak a kollégamnak a sor-
sara jutni, aki a tobbi tanarral igy utédltatta meg magat és a matematikat, hogy
egy irodalombdl, torténelembdl igen jé didkot butdnak titulalt, ,még egy els6foku
egyenletet sem tud rendezni” felkidltassal. Hogy a mi esetiinkben mi a nehézség, azt
a legegyszerlibb eset részletes elemzésével is szemléltetjiik. Az aldbbiakban ehhez
végigkovetjik a 2. feladat megolddsat egy konkrét példan.

Legyen az egyszeriiség kedvéért 8 tanuld az osztalyban, és a névsor szerinti
sorban alljanak a kdvetkez6 nagysig szerinti sorrendben:

4 3 8 5 2 7 1 6.
Tehat az els6 helyen a negyedik legmagasabb all, a masodik helyen a harmadik

legmagasabb stb. Amikor gondolatban dtrendeztiik 6ket, akkor az dbrdn lathato
els6 sorrendet kapjuk.

1 4 4 1 7 1

Az elsd 1épésben az elsd dbran lathaté parok cserélnek helyet: (1 4), (57), (2 6),
(38). fgy az abran ldthaté masodik sorrendet kapjuk. A mésodik 1épésben az 1 és a 3
helyben marad (erre a tengelyre tiikroziink), helyet cserélnek a kovetkezd pérok:
(47), (65), (8 2). Most az abran lathaté utolsé sorrendet kapjuk. Mint latjuk,
valéban eggyel elforgattuk a kort.

De mit jelent ez a feladatunk szempontjabol? Tényleg azt kaptuk, amit akar-
tunk? Es ha igen, hogyan kell a tanarnak a parokat kijelolnie?

Arrél konnyen meggyézddhetiink, hogy az els6 1épésben nem a legmagasabbat
és a negyedik legmagasabbat kell felcserélniink. Jobban meg kell értentink, mi is
tortént.

Nézziik, mi tortént valéjaban az elsé 1épésben. Az eredeti sor igy nézett ki: 4 3
85271 6. Itt helyet cserélt az elsé és a negyedik helyen 4ll6, az 6t6dik és hetedik
helyen allo, a méasodik és hatodik helyen &ll6, valamint a harmadik és nyolcadik
helyen allo. A tényleges sor most tehat igy alakult: 5764 13 2 8.

Az elsé dbran lathaté 4 17 6 8 3 2 5 (4) kor az eredetileg rendre a 4., 1., 7.
stb. helyen dllokat jelenti, tehdt a nagysdg szerinti sorrend szerint irva az 5 4 1 7
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6 8 32 (5) korrdl van szé. Amikor azt mondtuk, hogy a mdsodik lépésben az 1
és a 3 helyben marad, akkor azt mondtuk, hogy az eredetileg ezeken a helyeken
allok maradnak a helyiikon, vagyis a 4. és 8. legmagasabb. Es ez rendben is van: 8k
valéban a 4., illetve a 8. helyen allnak. A mdsodik 1épésben lezajlé (4 7) csere azt
jelenti, hogy az eredetileg a 4. és 7. helyen &all6 helyet cserél, ami az 5. legmagasabb
és a legmagasabb helycseréjét jelenti, ez megint csak jé, hiszen most az 6todik
legmagasabb &ll az els6 helyen és a legmagasabb az 6todik helyen. Ugyanigy
ellenérizhetd, hogy a tovabbi két csere utan valéban a nagysdg szerinti sorrendet
kapjuk.

Ez a példa elég vildgosan mutatja, hogy csak ldtszdlag egyszerii elvonatkoztatni
a konkrét sorrendtol és attérni egy gondolatbeli sorrendre. Valéjaban egy dinami-
kusabb nyelvre forditottunk és ezzel tettink egy absztrakcids lépést. Nem konnyti
az eredeti nyelven kovetni, hogy valgjaban mi is torténik. De vigyazzunk: nem akkor
sajatitottunk el egy absztrakcids 1épést, ha problématlanul vissza tudjuk koévetni
a konkrét esetben — ez korantsem egyszerii altaldban —, hanem ha biztosnak érezziik
magunkat, hogy a kovetés nehézségei ellenére is végig tudjuk kovetni a konkrét tor-
ténést, ,,at tudjuk dolgozni”! Ha errdl a kovetésrél lemondunk, akkor az absztrakcié
a leveg6ben fog lebegni, nem fogjuk latni, hova vezet tovabb. Ha viszont megije-
diink, hogy nem megy kapasbdl, akkor nem fogjuk magunknak igazan elhinni, hogy
képesek vagyunk felfogni az absztrahdlé 1épést.

Ezutan ratérhetiink az 1. feladat megoldasanak az elemzésére.

A névsor szerint sorban all6 tanulékat megsorszéamoztuk, majd ebbdl a sor-
rendbél akartunk egy mésik sorrendhez, azaz permutdcidhoz eljutni. A permuté-
ciok felirdsanak szokdsos moédja az, hogy a fels6 sorba felirjuk az eredeti sorrendet
(ezt néha el is hagyjuk), és ald az elérenddt. Legyen ez példaul a kovetkezo (az egy-
szeriiség kedvéért 12 tagi osztalyt valasztunk):

213456789 10|11 ]12
4131816107 |1 |5 |11| 2 | 9 |12

Mi ehelyett elkészitettiik a kovetkezo, iranyitott korok diszjunkt unidjabdl allé

grafot:
2]

O

Ezeket a koroket nevezziik a permutédcié ciklusainak. Most kédolhatjuk ezt
a permutdciét ugy is, hogy egymas utdn leirjuk az egyes ciklusokat és zardjellel
vélasztjuk ket el egymdstSl. A fenti esetben: (146 7) (23 85 10) (9 11) (12).

Ez a permutdcio ciklus-szerkezete.

Nyilvanvald, hogy ebbél a felirdasbol is ,,visszafejthetjiik” a permutédcié ere-
deti felirasat. TetszOleges ilyen ciklus-szerkezetet felirhatunk, csak arra kell vigyaz-
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nunk, hogy minden elem pontosan egy ciklusban szerepeljen, és akkor egyértelmiien
,visszafejthetd” lesz. (Megjegyezziik, hogy ha ismert a halmaz, amelyen a permu-
tacié hat, akkor az egyelemii ciklusokat szokéds nem kifrni.)

Ugyanannak a permutdcionak a ciklus-szerkezetét azonban tobbféleképpen
is felirhatjuk. Két okbdl is. Egyrészt a ciklusok sorrendje (egyel6re legaldbbis)
tetszdleges, masrészt az egyes ciklusokat bdarmely tagjuktol kezdve is felirhatjuk.
Az elsd helyett {rhatndnk pl. (6 7 1 4)-et, a mdsodik helyett pl. (3 8 5 10 2)-t,
a harmadik helyett (11 9)-et is. Tehat a fenti permutéciot igy is frhatjuk: (11 9)
(6714) (38510 2), és még sokféleképpen.

Ennek a ciklikus felirdsi médnak a csoportelméletben is sok haszna van (ldsd
errdl pl. Hegediis P4l feladatsordt!). Mi most a véletlen permutécidk felé vessziik
az iranyt, amelyek szintén jobban megfoghatdk innen nézve.

Természetesen, ha tanitani tdmad kedviink a ciklikus szerkezetet, akkor ér-
demes gyakoroltatni konkrét permutaciok felirdsat. Es érdemes azt is kiprébalni,
hogy két permutécié szorzatat hogyan kaphatjuk meg ezzel a felirdssal gyorsan és
mechanikusan. De erre itt nincs sziikségiink.

2. Véletlen permutaciok

2.1. A permutacidk ujrakédolasa

A kovetkez6 feladat szintén a permutéacié ciklusairdl szol, de most mar véletlen
permutaciérol van szo.

3. feladat. Az osztdly most moziba megy. Egy sorba szdl a jegyiik, egymds
mellé. Mindenki el is megy a moziba, de egyesével, véletlen sorrendben érkeznek.
Ahogy megjonnek, mindenki letil az elsé iires székre, fiiggetleniil attdl, hogy hova
s20l a jegye. (Az elsének érkezd az elsé helyre stb.) Amikor mdr mindenki leiilt,
az utolso helyen iilonek eszébe jut, hogy 6 mégis ott szeretne tlni, ahova a jegye
sz0l. Megnézi, hova szdl, és ha épp ott iul, akkor mem tesz semmit. Ha nem oda
szol, akkor feldllitja azt, aki a helyén 1l és helyet foglal. Akit feldllitott, az most
mar maga is oda akar tlni, ahova a jegye szol. Két eset van: vagy épp az fires
helyre szol a jegye, akkor letil oda, vagy foglalt a helye, akkor feldllitja az ott ildt,
és letil a helyére. Ez folytatodik, amig ahhoz nem érnek, akinek a jegye a még tires
helyre szol. O is leiil a helyére és kezddodhet az eléadds. Mennyi a valdsziniisége,
hogy az elsé helyen iildnek nem kell feldllnia?

1. megoldas. Ki tudjuk szamolni. Az ellentét eseményt szamoljuk ki, azt te-
hét, hogy hany olyan permutacié van, amelyben az elsé helyen iilének fel kell allnia.
Az a kérdés, hogy hdny olyan permutdcié van, amelyben az utolsé helyen iilé és
az els6 helyen 1il6 tanuldk ugyanabban a ciklusban vannak. Ha ez a ciklus k embert
2) -féleképpen
tehetjiikk meg. Utdna &ket még (k — 1)!-féleképpen lehet sorba tenni. (Az utolsé
helyen 16 jegye a masik k — 1 helyének barmelyikére szolhat, a ciklusban kovet-
kez6é még k — 2 hely barmelyikére stb.). A maradé n — k ember pedig akdrhogy

mozgat meg, akkor még k — 2 embert kell kivalasztanunk, ezt (2:2

"http://specmat.wiki/index.php/Kezd%C5%911ap.
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permutélhaté egymads kozott, ez (n — k)!-féleképpen lehetséges. Osszeszorzasukkal
(n—2)!I(k — 1) ad6dik. Ezt kell minden lehetséges k-ra, tehat k = 2,. .., n-re Gssze-
adnunk. Az 6sszeg ( )
n(n—1 n!
(- =T
és ez a permutédcidknak pontosan a fele. Tehdt 1/2 valészinlisége van annak is, hogy
az els6 helyen 116 tanulénak is fel kell allnia.

2. megoldas. Cseréljiik meg az els6 és az utolsé tanuld jegyét. Ezzel parositjuk
a permutaciokat. Ha az egyik permutacioban az elsé és utolsé tanulé egy ciklusban
volt, akkor a csere utan kiilon ciklusba keriilnek és forditva — errdl a nyilak beraj-
zolasaval konnyen meggy6zodhetiink. Vagyis minden parbdl pontosan az egyikben
kell feldllnia az els6 tanulénak is. A keresett val6szintiség tehat 1/2.

A maésodik megoldéas talan a legegyszeriibb. Az itt hasznalt gondolatnak fontos
szerepe van a permuticiok elméletében, lasd példaul a mar emlitett, a ciklusokroél
sz016 feladatsort. A véletlen permutécidkhoz azonban érdemes még egy megoldast
megismerniink. Ehhez az egész permutéciot fel kell irnunk ciklus-szerkezettel. Sziik-
ségiink van a kovetkezd otletre (én Lovédsz Lészlé konyvében olvastam el8szor):

4. feladat. Ldttuk, hogy a permutdcick ciklikus felirisa nem egyértelmi. Egy
permutdcio sokféleképp is felirhato. Az egyes ciklusokon beliil is bdrmelyik elemtdl
elindulhatunk, de a ciklusokat is tetszdleges sorrendben irhatjuk egymds utan. Most
szeretnénk egyértelmiisiteni a ciklikus felirast — éspedig ugy, hogy el is hagyhatjuk
a zdrdjeleket. Lehetséges ez?

Megoldas. Feltessziik, hogy az els6 n pozitiv szdm permutaciéjarél van szo.
A | csel” a kovetkezd. Eloszor a ciklusokat rakjuk sorba, mégpedig tgy, hogy a ben-
niik szerepld legkisebb szamok novekvé sorrendet adjanak. Az els6 ciklus tehat
az lesz, amelyben szerepel az 1, a masodik az lesz, amelyikben az els6 ciklusban
nem szerepld szdmok koziil a legkisebb all stb. A fenti (a 2. feladat megoldésa
utdni) példankban ez igy volt: (146 7) (23 85 10) (9 11) (12). Most még a ciklus
sorrendjét kell igy felirni, hogy egyben kédoljuk azt is, hol van a vége. A megoldés
a kovetkez6: minden ciklusban a legkisebb elemet irjuk utoljara. fgy az els6 ciklus
végét az 1 szam jeloli, a masodik ciklus végét az 1 el6tt nem szerepld legkisebb szam
megjelenése jeloli stb. A fenti példank tehét igy alakul: 467138 5102 11 9 12.
Megjegyezziik, hogy ha a legnagyobb szam all a legutolsé helyen, akkor az biztosan
egyelem ciklust alkot. Vildgos, hogy igy az elsé nszdm minden permutacidjat tjra
kodoltuk, egy-egyértelmiien — egy-egy n hosszi permutaciéval.

A megolddsban szerepls felirdasi médot a kovetkez6kben ,hdzi hasznalatra”
a permutécié djrakodoldsdnak fogjuk nevezni.

5. feladat*.? (Gyakorld feladat.) Melyik permutdcickon nem vdltoztat a fenti
Ujrakddolds?

Az tjrakédolas segitségével méar konnyen megadhatjuk az igért

2A *_gal jelolt feladatok megolddsa a cikk kovetkezd részével megjelend fiiggelékben
talalhatd.
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1. megoldast a 3. feladathoz. A feladat azt kérdezi, hogy mennyi a valészini-
sége annak, hogy az 1 és az n egy ciklusban szerepel. Ez pontosan akkor kévetkezik
be, ha az djrakédolds soran az n az 1-es el6tt all. Ez pedig nyilvan az esetek felében
teljestil, hiszen a kédokat parosithatjuk gy, hogy felcseréljiik 1 és n helyét.

Végiil egy megjegyzés a 3. feladathoz: Egyik megolddsban sem jatszik szerepet,
hogy épp az utolsé helyen iil6 &ll fel és épp az elsé helyen iilérol szol a kérdés.
Bdrhogy jeloliink ki két tanuldt, mindig 1/2 annak a valdszinidsége, hogy 6k egy
ciklusban lesznek (tehdt ha az egyik feldll, akkor a mdsiknak is fel kell dllnia). Mi
a val6sziniisége annak, hogy a 3. feladatban mindenkinek fel kell &llnia?

6. feladat. a) Mi a valdszintisége annak, hogy a 3. feladatban mindenkinek fel
kell dllnia?

b) Mi a valdsziniisége annak, hogy pontosan k embernek kell feldllnia?

1. megoldés. a) Ha mindenkinek fel kell dllnia, az azt jelenti, hogy az egész
permutacié egyetlen ciklus, tehdat mind az n tanulét megmozgatja. Az elsének
felallé tanul6 jegye most n — 1 mésik helyre szélhat, a kovetkez6é a marad6 n — 2
helyre stb., ez tsszesen (n — 1)! lehet&ség, a permutdcick 1/n-ed része. Ez a keresett
valdsziniiség. (A megoldds egy mondatban: n elem ciklikus permutédcidinak szdma
(n — 1)1, vagyis a permutédcick n-ed része.) Ugyanigy kiszdmolhaté az is, hogy 1/n
a valdsziniisége annak, hogy pontosan k tanulénak kell felallnia, azaz, hogy az adott
tanulé egy k elemi ciklusban van benne. A szamolast az olvaséra bizzuk, helyette
egy masik megolddst mutatunk.

2. megoldas. A 3. feladat 3. megolddsanal alkalmazott Gjrakddolds is egyszerti
valaszt tesz lehetévé mindkét kérdésre, és megvan az az elénye, hogy szamolni sem
kell.

a) Pontosan akkor kell mindenkinek feldllnia, ha a permutdcié tjrakédoldsa-
ban az 1-es all az utolsé helyen. Minthogy az ujrakdédolds utdn az 1-es barmelyik
helyen ugyanolyan valdszindiséggel dll (hiszen minden permutdcié pontosan egyszer
szerepel az djrakédoldsndl is), ezért 1/n valészintiséggel 4ll az utolsé helyen. Igy
ennyi a valdsziniisége annak is, hogy mindenkinek fel kell allnia.

b) Az l-es a k-adik helyen is ugyanezzel a valészintiséggel 4ll, igy csak annyit
kell meggondolnunk, hogy ugyanaz marad a valasz, ha nem az utolsé helyen iil6
tanul6 all fel el6szor, hanem az elsd helyen iilo.

Ebben az esetben viszont mar az a kérdés, hogy milyen valdszintiséggel szerepel
az 1 egy pontosan k elemii ciklusban. Amire a védlasz az, hogy ahdnyszor pontosan
a k-adik helyen &ll az djrakédoldsban. Es ez minden k-ra egyforma, tehat 1/n.

A megoldasban kapott eredmény permutédciokra atfogalmazva igy szdl:
Tétel. Legyen n és k tetszdleges pozitiv egész szam, k < n. Tekintsik n elem
eqy véletlen permutdcidjat. Annak a valdszinisége, hogy ebben eqy adott elem pon-

tosan k hosszi ciklusban szerepel, k értékétdl figgetlenil 1/n.

Suranyi Laszlé
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<9

:2 93 EGMO 2018, Firenze

J

Az idei Eurépai Lany Matematikai Didkolimpia (EGMO) Olaszorszégban ke-
riillt megrendezésre. Kis csapatunk (Janzer Lili, Kerekes Anna, Kocsis Anett és
Vankd Miléna) méjus 9-én repiilére szallt és Pisdba utazott. Megnéztiik a ferde
tornyot és a belvéarost, elkészitettiik a kotelezd fényképeket, majd vonattal jutot-
tunk el Firenzébe, ahol mar kisebb fogaddbizottsdg vart rank: egy alban fiu, aki
a tovabbiakban segitette csapatunkat és egy félig magyar, félig roman lany. Utébbi
magyarul koszontott minket, igy meg voltunk lepve, hogy 6 nem a mi csapatunkat,
hanem az ireket fogja kisérni.

Maésnap a megnyitéra keriilt sor. Eddigi életem soran sok ilyen eseményen
vettem részt, de ennyire szérakoztaté nem sok volt kozottiik. Az olasz szervezok
kisebb komédiat varazsoltak a szinhaz szinpadédra. Az iinnepség végén felvettiik
egyen pulcsijainkat, magunkhoz vettiik a magyar zaszlot és integetve vonultunk
végig a szinpadon. Ebben a lezaré részben nem csak az volt érdekes, hogy egy cso-
déalatos szinhaz szinpadarol mosolyogtunk a nézokre, hanem a csapatok sorrendje
is. Nem a szokdsos modon ABC rendben hivtak az orszagokat, hanem atlagéletkor
alapjan novekvé sorrendben.

Ebéd utan besétaltunk a varosba. Végigsétaltunk a folyé mentén. Megnéztiik
az aranymiivesek hidjat és a domot. Miutan eleredt az eso, hazasiettiink.

A kovetkez6 két napon lezajlottak a versenyek. Kicsit izgultunk, de csapatve-
zetdink (Zoli és Panna) biztatdsa megtette hatdsat, és sokkal jobb kedvvel mentiink
be a termekbe. A feladatok koz6tt sok érdekes volt és Gsszességében élveztiik a gon-
dolkodast. Végiil 2 eziist- és 2 bronzérmet szereztiink és hetedikek lettiink az orsza-
gok listajan. Bar ez egy egészen jo eredmény, kicsit sajndltuk, hogy mindannyian
1 vagy 2 ponttal maradtunk le a jobb éremrdl.

Természetesen nem hagytuk, hogy ez nagyon lelombozzon és a koordinalds
napjan remekiil éreztiitk magunkat a kirdanduldson. A szervezok Pisdba vittek el
minket, ahol egy idegenvezet6 mesélt nekiink a varos torténelmérdl, majd egy pizzé-
ridban ebédeltiink. Miutan jél belakmaroztunk és megkdstoltuk a kozeli cukraszda
fagyijat, tovabbmentiink Luccdba. Itt mar csak par érat toltottiink, de igy is nagy
élmény volt. A kisvdrosban sétélva sorra leltitk meg a szebbnél szebb templomokat,
a kellemesebbnél kellemesebb cukraszddkat és a jobbnél jobb képeslapokat.

A zar6 ceremoniara is Firenze egyik szinhazdban keriilt sor, majd egy gyonyori
palotdba mentiink vacsorazni. Az étel remek volt, bar ez minden ételrdl elmondhatd,
amit az Ut soran kaptunk, a hely pedig egyszeriien mesés.

Ezutdn mar csak a hazautazas volt hétra, de tutkézben még megalltunk
Bolognaban, ahol sétaltunk egyet, majd megkodstoltunk egy-két édességet és el-
indultunk a reptérre.

Igy visszagondolva jobb dolgunk nem is lehetett volna. Gyonydrii helyen vol-
tunk, finomakat ettiink és remekiil éreztiikk magunkat.

ys

EGMO 2018 csapat
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EGMO 2018/2019 felhivas

2019. aprilis 7. és 13. kozott Ukrajnaban, Kijevben rendezik a nyolcadik Eurdé-
pai Lany Matematikai Didkolimpidt, az EGMO-t (www.egmo.org). Jovire is négy-
f6s csapattal indulhatunk, melynek 6sszetétele 2019 elején deriil ki. A vélogatas
szempontjai: valogatéversenyek (2018 6szén és 2019 elején) — kis mértékben az el-
mult évi is —, orszégos versenyek (matematika OKTV, Kiirschék J6zsef Matematikai
Tanuléverseny, Arany Daniel Matematikaverseny), a KéMaL A és B pontversenyei
és az évkozi munka.

A versenyen valo sikeres szerepléshez, illetve a kiutazé csapatba keriiléshez is
alapvetden nélkiilozhetetlen az alapos felkésziilés, ezt tobbféleképpen is szeretnénk
segiteni. Ev kozben id6kozonként kiildiink az érdeklédéknek (tematikus) feladat-
sorokat; az ezekre kiildott megoldasokra személyesen is visszajelziink, illetve lehet
kérdezni is. Emellett az 6szi valogatdig legeredményesebb didkok részt vehetnek
a téli brit-magyar kozos IMO felkészit6é taborban. A két vilogatd Osszesitett ered-
ménye alapjan a legeredményesebb didkok részt vehetnek az intenziv felkészitd
hétvégén.

Erdemes minél elobb, akar mar kilencedikesként bekapcsolédni, minden lany
jelentkezését szeretettel varjuk, akit érdekel a versenyrészvétel lehetOsége és nem
riad vissza attdl, hogy ezért komolyabb munkat fektessen bel

AKki szeretne részt venni a valogatasban és felkésziilésben, vagy barmilyen kér-
dése van, irjon minél el6bb az egmo.hungary@gmail.com cimre, vagy jelentkezzen
a honlapon leirtak szerint: http://www.cs.elte.hu/ " nagyzoli/EGMO.html.

Nagy Zoltan Lérant, Kiss Melinda Fléra és Fekete Panna

Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Adjuk meg azon P(z;y) pontok halmazit, amelyek koordindtdira teljesiil:
a) (22 —y?)(a® +y? —4) = ;
b) (z2 — y)2 + (2% + 9% — 14y + 36)2 =0. (11 pont)

2. A SzZAMADO és az ADOSzAM egy-egy olyan hatjegyi, a SzAM és az ADO
pedig egy-egy olyan haromjegyi szdm, amelyben az Sz, A, M, A, D és O betiik
kiilonb6z6 pozitiv szamjegyek.

a) Mennyi a SzAM + ADO &sszeg, ha SZAMADO + ADOSzAM = 678 6787

b) Adjuk meg a SzAMADO szamot, ha még azt is tudjuk, hogy Sz > A,
valamint SzAM - ADO = 90 585.

¢) Mennyi az ADOSzAM, ha 7- ADOSzAM = 6 - SZAMADO? (12 pont)
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3. A Szép Utazasok iroda téjékoztatéjaban a repiil6gépen szallithaté csoma-
gokrdl ez olvashato:

»Az iroda altal bérelt jaratokon 15 kg /6 feladott poggydsz és 1 db 8 kg/f6 ké-
zipoggyész szallitasa dijtalan, a tobbletsulyért fizetni kell. Mindegyik poggyasznak
téglatest alakiunak kell lennie. A feladott poggyédsz egyik élhossza sem lehet tobb,
mint 150 cm, és a hdrom kiilonb6z0 irdnyu él hosszanak 6sszege nem haladhatja meg
a 220 cm-t. A kézipoggydsz maximadlis hossza 56 cm, maximélis szélessége 45 cm,
maximalis mélysége 25 cm lehet, azonban a hdrom méret 6sszesen nem haladhatja
meg a 115 cm-t.”

a) Bea kézipoggydsznak val6 kisbOrondst vésdrol az utazashoz. A boltban
a megfelel6 borondok egyik élhossza 25 cm. Szeretné, ha az élhosszak Osszege
a megengedett maximalis, ugyanakkor a bérénd felszine 8500 cm? lenne. Milyen
méretl bérond felelne meg ezeknek a feltételeknek?

b) Lészlé az utazdshoz borondst szeretne vésarolni, amibe a feladhaté pogy-
gyaszként engedélyezett 15 kg-ot bepakolhatja. A neki tetsz6 bérondok egyik élének
hossza 40 cm volt. Milyen méretli b6réndot valasszon ezek koziil, ha szeretné, hogy
a térfogata maximdlis legyen? Mekkora lesz ekkor a bdrond térfogata? (14 pont)

4. A Fovarosi Nagycirkusz 13 méter at-

méroji porondjanak vazlatat mutatja az dbra.
A vizi cirkuszi eléaddsban a porond kilenc,
azonos teriiletli része fiigg6legesen, le-f6l moz-
gathatd.

a) Mekkora a porond kozepén lathaté sza-
C balyos nyolcszog teriilete?

b) A nyolc egybevigd (trapézszeril) sik-

idomot a konnyebb mozgatias miatt korben
egy nagyon specidlis anyaggal boritottak. Eh-
hez elozetesen meg kellett hatarozni ezeknek

a sikidomoknak a keriiletét. Mekkora a kerii-
lete az ABC D trapézszerii sikidomnak?

L2
D

¢) A nyolc egybevédgé sikidom fiiggbleges mozgatdsidhoz megépitett szerkezet
miatt minden ilyen sikidom alatt sziikség volt egy atlés merevitére. Adjunk képle-
tet az AC merevitd hosszara az dbra x és y hosszusagu szakaszanak ismeretében.
(A képletben eléforduld szogfiiggvényértékek négy tizedes jegy pontossdggal szere-
peljenek.) (14 pont)

II. rész

5. Rebeka 1j szemiiveget vasarol, de nem szeretné, hogy a lencsékért 25000 Ft-
nal tobbet fizessen. A szakiizletben kideriil, hogy ha hagyoményos lencsét vasarolna,
akkor 4280 Ft-ot fizetne a két lencséért. Rebeka tudja, hogy a mindséget a kiilon-
b6z6 tipusi bevonatok javithatjak, ezért tiikrozodésmentes és karcolas mentes be-
vonatot kér a lencsékre. A bevonatok mindegyikének 99 Ft/cm? az dra. (A lencsék
feliiletét siknak vehetjiik.) Azt is eldontotte, hogy a hagyoményosndl vékonyabb
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lencsét szeretne valasztani. A készlet szerint ez lehet 10, 20, 30, 40, illetve 50%-kal
vékonyabb. Ezeknek a lencséknek az dra a hagyomanyoshoz képest rendre 40, 80,
160, 320, 640%-kal dragabb.

Egy lencse hatdrvonaldt az f(z) = 2— %xQ ésag(x) = % — 5 hozzarendeléssel
megadott fliggvények grafikonja altal meghatdrozott sikidom hatarvonala adja.
A koordinatarendszer egysége 5 mm-rel egyenld. Mekkora teriiletii részt foglal el egy
lencse az asztalon? A hagyoméanyos lencséhez képest hény szdzalékkal valaszthat
vékonyabb lencsét Rebeka? (16 pont)

6. A Rubik-kocka feltalalasanak évforduléjdra diszdobozos kiaddst terveznek.
Az egyik valtozat szerint legyen a doboz egy olyan négyoldali szabalyos giila,
amelynek alapéle ugyanolyan hosszi, mint az oldaléle. Az elképzelés szerint a kocka
egyik lapja illeszkedik a gula alaplapjéra, az ezzel parhuzamos lap csiucsai pedig
a gula oldaléleire.

a) Mekkora legyen a doboz éleinek hossza, ha a Rubik-kocka élhosszisdga:
a =>5,7 cm?

b) A sok-sok terv koziil azonnal elvetették azokat, amelyeknél a jaték a doboz
35%-4t sem tolti ki. A fenti terv megfelelé-e ezen feltétel ismeretében? (16 pont)

7. a) A tizes szdmrendszerben felirt egyjegyti a, kétjegy(i ab és haromjegyii
abb szam ebben a sorrendben egy szdmtani sorozat els6, mésodik és tizenkettedik
tagja. (Azonos betlik azonos, kiilonbozé betiik kiilonbozé szédmjegyeket jelolnek.)
Hény darab megfelel6 kétjegyli szam van? Mennyi a legnagyobb megfelel6 kétjegyti
szam esetén a szamtani sorozat els6 20 tagjanak Osszege?

b) A pozitiv szamokbdl 4116 (a,,) mértani sorozat kilenc egymést kovetd tagja-
bdl képezziink harom szamot gy, hogy Osszeadjuk az els6é harmat, aztan a kovet-
kez6 harmat, és végiil az utolsé harmat. Mutassuk meg, hogy az igy kapott harom
szam tizes alapui logaritmusa egy szamtani sorozat harom egymaést koveto tagja
lesz. (16 pont)

8. Az ABCDEFGH téglatestben ugy jeloltiik a csucsokat, hogy az ABCD
alaplapra az AE, BF, CG és DH élek merélegesek. Tudjuk, hogy a HAD szbg
30°-0s, a FAB szog pedig 60°-os.

a) Mekkora az AFH héromszog teriilete, ha a téglatest térfogata 3375 cm®?
b) Mekkora szogben hajlik a téglatest AG testétléja az ABCD laphoz?

¢) Dévid a téglatest dbrajat a 8 csticesal, a 12 élével és az AH , valamint AF éllel
egy grafnak tekinti. Barbara pedig a hidnyzo élek berajzolasdval készitett egy teljes
grafot. Azt allitja, hogy rajzolas kbzben minden csicsot érintett, viszont egy élt csak
egyszer rajzolt meg, és kozben a ceruzajat nem kellett felemelnie a papirrél. Miért
tartjuk ezt hihetonek? Melyik csticsbdl kezdhette a rajzolast, és melyik csicsba
érkezhetett? (16 pont)
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9. Legyen n pozitiv egész szam. Adottak az aldbbi sorozatok:

{an} = {lg(n+ D };
n3—5m2—n
{%}:{ 5 +5}

n+1
{cn} = {\n+2| + |n—6|}.

)

Viélaszoljunk (indokldssal) mindharom esetben, hogy a sorozat alulrdl, feliilrdl
korlatos vagy nem, illetve monoton vagy nem. Ha van, adjunk meg egy alsg, illetve
felsd korlétot. (16 pont)

Szamadé Laszlé
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/6. szam emelt szintili
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Egy szabdlyos n-szog alapti egyenes hasdb lapdtloinak szdama, testdtloinak
szdma és a 24 valamilyen sorrendben egy szdmtani sorozat eqymdst kovetd tagjait
alkotjdk. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit. (11 pont)

Megoldas. A lapatlokbol kétfajta van, az oldallapokon és az alaplapokon.
Minden oldallapon 2 lapatlé van, igy ezekbdl dsszesen 2n van. Az alaplapokon

(

%_3) lapdtlé van, {gy ezekbdl dsszesen n(n — 3) van. Tehét dsszesen
2n+n(n—3)=n*—n

lapatlé van.

Szemeljiik ki az egyik alaplap egy tetszOleges csicsit. EbbSl n — 3 testatld
hizhaté. fgy osszesen n(n — 3) = n? — 3n testatlé van. Tehat valamilyen sorrendben
az n2 —n, n? — 3n és a 24 egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjait alkotjdk.
Nem a konkrét sorrendjiik a lényeges, hanem az, hogy melyik van kozépen. Ezek
alapjan 3 esetet vizsgalunk meg és felhasznaljuk, hogy szdmtani sorozatnal egy

elem megegyezik a tole szimmetrikusan elhelyezked¢ tagok szamtani kozepével.

1. eset: Ha n? — n van kozépen, akkor

2_3n+24
nQ—n:%, n?4+n—24=0,

ennek nincs pozitiv egész megoldésa.
2. eset: Ha n? — 3n van kozépen, akkor

n2—n+24

5 , n?—5n—24=0,

n?—3n=
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ennek gyokei —3 és 8. Tehat ekkor n = 8.
3. eset: Ha a 24 van koézépen, akkor

n?—3n+n?—n

24 = ,
2

n?—2n—24=0,

ennek gyokei —4 és 6. Tehat ekkor n = 6.
Tehat n lehetséges értékei 6 és 8.

Ellendrzés. n = 6 esetén 30 lapatldja és 18 testatloja van a hasabnak és a 18; 24;
30 valéban szamtani sorozatot alkotnak. n = 8 esetén 56 lapatldja és 40 testatloja
van a hasdbnak és a 24; 40; 56 valéban szdmtani sorozatot alkotnak.

2. Tekintsiik o kévetkezd dllitasokat.
A: Két irraciondlis szam 0sszege mindig irracionalis.
B: Van olyan szimsorozat, amely korldtos, nem monoton és nem konvergens.

C': Ha egy dtponti egyszerii graf minden csicsa legaldbb harmadfoki, akkor
biztosan tartalmaz kort.

a) Dontsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitasok. Vilaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C dllitds megforditdsat. Déntsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdsa. Vilaszunkat indokoljuk. (4 pont)

Megoldas. a) Az A allitds hamis, ugyanis /2 + ( — \@) = 0. Ismert, hogy
V2 irraciondlis, igy nyilvan —v/2 is irracionalis.

A B allitas igaz, pl. a,, = (—1)". Nyilvan korldtos, a korldtok —1 és 1. Nem
monoton és jol ismert, hogy nem konvergens.

A C allitas igaz. Mivel az 6tpontu grafunk egyszer( és minden csicsa legaldbb
harmadfokt, ezért minden csiicsanak foka 3 vagy 4. Az nem lehet, hogy minden
csucs foka 3, mert ekkor a fokszamosszeg nem lenne paros. Tehat biztosan van
negyedfoku cstics. Ekkor barmely masik élt berajzolva a grafba mar kor képzddik.

Megjegyzés. Az in. Dirac-tétel miatt a C-ben 1évé grafban Hamilton-kér is biztosan
van.

b) A C 4llitds megforditédsa:
Ha egy 6tpontu egyszerii graf tartalmaz kort, akkor minden csicsa legaldabb
harmadfoku.

Ez hamis &llitas, rengeteg ellenpélda adhaté. Egy a sok koziil, ha berajzolunk
egy harom hosszi kort és a masik két csics izolalt pont lesz.

3. Egy négyszog két szomszédos oldaldnak hossza 3, illetve 4 cm, kozbezdrt
sz0giik 60°. A négyszog hur- és érinténégyszog is egyben.

a) Mekkora a négyszég masik két oldala? (7 pont)

b) Szamitsuk ki a négyszég beirt és koré irt korének sugardt. (7 pont)

(Vilaszainkat cm-ben, két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.)
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D ‘s (1 . s 114
— - Meg’oldaf a) Ha/szn}aljluk,a% abf“a Jeloli
w seit. A négyszog C csicsanal 16vo szoge 120°,

mivel ABCD hirnégyszog. Ha a CD oldal

1 hossza x, akkor a BC' oldal hossza x + 1, mi-
vel a négyszog érinténégyszog. Irjuk fel az ABD
hiromszogben a koszinusztételt:

60°

1 B BD?*=3*+4*—-2-3-4-cos60°,
innen
BD =13
Irjuk fel a koszinusztételt a BC'D haromszdgben:
4 (@417 =22 (z+1) cos120° = 13.
Innen z2 4+ z — 4 = 0, a szdmunkra megfelel$ gyok

V1T -1 VIT+1
2

x:TzL%cm, gy z+1=

Tehat a hidnyzé oldalak két tizedesjegyre kerekitve 1,56 cm és 2,56 cm hosszuak.

~ 2,56 cm.

b) A beirt kor sugardt a T = rs sszefiiggésbdl hatdrozzuk meg.(Ez a képlet
minden érintésokszogre igaz.) Mivel

o 3+441,56+ 2,56
- 2

= 5,56 cm
és
3-4-sin60° n 1,56 - 2,56 - sin 120°

5 5 ~ 6,93 cm?,

Tapcp =Tapp +Tscp =

ezért r = % ~ 1,25 cm.
A négyszog koré irhato korének sugara megegyezik az ABD héaromszog koré
irhat6 korének sugaraval, igy az R = i—gf képlet segitségével kapjuk, hogy

3-4-v13
4. 3~4-5i2n 60°

R= ~ 2,08 cm.

Tehat a beirt kor sugara 1,25 cm, mig a koré irhaté kor sugara 2,08 cm.

Megjegyzés. A koré irhaté kor sugardt az R =
hattuk volna.

Qana Osszefiiggésbol is meghataroz-
4. a) Mutassuk meg, hogy az f(x) = %z—;} fiigguény pdratlan és korldtos fiigg-
vény. (7 pont)
b) Egy gomb alaki higanycsepp n egyforma, kisebb cseppre esett szét. Ezdltal

a kis cseppek dsszfelszine éppen négyszerese lett az eredeti higanycsepp felszinének.
Hatarozzuk meg n értékeét. (7 pont)
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Megoldas. a) A fiiggvény értelmezési tartomanya a valds szdamok halmaza.
Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges valés z-re f(—z) = —f(x).

Mivel f(z) = 32_1}’ ezért

21 197

) = o = 1ar

= —f(x).

Tehat a fliggvény paratlan.
Mivel a fliggvény paratlan, ezért elég megmutatni, hogy = > 0 esetén korlatos.
Azt allitjuk, hogy tetszéleges nemnegativ z-re f(x) < 1. Valéban:
2r —1 2
2041~ 2e41

<1

Tehat a fliggvény korlatos, korlatok: —1 és 1.

b) Jeloljiik a nagy gomb sugarét R-rel, a kicsi gdmbok sugardt r-rel. A szétesés
soran a higany térfogata nem vialtozik, tehat
431 AR3m
n- = .

3 3

1

— 37, ro_
Innen R = ¢/n - r, azaz E= T

A2 2
Az Osszfelszin a négyszeresére novekedett, tehdt Z;l%g: =4, azaz n - (%) =4.
Innen 7 - ;;/1772 =4, ¥n =4, n =64 adédik.

Tehat a higanycsepp 64 részre esett szét.

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.

II. rész

5. a) Cinkelt érmét szeretnénk késziteni. A ,Trikkds hatos” nevi jatékban akkor
nyerink, ha az érme hatszori feldobdsakor pontosan négyszer lesz fej és kétszer
irds. Milyen mddon cinkeljik az érmét (vagyis mekkora legyen a fej dobdsdnak
a valdszintisége), ha a lehetd legnagyobb valdsziniséggel szeretnénk nyerni? (8 pont)

b) Legfeljebb hdny kiilonbézé pozitiv primszdm adhaté meg gy, hogy kézilik
barmely harom oOsszege is primszdm legyen?

Adjunk példdt a mazimdlis elemszdmra és mutassuk meg, hogy tobb primszdmot
nem tudunk megadni a kivaint modon. (8 pont)

Megoldas. a) Legyen a fej dobdsdnak valdszinlisége p, az {rdsé 1 — p, ahol
€ [0;1]. A binomidlis eloszlds ismert képlete szerint

p(6 dobasbdl négyszer fej, kétszer irés) = <i> pt(1—-p)t

Ez akkor veszi fel maximumét, amikor p* - (1 — p)2 = p% — 2p°® + p* maximalis.
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1. megoldds. Tehat az alabbi fiiggvény maximumhelyét kell megkeresniink: f :
[0;1] = R, f(p) = p® — 2p° + p*. A szélséértéket derivalt segitségével hatdrozzuk
meg;:

f'(p) = 6p° — 10p* + 4p°.

Megoldjuk az f/(p) = 0 egyenletet:
2p° - (3p® = 5p +2) = 0,

innen a gyokok p; = 0; p2 = %; ps = 1.

1" (p) = 30p* — 40p> + 12p? és f”(%) < 0 adédik, tehdt p = %—ban helyi maxi-
muma van a fiiggvénynek. Mivel f(0) = f(1) =0, ezért p = % globdlis maximum-
helye is a fiiggvénynek.

Megjegyzés. A fliggvény menetének vizsgdlata torténhet tdbladzatos médszerrel is.

1I. megoldds. A maximum helyét derivalas nélkiil, kozepekkel is meg tudjuk

hatarozni:
P
s[p P P P 4-5+42-(1-p) 1
,,,,,,, (=2 -(1=p) < ==
\/2 5 5 5(l=p)-(1-p)< G 3
4 2 16 . P 14 P _ _ 2 .
azaz p* - (1 —p)” < 759 €s egyenldség fenndlldsa 5 =1 —p, p = 5 esetén.

b) A 2 nem szerepelhet a kivélasztott primszdmok kozott, mivel mdasik két
paratlan primet hozzdaadva 2-nél nagyobb paros eredményt kapunk, igy nem le-
het prim. Tehat csak pdratlan primekkel dolgozunk. A primeket 3-mal valé osztdsi
maradék alapjan hidrom csoportba soroljuk: az els6 csoportban lesznek a 3-mal
osztva 1, a masodikban a 3-mal osztva 2 maradékot adé primek és a harmadik cso-
portba egyediil a 3 keriil, mivel az egyediili prim, ami oszthaté 3-mal, maga a 3.
Vilagos, hogy az elsé és a masodik csoportbdl is legfeljebb két elemet valasztha-
tunk, mivel ha legaldbb harmat vennénk beloliik, 6sszegiik 3-nal nagyobb, 3-mal
oszthaté lenne, igy nem lenne prim. Az is kénnyen ldtszik, hogy ha mindharom
csoportbdl valasztunk, akkor Osszegiik ismét 3-mal oszthaté lenne. Tehat legfel-
jebb négy primet tudunk a feltételeknek megfeleléen megadni és azt is csak gy, ha
két-két elemet valasztunk az els6 és a masodik csoportbdl.

Némi prébélkozas utan megtaldlhatjuk pl. az aldbbi primeket: 7; 11; 13; 23.
Konnyt ellendrizni, hogy ezek valéban jok.

6. a) Egy csalddban hdrom gyerek van: Anna, Béla és Csaba. Minden nap
kisorsoljdk, hogy ki vigye le sétdltatni kutydjukat, Buksit (egy kalapba teszik egy-egy
céduldra frva a neviket, majd hiznak egy céduldt).

Hdny olyan sorsolds van, amelynél egy hetes iddszakot véve, minden gyerek
sorra keril a kutyasétdltatds sordn? (9 pont)

b) Igazoljuk (teljes indukcidval vagy mds mddszerrel), hogy ha n > 9 pozitiv
egész szam, akkor 2™ > 32n. (7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Azon sorsoldsok szamdt, amikor mindenki sorra
keriil, komplementer segitségével adjuk meg. Az 6sszes sorsoldsok szama 37 = 2187.

404 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7



ﬁ} 2018.10.9 — 19:35 — 405. oldal — 21. lap KoMalL, 2018. oktéber gf

A komplementer azokat az eseteket tartalmazza, amikor 1 vagy pontosan 2 gyerek
keriil sorra. Azoknak az eseteknek a szdma, amikor 1 gyerek keriil sorra, nyilvan 3.
Azoknak az eseteknek a szdma, amikor pontosan 2 gyerek keriil sorra,

(2) (27 - 2) = 378,

ugyanis el6szor kivalasztjuk, hogy melyik 2 gyerek fog sorra keriilni a hét folyamén,
ez (% . Ezutan a kivalasztott 2 gyereket 27-féleképpen lehetne beosztani a héten,
de ezekbdl az esetekbdl 2 nem lesz j6, amikor csak az egyikiik van kisorsolva. Tehat
2187 — 378 — 3 = 1806 olyan sorsolds van, amikor mindharom gyerek sorra keriil.
II. megoldds. A feladatot ugy is megoldhatjuk, hogy megnézziik, a 7-et hany-
féleképpen lehet felbontani pozitiv egész szamok Gsszegére. Négy eset adodik:

1. eset: 5+ 1+ 1, ebbél (i’) -7 -6 = 126 sorsolds van;

2. eset: 4+ 241, ebbdl 3! - (471) : (g

3. eset: 3+ 3+ 1, ebbdl (?) . (7) . (4) = 420 sorsolas van;

) = 630 sorsolas van;

3 3
4. eset: 3+ 2+ 2, ebbdl (i’) . (;) . (;1) = 630 sorsolas van.

Osszesen 126 + 630 + 420 4 630 = 1806 sorsolds lehetséges.

b) Teljes indukciéval bizonyitunk.

n = 9—re: 2° > 329 igaz, hiszen 512 > 288.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitds, azaz ha n > 9 rogzitett, akkor 2™ > 32n.

Belatjuk, hogy ekkor (n + 1)-re is igaz az allitas, azaz 21 > 32 (n + 1).

Valéban: 2"t =2.2" >2.32n=32-2n =32 (n+n) > 32- (n+ 1), tehit
271 > 32 (n+1). Az elsd becslésnél az indukciés feltevést hasznéltuk fel, mig
a masodikndl azt, hogy n > 1. Ezzel az allitast belattuk.

7. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet: (8 pont)
t in 4 L
x-sindr = =.
& 2

b) Adjuk meg azokat a t pozitiv egész szdmokat, amelyekre a fenti egyenletnek
a [2018;t] intervallumon pontosan 2018 darab valds megolddsa van.

Szamitdisaink sordn a m minél pontosabb értékével szdmoljunk. (8 pont)

Megoldas. a) Eldszor is tegyiink kikotést az egyenletben szerepld kifejezé-
sekre. cosx # 0, azaz r # % + k7, ahol k € Z. Az egyenlet megoldasa sordn felhasz-

naljuk a sin 2z = 2sinz cosz és a cos 2z = 1 — 2sin? z addiciés képleteket.

. 1 sin x
tgx -sindr = —,

1
-2sin 2z - cos2x = —,
CcosT 2

sinx

1
-2.2sinzcosz - (1 — 2sin’z) = —,
cos T 2

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 405



ﬁ} 2018.10.9 — 19:35 — 406. oldal — 22. lap KoMalL, 2018. oktéber gf

1
sinzx-(l—Qsinzx):§, 16sin*z — 8sin?x +1 = 0,
.. 2 2 . 92 1
(4sin“z—1)" =0, sin =7

sinx = % vagy sinx = —%.
Ezen egyenletek megoldasait Osszevonva adddnak a megoldasok: xz; = % + km
és 19 = —% + km, ahol k;1 € Z.
Ezek a megoldasok nem ellentmonddak a kikotéssel. Ellendrzés vagy végig
ekvivalens atalakitdsokra valé hivatkozas.

b) frjuk le egymés utan az egyenlet par megoldasat:

o Mm 57w w bm Tm 1w 13w
MRS 6 b 6 ) 6 ) 6 ) 6 b 6 bl 6 b 6 y v
Eszre lehet venni, hogy a megoldasok a m egész szamu tObbszoroseitol éppen % ta-
volsagra szimmetrikusan helyezkednek el. Mivel 642%7r < 2018 és 642%71’ > 2018, igy

az els6 megolddspar, ami beleesik a kivéant intervallumba: 642%7r és 643%71 Mivel
2018 darab megoldasnak kell benne lennie az intervallumban és a megoldasokat pa-
rosaval érdemes felirni, ezért — mivel az els6é megoldaspar a 6437-re szimmetrikus —
az 1009. par az 16517-re lesz szimmetrikus: 1650%7r és 1651%77. Tehat olyan t po-

zitiv egész szamot kell megadni, amelyre 165157 € [2018;¢] és 16512 ¢ [2018;1].
Innen addédnak ¢ lehetséges értékei: t; = 5188 és t5 = 5189.

8. Hiizzunk érintbket az y = x* parabola A(—1;1) és B(2;4) pontjaiba.

a) Irjuk fel az érinték egyenletét. (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy az érintdk a C(%; —2) pontban metszik egymdst.
(2 pont)
A parabola két részre osztja az ABC hdromsziget, eqy konvexre és eqy kon-
kdvra.
¢) Szamitsuk ki az ABC' hdromszdg teriiletét. (5 pont)
d) Hatdrozzuk meg a konvex és a konkdv alakzat teriletét. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az érinté meredekségét derivalt segitségével hata-
rozzuk meg: ' = 2x. Az e egyenes egyenlete y — 1 = —2(z + 1), azaz y = —2x — 1,
az f egyenes egyenlete y — 4 = 4(x — 2), azaz y = 4o — 4.

1I. megoldds. Az érint6k egyenletét y = max + b alakban is kereshettiik volna.
Felhasznaljuk, hogy a pont illeszkedik az egyenesre és felirjuk az érintési feltételt,
mely szerint a kapott masodfoku egyenlet diszkriminansa 0.

Az e egyenletét igy meghatdrozva: y = mx +b, Ac€e, igy 1=—m+b, b=
=1+m, innen y =mz + 1+ m. Ez az e egyenes és az y = 22 parabola érintik
egymést, igy az 22 = mx + 1+ m, azaz 2 — ma — (1 +m) = 0 egyenlet diszkrimi-
nansa 0, azaz m? +4(1+m) = 0, innen m = —2 és y = —2x — 1 adddik. Az f egyen-
lete ugyanigy adodik.
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b) Meg kell oldanunk az y = —2x — 1 és az y = 4a — 4 egyenletekbdl 4116 egyen-
1

letrendszert. Innen =2z —1 =4z —4, . =5 6s Yy = —2.
¢) Az ABC héromszog koré egy téglalapot 25/
rajzolunk.
For—+4 B
Tapc =Tpepr —Tacp —Tece — Tapr = e 5l
9 9 9 27 2
=18—-—=-—= = —. f
4 2 2 4 A 1t
Megjegyzés. Az ABC haromszog teriiletét pl. gy G H
is kiszdmolhattuk volna, hogy (skaldris szorzattal vagy =37 \K $ 3z
koszinusztétellel) kiszamoljuk a C-nél 1évd szdgét és 4
az AC, BC oldalakat, majd hasznaljuk a trigonomet- pe—2 E
rikus teriiletképletet. c

d) A konvex alakzat teriiletét uigy kapjuk meg, hogy kiszdmoljuk az ABHG
derékszogll trapéz teriiletét és abbdl kivonjuk a parabola alatti teriiletet (melyet
integréldssal kapunk meg).

2 2
1+4 15 9 z3 15 9
T — -T2 .3-22 dr= || =3, Tomex=— —3=~—.
ABHG 5 5 /fﬂ €z { 3 }_1 k D) D)
41
Innen a konkdv alakzat teriiletét mar kénnyen megkapjuk: Tionksy = 2747 — g = %.

Megjegyzés. Be lehet latni, hogy ha az eredeti A és B pontok tetszdlegesek, akkor is
fennall, hogy Tkonvex = 2 * Tkonkév -

9. A Bdastya SE sakkcsapata nemrég indult eldszor a nemzeti csapatbajnok-
sagban. Egqy taldlkozon 2 csapat kiizd meg eqgymdssal, mindkét csapat 12 jdatékossal
jatszik. Ennek a 12 jatékosnak van egy eldre régzitett erdsségi sorrendje és az eqyik
csapat legerdsebbje jdtszik a mdasik csapat legerdsebbjével, a mdsodik legerdsebbek
is egymdssal, stb. fgy egy taldlkozon 12 partira keril sor. Egy partinak 3 kimene-
tele lehet: gydzelem esetén 1, vereség esetén 0, mig dontetlen esetén fél pontot kap
a jdatékos. Tegyiik fel, hogy egy-eqy parti kimenetele nem fiigg a jatékosok sakktudd-
satol, mindegyik kimenetel egyformdn valoszind. A csapat dltal elért pontszamot gy
kapjuk meg, hogy osszeadjuk az egyes csapaton belili jatékosok dltal elért pontokat.

a) Mutassuk meg, hogy csak dgy lehet dontetlen (azaz amikor 6 pontot ér el
mindkét csapat) egy taldlkozd, ha egy csapaton belil ugyanannyiszor nyernek és
veszitenek. (2 pont)

b) Mennyi annak a valdszindisége, hogy — a fenti feltételek mellett — a Bdstya
SE dontetlent ér el elsé mérkdzésén? (7 pont)

¢) Mennyi annak a valdszindsége, hogy az elsé hdarom taldalkozdjuk dontetlen
lesz és a negyedik meccset megnyerik? Az egyes taldlkozokon elért eredményeket
eqgymdstol fiiggetleneknek tekinthetjik.

Vilaszainkat négy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (2 pont)
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A csapat legjobb gontszerzé’je 9 partit jatszott az idény folyamdn. Az dltala
szerzett pontok dtlaga 3 mig a szordsnégyzete 5

d) Hatdrozzuk meg, hogy a jdtékos hdny partiban nyert, vesztett illetve ért el
dontetlent. (5 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A csapat egy taldlkozon 6sszesen 12 partit jétszik,
ebbdl legyen = nyerése, y vesztése és 12 — x — y dontetlene. Az Gsszpontszamnak
6-nak kell lennie:

<

1
m-1+y-0+(12—x—y)~§
tehat x = y. Pont ezt kellett megmutatni.

6, azaz 6+g— 6,

[\

1I. megoldds. Vegyiik azt az esetet, amikor mind a 12 partiban dontetlent érnek
el. Ekkor teljesiil, hogy ugyanannyi vereség és gybzelem van. Ha egy dontetlen
helyett pl. egy nyerés lenne, akkor kell egy vesztés is, hogy az atlagos pontszam
ne valtozzon. Tehét a nyerések és vesztések szama az eredeti 0-hoz képest mindig
ugyanannyival novekszik. Pont ezt kellett megmutatni.

b) Az eldz6 feladatrészbél kideriil, hogy mely esetekben lehet dontetlen a taldl-
kozo6 kimenetele. Ezeknek az eseményeknek a valdszinliségeit meghatarozzuk, majd
a végén Osszeadjuk ezeket.

P(12 dontetlen) =

@3
P(10 déntetlen, 1 nyerés, 1 vesztés) = % = %;
P(8 dontetlen, 2 nyerés, 2 vesztés) = <122)3;2(120) = 2;;1720;
P(6 dontetlen, 3 nyerés, 3 vesztés) = (132?))1.2(2) = 183?280;
P(4 dontetlen, 4 nyerés, 4 vesztés) = (142?))1'2(2) = 34;?250;
P(2 dontetlen, 5 nyerés, 5 vesztés) = (152?))1'2(2) = 1(;?32;
P(0 dontetlen, 6 nyerés, 6 vesztés) = (31?22) = ZQT?
Ezért P(dontetlen) = 732 ~ 0,1388.

¢) Szimmetria okok miatt egyenlé annak a val6sziniisége, hogy az adott csa-
pat megnyeri vagy éppen elvesziti a talalkozét. A dontetlen valdsziniiségét mar
kiszamoltuk, igy a nyerés valdszintisége:

1 — P(dontetlen)

P(megnyeri a taldlkozét a csapat) = 5

= 0,4306.
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Mivel a taldlkozdk kimenetelei egymdstol fiiggetleneknek tekinthetdk, ezért a vald-
szintliség:

P(els6 harom déntetlen, 4.-et megnyerik) = 0,1388% - 0,4306 ~ 0,001 15.
Tehat a keresett valoszintiség kb. 0,0012.

d) A legjobb pontszerzd a 9 meccsb6l nyerjen a-et, déntetlent érjen el y parti-
ban és 9 — x — y partit veszitsen el. Ekkor az atlag:
z-l+y-2+00—az-y)0 2

9 3’

innen x + % = 6 adodik.

A szérasnégyzet:

ctin G os (o
9 3
innen x + % = % adédik.
A két kapott egyenletbdl &allé egyenletrendszert megoldva = =5, y =2,
9 —x —y = 2 adodik. Tehét a legjobb pontszerzé 5 partit nyert, 2-t elvesztett és
2-ben dontetlent ért el.

Ellenorzés a feladat szévege alapjan.
Fridrik Richard
Szeged

Matematika feladatok megoldasa

B. 4920. Hanyféleképpen lehet 1 x 2-es domindkkal difedés és hézag nélkiil
lefedni a 8 x 8-as sakktdbla koril felvett 2 egység szélességii szegélyt? (Az dbrén
ldthato két lefedést killonbozének tekintjiik.)

(6 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)
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Megoldas. Eloszor teljes indukcioval azt igazoljuk, hogy egy 2 X n-es tégla-
lapot 1 x 2-es domindkkal F,yi-féleképpen lehet lefedni, ahol F,,; a Fibonacci-
sorozat (n + 1)-edik tagjét jeloli (Fy = 1, F5 = 1).

A 2 x l-es téglalap egyféleképpen fedhetd le (Fp = 1), a 2 x 2-es pedig kétfé-
leképpen (2 vizszintes, vagy 2 fiiggbleges, F5 = 2). Tegyiik fel, hogy az allitas igaz
minden 2 x k méreti téglalapra, ahol k < n. Tekintsiik egy 2 X n-es téglalap le-
hetséges lefedéseit és bontsuk ezeket két csoportra attol fiiggden, hogy a bal alsé
sarkuk milyen 4lldsd domindval van lefedve. (Mivel sarokban van, csak kétfélekép-
pen lehet.) Ha fiigg6leges ez a domind, akkor a megmaradd rész 2 x (n — 1)-es,
amit az indukcids feltevés miatt F,,-féleképpen lehet lefedni. Ha vizszintes, akkor
a bal fels6 sarkot mar csak egyféleképpen tudjuk lefedni, egy vizszintes domino-
val. Ha ezt a 2 dominét letessziik, a megmaradé rész 2 x (n — 2)-es, amit F,_1-
féleképpen lehet lefedni. Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, tehat egy 2 x n-eset
F, + F,,_1 = F,41-féleképen lehet lefedni.

Most térjiink at a feladatra. Ha lefedjiik egy sarkat, és mellétesziink egy
vele parhuzamosat 1-gyel elcsusztatva (ldsd 1. dbra), akkor a lefedést mér csak
egyféleképpen fejezhetjiik be, mert mindig lesz egy nem lefedett mezd, amit az addig
lerakottak miatt csak egyféleképpen lehet lefedni (pl: a legalsé sor 3. négyzete).

1. dbra

[ I O B Ilyen lefedésbdl 6sszesen 2 van, mi-
vel a sarkot, ahol kezdtiik az eljarast fiig-
gbleges és vizszintes domindval is le lehet
fedni. (Ha a mésikat valasztjuk, akkor
a fenti dbra 90°-os elforgatottjat kapjuk,
és akarmelyik csucsnal kezdjiik, ennek
2x9 a két lefedésnek a valamelyikét kapjuk.)
Vagyis ha ezeket nem nézziik, akkor a le-
fedésekben nem fordulhat el6 olyan, ami
az 1. dbra bal oldalan van, azaz a tobbi
esetben miutan minden sarkot lefedtiink,
a maradék részt felbonthatjuk 2 x n-es
téglalapokra (2. dbra, az dbrdn behuzott
1 1 1 1 T T T 1 szakaszokat nem takarhatja doming).

2x9
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fgy a sakktabla minden oldaldhoz eredetileg egy 2 x 8-as téglalap tartozik, és
a sakktabla mind a négy sarkara lehelyezett 1 x 2-es dominé ezek koziil valamelyik-
nek az oldalét 1-gyel megnoveli. Igy tartozhat 2 x 8-as, 2 x 9-es és 2 x 10-es téglalap
egy-egy oldalhoz, de sem két 2 x 8-as, sem két 2 x 10-es nem tartozhat szomszé-
dos oldalakhoz. Ezeket a feltételeket figyelembe véve nézziik meg, hogy mekkordk
lehetnek az oldalakhoz tartozoé téglalapok.

Ha van két 10-es, akkor azok csak egymdssal szemben lehetnek, a masik kett6
pedig 8-as, mert a két 10-es ,elhaszndlta” a sarkok novelését. A 10-es oldalpar
kétféleképpen helyezkedhet el.

Ha egy 10-es van, akkor a tobbi harom csak két 9-esbol és egy 8-asbol allhat
(kiilonben nem jonne ki a sarkok &ltal nytjtott 4 novelés). A 10-es oldalt 4-féle-
képpen, majd a 8-ast 3-féleképpen helyezhetjiik le, ez 3 - 4 = 12 lehet&ség.

Ha nincs 10-es, akkor mindegyik 9-es (kiilonben nem lenne meg a sarkok altal
nyujtott 4 novelés). Ekkor a sarkok 90°-os forgdsszimmetridval rendelkeznek, igy ha
az egyiket megviélasztjuk, az meghatarozza a tobbit. Ebbdl az esetbdl tehat 2 van.

Minden savot kiilon-kiilon kell lefedni, vagyis Ossze kell szorozni az egyes
lefedhetOségeket. Tehat az eredeti alakzatot Gsszesen

242-Fy-Fi-Fy-Fyg+12-Fyy - Fio- Fio- Fo+2- Fio- Fio - Fio - Fio =

=2+2-892.34%2 4+ 12-89-552-34 + 2 - 55 = 146 458 404
kiilonb6z6 médon fedhetjiik le.

Szabé Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 85 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 41, 5 pontos 7 versenyzé dolgozata.
4 pontot kapott 18, 3 pontot 8, 2 pontot 7 tanulé. 1 pontos és 0 pontos 2-2 tanulé dolgozata.

B. 4934. Tetszbleges n és k pozitiv egészek esetén jelolje f(n, k) azt, hogy egy
n X k-as rdcstéglalap egyik dtloja hdany egységnégyzet belsején halad keresztil. Hany
olyan n, k szdmpdr van, amelyre n >k, és f(n, k) = 2018¢

(4 pont)

Megoldas. A bal alsé és a jobb felsé csicsot
Osszek6to atlo n — 1 vizszintes és k — 1 fiiggleges
racsegyenest metsz a téglalap belsejében. Pontosan
akkor halad at egy, a jobb fels6 sarokban 1év6tdl
kiilonbozé (rdcs) egységnégyzet belsején, ha annak
jobb oldali fiiggbleges vagy fels6 vizszintes oldalat
metszi.

E metszéspontok szdma Osszesen (n — 1) + (k—1) = n+ k — 2. Azonban két
ilyen metszéspont egybe is eshet; ez éppen akkor kovetkezik be, amikor az atlé

a téglalap belsejében 1év6 racsponton halad at. Egy ilyen racspont a téglalap bal

. . ‘ , . n k
alsé csucsaval egy ny x kp-es racstéglalapot hataroz meg, ahol T Ry Az

nki =mk, é 1< n;<n, 1<k <k egészek.
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Jelolje n és k legnagyobb kozos osztéjat d, ekkor
n=dn*, k=dk*, aholn* és k" relativ primek.
A korabbi Osszefiiggésbe helyettesitve:
dn*k1 = nidk™, azaz n*k, = nk”.

Ebbél kovetkezik, hogy nik* oszthaté n*-gal, ami a relativ primség miatt csak
akkor kovetkezik be, ha mn; oszthaté n*-gal: ny = zn*, ahol = pozitiv egész, és
n*r <n =dn* miatt 1 <z < d; emiatt k; = zk*.

A téglalap atléjara esé bels6 rdcspontok szama tehat megegyezik x lehetséges
értékeinek szamaval, d — 1-gyel. Ennyi egységnégyzetet az n + k — 2 formulaban
kétszer szamoltunk, igy — az eddig kihagyott jobb fels6 sarok egységnégyzetével
egyiitt —az atlé (n+k —2) — (d—1) +1 = n+ k — d egységnégyzet belsején halad
keresztiil.

Feladatunk ilymédon n + k — d = 2018 pozitiv egész megolddsainak szamét
kérdezi, ahol (n,k) =d és n > k. Mivel d az n-nek és a k-nak is osztdja, azért
d | 2018 = 2-1009. Az 1009 prim, igy d sz6bajové értékei: 1, 2, 1009 és 2018.

1. Ha d =1, akkor az n+ k = 2019 =3-673 egyenlet (n,k) =1, n>k>1
megoldasainak szamat keressiik. A relativ primség feltétele nélkiil a megoldasok
szama 1009 lenne. Ezek koziil azonban nem megfeleléek azok, amelyeknél n és
k is oszthatd 3-mal, 673-mal Va%g 2019-cel. Az ilyen megolddsok szdma rendre

1009 1009 09

[T] = 336, [m] =1, illetve [m] =0, igy a valamennyi feltételnek eleget tevo

megolddsok szdma ebben az esetben 1009 — (336 + 1) + 0 = 672.

2. Ha d = 2, akkor az n + k = 2020 = 22.5.101 egyenlet (n,k) =2, n >k >1
megoldasainak szamét keressiik. Ez nyilvan ugyanannyi, mint az « +y = 1010 =
=2-5-101 egyenlet (z,y) = 1, z > y > 1 megolddsainak a szdma. Az els§ esetben
alkalmazott szdmolashoz hasonléan ez

o ([ 5]+ [8) (%] () [5)) - (] -

3. Ha d = 1009, akkor az n + k = 3027 = 3 - 1009 egyenlet (n, k) = 1009, n >
> k > 1 megoldasainak szamat keressiik. Az el6z6 esethez hasonldéan ez ugyanannyi,
mint az x +y = 3 egyenlet (z,y) =1, > y > 1 megolddsainak a szdma, ami nyil-
van 1.

4. Ha d = 2018, akkor az n + k = 4036 = 4 - 1009 egyenlet (n, k) = 2018, n >
> k > 1 megoldasainak szamat keressiik, ami 1, hiszen csak n = k = 2018 felel meg.

A négy esetet Osszegezve, a feladatnak eleget tevo szampérok szama 672 +
+200+141=2874.

Débrintei Ddvid Bence (Papa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll., 12. évf.)
megoldasat felhasznélva
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Megjegyzés. Ha az m > 2 egész primtényez8s alakja n = pi!-py? - ... pp*, akkor
barmely m darab egymdst kovetd egész szadm koziil az m-hez relativ primek szdma ¢(m) =
=pP N1 —1)-p32 M (p2—1)-...-pi*H(pr, — 1). (Ezt a megoldésban is tobbszor hasznalt
szita formula segitségével (is) bizonyithatjuk.) A fenti megolddsban mind a négy esetben
egy  +y = m tipusi egyenlet olyan egész megolddsainak szamé&t kerestiik, ahol (z,y) =1
ésxz2y>1.Itt1 <y < [%], és az (x,y) = 1 feltétel pontosan akkor teljesiil, ha (y,m) =
= 1. Ennek figyelembe vételével t&bb megoldd is a ¢(m) képletének alkalmazdsdval ért

célba.
97 dolgozat érkezett. 4 pontos 49, 3 pontos 21, 2 pontos 20, 1 pontos 7 dolgozat.

B. 4946. Az f(x) valds egyiitthatds polinomra igaz, hogy minden, 10-es szdm-
rendszerben 5-re vagy 8-ra végz8dd k pozitiv egész esetén f(k) értéke egész szdm.

a) Igazoljuk, hogy f(0) egész szdm.
b) Mutassunk példdt olyan f(x) polinomra, amire a fenti feltételek teljesiilnek,
de f(1) nem egész szam.

(6 pont)
Megoldas. a) Az f(x) polinom egyiitthat6i raciondlis szdmok; ennek okara
a megjegyzésben tériink vissza.

Tegyiik fel, hogy f(x)-nek van nem egész raciondlis egyiitthatdja. Legyen

b b b
fla)=Sal+ 4 2o+ 2,
Cq C1 Co
ahol by, cg, b1, c1,b2,Ca, ... egészek, valamint b; és ¢; # 0 relativ primek barmilyen

i-re. Legyen n olyan pozitiv egész, amelynek 10-es szdmrendszerbeli alakja 1-re
végz6dik. Ekkor 8n biztosan 8-ra, 5n pedig 5-re végzédik, vagyis f(8n) és f(bn) is
egész.

Két 6-ra végz6do szam szorzata is 6-ra végzodik, egy 6-ra és egy 8-ra végz6do
szam szorzata pedig 8-ra. fgy 16™ minden m pozitiv egészre 6-ra végzodik. Ezért
16™ - 8 is 8-ra végzédik, tehat f(16™ -8n) = f(24™*3.n) egész. Az 5 hatvdnyai
mindig 5-re végzédnek, ezért f(5™ - n) is egész.

Tekintstik a ¢; - cg - ¢3 - ... - ¢4 szorzatot, és osszuk el a legnagyobb 2-hatvany
osztéjaval, majd a legnagyobb 5-hatvany osztéjaval is. Az igy kapott paratlan, 5-tel
nem oszthaté egész szamot jelolje A, azaz

cl~02~...~cq:A~26-5f.

Az A-t barmelyik egyiitthaté nevezdjével (¢;-vel) osztva olyan tortet kapunk,
amelynek egyszertsitett nevezdje csak 2-vel vagy 5-tel oszthaté a primek koziil,
vagy a kapott hanyados egész.

Az A utolsé szamjegyétél fiiggden adjuk meg a t egészet a kovetkezéképpen: Ha
ez a szamjegy 1, akkor legyen t = A. Ha 3, akkor 7A 1-re végzodik, igy legyen t = 7A.
Ha 7, akkor legyen t = 3A. Ha 9, akkor pedig legyen ¢ = 9A. fgy t mindenképpen
1-re végzédik, és t/c; vagy egész vagy olyan tort, amelynek a nevezéje nem oszthatd
2-t61 és 5-t6l kiilonbozd primmel.
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A fentiek alapjan f(24¢13 . t) egész. Vizsgaljuk ennek az dsszegnek egy, %Ol—tél
kiilonb6z6
by - 2i(detd) i
C;
tagjat. A tort egyszeriisitése utdn a nevezében csak 5-hatvany maradhat, mivel
c; legfeljebb 2¢-nel oszthat6. Igy f(24¢3 - t) — £(0) olyan tortek osszege, amelyek
nevezéjében 5-hatvanyok allnak. Mivel f(2%+3 . 1) egész, azért f(0) is vagy egész,
vagy olyan tort, amelynek nevezdje 5-hatvany.
f(57 -t) is egész a fentiek alapjan. Vizsgaljuk ennek az Gsszegnek is egy, %Ol—tél
kiilénb6z6
b; -5t -t
¢
tagjat. Az egyszerisités utan a nevezOben itt csak 2-hatvany maradhat, mivel c;
legfeljebb 5/-nel oszthaté. Tehat f(5f -t) — f(0) olyan tortek osszege, amelyek
nevezéjében 2-hatvany all. Mivel f(5/-t) egész, f(0) is egész vagy olyan tort,
aminek nevezoje 2-hatvany.

A két eredményt osszevetve f(0) sziikségképpen egész.

b) Az f(z) = (&=5)(2=8) polinom teljesiti a feladat feltételeit: ha a = 10k + 5
vagy b = 10k + 8 alaki szdm, ahol k (nemnegativ) egész, akkor f(a) = k(10k — 3)
és f(b) = (10k + 3)k egészek, viszont f(1) = % nem egész.

Péta Baldzs (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 11. évf.) és
Schrettner Jakab (Szeged, Radnéti Miklés Kisérleti Gimnédzium, 11. évf.)
megoldasat felhasznélva

Megjegyzés. Az interpoldcid tétele szerint, ha ai,...,ant1 péaronként kiilonbozé,
bi,...,bnt1 pedig tetszlleges valds szamok, akkor 1étezik pontosan egy olyan legfeljebb
n-edfoku f(z) polinom, amelyre f(ax) = bx minden k =1,...,n+ l-re. Vildgos, hogy két
kiilonbozd fi(x) és fo(z) polinom nem létezhet ezekkel a tulajdonsdgokkal, hiszen akkor
a kiilonbségiik olyan, legfeljebb n-edfoki, nem azonosan nulla polinom lenne, amelynek
az ai,...,an+1 szémok mindegyike gycke. Ez azonban lehetetlen, mivel egy nemnulla
polinomnak legfeljebb annyi gyoke lehet, mint a polinom foka.

Miésrészt legyen
f(@)=biLli(z)+ ...+ bos1Llnii(2),

ahol mindegyik

11 =)
L) = T ar —ay)
j:j#k

n-edfokid polinom a-ban 1-et, az Gsszes t&bbi a;j-ben pedig nullat vesz fel. Az igy eléallitott
f(z) polinom tehat megfeleld. Az f(x) eme alakjabdl latszik, hogy az egyiitthatdi az ax, b
szamokbdl véges sok Osszeadas, kivonds, szorzds és osztas alkalmazasdval kaphaték meg;
ebbdl specidlisan kovetkezik, hogy ha az ay, by szdmok valamennyien racionélisak, akkor
f(x) egyiitthatdi is azok.
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A feladatban szerepld polinom fokéat jelolje d. Az interpolécié tételét alkalmazhatjuk
n = d-re, a = 5*-ra és by = f(5k)-ra, ahol k =1,...,d+ 1; ezek a szdmok egészek 1évén
raciondlisak, ezért az altaluk egyértelmiien meghatérozott f(z) egyiitthatéi is azok.

41 dolgozat érkezett. 6 pontos 10 versenyz6: Dobdk Déniel, Débrontei David Bence,
Géspar Attila, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Péta Baldzs, Schrettner Jakab, Szabd
David, Szab6é Kornél, Weisz Maté. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 2 pontos 23, 1 pontos 2,
0 pontos 1 dolgozat.

ENTIARy,
%sc\ s N

Polygon palyazat matematikabdl
kozépiskolasoknak

5 UNIVg,
S sy,
& 4

0, Y
‘7 Upopant®

A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete palyazatot hirdet ko-
zépiskolas didkok (9-12. évfolyam) szamaéra.

A pélyédzat témaja:
Kozépiskolai matematikdhoz kapcsolédé problémak, érdekességek

Ami biztosan ide tartozik: hogyan lehet egy ismert feladatot folytatni, Gjszerti
és érdekes feladatok vagy tritkkos megoldasok, régi korok matematikaja, hétkozna-
pok matematikdja, a matematika és a természettudoméanyok kapcsolata, gyakorlati
alkalmazdsok, informatikai alkalmazésok és kapcsolatok (példdul algoritmusok) stb.
Pélyédzni egyénileg lehet, vagy maximum 3 {6s csapattal. A palyamunkédkat a Bolyai
Intézet oktatdibdl all6 zsiiri fogja elbiralni.

Dijak (csapat esetén a jutalom megoszlik a tagok kozt):
I. dij: 25 ezer Ft értékil konyvutalvany és egy Polygon konyv,
II. dij: 20 ezer Ft értékii konyvutalvany és egy Polygon konyv,
II1. dij: 15 ezer Ft értékli konyvutalvany és egy Polygon konyv,
Dicséret: Polygon konyv.

A dijazottak és a dicséretben részesiiltek oklevelet kapnak, amelyen a helye-
zésiiket is feltiintetjiik. A palyazé(k) dltal megnevezett felkészité tandr(ok) a dija-
zottakkal és a dicséretben részesiiltekkel azonos jutalomban és szintén oklevélben
részesiilnek. Minden palyamunkérodl szoveges szakmai értékelést készitiink, amit
a dijkioszté innepségen vehetnek &t a versenyzok. A legjobb dolgozatokat a Poly-
gon c. folydirat szerkesztébizottsdga is megvizsgalja kozolhet6ség szempontjabol.
A beadott dolgozatok maximalis terjedelme 10 oldal lehet (dbrdkkal, képekkel,
tablazatokkal, grafikonokkal egyiitt).

Bekiildési hataridé: 2018. december 15. A palyamunkakat a kbvetkezd cimre
kérjiik bekiildeni: Katonané dr. Horvath Eszter egyetemi adjunktus, SZTE Bolyai
Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1. A boritékra kérjiik rairni: Polygon
péalydzat matematikabol, kozépiskolasoknak. A dolgozatokhoz az aldbbi adatok
mellékelését kérjiik:
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1. a pélyazé(k) neve, lakcime, telefonszdma, email cime,
2. a palyazé(k) iskoldjanak neve, cime, telefonszama, email cime,
3. a felkészité tandr(ok) neve, email cimmel.

http://www.math.u-szeged.hu/ horvath/palyazat.htm.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(594-598.)

K. 594. A 2, 3, 5, 6, 7 szdmjegyek valamelyikét kétszer, a tobbit egyszer
felhasznalva 3 db kétjegyli primszamot alkotunk. Mennyi ezek Gsszege?

K. 595. A QUARTO egy tablds stratégiai jaték (1991), két személy jdtssza.
Blaise Miiller svéjci matematikus talalta ki. A jatékban szerepld 16 figura mind-
egyike kiilonbozik valamiben a tobbitél. A figurak négy szempont alapjan is két
egyforma csoportra oszthatok:

— magas vagy alacsony;

— sOtét vagy vilagos;

— kerek vagy szogletes;

— a teteje lyukas vagy sima.

]I BERErTT I ET L

Hényféleképpen valaszthatunk ki a készletbél két olyan figurat, amelyek pon-
tosan ketté vagy harom tulajdonsagban egyeznek meg?

K. 596. Az ABC héaromszog AB, BC és CA oldalain rendre vegyiik fel
a P, @ és R pontokat ugy, hogy az AP = AR, BP = BQ és CQ = CR feltételek
teljesiiljenek. Egy adott ABC haromszog esetén hany ilyen P, @, R ponthirmas

létezhet?

D R C K. 597. Az ABCD négyzet P, @Q, R és S oldal-
felezé pontjat az dbrdn lathaté mdédon Gsszekotot-
tiik a négyzet csucsaival. Hatarozzuk meg a BV DT

v négyszog és az ABCD négyzet teriiletének ardnyat.

s Q

T
A P B
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K. 598. A digitdlis 6rékon a szamjegyek rovid palcika-lampakbdl allnak, ahogy
az dbrdn lathato:
A JJ0CC 100
[ NN B O I By

Az érak fogyasztasat az hatarozza meg, hogy mennyi kis péalcika-lampat kell ki-
be kapcsolni, ahogy valtozik az id6. Példaul 3-rél 4-re valtasndl két pélcika-lampat
kell ki- és egyet bekapcsolni, ami harom kapcsolast jelent. Egy teljes 0,1,2,...,9,0
ciklus alatt ez Osszesen harminc kapcsolds. Ha ugyanezeket a digitalis jeleket més
sorrendben hasznalnank a 0-t6l 9-ig terjed6 szamok megjelenitésére, akkor kevesebb
kapcsolas is elég lenne. Keressiik meg a kapcsolasok egy teljes ciklusra vonatkozo
szamanak minimumat, és adjunk meg hozza egy megfelel6 szamjegy-sorrendet.

Javasolta: Ruttkai Zséfia (Hollandia)

Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*
A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1497-1503.) Aﬁ
\

Feladatok 10. évfolyamig
C. 1497. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

Ty =z,
Tz =1,
Yz = .

C. 1498. Milyen hosszu lehet legfeljebb egy 2 méter magas ember arnyéka
a Foldon? A Foldet tekintsiik egy 6370 km sugart gémbnek, melyre a fénysugarak
a Napbodl parhuzamosan érkeznek.

Feladatok mindenkinek

C. 1499. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb pozitiv egész n szdamot, melyre
az 1,2,...,n szamoknak van olyan sorrendje, amelyben az egymas mellé irt sza-
mok Osszeolvasdsaként kapott egyetlen szamra teljesiil a kdvetkez6: barmely két
szomszédos a, b szdmjegyére az ab, ba kétjegyli szamok koziil legaldbb az egyik
prim.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 417



ﬁ} 2018.10.9 — 19:35 — 418. oldal — 34. lap KoMalL, 2018. oktéber Gf

C. 1500. Az AB szakaszon kijeloljiik az X és Y pontokat, majd megrajzol-
juk a pozitiv koriiljarasa AX PQ, XBRS, BYWYV és Y AUT négyzeteket, melyek
kozéppontjait jelolje rendre K, L, M és N. Bizonyitsuk be, hogy a KM és LN sza-
kaszok merdélegesek egymasra és egyenl6 hossziak.

(Német versenyfeladat)
C. 1501. Melyik az a leghosszabb szamtani sorozat, amelynek tagjai 200-nal
kisebb, kiilonb6z6 primszamok?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1502. Hat-hat egyforma sugari kort rajzoltunk két kiilonb6z6 mdédon egy-
egy egységnégyzetbe az dbrdn lathaté moédon. Melyik elrendezésben nagyobb a ko-
rok sugara?

2
s
’
,
s

s
s
s
’
,

(Német versenyfeladat)

C. 1503. Egy adott haromszogben az a, b, ¢ oldalak hosszanak négyzetei
ebben a sorrendben szamtani sorozatot alkotnak. Mutassuk meg, hogy a b oldallal
szemkozti sz0g nagysaga legfeljebb 60° lehet.

Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kitlizott feladatok
(4974-4981.)

B. 4974. Legalabb hany szdmot kell kivalasztani az 1,2,...,10 szdmok ko-
ziil, hogy biztosan legyen kozottiikk néhany szam, melyek 6sszege oszthaté 11-gyel,
barhogyan is torténik a szamok kivalasztasa?

(3 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)
B. 4975. Adott négy, paronként kiilonbozé egyenes: e || f és g || h, valamint

egy P pont. Szerkessziink olyan P-re illeszked6 egyenest, amely az e, f, g és
h egyeneseket rendre olyan F, F', G és H pontokban metszi, amelyekre EF = GH.

(3 pont)
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B. 4976. Legyen A = {—4;—3;—2;—1;0; 1;2; 3;4}. Kezdd és Masodik felvdltva
valasztanak ki egy-egy, még nem vélasztott szdmot az A halmaz elemei koziil.
Az a jatékos nyer, akinek el6bb lesz harom olyan, altala valasztott szama, melyek
Osszege 0. Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégidja?

(4 pont) Javasolta: Bdn-Szabd Aron (Budapest)
B. 4977. Bizonyitsuk be, hogy egy derékszogli haromszog beirt kérének érin-

tési pontjai altal meghatarozott haromszog magassagpontja a derékszogi harom-
sz0g atfogdjdhoz tartozd magassdgvonalara illeszkedik.

(4 pont) (Kvant)
B. 4978. Legyen n > 3 egész szam és « tetszbleges valds szam. Bizonyitsuk
be, hogy
= ( 2% ) n
Z cos“ la+— ) = —.
n 2
k=0
(5 pont)

B. 4979. Az ABC hegyesszogl haromszogben D és E rendre az AB, illetve az
AC oldalnak bels6 pontja. A BE és C'D szakaszok metszéspontja F. Bizonyitsuk
be, hogy ha BC? = BD - BA+ CE - CA, akkor ADF E hiirnégyszog.

(5 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)

B. 4980. Legyen n > 3 pozitiv egész, ay,as, . . ., a, pedig pozitiv valés szamok.
Igazoljuk, hogy

a a a n
1< 1 2 n |::|

+ + ...+ -
anp+a1+as a1 +as+as Ap—1 + an + aq 2

és az egyenl6tlenség bal oldala nem cserélhet6é nagyobb, a jobb oldala pedig kisebb
szémra (ahol [x] az = szdm egész részét jelenti).

(6 pont)

B. 4981. Egy egységkocka xy sikra vonatkozo meréleges vetiiletének teriilete
A, a z tengelyre vonatkozd merdleges vetiiletének hossza pedig a. Bizonyitsuk be,
hogy A = a.

(6 pont) Javasolta: Erben Péter (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(734-736.)

A. 734. Adott az n csicsu G fagraf, a csicsainak halmaza V', és adott a si-
kon egy n-elemili P ponthalmaz, melynek elemei k6zott nincs harom egy egyenesen.
Igaz-e a G gréaf és a P halmaz tetszOleges kivédlasztasa esetén, hogy G belerajzolhatd
a P halmazba, vagyis létezik olyan f: V — P kolcsondsen egyértelm@i megfelelte-
tés, hogy ha G minden (z,y) éléhez megrajzoljuk az [f(z), f(y)] szakaszt, akkor
semelyik két ilyen szakasz nem metszi egymast?

Javasolta: Vdli Benedek (Szeged)

A. 735. Van-e olyan ai,as,... végtelen valés szamsorozat, amely korldtos,
nem periodikus, és teljesiti az a,11 = an—1a, + 1 rekurziét?

A. 736. Az Q kor belsejében fekszik az w kor. Az Q kéron mozog az X pont.
Az X-b6l w-hoz hizott érinték az Q) kort masodszor az A # X és B # X pontokban
metszik. Mutassuk meg, hogy az AB egyenesek vagy egy rogzitett kor érintdi, vagy
pedig egy ponton mennek At.

%

Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 463 (E) Adott egy nagyméretii négyzethalds lap, amelynek O oszlopa és S
sora van. A négyzetek csicspontjainak koordindtdi egész szamok, a bal alsé sarok
az origd, azaz a (0;0) koordinatdji pont. A lapon egy szikével bemetszéseket készi-
tiink, amelyek parhuzamosak a lap valamelyik oldaldval. A bemetszések végpontjai
egész koordinatdju pontok. Tudjuk, hogy bemetszés nem indul és nem végzbédik
a lap szélén.

A honlapunkrdl letoltheté nhalo.txt szoveges dlloméany elsé sordban a négy-
zethalé méretét megadd O és S értékek talalhatok. A kovetkezd sorban a bemetszé-
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sek B szama szerepel. Az ezt kéveté B sor mind-
egyikében egy szamnégyes taldlhatd, amelybdl
az elsé szampar a bevagas egyik végpontja, a maso-
dik pedig a bevdgas masik végpontja. A szdmpérok
els6 tagja az oszlop, a méasodik a sor koordinatéja.
A szédmokat pontosan egy szokoz vélasztja el egy-
méastol, a szamok egyike sem nagyobb, mint 1000.

—_
N

sy
_

[y
o

Készitsiink programot, amely a lap méretének
és a bemetszések adatainak ismeretében megoldja
a kovetkezd feladatokat. Minden feladat megoldésa
el6tt irjuk ki a feladat sorszamat, pl. ,1. fel-
adat:”, illetve a beolvasds és kiirds esetén roviden
irjunk magyardzo szoveget. Az ékezetmentes kiiras
is elfogadott. 1 23 45067 8

= N W S 1O N 0 ©

1. feladat: Olvassuk be a szoveges alloménybdl az adatokat, és taroljuk el
késébbi feldolgozas céljabol.

2. feladat: frjuk ki a legkisebb sorszami sort, amelyben nincs bemetszés,
példaul a kovetkezd formaban: A legkisebb sorszamd bemetszés nélkiili sor: 2”.

3. feladat: Adjuk meg annak a legkisebb téglalapnak a teriiletét, amely az 6sszes
bemetszést tartalmazza. A kimenet példdul ,A legkisebb, minden bemetszést tartal-
mazé téglalap teriilete: 48”.

4. feladat: Adjuk meg, hogy Osszesen hany pontban taldlkoznak merdlegesen
bemetszések. A kimenet példaul ,,A metszések 10 helyen taldlkoznak merélegesen”.

5. feladat: Kérjiink be a felhasznédl6tdl egy oszlopszdamot, és adjuk meg, hogy
az adott oszlop milyen hossziisagi része nem tartalmaz bemetszést.

6. feladat: Adjuk meg a bemetszések hosszanak atlagat két tizedesjegy pon-
tossaggal megjelenitve, példaul ,,A metszések atlagos hossza 4,75”.

7. feladat*: Hozzuk 1étre a sorok. txt szoveges dlloméanyt, amely a négyzethald
bemetszések utani helyzetét mutatja a sorok szerint. A szoveges dllomany S sort
tartalmaz, els6ként a négyzethald legfelsé egységnégyzeteit, majd sorban az utana
kovetkezd négyzeteket, végiil a négyzethald legalsé soranak négyzeteit irja le. Ha egy
sorban nincs fiiggdleges bemetszés, akkor abban csak a 0 szam szerepel. Egyébként

Példa az nhalo.txt Alloményra Példa a sorok.txt allomanyra
(a / jel sortorést helyettesit) (a / jel sortorést helyettesit)
812/ 8 0/323/323/12113
1373/1319/4349 12113/1313/1313
1949/37311/3777 1313/134/0/0/0

311511 /51154

*Ez a részfeladat az emelt szint{i érettségi programozasi feladatokndl osszetettebb,
nehezebb.
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annyi egész van benne, ahany fiiggéleges bemetszést ejtettek a sorban. Ilyenkor
az egészek oszlopok szerint novekvd sorrendben mutatjak a sor Osszefiiggd, nem
szétvagott négyzeteinek szamat.

Bekiildendd egy 1463.zip alloményban a program forrdskédja és rovid doku-
mentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomény melyik fejlesztéi kornyezetben
fordithaté.

I. 464. Kozismert a kincsgytijtogeto jaték, amelyben egy téglalap alaku tabla
egyes mez6in haladva az érintett mezokon elhelyezett kincseket megszerezhetjiik.
Tovabblépni csak jobbra vagy lefele lehet. A cél az Gsszességében a lehet6 legna-
gyobb értéket add kincs begytijtése.

A feladatot most téblazatkezel§ program segitségével kell megoldanunk.
A munkafiizet térkép munkalapjin 16 sorban és 16 oszlopban helyeztiink el ,kin-
cseket”, pontosabban az azokat jelképez6 pozitiv szamokat.

Feladatunk, hogy feltételes formdazas segitségével a térképre ,rajzoljuk” —
az aldbbi mintdhoz hasonléan — a legnagyobb Osszértékl kincs begytijtését ered-
ményez6 utvonalat. A térkép alatt jelenitsiik meg az elérhetd legmagasabb Gsszér-
téket is.

1,0
A begyljtheté6 maximalis érték: 16,2

A segédszamitasokhoz tetszéleges szamu munkalapot és cellat haszndlhatunk.
A megoldashoz csak beépitett fiiggvények hasznalhaték. A megoldds soran tore-
kedjiink mésolhat6 képletek haszndlatéra. (A felhaszndlt celldk és képletek szdma
a megoldas értékelését nem befolydsolja.)

Ertékelés: a feladat hibamentes megoldasaért 7 pont kaphatd. A koriiltekintGen
elkészitett, minden képlet szerepét megvilagité dokumentacié 3 pontot ér.
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Bekiildendo6 egy i464.zip tomoritett allomanyban a megoldast tartalmazo
1464 munkafiizet és a dokumentaciét magaban foglalé 1464 .pdf fajl. A dokumen-
tacié tartalmazza a hasznélt tabldzatkezel$ nevét, verziészamat és a megoldas so-
ran hasznalt képleteket és azok szerepének leirdsat (a médsolhatokat természetesen
egyszer).

I. 465. Adott egy R sugart kor alakd lap (10 mm < R < 100 mm), amelyet
letesziink a foldre. A lapra N darab (1 < N < 100) kisebb kérlapot ejtiink vélet-
lenszeriien gy, hogy csak azokat az ejtéseket fogadjuk el, amelyeknél az ejtett lap
nem 16g ki a f6ldon 1évé laprdl. Az ejtett lapok atfedhetik egymast, de teljes egé-
szében a lefektetett nagyobb lapon vannak. Kérdés, hogy a nagy lap teriiletének
hany szazaléka nincs az N darab kisebb korlappal lefedve. Készitsiink szimulacios
programot, amely modellezi a jelenséget, és minél pontosabban valaszol a kérdésre.

A program a standard bemenet els6 sordbdl olvassa be R és N értékét (egé-
szek), valamint a kovetkezd sorbdl a leejtett korlapok sugarat (mindegyik sugar
1 mm-nél nagyobb, de R-nél kisebb egész érték). A standard kimenetre irjuk ki
a lefektetett korlap nem lefedett részének teriiletét négyzetmilliméter pontossaggal.

Bemenet Kimenet

50 8 3535
12 15 10 22 18 16 24 23

Bekiildend6 egy 1465.zip allomanyban a program forraskédja és révid doku-
mentéacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithaté.

1/S. 29. Egy orszdg vdrosait kétirdnyu utak kotik dssze, melyek hasznalataért
dijat kell fizetni. Barmelyik varosbdl barmelyik varosba el lehet jutni az utakon.
Két varos kozott legfeljebb egy kozvetlen it van. Néhany varosban szupermarket
is taldlhat6. Az orszdgba ) csaldd érkezik, akik kiilonb6z6 vagyoni helyzetiiek.
Minden csaldd szeretne olyan varosba koltozni, ahol nincs szupermarket. Ha egy
csalad vagyoni helyzete K, akkor csak olyan varosban lakhat, ahonnan el tud menni
bevdsdrolni egy szupermarketbe sszesen legfeljebb K tutd{jat fizetve (az oda- és
visszautat szdmolva). Adjuk meg minden csalddra, hogy hény olyan véros van
az orszagban, ahol nincs szupermarket, mégsem tud odakoltézni a csalad, mert
tul koltséges lenne egy szupermarketbe valo eljutés a vagyoni helyzetiikhoz képest.

Bemenet: Az els sor tartalmazza a vdrosok N szdmét, az utak M szdmat,
a szupermarketet tartalmazé vérosok D szamat és a csalddok @ szdmat. A ko-
vetkez6 M sor mindegyike harom szdmot tartalmaz: az els6é ketté azon varosok
indexe, amik kozott az adott Gt van, a harmadik szdm pedig az it hasznalatanak
dija. A kovetkez6 sorban D szdm van: azon varosok indexei, amikben van szuper-
market. A kovetkez6 sorban () szdm van: az i-edik szdm az i-edik csaldd vagyoni
helyzetét leiré K érték. A varosokat 0-t6l NV — 1-ig indexeljiik.

Kimenet: Egy sorba irjunk ki @) darab szdmot: a sor i-edik szama adja meg,
hogy az i-edik csaldd hany olyan varosba nem tud koltézni a vagyoni helyzete miatt,
ahol nincs szupermarket.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 423



ﬁ} 2018.10.9 — 19:35 — 424. oldal — 40. lap KoMalL, 2018. oktéber QF

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
41240

25
4/302/052/205/232/341/452

cooo
N e

429

Korldtok: 1< D < N <10°, 1< M <5-10°, 1< Q < 10%, 0 < egy 1t dija,
K <2107, egészek. Idékorlat: 0,1 s, memorialimit 100 MiB.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphaté, ha minden Gt dija 1; tovébbi 20% kap-
haté, ha D = 1; tovabbi 20% kaphatd, ha Q = 1; tovdbbi 40% kaphat6 az eredeti
korlatokra.

S. 128. A féraé elrendelte egy piramis épitését, ehhez kétomboket kell szal-
litani a banyatdl @) kilométerre levd épitési teriiletig. N keresked6 megadta, hogy
mettél-meddig tud tombot szallitani. Minden kereskedd legfeljebb egyszer szallit
legfeljebb egy k6tombot. A farad legfeljebb M kereskedét kérhet meg a szallitdsra
a koltségek csokkentése érdekében. Segitsiink a faraénak kiszamolni, hogy legfeljebb
hény kétombot tud elszallittatni az épitési teriiletre, és ehhez minimum hény em-
bert kell megfizetnie. Egy keresked6 akkor tudja atadni a kétémbjét egy masiknak
szallitasra, ha legalabb addig el tudja vinni a témbot, ahonnan a méasik indulhat.

Bemenet: Az elsé sor tartalmazza a kereskedék N szamét, a maximdlisan meg-
kérhetd keresked6k M szamat, valamint a banya és az épitési teriilet Q) tavolsiagat.
A kereskedSket 0-t6l N — 1-ig sorszamozzuk. A kovetkez6 N sor mindegyike két
szamot tartalmaz: az adott keresked6 hanyadik kilométert6l hanyadik kilométerig
tud szallitani.

Kimenet: Az els6 sorba irjuk ki, hogy maximum hény k6tombot lehet elszalli-
tani; a kovetkez6 sorba, hogy ehhez minimélisan hany keresked6nek kell fizetni.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
13 9 20 2
49/03/716/06/59/04/ 412 7
1120 /9 10 / 10 14 / 14 20 / 15 20 / 17 18

Korldatok: 1 < M < N < 105, 0<QR<2: 109, egészek. Idolimit: 1 s, memoéria-
limit 100 MiB.

Ertékelés: A pontok 20%-a kaphaté, ha maximum egy témbot tud a faraé
elszéllittatni; tovabbi 20% kaphat6, ha M = N; tovabbi 20% kaphatd, ha N < 1000;
tovabbi 10% kaphaté, ha Q < 10°; tovabbi 30% kaphat6 az eredeti korldtokra.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.

%
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Nyari matematika- és fizikatabor 2018.
Dombévar

2018. junius utolsé hetében Gsszesen 45 kozépiskolas didk gytilt 6ssze a Dombo-
var-Gunaras Hotel Eurépdaban és Apartmanparkban. A tarsasig egyik fele matema-
tikdval, a masik fizikdval foglalkozott, a szabadid6t pedig kozosen toltotték. A ta-
bort a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokat kiadé MATFUND Alapitvany
szervezte, a tabor vezetdje Nagyné Szokol Agnes volt.

A fizika szekcidba 25 kozépiskolds érkezett, kozottiik heten hataron tilrél. Vla-
dar Karoly (a KoMalL fizika szerkesztébizottsdgdnak tagja), Asbdth Jdnos (MTA
Wigner FK, IYPT felkészit6 tanar) és Szdsz Krisztidn (KoMaL szerkeszt6bizottsag,
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdanyi Egyetem, IPhO felkészi{t6 tandr) veze-
tése, valamint Asztalos Bogddn és Olosz Baldzs (korabbi kémalozdk, tdborozok és
egyetemistak) tdmogatdsival a fizika irdnt érdeklédék csapatokba rendezédve vé-
geztek méréseket, vitatkoztak elméleti feladatokon.

A matematika szekcidba érkezett 20 didk szamara ez a hét jelentette az utolséd
edzés lehetdségét a nyar sordn megrendezésre keriilt t6bb nagy nemzetkozi mate-
matikai didkolimpidra. Felkészit6ik Dobos Sdndor (Budapesti Fazekas Mihaly Gim-
ndzium tandra, a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiai csapat helyettes vezet&je)
és Williams Kada (K6MaL szerkesztébizottsdg, egyetemi hallgatd, hdromszoros
olimpikon) voltak.

A tabor a Nemzeti Tehetség Program keretében az Emberi Er6forrasok Mi-
nisztériuma tdmogatdsaval valésult meg (NTP-TAB-18-0047 ,,K6MaL nyari ma-
tematika és fizika tehetséggondozé tdbora”).

A rendezvényt tamogatta még az MTA Wigner Fizikai Kutatékozpont és
az MTA Energiakutaté Kozpont, valamint Krausz Ferenc fizikus (Max Planck
Institute fiir Quantenoptik, Garching, Németorszdg).

A szervezok

Matek olimpiai edz6tabor Dombdévaron

A matek didkolimpidra komolyabban késziilé didkok mar ismerik egymaést.
Latjak egymas nevét a KoMal-ban, talalkoznak olimpiai szakkoron, versenyeken.
A 2017/18-as tanévben az utolsé olimpiai vilogatét Kecskeméten szervezte a Mat-
egye Alapitvdny. Ott az IMO, MEMO csapatok kialakultak, emellett korvonalazé-
dott az utdnpotlas gerincét adé tarsasag is. Ez a 20 didk kapott meghivést a junius
végén Dombdévaron rendezett olimpiai edzétaborba.

A matematika szakmai program reggelente egyéni feladatmegoldédssal indult.
Ezt kovetoen csapatban lehetett dolgozni, majd kozos megbeszélésen néztiik &t
a megoldasokat. Ezeket az alkalmakat Dobos Sandor vagy Williams Kada iré-
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nyitotta. A napi feladatsorokon szerepeltek a tavalyi olimpidra javasolt feladatok
(shortlist példak), a taborvezet8k és a résztvevik altal valasztott feladatok. A tabor
el6tt minden didk kapott két kis fiizetecskét, amelyben valamely orszag verseny-
feladatait talalta. Fzekbdl kellett harmat kivalasztani ,az én olimpiam” mottoéra,
azaz harom kiilonb6z6 témakorbol egy konnyebbet, egy kdzepes nehézségiit és egy
nehezebbet. A taborban ezeket a feladatokat is igyekeztiink feldolgozni. A kiadott
feladatok megbeszélésére még délutan is volt egy hosszabb, kozos alkalom.

A matekosok a KoMalL fizikatdbordban jelen 1é6v6 didkokkal egyiitt részt ve-
hettek esti eldadasokon, szabadid6s programokon, beszélgethettek, baratkozhattak
és jatszhattak egymassal. A vb kindlt kozos szurkoldsi lehet&séget, a tabor palydjan
is komoly focicsatdk zajlottak.

Reméljiik, jovore is lesz hasonlé tdbor, ahol lehet6ség van a komoly munkéara
és a vidam kikapcsolédésra egyarant. Nagy ajandék, hogy a taborban az orszag kii-
16nb6z6 helyeirdl érkezett, kozos érdekl6désii tarsasag jobban Gsszekovacsolodhat.

Dobos Sandor

Nyari fizikatabor 2018.

Idén huszonot 9-11. évfolyamos didk kapott lehet&séget az orszag kiillonbozo ré-
szeirOl, s6t a hataron tulrdl is arra, hogy részt vegyen a taborban. Az érkezés napjan
mar a vacsora utan megalakultak a csapatok azzal a feltétellel, hogy mindenképpen
legyen a csapat tagja egy hatdron tuli és egy tizedikes didk. A kovetkezd egy hét-
ben elméleti és szamolds (gyakorlati) fizikaproblémékkal, illetve naponta egy-egy
mérési és becslési feladattal kellett megkiizdenie a csapatoknak. Minden egyes nap
mar reggeli utan elkezd6dott és egészen a vacsordig tartott a feladatok megoldasa.
Ennek ellenére nem allithatjuk, hogy elegendé lett volna ra az id6. Ezen kiviil volt
lehet6ségiink sportra, kozos tarsasjatékozasra, ismerkedésre, és a sok munka mel-
lett még pihenésre is. A valtozékony idGjaras miatt az egyik nap — a tavalyi tabori
programmal ellentétben — nem a strandra mentiink, hanem tirdzni, és ekozben
végeztiik el az aznapi mérési feladatunkat. Kiemelnénk egy mdésik mérési felada-
tot, miszerint titkos tigynoki bérbe buijva kellett kideriteniink, mivel hallgatnak le
minket. Ehhez oszcilloszképot és jelgeneratort hasznalhattunk.

Minden este a vacsora utan el6adasokat hallgattunk meg nemzetkozileg elis-
mert kutatoktol. Nekiink személy szerint Csonka Szabolcs ,,Mobiltelefonok fizika-
jatol a kvantumszamitogépekig” és Csandd Madté Részecskegyorsitokkal az 6srob-
bands nyomaban” cimii eldadésa tetszett a legjobban.

A tébor utolsé napjan a szokasos feladatokon kiviil egy , konstrukcids feladatot”
is kaptunk: a piszkozatpapirjainkbdl kellett minél magasabb tornyot épiteniink,
minden més eszkoz (kotél, ragaszté stb.) felhaszndldsa nélkiil, és egy egyéni totét
is kitolthettiink.

Végiil a tdbor eredményhirdetéssel zarult, amin mindenki kapott egy konyvet
— amit tarsainkkal és a szervezokkel alairattunk —, valamint frizbit és csokit.
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Koszonjiik a szervezdknek és a tamogatoknak, hogy lehetéségiink volt részt
venni az idei tdborban.

Kovacs Bence Osvart Bence
ELTE Apéczai Csere Janos Szombathelyi Kanizsai
Gyak. Gimn. és Koll., Budapest Dorottya Gimn.

A KoMaL Erdélyben is igencsak nagy hirnek orvend, ezért nagy orommel
vettiik, hogy idén is részt vehettiink a nyari fizikataborban.

A tabor ebben az évben sem okozott csalédast. Hogy is nézett ki ennek az ese-
ménynek a menetrendje? A tabor 5 napon keresztiil tartott, ahol a f6 cél az volt,
hogy olyan feladatokkal talalkozzunk, amelyek eltérnek a hétkoznapi, megszokott
iskolai példaktdl, és ezaltal valami jat mutassanak. A feladatokat 4 f&s csapatban
oldottuk meg, és a nap végére csapatonként egy mérési, egy becslési és négy sza-
mitéasi feladatot adtunk be. A napi id6beosztasdban teljesen szabad kezet kaptunk,
igy a fokozott agytevékenység mellett jutott idénk sportra, hosszi beszélgetésekre,
vagy akar egy kozos filmnézésre, turara is.

A feladatmegoldasok is kiilonleges modon zajlottak. Meg kellett tanulnunk csa-
patban dolgozni. A szervezok gondoskodtak arrél, hogy jol ,elkeveredjiink” az is-
merkedés érdekében, és igy minden csapatnak mas és mas szisztéméaja alakult ki
az egylittélésre”. A feladatok megolddsahoz nemcsak a szervezd tandroktdl, ha-
nem a jelenlévé egyetemistaktol is kérhettiink segitséget. A becslési és a mérési
feladatok megoldasa a sajat fantazidnkra volt bizva, és némely esetben nem kevés
kreativitast igényelt.

A tébor szerves részét alkotta a minden este megtartott eléaddsok sorozata
is, amelyek jelen pillanatban is zajlé kutatasokrol széltak, mint példaul a magyar
fejlesztési RADCUBE mihold, az uridGjaras, tovabba a CERN Nagy Hadron-
iitkoztetdjében folyd nehézion-fizikai kisérletek. Bemutattdk a nanotechnoldgia 1j
kihivésait és a szamitégépek bizonyos problémadit (pl. hogy meddig csokkenthetd
a chip-ek mérete), illetve 1j, innovativ szamitégép-hiitési rendszerek problémakoreit
vitattuk meg és jartuk korbe tekintélyes el6addk segitségével.

Osszegzésképpen, ez egy olyan tabor volt, ahol a hasznosan eltéltott idé sordn
szamtalan 1j maddszerrel ismerkedhettiink meg, 1j baratsagokat és ismeretségeket
kotottiink, és nem utolsésorban olyan rendhagy6 eléadédsok fiil- és szemtanui lehet-
tiink, amelyeket mashol taldn nem lathattunk-hallhattunk volna. Kdszénet ezért
a Szervezéknek!

Benedek Krist6f
Marosvasarhelyi Rémai Katolikus Teol6giai Liceum

Tdmogatok:

A N K
% //*?//|T§hr2€s%tg] progam  MtafE{d @Ener @
EMBERI EROFORRASOK (/\J

MINISZTERIUMA
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' Versenyfelhivas

!

Ha szereted a fizikat, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és egy életre szl
élményre vagysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksdgnak is nevezett IYPT (Ifji Fizikusok Nemzetkozi
Versenye, angolul International Young Physicists’” Tournament) kozel 35 orszdg
csapatanak nytujt lehetOséget, hogy Osszemérjék tudasukat, ratermettségiiket és
kommunikéaciés készségiiket 17 elére megadott, un. nyilt végil fizikai probléméan
keresztiil.

Az IYPT a XXI. szézad kihivdsainak megfelel$ készségeket var el az induldktol:
nemcsak a fizikdban kell jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentdlni és
megvédeni is tudni kell! A résztvevd didkok a versenyt megel6z6en elvégzett fizikai
méréseiket és kutatdsaikat egy — angol nyelven eléadott — tudoméanyos prezentacié
formajdban mutatjak be két rivalis csapatnak. A maésik két csapat koziil az egyik
megvizsgalja az eléadas fizikai tartalmat egy kulturalt vita formajaban, a masik
pedig komplex értékelést ad az elhangzottakrdl. A harom csapat teljesitményét
fizikusokbol és fizikatanarokbdl allé6 nemzetkozi zsiiri birdlja el.

Az IYPT verseny magyarorszigi elsé forduléjara (HYPT) az hypt.elte.hu
oldalon valé regisztracié hatarideje: 2018. oktdober 22. éjfél.

A jelentkez6 didkoknak egy kivalasztott problémardl 2018. november 21-ig
kell elkiildeni egy magyar nyelvii dolgozatot. Ezen dolgozatok alapjan a legjobb
bekiildok az ELTE TTK-n december kézepén megrendezésre keriilo szébeli fordulén
vehetnek részt. Az indulé didkoknak az altaluk kidolgozott feladat angol nyelvii
bemutatasaban kell 6sszemérniiik tudasukat.

A decemberi fordulét idén 100 000 forint 6sszdijazassal hirdetjiik meg, amiben
az évfolyamonkénti els6 helyezett versenyzdk részesiilnek.

A decemberi szébeli fordulét kovetéen a 8 legmagasabb pontszamot elérd didk
az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi felkésziiléshez sziiksé-
ges kutatasait. A felkésziilés sordn nytujtott teljesitmény alapjan 3 didk indulhat
az osztrak AYPT versenyen, az 5 legjobb didk pedig bekeriil a Varséban megren-
dezésre keriilé 32. IYPT magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szévege és tovabbi informécidk az hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az email@hypt.elte.hu email cimen.

Néhény példa a 2019-re kitizott IYPT feladatok koziil

1. Taldld fel magad! Készits egy, a koronakisiilés elvén miikodé egyszerli mo-
tort! Vizsgald meg a rotor forgdsat meghatdroz6 paraméterek hatdsét, és optima-
lizald a rendszert a legnagyobb fordulatszamra adott fesziiltség esetén!

5. Palacktoltés. Ha egy palackba fiiggoleges vizsugarat engediink, hang kelet-
kezhet, melynek tulajdonsagai a feltoltés kozben valtozhatnak. Vizsgald meg, hogy
a relevans paraméterek (pl. a vizsugar hdmérséklete, sebessége és méretei, a palack
alakja és méretei) hogyan befolydsoljék a létrejott hangot!
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14. Hurkolo inga. Koss Ossze zsindrral egy nagyobb és egy kisebb tomegi
testet, majd helyezd a zsinért egy vizszintes ridra tigy, hogy a nehezebb test a rid
kozelében 16gjon, mig a konnyebb testet kézzel tartsd meg. Elengedve a konnyebb
testet az felcsavarodhat a ridra, megakadalyozva ezzel a nehezebb test foldet érését.
Vizsgdld meg a jelenséget!

A tovabbi feladatok megtaldlhatdk az iypt.org vagy a hypt.elte.hu oldalon.

Magyar bronzérem Pekingben

Az idén 31. alkalommal megrendezett IYPT versenyen a magyar csapat
a bronzérmet jelentd 15. helyezést érte el Pekingben. Az egész éves felkésziilés sikeres
lezérasa mellett, sikeriilt érdekes élményekkel gazdagodni az azsiai gigapoliszban.

Idén is nagyon sok munka és tanulds elézte meg a nemzetkozi versenyt.
Az ELTE TTK épiiletében taldlhaté didklaborunk mellett a felkésziilés sordan egy
edzétaboron és egy felkésziilési versenyen is részt tudtunk venni. Mér a felkésziilési
verseny is jol sikeriilt, hiszen a Kovdcs Levente, Kadlecsik Addm és Szakdly Mar-
cell alkotta csapat masodik helyezést ért el a leobeni Austrian Young Physicists’
Tournament versenyen, 8 orszag 15 csapatat utasitva maga mogé.

A magyar csapat felkésziilését idén is az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszék és
a Wigner Fizikai Kutatékdzpont munkatarsai (Homdstrei Mihaly, Ispdnovity Péter
Dusdn, Jenei Péter, Vincze Miklos, Széchenyi Gdbor, Ttizes Ddniel, Boross Péter,
valamint Asbdth Jdnos), illetve az ELTE TTK fizikatandr szakos hallgatéi segi-
tették. A magyar résztvevék a ,Héron szokOkutja”, a ,Palack porgetés”, ,,Az id6
sulya”, a ,Mozgé gylrik”, és a ,,Csicsok a hengerben” cimii problémakat mutat-
tdk be a zslirinek és az ellenfél csapatoknak. A feladatokrdl és a megoldasokrol,
valamint a versenyrol és a felkésziilésrél roviden a hypt.elte.hu oldalon, valamint
a facebook.com/hypt.elte.hu csoportban kaphaté informécié.

A verseny melletti programok idén sem maradhattak el, sét a csapat még ma-
radt is par napot Pekingben, hogy jobban megismerhesse a varost és kornyékét.
Természetesen megnéztiik Peking nevezetességeit, mint pl. a Mennyei béke temp-
lomat, a Tienanmen teret vagy Peking legmagasabb felhOkarcoléjat. Egész napos
szorakozast jelentett még a kinai nagy fal meglatogatasa is.

A 2018-as bronzérmes magyar [YPT csapat tagjai:

Foldes Andréas (Budapest, ELTE Radnéti Miklés Gyak. Gimn, 11. évf.);

Gyulai Marcell (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.);

Nagy Daéniel (Budapest, Balassi Bélint Gimn., 12. évf., felvételt nyert: BME
mechatronika szak);

Penc Patrik (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn., 10. évt.,);

Vavrik Mérton (Budapest, Berzsenyi Ddniel Gimnédzium, 12. évf., felvételt
nyert: BME — mérnok-informatikus szak).

Hivatalos partnereink:

,\ > v
EMBERI EROFORRASOK Wl P

Eotvos Lordnd

ELTE TTK: ~‘NemZ€Ci
Fizikai Tarsulat

MINISZTERIUMA Anyagfizikai Tanszék Tehetseg Program

Ho6mostrei Mihaly, a HYPT szervezGje
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintii fizika érettségire

Tesztfeladatok™

1. Egy folyé sebessége 2 m/s, a rajta dtkelni szdndékozé csénak sebessége
a vizhez viszonyitva 4 m/s. A foly6 szélessége 300 m. Milyen irdnyba kell evezni,
hogy a lehetd legrévidebb id6 alatt atérjiink a tulsé partra? Mekkora az atkelés
minimalis idGtartama?

A) A folyén felfelé a tulsé part irdnydhoz képest 30°-os szogben kell evezni, és
az atkelés idGtartama 87 s.

B) A partra mer6legesen kell evezni, és az dtkelés idStartama 75 s.

C) A partra merélegesen kell evezni, és az dtkelés idétartama 67 s.

D) A folyén felfelé a tils6 part irdnyahoz képest 30°-os szogben kell evezni, és
az atkelés idGtartama 75 s.

2. Két test lendiilete (impulzusa) egyenld, de az egyik test témege 2-szer ak-
kora, mint a masik testé. Ha a két test egyenes vonalt palyan mozog, és a gyorsabb
utoléri a lassabbat, akkor a tokéletesen rugalmatlan {itkézés utan mekkora sebes-
séggel mozog a két test tovabb?

A) A két test az iitkozéskor sebességet cserél.

B) A gyorsabb test az iitkozés utdn megdll, a lassabb pedig kétszeres sebességre
gyorsul.

C) Az iitkozés utdn mindkét test sebessége a lassabb test sebességének mds-
félszerese lesz.

D) Az iitk6zés utdn mindkét test sebessége a gyorsabb test sebességének
kétharmad részére valtozik.

3. 10 cm oldalélii, 80 N sulyu kocka vizszintes asztallapon fekszik. Legalabb
mekkora munkét kell végezni ahhoz, hogy a kockat az egyik oldalélén keresztiil
atbillentsiik egy masik oldallapjara?

A)166J; B)331J; C)4J;, D)566J.

4. Mekkora sebességgel mozog az az autd, amelyre a 100 m sugard dombtet6
legfelsé pontjan nem hat nyomoers?

A) Kb. 31 m/s.

B) 98 km/h.

() Csak az auté tomegének ismeretében lehet kiszdmitani a kérdéses sebes-
séget.

D) Az autéra minden koriilmények kozott hat nyoméderd.

5. Vilasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasit gy, hogy az éllitas igaz
legyen! Mechanikai rezonancia esetén a rezgémozgast végzé test mozgasdnak

* A valaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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A) frekvencidja szdmottevéen megnd;

B) amplitiddja jelentés mértékben megné;
C) fazisa ugrdsszeriien megvaltozik;

D) korfrekvencidja lecsokken.

6. Melyik allitds nem igaz a hullamok terjedésére? Adott kozegben terjedd
hulldm esetén

A) a hulldmhossz a frekvencia reciproka,

B) a hulldmhossz és a frekvencia egymadssal forditottan ardnyos;

() a hulldmhossz és a periédusidd egymadssal egyenesen ardnyos;

D) a terjedési sebesség dllandé.

7. Viélasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat ugy, hogy az allitas igaz
legyen! Az idedlis gaz slirlisége

A) egyenesen ardnyos a gz nyomdsdval és homérsékletével;

B) egyenesen ardnyos a giz nyomadsival és a moldris tomeggel;

(') egyenesen ardanyos a moldris tomeggel, és nem fiigg a hémérséklettol;

D) forditottan ardnyos a moldris témeggel és a hémérséklettel.

8. Mekkora a géz altal végzett munka az dbrdn p
lathaté folyamatban?

B

A)poVo;  B) 15poVo;  C) 2poVo; D) 3poVo. /

A :

pof :

///// ] : v

Vo 2Vo

9. Viélasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat gy, hogy az éllitas igaz
legyen! Az els6faji 6rokmozgé olyan berendezés lenne, amely

A) folyamatosan energidt termelne a semmib6l;

B) a tengervizben rejlé hatalmas energiat hasznositand;

() az univerzum mikrohulldmu héttérsugarzdsabdl nyerne energidt;

D) az elektromégneses mezé energidjit hasznositand 100% hatasfokkal.

10. Valasszuk ki a helyes allitast!

A) Az anyagok elektromos ellenélldsa nem fiigg a hémérséklettol.

B) Az anyagok ellendlldsa magasabb hémérsékleten mindig nagyobb.

C) Az anyagok ellendlldsa magasabb homérsékleten mindig kisebb.

D) Van olyan anyag, amelynek ellendlldsa nagyobb, és olyan is van, amelynek
az ellendllasa kisebb magasabb homérsékleten.

11. Melyik allitas hamis a mégneses térben mozgd egyenes vezetd két vég-
pontja kozott kialakuld fesziiltséggel kapcsolatban?

A) Az indukalt fesziiltség fligeg a mozgatds sebességétil.

B) Az indukalt fesziiltség fiigg a sebesség irdnyatol.

C) Az indukalt fesziiltség fiigg a vezeték magneses indukciévektorral bezart
szOgEtol.
D) Az indukélt fesziiltség fiigg a vezeték vastagsdgdtol.
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12. Az egyendram mely tulajdonsdgaval nem rendelkezik a valtakozé dram?
A) Nincs mégneses hatdsa.

B) Nem olyan veszélyes az emberi szervezetre.

C') Nem lehet vele elektrolizélni.

D) Nem lehet transzformélni.

13. Vilasszuk meg a félbehagyott mondat folytatdasat gy, hogy az allitas igaz
legyen! Ha egy gyijt6lencsére széttarté fénysugarak érkeznek, akkor

A) a lencse biztosan Osszegytijti ezeket a fénysugarakat;

B) a lencse elhagydsa utdn a fénysugarak tovdbbra is széttartéak maradnak;

() a lencse parhuzamositja a fénysugarakat;

D) mindhérom el6z6 lehetéség eléfordulhat.

14. Valasszuk meg a félbehagyott mondat folytatdasat gy, hogy az allitas igaz
legyen! A rontgensugdrzas és a y-sugarzas abban kiilonbozik egymdstdl, hogy

A) a rontgensugdrzds frekvencidja mindig kisebb, mint a y-sugdrzdsé;

B) a rontgensugérzds frekvencidja mindig nagyobb, mint a y-sugérzasé;

(') a rontgensugdrzas mindig az elektronburokbdl szérmazik, mig a y-sugdrzas
az atommagbol;

D) a rontgensugdrzas veszélyesebb az emberi szervezetre, mint a y-sugdrzds.

15. Vilasszuk meg a félbehagyott mondat folytatdsat ugy, hogy az allitas
igaz legyen! Az atomreaktorokban haszndlt szabalyozérudaknak olyan anyaghdl
kell késziilniiik, amelyek jol elnyelik

A) a hasaddanyagokat;

B) a hasaddskor keletkez$ neutronokat.;

(') a hasadéskor keletkez& nagyobb témegszdmu végtermékeket;

D) a hasaddskor keletkez6 radioaktiv sugérzdsokat.

Szamoldsos feladatok

1. Egy kondenzator lemezei 50 cm? feliilet(i fémlapok, amelyek egymastdl 2 cm
tdvolsdgban vannak. A lemezek kozott levegd taldlhato.

a) Mekkora a kondenzator kapacitdsa?

b) Erre a kondenzitorra 2 nC toltést visziink fel. Mekkora lesz a fesziiltség
a lemezek kozott, és mennyi energia tarolédik a kondenzatorban?

2. Milyen hosszi az a fonalinga, amely a 80 cm hossztisagui inganél 1 perc alatt
2-vel tobbet leng?

3. 6 kg tomegii, —20 °C hémérsékleti jeget, 4 kg tomegii, 60 °C hémérsékletii
vizet és 2 kg tomegi, 100 °C homérsékleti vizgozt egy elhanyagolhaté hokapacitasi
kaloriméterben Osszekeveriink. Mekkora lesz a kozos homérséklet?

4. 18 m mély kutbdl vizet hiuzunk fel. A viz témege a vodorrel egyiitt 15 kg.

A lanc, amelyen a vodor fiigg, méterenként 0,5 kg tomegli. A viz lassi felhiizdsakor
a vodor egyenletes mozgast végez.
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a) Abrézoljuk a hizder6t a vodor elmozdulasanak fiiggvényében!

b) frjuk fel az eré-elmozdulas fiiggvény matematikai alakjat!

¢) Ha a munkavégzést harom {6 egyenlé mértékben szeretné elvégezni, akkor
a vodor mely helyzeteiben kell valtani egymaést az embereknek?

Markovits Tibor (Budapest)

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 628. és P. 5001. Reggelente mindig ugyanabban az éraban megfigyelhetjiik,
hogy a Vénusz egyre kozelebb keril a Naphoz.

Vajon a Nap ,elétt” vagy pedig a Nap ,mdgitt” fog a Vénusz elhaladni?
(4 pont) Kozli: Részegh Anna, Vacduka

Megoldas. A Fold és a Vénusz keringési sikja, valamint a foldi Egyenlito
sikja nem nagyon tér el egymdastdl. Tekintsiink el ettdl az eltérést6l! Tudjuk to-
vabba, hogy a Fold és a Vénusz keringési irdnya megegyezik a Fold tengely koriili
forgasanak iranyaval.

A Vénusz keringési ideje mindossze 224 foldi nap, tehat a Nap—Vénusz egye-
nes ,,gyorsabban forog”, mint a Nap-Fold egyenes. Emiatt a Folddel egyiitt keringo,
egyik tengelyévél mindig a Nap felé mutaté vonatkoztatasi rendszerbdl nézve a Vé-
nusz lassabban bar, de ugyanolyan irdnyban kering a Nap koriil, mint a Naphoz
rogzitett rendszerben.

A Vénusz két helyzetben is ,kozeledhet” a Naphoz (vagyis csokkenhet a laté-
szogiik):

(7) ha a Vénusz kozelebb van a F6ldhoz, mint a Nap (a Nap és a Fold ,kozott”
helyezkedik el), 14sd az dbra bal oldali részét;

(#i) ha a Vénusz a Napndl tdvolabb van (a Nap ,tiloldaldn” helyezkedik el),
lasd az dbra jobb oldali részét.
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A Vénusz csak akkor lathat6, ha a Nap nincs a ,kozelében” az égbolton, tehat
kora reggel vagy este (nem sokkal a naplemente utédn). Ha figyelembe vessziik a Fold
tengely koriili forgasanak iranyat is, lathatjuk, hogy a P pontban 4ll6 ember reggel
a jobb oldali dbranak megfeleld (i¢) helyzetben figyelheti meg a Vénuszt; tehdt
olyankor, amikor a Nap ,,mogott” fog elhaladni.

Bekes Barnabds (Budapest, Vérosmajori Gimn. és Kés K. Alt. Isk. 10. évft.)
dolgozata alapjan

Osszesen 72 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 28, hibds 20 dolgozat.

G. 632. Egy 900 km/h sebességgel haladd repiilégép mdsodpercenként 4 liter
tzemanyagot (kerozint) haszndl fel. Mekkora utat tesz meg percenként az az autd,
amelyik 100 kilométerenként 6,4 liter benzint fogyaszt, és 5 ora alatt annyi benzinre
van sziiksége, amennyi kerozint kilométerenként fogyaszt a repiilégép?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

Megoldas. A repiildgép, amelynek sebessége 900 km/h = 250 m/s, 1 mésod-
perc alatt 4 liter kerozint hasznal fel, és ennyi id6 alatt 250 métert tesz meg. Ezek
szerint 1 kilométer megtételéhez 16 liter lizemanyagra van sziiksége.

Az auté 100 kilométert tesz meg 6,4 liter benzin felhasznalasaval, és mivel
16 liter tizemanyagot fogyaszt 5 éra alatt, 2 éra alatt 6,4 liter benzint haszndl el.
Tehdt a sebessége 50 km /h, igy percenként 0,833 kilométert tesz meg az auté.

Csanddi Réka (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

74 dolgozat érkezett. Helyes 70 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4993. A Calais-t Doverrel dsszekots ,,Csalagut” hossza 55 km, ennek mint-
egy 38 km-es szakasza halad a La Manche csatorna alatt. Képzeljink el a 6371 km
sugari, tokéletesen gomb alakd Foldon egy 40 km hosszi, nyilegyenes vasuti alag-
utat a tenger szintje alatt, amelynek tenger alatti eleje és vége felett 20 méter
magasan dll a viz.

a) Milyen magasan dll a viz ennek az alagitnak a kézepe felett?

b) Ha ebben a vasiti alagitban nem lenne levegd, és eltekinthetnénk a surlddds-
tol is, mennyi idd alatt haladna dt rajta az alagut eqyik végérdl nyugalmi helyzetbdl
indulé vagon csupdn a Fold gravitdcidos vonzderejének hatasdra?

¢) Mekkora sebességgel szdguldana dt ez a vagon az alagit kézepén?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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Megoldas. a) Az alagit két vége a felszin alatt h = 0,02 km mélyen van, igy
tavolsaga a Fold kozéppontjatol

R — h =6370,98 km.

A Pitagorasz-tételbdl kiszamolhatd, hogy
az alagut kozepe a Fold kozéppontjatol

r = 4/6370,982 — 202 km = 6370,949 km

tavolsagra van, igy

R —r =6371,000 km — 6370,949 km = 0,051 km = 51 m

magasan all az alagit kozepe felett a viz (ldsd a nem méretardnyos dbrdt).

b) A vagon és a Fold tomegkdzpontjanak tdvolsdga folyamatosan véltozik,
ezért a vagonra hatd gravitaciés eré is folyamatosan valtozik. Amikor a vagon
y tavolsagra van a Fold kozéppontjatol, akkor a tomegvonzés szempontjabdl csak
az M tomegii Foldnek az y sugarid gombon beliili, m* tomegii része jon szamitéasba,
ahol

Az m tomegli vagonra haté gravitdcids eré:

I _ mm*_ mM
grav — 7 y2 =7 R3 Y,

amelynek a palya irdnyaba es6, a palya kozéppontja felé mutaté komponense:

- mM
y R

8

F = —Fyray - cosp = —Fgray xT.

A képletben = a vagon és a pélya kozéppontjanak tavolsagat jeloli. Lathatjuk,
hogy a testre hato er6 ardnyos a kitéréssel és azzal ellentétes iranyu, ezért a test
harmonikus rezgémozgést végez, éppen gy, mint egy

PR

rugdédllandoju rugd altal kifejtett er6 hatdsara tenné. Jelen esetben a vagon egy
félperiédusnyit mozog, tehat a menetideje:

T / | R3
t:§:7r %:w V—M:2531S%42perc.

Megjegyzés. Felhasznélva, hogy a nehézségi gyorsulds a Fold felszinén g = yM/R?,
a vagon mozgdsdnak ideje a t = m\/R/g Osszefiiggésbdl is kiszdmithatd.
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¢) A vagon harmonikus rezgémozgést végez A = 20 km-es amplitidéval, ezért
az alagut kozepén lesz a legnagyobb a sebessége:

27 m km
max:A7:24v - = PR
v T 8 . 89,3 o

Debreczeni Tibor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)

69 dolgozat érkezett. Helyes 28 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 10, hidnyos
(1-3 pont) 28, hibds 3 dolgozat.

P. 5006. Egy 200 g tomegi strandlabddt fiiggdlegesen lefelé erdsen a talajra
dobunk. A labda a legjobban benyomott dllapotdaban egy 10 cm dtmérdji korlap
mentén érintkezik a talajjal, és ekkor a labddban lévs levegé nyomdsa 110 kPa
lesz.

a) Mekkora a labda tomegkdzéppontjidnak legnagyobb gyorsuldsa, ha a talaj
szdraz és eqy kicsit gorongyos?

b) Mds értéket kapndnk-e a gyorsuldsra, ha a talaj sima és nedves volna, és
emiatt a labda talajjal érintkezd része alatt nem maradna levegd?
(A kiils6 légnyomds 100 kPa.)

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
I. megoldas. a) A labda legjobban benyomddott allapotdban
A=(5cm)’r =785-10"% m?

tertilett korlap mentén érintkezik a talajjal. Legyen a labda teljes tomege m, a ta-
lajjal érintkez6 részének tomege m™*. A kiilsé légnyomadst jeloljiik po-lal, a labdaban
1évé levegd legnagyobb nyomdsat pedig pi-gyel (1. dbra).

a) A labda benyomdédott részére feliilrél p; A er6 hat, alulrél pedig (amennyiben
a labda alatt levegé marad) poA + K7 er6 nyomja felfelé. K7 a gorongyos talaj altal
kifejtett kényszererot jeloli. A labda tobbi része ,,siman”, vizszintesen csatlakozik
a korlap alaku részhez, igy nem fejthet ki arra eredo fiiggdleges erot.

A korlap az titkozés ideje alatt nem gyorsul, hiszen az bizonyos ideig folyama-
tosan a talajjal érintkezik, igy a mozgdsegyenlete:

m g+ p1A=poA+ K, vagyis K; = (p1 —po)A+mTg.

Megjegyzés: Mivel a nyoméskiilonbséghdl szarmazé elsé tag kb. 78 N, a korlapra haté
nehézségi erd pedig biztosan kisebb, mint mg = 2 N, jé kozelitéssel igaz, hogy
Kl ~ (pl —pQ)A.
Vizsgédljuk most meg a labda t6bbi részére hatd kilsd eréket! A légnyomas

altal kifejtett eré pg A nagysagu, és fliiggblegesen lefelé mutat, hiszen a légnyomasbdl
szarmazo erék eredbje a teljes labdara nulla, és a talajjal érintkezé korlapra a kiilsé
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1. dbra 2. abra

levegé pgA nagysagu, fiiggblegesen felfelé mutaté er6t fejt ki. A labda egészére
felirhat6 mozgasegyenlet (a fiiggélegesen felfelé mutaté irdnyt tekintve pozitivnak):

K1 +poA —mg —poA = ma,

ahonnan K7 kordbban kiszamitott értékének behelyettesitése utdn a téomegkozép-
pont gyorsulédsa:

— po)A —m* — po)A
g PL=p)A m-—m g%(m Po) g~ 380 %
m m m S

b) Ha a talaj feliilete sima és nedves, akkor a labda alatt nem marad levegd,
tehat a légnyomadsbdl szarmazd pg A erdé most nem 1ép fel. Helyette viszont a vizréteg
és a talaj fejt ki a labda aljara valamekkora erét. (A talajon 1év6 viz a labdédn kiviil
is jelen van, és ott érintkezik a kiils6 levegével, igy a nyomaésa gyakorlatilag pg.
Ha viszont a labda ténylegesen lezarja az aldja szorult vizet, akkor a viz nyomésa
akér p; is lehet.)

A talajjal érintkez6 labdadarab nem gyorsul, igy a mozgédsegyenlete:
m*g + plA = KQ,

ahol K a talaj és a vizhartya &ltal kifejtett eredd erd (2. dbra). Az dbrén — az egy-
szertiség kedvéért — nem jeloltiik, hogy a labda alja milyen mértékben érintkezik
kozvetleniil a talajjal, illetve a vizzel. A labda egészének mozgasegyenlete:

Ky —mg — poA = ma,
vagyis a tomegkozéppont gyorsuldsa:

— A —m*
0= (p1 — po) o m—m g ~ 380 QQ
m m S

Ez az érték ugyanakkora, mint az a) esetben volt a témegkdzéppont gyorsuldsa.

T6bb megoldds alapjan
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II. megoldas. Hasznaljuk az 1. megoldés jeloléseit! A labda lendiilete a leg-
jobban benyomoédott allapotban és az azt megel6zo, illetve kovetd pillanatokban
igy {rhatd fel:

Iteljes(t) _ Ifels()’(t) + IalSé(t) = Ifelsc')’(t),

hiszen az alsé rész az {itkozés alatt folyamatosan nyugalomban van, tehat ezalatt
a lendiilete nulla. (Az ,alsé” kifejezés a labddnak a talajjal érintkezd részére, a ,fels6”
pedig a tobbi részre utal.)

Newton II. torvényét ilyen alakban is felirhatjuk:
AIteljes (t) AIfelsb’ (t)

ma = =

At At

__ pfelsd
=F ,

ahol
Fs6 = p1 A — pgA — (m —m*)g

a felsd részre haté er6k (a kiilsd és a bels6 1légnyomésbdl szadrmazo erdk és a nehéz-
ségi erd) ereddje. Az eredd erd képletében szerepld els§ két tag nagysdgdt onnan
kaphatjuk meg, hogy tudjuk: egy teljes, zart feliiletre hatd, a légnyomasbol szar-
maz6 erdk ereddje nulla. A fenti Osszefiiggés felirdsandl kihasznaltuk, hogy a haj-
lékony anyagu labda alsé része nem fejthet ki fiigglleges irdnyt erét a fels6 részre,
mert a két rész vizszintes érintdsikkal, ,,torésmentesen” csatlakozik egymashoz.

A fenti egyenletekbél a tomegkozéppont gyorsuldsara
(p1 —po)A  m—m”

a= - _mg%380g2
m m S

adddik. Ez az eredmény fiiggetlen attol, hogy a labda alsé része és a talaj kozott
milyen a kapcsolat, vagyis hogy a talaj szdraz-e vagy nedves, sima-e vagy pedig
gorongyos.
(G. P.)
26 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Barték Imre, Csire Roland, Csuha Bogléarka,
Elek Péter, Fajszi Bulcst, Fekete Baldzs Attila, Kolontari Péter, Marozsdk Tdbids,
Olosz Adél és Péta Baldzs megoldésa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (2-3 pont) 13,
hibas 2 dolgozat.

P. 5033. Kozmikus porbol és gazokbdl dallo, M tomegi csillagkézi kod perdii-
lete N. A belsé gravitdcios hatdsok kovetkeztében a kod teljes anyaga két kis méreti
gombbe tomoriil, és igy kettdscsillag alakul ki.

a) Mekkora o kettdscsillag témegkdzéppont korili Tesineg keringési ideje, ha
a csillagok korpdlydn mozognak, és a tomegiik mq, illetve ma? (my +mg = M és
mi < mg.)

b) Mekkora lehet a két csillag tdvolsdga?

¢) Ha a kialakuld kettdscsillag tdvolsiga nem pontosan dllandd, hanem kis
amplitiddval ingadozik, mekkora ennek az ingadozdisnak a periédusideje?

(6 pont) Kozli: Mihail Sandu, Calimanesti, Roménia
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Megoldas. a) A kettdscsillag kialakuldsa sordn, mivel a rendszerre kiilsé erd
nem hat, és anyag sem tavozik beldle, annak tomegkozéppontja mindvégig nyu-
galomban van az alkalmasan vélasztott koordinata-rendszer origdjaban, tovabba
a rendszernek a tomegkozéppontra vonatkoztatott perdiilete (V) is id6ben allandd.

Legyen a két csillag tavolsaga r, a tomegkozépponttdl mért tavolsaguk pedig rq

és 1o. Jelolje tovabba w = 27/ Teginag a csillagrendszer keringésének szogsebességét.
Ekkor fennéllnak az

(1) 1 :r%, 7”2:7“%,
(2) N =rimi(riw) + roma(raw) = %ﬁw
Osszefliggések.

A csillagok a témegkozéppont koriili korpalyan keringenek. Az egyik (példaul
az my tomegi) csillag mozgdsegyenlete:

mims 2 mlm2r 2

_ _ 2
(3) T a =Wt =

w*, azaz M = r3u2.

(Ugyanerre az Osszefiiggésre vezet a mésik csillag mozgdsegyenlete is.)

A (2) és (3) egyenletekbdl r kikiiszobolésével a szdgsebesség

72 (myms)’ o 2 MP

4 - < .
(4) v MN?3 64 N3

Az utolsé 1épésnél felhasznaltuk a szamtani-mértani kézépre vonatkozd

mi + mo M
mime < ——— =

2 2
egyenlotlenséget.

A kettGscsillag-rendszer keringési ideje tehat

MN?3 N3
Tcsillag = 271—73 P> 128’/T275
Y2 (mimz) M

Léathato, hogy a két csillag keringési ideje nem lehet egy bizonyos értéknél kisebb.
A leggyorsabb keringés a szimmetrikus témegeloszldsnak, az m; = my = M /2 eset-
nek felel meg.

b) A (2) és (3) osszefiiggésekbdl az w szogsebességet kikiiszobolve a csillagok
tavolsagara

N2M N2
(5) r= 5 > 16—
y(mima) M

adddik. (Ismét felhasznéltuk a szdmtani-mértani kozépre vonatkozé egyenlétlen-
séget.)
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A két csillag tavolsdga sem sem lehet egy bizonyos értéknél kisebb. A legkisebb
csillagtdavolsdg a szimmetrikus tomegeloszlashoz tartozik.

¢) [rjuk fel az mq tomeg( csillag sugér irdnyt (radidlis) mozgdsegyenletét,
amikor a tomegkozépponttdl mért tavolsdga rq, az r1-nek megfeleld ,, gyorsulas” aq,
a szogsebessége pedig w:

mims
-

(6) mia; —miriw? = —y .

Itt most 71, 7 és w id6ben valtozé mennyiségek.

Megjegyzés. (6) bal oldaldnak mésodik tagja azt fejezi ki, hogy a poldrkoordindta-
rendszerben a sugdr irdnyd gyorsulds nem egyszeriien a(t), ami az r(t) tdvolsdg véltozasi
sebességének , valtozési iiteme” (masodik derivaltja), hanem a; (t) — riw?. A —(miriw?)-es
kifejezést (6) jobb oldaldra rendezve az a tag gy is értelmezhetd, mint az w szégsebességgel
forgd vonatkoztatasi rendszerben fellépd ,,centrifugalis erd”.

Felhasznélva az (1) és (2) dsszefiiggéseket (6) tovabb alakithaté:

0 2

2

, mims mims [ MN 1 mims
t) — : =

(6) M alt) M (mlmg) r(

ahol a(r) az r(t) tdvolsdgnak megfelel ,, gyorsulds”. Mivel r(¢) csak kis amplitidéval
ingadozik az (5)-nek megfelel§ egyenstlyi

N2M

T == ———————%
Y(mims)?

érték koriil, kereshetjiik a megolddst r(t) = ro + 2(t) alakban, ahol 2(t) < ro. Behe-
lyettesitve ezt az alakot (6")-be és x/rg elsénél magasabb hatvényait elhanyagolva,
vagyis csak elsérendben szamolva a korpdlya koriili ingadozdsokat, a (6) mozgds-
egyenlet igy alakul:

2 372
™ aw:{”ﬂﬂﬂlww

A fenti egyenlet szérmaztatdsdndl kihaszndltuk, hogy els6 (linedris) kozelitésben

év“%@fﬁ> * ﬁﬁ”%@ﬁ?)

A (7) egyenlet (amelyben a(t) nemcsak r(t) , gyorsuldsa”, hanem az attdl csak
egy ro konstanssal kiilénb6z8 z(t) gyorsuldsa is) a harmonikus rezgémozgds moz-
gasegyenlete, és a szogletes zardjelben &llé kifejezés a rezgés korfrekvencidjanak
négyzete. Ezek szerint

’72(m1m2)3

Wingadozds = MN3 )
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ami (4) szerint éppen a csillagok keringési szogsebességével egyezik meg. Ezek
szerint

MN3
2 (mama)*’
Marozsdk Tébigs (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 12. évf.)

18 dolgozat érkezett. Helyes Fajszi Bulcsi, Marozsdk Tébids és Tordai Tegze megol-
désa. Kicsit hidnyos (5 pont) 7, hidnyos (1-4 pont) 8 dolgozat.

CZjingadozzis = lcsillag = 2m

P. 5036. A Nap koril keringd eqyik tistokos legkisebb tdvolsiga a Naptdl
0,5 CSE, a legnagyobb pedig 31,5 CSE.

a) Mekkora az iistokds keringési ideje?

b) Mekkora teriiletet sirol az tistokdst a (nyugvdnak tekinthetd) Nappal dssze-
kotd szakasz egy €v alatt?

(4 pont) Csillagdszati versenyfeladat alapjdn
Megoldas. a) Az iistokos palydjdnak fél nagytengelye
31,5+05
a=——>
2

A foldpalya fél nagytengelyének hossza 1 CSE, és a Fold keringési ideje 1 év. Kepler
IIT. torvénye szerint a keringési idok négyzetei gy aranylanak egymaéashoz, mint
a palyék fél nagytengelyeinek kobei:

CSE = 16 CSE.

3 2 2
Aistokos _ 163 = Tistokos (Tﬁstékés )
3 - - 2 - 4 )
Aps1d Ts1a L év
innen Tﬁstékés = 163 év = 64 év.

b) Kepler II. térvénye szerint a vezérsugar egyenld idék alatt egyenld teriileteket
strol:

Mivel 64 év a keringési id6, egy év alatt az ellipszis Ay = abr teriiletének 6%1 részét
surolja az iistokost a Nappal osszekotd szakasz (b az ellipszis él kistengelye).

A Nap és az ellipszispalya kozéppontja ¢ =16 CSE — 0,5 CSE = 15,5 CSE
tavolsagra van egymastél. A fél kistengely hossza Pitagorasz tételébol szamithato
(lasd az dbrdat):

b= a2 — 2= /162 — 15,52 CSE = 3,97 CSE.

I
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Igy az ellipszispalya teriilete Ay = (16 CSE) - (3,97 CSE) - 7 = 199,5 CSE?, a ve-
zérsugar tehat évente
A
29 3,12 CSE? ~ 7- 1022 m?
64
tertiletet surol.
Marké Gabor (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 10, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibds 1 dolgozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 380. Mérjiik meg egy f6tt tojas tehetetlenségi nyomatékat a szimmetria-
tengelyére vonatkozdlag!

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

G. 645. A NASA vakuumkamrajaban filmre vették, ahogyan a kalapacs és
a madartoll is egyformédn, g = 9,81 m/s? gyorsulassal esik a fold felé, egyszerre in-
ditva Oket egyszerre érnek talajt. Ha a filmet kétszeres sebességgel vetitik, mekkora
lesz az igy lejatszott moziban a kalapacs és a toll gyorsulasa?

(3 pont)

G. 646. Egy kémiaszertarban egyforma iivegekben taroljak a vegyszereket.
Az egyik iiveg tele van glicerinnel, a masik éterrel. A glicerines iiveg tomege
2290 gramm, az éteresé 1471 gramm. Mekkora az iires {iveg tomege?

(3 pont)
G. 647. Két — latszolag egyforma — vizforralé kancséban szabalyos hatszog-

ben meghajlitott fiitészédlat taldlunk. Az egyik kancséban az a) dbra, a masikban
a b) dbra szerint kototték be a flitészalat. Melyik kancséban forr fel hamarabb

a viz?
o [e]
U U
a) b)
(3 pont)
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G. 648. Egy kis bogar indul el egy 10 cm oldalélii fakocka P cstcséabdl. Leg-
alabb mennyi idére van sziiksége a bogarnak ahhoz, hogy elérjen a kocka legtavo-
labbi @ csticsdhoz, ha a bogar sebessége 1 cm/s? Hanyféle titon mozoghat a bogér,
hogy a legrévidebb id6 alatt odaérjen?

(4 pont)

P. 5056. Egy 40 N/m rugddllandéji, elhanyagolhatéd tomegli rugé fiiggéleges
helyzetben &ll az asztalon. A rugd tetejéhez erdsitett, ugyancsak elhanyagolhatd
tomegl lemezre egy 0,2 kg tomegil, kis méretli testet ejtiink, a lemeztol mérve
0,4 m magassdgbol. Mennyi ideig lesz a kis test a lemezen, ha nem tapad hozza?

(5 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunaijvéros

P. 5057. Egy o = 30° hajlasszogl lejtére
helyeziink egy m = 0,5 kg tomegl és egy 3m
tomegil kicsiny testet, amelyek elhanyagolhaté
tomegi, d =50 cm hossziusagli, merev ruddal
vannak 6sszekapcsolva. A lejtd felsd része surls-
désmentes, az alsé részén a surlddasi egyiitthatd
n=0,2.

Kezdetben az m tomegi test L = 40 cm tavolsagra van attdl a hatarvonaltdl,
ahol mar van strlédds, és s = 120 cm tdvol van a lejté aljatdél. A két (pontszeriinek
tekinthetd) testbdl allé rendszert magdra hagyjuk.

a) Adjuk meg a ridban ébred6 er6t a megtett ut fiiggvényében!
b) Mennyi id6 alatt ér le az m tomegli test a lejtd aljara?
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 5058. Egy hébortos alaszkai vallalkozo kiilonleges kalandparkot miikodtet.
Egy nagyon magas jéghegy belsejében csavarvonal alakd bobpélydt épit. A csa-
varvonal tengelye fiiggéleges, atmérdje d, menetemelkedése h. A pélya a hegy te-
tejétol indul, és a hegy aljandl egy rovid, surlédasmentesnek tekintheté kanyar
utdn s hosszusagu, vizszintes, egyenes szakaszban végzodik. A péalya nagyon hosszi
(az utasok szdmdra ,végtelen hossziinak” tiinik), és a bobok (amelyeken sem kor-
mény, sem fék nincsen) éppen a vizszintes szakasz végén allnak meg. (Az egysze-
riiség kedvéért tekintsiik a bobokat tomegpontoknak.)

a) Mekkora a csiszdsi strlédasi egyiitthaté a bob fémteste és a jég kozott?

b) Mekkora a bobok legnagyobb sebessége?

Adatok: d =10 m, h = 1,5 m, s = 270 m.

(5 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

P. 5059. Mennyi id6 alatt esik be egy test a Napba, ha a Naptél 50 CSE
tavolsagbdl, kezddsebesség nélkiil indul? Mennyi id6 alatt teszi meg a palyéja felét?

(5 pont) Némedi Istvdan (1932-1998) feladata nyomén
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P. 5060. Két egyforma iivegballont keskeny, rovid csé kot Ossze, melynek
belso térfogata elhanyagolhaté. A benniik 1év6 levegd hémérséklete 27 °C. Hany
szazalékkal né a levegd nyomdsa a ballonokban, ha az egyik ballont 177 °C-ra
melegitjiik, mikézben a masikat 27 °C-on tartjuk?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5061. Egy allandé tomegii idealis gazzal végzett folyamat egyenlete: pV™ =
= allando.

a) Mekkora n értéke, ha a folyamat izotermikus, izobdar, vagy adiabatikus?

b) Mekkora lehet n értéke levegé esetén, ha a folyamat kézben a gz hét ad le,
és mégis felmelegszik?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5062. Kisérletek alapjan tudjuk, hogy a vezetdk ellendllasa fiigg a hémér-
séklettol. Egyes 6tvozetek esetén az ellendllas héfoktényezGje negativ, mig masok
esetében pozitiv. Ennek felhasznélasaval kiilonbozo otvozetekbol késziilt vezeté-
kek Gsszekapcsolasaval olyan huzalellenallasokat gyarthatunk, amelyek ellenédlldsa
széles tartomdnyban fliggetlen a hémérséklettol. Az aldbbi tabldzatban konstan-
tan és manganin esetében adtuk meg a vezeték egységnyi hosszara vonatkoztatott,
0 °C-on mért ellenalldsértékeket (r) és az 6tvozeteket jellemzd héfoktényezdket (a):

r[@/m] | a[1/°C]
konstantan 6,3 —5,0-107°
manganin 5,3 +1,4-1075

Milyen hosszisdgi konstantanbdl és manganinbdl késziilt vezetékdarabokat
kell sorba kotniink ahhoz, hogy hémérséklet-fiiggetlen, 5,0 2-os ellenallashoz jus-
sunk?

(3 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmez6évéasarhely

P. 5063. Az dbra szerinti kapcsoldsban idedlisnak tekintheté miiszerek van-
nak, amelyek a feltiintetett értékeket mutatjdk. Mekkorak az Ry, Rs, R3 és Ry
ellenalldasok?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5064. Az dbran lathatd, surléddsmentesen tengelyezett, R = 20 cm sugar,
my = 0,2 kg tomegli, tomor szigetelckorong peremére mo = 0,05 kg tomegli réz-
gyliriit erésitettiink, amelynek @Q = 8 - 1076 C toltést adtunk. A korong tengelyére
rogzitett, r = 5 cm sugaru csigdra tekert vékony fonédlon egy M = 10 kg tomegii ne-
hezék fiigg, amelyet egy adott pillanatban l6késmentesen elengediink. Inditds utan
t = 3 s mulva mekkora lesz a korong keltette magneses indukcié a korong kézepénél?
(Az onindukcié jelensége figyelmen kiviil hagyhatd.)

(5 pont) Kozli: Holics Ladszlo, Budapest
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P. 5063. P. 5064. P. 5065.

P. 5065. Egy gomb alaku vizcseppre érkezo fénysugar az dbrdn lathaté médon,
két bels6 visszaver6dés utan a bejovo sugarra merdleges iranyban 1ép ki a vizcsepp-

bél. Mekkora a beesési szog? (A viz térésmutatéja n = %)

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5066. Egy atlatszé kozegben z irdnyban valtozik az optikai térésmutato.
Erre merdlegesen, az x tengely irdnyaban vékony fénysugarat inditunk, amely
a kozegben a pozitiv z irdnyba eltériilve parabolaiv mentén halad. A térésmutatd
értéke z = 0-nal ng, mig z = h-nal v/2ng. Hogyan fiigg a torésmutatd z-t61?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 7. October 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 416): K. 594. Three two-
digit prime numbers are formed by using one of the digits 2, 3, 5, 6, 7 twice and every other
digit once. What is the sum of the three numbers? K. 595. QUARTO is a strategy board
game (1991) for two players, invented by the Swiss mathematician Blaiseb Miiller. The
game includes a set of 16 pieces, each different from all others in some way. The pieces can
be divided into two sets of eight by each of four different attributes: — tall or short; — black
or white; — round or square; — hollow or solid at the top. In how many different ways is it
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possible to select two pieces that agree in exactly two or three attributes? K. 596. Let P,
Q@ and R denote points on sides AB, BC and C'A of a triangle ABC, respectively, such
that AP = AR, BP = BQ and CQ = CR should hold. How many different sets of such
points P, @, R may exist for a given triangle ABC? K. 597. The midpoints P, @, R and
S of the sides of a square ABCD are connected to the vertices as shown in the figure.
Determine the ratio of the area of quadrilateral BV DT to that of the square ABCD.
K. 598. On a digital clock display, digits consist of small illuminated line segments as
shown in the figure. The energy consumption of the clock depends on the number of small
line segments switched on or off as time elapses. For example, when a 3 changes to a 4, two
line segments are switched off and one is switched on, which means 3 switch operations.
During a full cycle of 0,1,2,...,9,0, this adds up to a total of 30 switch operations. If the
same digit symbols were used to designate the numbers 0 to 9 in some different order,
the number of switch operations could be reduced. Find the minimum number of switch
operations that could be achieved in a full cycle, and give an example for a possible order
of digits. (Proposed by Zs. Ruttkai, the Netherlands)

New exercises for practice — competition C (see page 417): Exercises up to
grade 10: C. 1497. Solve the following simultaneous equations: zy = z, xz =y, yz = .
C. 1498. What is the maximum possible length of the shadow of a 2-metre-tall man on
the Earth if the Earth is considered a sphere of radius 6370 km, illuminated by parallel
light rays from the Sun? Exercises for everyone: C. 1499. Find the largest positive
integer n for which there exists an appropriate order of the numbers 1,2, ..., n such that
the large number obtained by writing all the numbers together in a row has the following
property: for any pair a, b of successive digits, at least one of the two-digit numbers ab,
ba is a prime. C. 1500. On a line segment AB, the points X and Y are marked, and
the squares AXPQ, XBRS, BYWV and Y AUT are drawn, with their vertices labelled
in counterclockwise order. The centres of the squares are denoted by K, L, M and N,
respectively. Prove that the line segments KM and LN are perpendicular and equal in
length. (German competition problem) C. 1501. Find the longest arithmetic sequence of
distinct prime numbers less than 200. Exercises upwards of grade 11: C. 1502. In each
figure, there are six circles of equal radius drawn in a unit square. In which arrangement
do the circles have a larger radius? (German competition problem) C. 1503. In a triangle,
the squares of the sides a, b, ¢, in this order, form an arithmetic sequence. Show that the
measure of the angle opposite to side b is at most 60°.

New exercises — competition B (see page 418): B. 4974. At least how many
numbers should be selected out of 1,2,...,10 so that we can be certain that every such
selection will contain a set of numbers whose sum is divisible by 117 (8 points) (Pro-
posed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 4975. Given a point P and four pairwise differ-
ent lines e || f and g || h, construct a line through P that intersects the lines e, f, g,
h, respectively at points E, F, G, H such that EF = GH. (3 points) B. 4976. Let
A ={-4;-3;-2;-1;0;1;2; 3;4}. First and Second take turns in selecting a number (not
selected before) out of the elements of set A. The player first collecting three num-
bers that add up to zero wins the game. Is there a player who has a winning strat-
egy? (4 points) (Proposed by A. Bdn-Szabd, Budapest) B. 4977. Prove that the ortho-
centre of the triangle formed by the points of tangency of the incircle on the sides of
a right-angled triangle lies on the altitude drawn to the hypotenuse. (4 points) (Kvant)
B. 4978. Let n > 3 be an integer and let a denote an arbitrary real number. Prove that

Z;é cos? (a + 2an) = % (5 points) B. 4979. In an acute angled triangle ABC, D
and F are interior points of the sides AB and AC, respectively. The line segments
BE and CD meet at F. Prove that if BC? = BD-BA+ CE-CA then the quadri-
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lateral ADFE is cyclic. (5 points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 4980. Let

n > 3 be a positive integer, and let ai,az,...,a, be positive real numbers. Prove that
ai az an n ) .
1< antartas T aitastas T T @ itanta < [2] where the left-hand side of the

inequality cannot be replaced by a larger number, and the right-hand side cannot be
replaced by a smaller number. ([z] denotes the greatest integer not greater than the num-
ber z.) (6 points) B. 4981. The area of the orthogonal projection of a unit cube onto the
plane zy is A, and the length of its orthogonal projection onto the z-axis is a. Prove that
A = a. (6 points) (Proposed by P. Erben, Budapest)

New problems — competition A (see page 420): A. 734. Let G = (V, E) be a tree
graph with n vertices, and let P be a set of n points in the plane with no three points
collinear. Is it true that for any choice of the graph G and set P, we can embed G in P, i.e.,
we can find a bijection f: V' — P such that when we draw the line segment [f(z), f(y)]
for all (z,y) € E, no two such segments intersect each other? (Proposed by Benedek Vdli,
Szeged) A. 735. Does there exist an infinite sequence a1, as, ... of real numbers which is
bounded, not periodic, and satisfies the recursion ant+1 = an—1an + 17 A. 736. Circle w
lies in the interior of circle €2, on which a point X moves. The tangents from X to w
intersect €2 for the second time at points A # X and B # X. Prove that the lines AB are
either all tangent to a fixed circle, or they all pass through a point.

Problems in Physics
(see page 442)

M. 380. Measure the rotational inertia about the symmetry axis of a hard boiled
egg.

G. 645. In a NASA’ vacuum chamber it was filmed that both a hammer and a feather
fall towards the Earth at the same acceleration of ¢ = 9.81 m/ s2, and if they are released
at the same instant then they hit the ground at the same time. What will the acceleration
of the feather and the hammer be if the film is played at twice the speed of the recording?
G. 646. In a chemistry laboratory chemicals are stored in alike bottles. One is full of
glycerine, and the other is full of ether. The mass of the bottle filled with glycerine is
2290 grams, and that of the other bottle with ether in it has a mass of 1471 grams. What
is the mass of an empty bottle? G. 647. In two — seemingly alike — electric kettles the
heating wire is bent into the shape of a regular hexagon. In one of the kettles the heating
element was connected as shown in figure a), whilst in the other the heating element
was connected as shown in figure b). In which kettle will the water start to boil sooner?
G. 648. A small bug starts crawling from the vertex P of a wooden cube of edges 10 cm.
At least how long does it take for the bug to reach the furthest vertex @ of the cube, if
the speed of the bug is 1 cm/s? In how many different paths can the bug move in order
to reach @) in the shortest time?

P. 5056. A spring with negligibly small mass and of spring constant 40 N/m is
standing on the tabletop in a vertical position, and on its top there is a sheet, which
also has negligible mass. A 0.2 kg small object is dropped to the sheet from a height of
0.4 m, measured from the level of the sheet. For how long will the small object be on the
sheet if it does not stick to it? P. 5057. A small object of mass m = 0.5 kg and another
of mass 3m are placed to an inclined plane of angle of elevation of a = 30°. The two
small objects are attached with a negligible-mass rigid rod of length d = 50 cm. The top
part of the slope is frictionless, whilst on the bottom part of the slope the coefficient of
friction is pu = 0.2. Initially the object of mass m was at a distance of L = 40 cm from the
boundary of that region where there is friction, and at a distance of s = 120 cm from the
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bottom of the plane. The system of the two (point-like) objects is released. a) Give the
force exerted in the rod as a function of the distance covered. b) How long does it take for
the object of mass m to reach the bottom of the inclined plane? P. 5058. A whimsical
Alaskan constructor runs a strange adventure park. Inside a very tall iceberg he builds
a helical bob sleigh track. The symmetry axis of the helical path is vertical, its diameter
is d, and the lead of the path is h. The track starts at the top of the iceberg and at
the bottom of the iceberg it ends after a short frictionless bend, in a horizontal, straight
path of length s. The path is very long (for the passengers it seems “infinitely long”), the
bobs have neither steering wheel nor brake in them, and they stop just at the end of the
horizontal part of the track. (For the sake of simplicity consider the bob sleighs point-
like objects.) a) What is the coefficient of kinetic friction between the metal body of the
bob and the ice? b) What is the greatest speed of the bobs? Data: d = 10 m, h = 1.5 m,
s =270 m. P. 5059. How long does an object take to fall into the Sun from a distance of
50 AU from the Sun, if it starts without initial speed? How long does it take to cover half
of the distance? P. 5060. Two alike glass balloons are connected with a thin, short tube,
whose inner volume is negligibly small. The temperature of the air inside the balloons is
27 °C. By what percent does the pressure of the enclosed air in the balloons increase, if
one of the balloons is heated to a temperature of 177 °C, whilst the other is kept at the
temperature of 27 °C? P. 5061. The equation of the process through which a sample of
ideal gas of constant mass taken is the following: pV"™ = constant. a) What is the value
of n if the process is isothermal, isobaric or adiabatic? b) What can the value of n be in
the case of air, if the gas releases heat during the process, and still heats up? P. 5062.
From experimental results we know that the resistance of conductors depends on their
temperature. For some alloys this temperature coefficient of resistance is negative, whilst
for some others it is positive. Hence, by connecting pieces of wires of different alloys, one
can create a wire whose resistance is independent of the temperature in a wide temperature
range. In the table below, for two alloys manganin and constantan, the resistance values r
of unit-length wires measured at 0 °C, and their temperature coefficient of resistance «

are given. v [Q/m] o [1/°C]
constantan 6.3 —5.0-107°
manganin 5.3 +1.4-107°

What length of wires made from manganin and constantan should be connected in series in
order to gain an equivalent resistance of 5.0 2 which is independent of the temperature?
P. 5063. The meters in the circuit shown in the figure are ideal and their readings
are indicated. Find the resistance values of the R1, Rz, R3 and R4 resistors. P. 5064.
A copper ring of mass ms = 0.05 kg and of charge Q = 8-107¢ C is attached to the rim of
an insulating disc of mass m; = 0.2 kg and of radius R = 20 cm. The disc can be rotated
frictionlessly. There is a M = 10 kg scale weight hanging at the end of a thin thread,
which is coiled around a pulley of radius 7 = 5 cm on axle of the disc. The scale weight
is released at a certain moment without being pushed. Calculate the magnetic induction
due to the rotation of the disc at the centre of the disc, t = 3 s after the release of the scale
weight. (The phenomenon of self-induction is negligible.) P. 5065. A light ray entering
into a spherical water drop emerges from the drop perpendicular to its original direction,
after two internal reflections, as shown in the figure. What is the angle of incidence? (The
refractive index of water isn = 4 .) P. 5066. In a transparent medium the optical refractive
index is changing in the direction of the axis z of the coordinate system. Perpendicular to
this, in the direction of the axis x a thin light ray travels, and entering into the medium it
is deflected towards the positive region of the axis z along a parabolic path. The refractive
index is ng at z = 0 and v2no at z = h. How does the refractive index depend on z?
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