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Geometriafeladatok a KoMalL-ban:
Bogdan Zoltan

Cegléd (1933—2018)

Nyaron kaptuk a szomord hirt, hogy szerkesztobizottsagunk egykori tagja,
Bogdéan Zoltan 85 éves koraban elhunyt. Zoli ceglédi volt, Cegléden sziiletett, ott
élt, ott tanult, majd késébb 38 éven at ott tanitott matematikat a Kossuth Lajos
Gimnaziumban. Nyugdijazasa utan még évekig éraadd volt.

Nagyon sok didkot vezetett be a matematika altala oly nagyon szeretett ti-
tokzatos vildgdaba. Tobben az 6 hatasara lettek matematikusok, sok didkja palya-
valasztasdban meghatdrozé volt az elhivatottsiga, példamutatasa. Szivén viselte
a matematikaversenyek iigyét: szervezte a hdrom megye (Pest, Fejér, Veszprém)
versenyeit, lelkesen kisérte, vitte az iskola tehetséges tanuldit a versenyekre. Tagja
lett az OKTV versenybizottsaganak, késébb bekapcsolédott a Nemzetkozi Magyar
Matematikaverseny szervezésébe is. Ismert és elismert volt szakmai korékben, tobb
tankonyv irasa flizédik a nevéhez.

Sok-sok éven &t elképzelhetetlen lett volna kedves, jokedélyi személye és mély
tuddsa nélkiil a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Ratz Laszl6 Vandorgytlése,
a Nagy Karoly Matematikai Didktaldlkoz6 vagy a nagykanizsai konferencia.

1986 janudarjaban a KoMal. akkori megbizott felel6s szerkesztdje, Lugosi
Erzsébet kérte fel, legyen tagja a matematikai szerkeszt&bizottsagnak. fgy lett
15 éven keresztiil a KoMal. geometria feladatainak kitalaléja, gondozdja, megol-
désok, cikkek preciz megfogalmazdja. Amit Zoli leirt, abban biztosak lehettiink.
Aki a KoMaL archivumédban® rakeres Bogdan Zoltdn nevére, ezekben az évek-
ben sok versenybeszamoléjat, néhany szakmai cikkét olvashatja. Feladatkitiz6ként
azért szerepel a lapban keveset a neve, mert az olyan feladatokat, amelyek a szer-
kesztObizottsag tagjaitol szarmaznak, névalairas nélkiil szoktuk megjelentetni.

A lapnal egyiitt dolgozott Acs Pallal, Bakos Tiborral, Fried Ervinnével — talan
most veliik egyiitt a szférak geometridjat tanulmanyozza. Tobben, akikkel korabban
egyliitt szerkesztette a lapot (Csirmaz Lészlé, Hermann Péter, Kdrolyi Gyula, Kiss
Gyorgy, Kos Géza, Lorant Léaszld, Olah Vera, Pataki Janos, Ratko Eva), tanar
kollégaival egylitt megdrizziik emlékét.

Volter Etelka
Ceglédi Kossuth Lajos Gimnéazium helyettes igazgatdja
és
Olah Vera
1992-2001 kozott a KoMal foszerkesztoje

*http://db.komal.hu/KomalHU/.
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Az 59. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

feladatainak megoldasa, 2. rész ‘ : ’
i <

Masodik nap*

4. Helynek nevezziik a stk minden olyan (x,y) pontjdt, amelyre x és y olyan
pozitiv egészek, melyek mindegyike kisebb vagy egyenld, mint 20.

Kezdetben a 400 hely mindegyike szabad. Anna és Baldzs felvdltva zsetonokat
raknak a helyekre, Anna kezd. Anna minden lépésekor eqy 1j piros zsetont helyez eqy
még szabad helyre olymddon, hogy semelyik két piros zseton helyének tdvolsdga se
legyen \/5-tel egyenld. Baldzs minden lépésekor eqy ij kék zsetont helyez egy még
szabad helyre. (Egy kék zseton dltal elfoglalt hely tdvolsdga bdrmely mdsik foglalt
helytdl tetszbleges lehet.) A jaték akkor ér véget, ha valamelyik jdtékos nem tud
lépni.

Hatarozzuk meg a legnagyobb K értéket, amelyre igaz az, hogy Anna biztosan
el tud helyezni K darab piros zsetont, barhogyan is jdtszik Baldzs.

Egri Méaté megoldasa. Azt bizonyitjuk, hogy K = 100.

Két hely tavolsdga akkor /5, ha ,l6lépésre” vannak egymastél, azaz kettét
az egyik irdnyba, egyet pedig arra merdlegesen lépiink. Tehat ha a helyeket ,sakk-
tablaszertien” kiszinezziik, akkor barmely két hely, aminek tavolsiga v/5, kiilénb6z6
szin{l. Ekkor ha Anna azt a stratégidt koveti, hogy csak a fekete helyekre rak (amik-
bél 200 van), akkor legaldabb azok felére tud rakni, azaz 100 helyre. Tehat K > 100.

A 20 x 20-as t4bléat feloszthatjuk 25 db 4 x 4-es tablara. Bebizonyitjuk, hogy
egy 4 X 4-es tablan Baldzs garantalni tudja, hogy Anna csak 4 helyre tudjon tenni.

Ha igy bettizziilk meg a 4 x 4-es tablat és Balézs

mindig Anna lépésével a tdbla kozéppontjara tiikros AIB|C|D
helyre rak, akkor Anna mar nem rakhat t6bbszor ugyan- C|D|A|B
olyan betiire, igy valéban legfeljebb négyszer rakhat. 25 BlAIDI|C
db 4 x 4-es tabla van, tehat K < 100. DICIBI|A

Mivel K > 100 és K < 100, ezért K = 100.

5. Legyen a1, as, ... pozitiv egészeknek eqy végtelen sorozata. Tegyiik fel, hogy
van eqy olyan N > 1 egész, hogy minden n > N-re

egész szdm. Bizonyitsuk be, hogy van eqy olyan M pozitiv egész, hogy am, = Gm41
minden m > M-re.

*Az elsb nap feladatainak megoldésat az oktéberi szdmban kozoltiik.
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Matolcsi David megoldésa. S(n)-nek nevezem a feladatban definidlt dssze-
get. N < n-re S(n) és S(n + 1) is egész, igy
Qp Gp41 — An

S(n+1)—S(n) = +

Gn41 a1

is mindig egész.
Legyen (a1,a,) = x és a; = zaj, illetve a,, = za!,. Ekkor
! !
Tp@y | Gny1

ai(S(n+1) = S(n)) = ——=+ == —a,
n+1 z

egész szam. Tehat
! !
xa,, o) n Gpt1
Ap+1 x
is egész.

Legyen most (an41,2) =y €8 any1 = yay, 4, illetve x = ya'. Igy

Ta,ay 4 Gt 7,0} " Upyr _ @'anah +ar
Gpi1 T an, ., z/ x'ay,
egész. Tehdt o’ | a2, ;. Mésrészt tudjuk, hogy (al,, 1,2’) = 1. Ez csak gy lehetséges,
ha 2’ =1, tehdt x = y, azaz = | apy1.

Ezzel &ltaldnosan beldttuk, hogy (a1, ar) | ags1. Mésrészt értelemszertien
(a1,ax) | ar, igy (a1, ax) | (a1, ars1).

Teljes indukeié szerint tehat ha k < ¢, akkor (a1, ax) | (a1, a).

Mivel a;-nek csak véges sok osztdja van, az (a1, a;) sorozat pedig végtelen és
monoton novekvd, 1létezik egy r korldt, amitdl kezdve minden (at,a1) = z egyenld.
Igy ettdl kezdve minden a; = xaj}, ahol (a;,a}) =1 (ahol a1 = za}). Ekkor

/ / / > 12 [V}
ag A1 — A ay Ay = Oy 001 + 051 — G40y

a + a Y + a’ - al ., a
t+1 1 t+1 1 t+1%1

egész.

Ez azt jelenti, hogy a; . | aja}. Mivel (aj,a]) = 1, ezért a;_, | a;. Ez az r kor-
1att6] kezdve folyamatosan igaz, igy a} | al. és az a} sorozat monoton csokkend. Mi-
vel al-nek csak véges sok osztdja van, a végtelen a} sorozatnak egy M korldt utan
minden eleme egyenlo lesz.

Igy M < m-re minden a,, = xal, is egyenld lesz, ezzel az &llitdst beldttuk.

6. Az ABCD konvexr négyszigre teljesiil AB-CD = BC-DA. Az X pont
az ABC'D négyszdg olyan belsd pontja, amelyre teljesiil

XAB«=XCD« ¢és XBC«<=XDA«.

Bizonyitsuk be, hogy BX A<+ DXC< = 180°.
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Gaspar Attila megoldasa.

Legyen XAB< = XCD< = «a és XBC< = XDA< = (3. Vegyiik fel a B’ pon-

tot az dbra szerint ugy, hogy X B’ = % és AXB'< = BXC«. Ekkor

AX AX-XB XB
BX XA-xC xc™"

ezért AXB' ~ BXC. Emiatt B'/AX< = CBX< = f, és AB' = BC - 4.

C C

B'XC«=AXB'<+B'XCa—-AXB'a=
= AXB<+ BX(C«q—-BXC«a=AXB«, és

B'X XA-XC XA
CX ~ XB-XC XB’

ezért B'XC ~ AXB. gy XB'C<= aés B'C = AB- 35 Lithat6, hogy DOB'<t =
=a+XCB'<=180°—-B'XC«, ezért sin DCB’< = sin BXC'<. Ebb6l kévetkezik,
hogy

) Tpcp DC-CB'-sinDCB'«  DC-CB'
Txpc B'X-XC-sinB'XC« BX-XC

DC-AB-ig—g _ CD-AB
B'X-XC  XB'-XB’
A teriileteket masképp felirva

@) Tpecpan B'D-B'C-sinCB'Dx  B'D sinCB'D«
Txpcn  B'X-BC-siha  B'X sinae

Az (1) és (2) egyenletet dsszevetve kapjuk, hogy
CD-AB B'D sinCB'D«
XB'-XB BX sin o
CD-AB sinCB’'D«

(3) B'D-XB  sna
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Hasonldan lathaté, hogy

@ Tpapa AD-AB'  AD-BC
Txpan DX-XA DX-BX’

TDAB’A - B/D SIHADBI<I
TXDAA B DX Sinﬂ '

(5)

A (4) és (5) egyenletbdl kapjuk, hogy

AD-BC  B'D sin ADB'<q
DX .-BX DX sin 3

© AD-BC _ sin ADB'<
B'D-XB  sinf

AB-CD = AD - BC, ezért a (3) és (6) egyenlet miatt

sinCB'D< _ sin ADB'<

sin « sin 3

(7)

Tegyiik fel, hogy X ¢ B’D. A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy X a B'C'D
haromszégben van. Ekkor CB'D< > a, ezért sinCB'D< > sina, és ADB'< <
< B, ezért sin ADB'< < sin 8. Ez ellentmond a (7) egyenletnek. Tehdt X a B'D
szakaszon van. Ebbdl a feladat allitasa konnyen adédik, mert

BXA<x+ DXC«x=B'XCa+ CXD< = 180°.

Megjegyzés. Ha 0° < 1 < 2 < 180°, akkor csak abban az esetben lehetséges, hogy
sin 1 > sin g2, ha @1 + 2 > 180°. Lathatd, hogy CB'D<x+a < CB'D<+a+ XCB'< =
= 180° — B’'DC« < 180°, és hasonléan ADB’< + 8 < 180°. Emiatt ez az eset nem for-
dulhat el6 a fenti bizonyitasban.

,Kinai étterem”
— a véletlen permutaciékrodl 2.

2.2 A ,kinai étterem folyamat” (Chinese restaurant process)

Most mér ratérhetiink a cimben szerepl6é témankra.

Hogyan értjiik, hogy a tanuldk véletlen sorrendben érkeznek? Vagy &dltalano-
sabban: hogyan modellezhetjik a wéletlen permutdcickat”?

Nyilvan sokféleképpen képzelhetjiik el az el6bbit, de talan még szemléletesebb,
ha a ,kardcsonyi ajandékozasra” gondolunk. Itt minden tanulé nevét bedobjak egy
kalapba, jol Osszekeverik, majd a tanuldk egyesével kihtiznak egy-egy nevet. Ha
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itt a sorsolas véget is érne, akkor ez egy j6 modell lenne a véletlen permutéciora.
Azonban a karacsonyi ajandékozasnal vigyazni kell arra is, hogy senki ne huzza
onmagat. Ennyiben tehat nekiink nem jo szemléltetés, maradunk az eredetinél,
amikor meg van engedve, hogy egyesek onmagukat hizzak.

Ez a modell jé, el6allit egy véletlen permutaciét — de van vele egy probléma.
Ha pl. kideriil, hogy valakit még meg akarnak hivni az osztalykardcsonyra, akkor
az egész sorsoldst elolrol kell kezdeni. A modell nem , dinamikus”. Es persze a cik-
lusok sem fognak kozvetleniil latszani. A ciklus-szerkezet és az Ujrakédoléds alapjan
azonban (ldsd a 4. feladat megolddsat) lehet dinamikus modellt is csindlni — ez lesz
az ugynevezett ,Kinai étterem folyamat” (Chinese restaurant process).

A tovabbiakhoz érdemes megjegyezni, hogy vélhetéen honnan a folyamat neve.
Taldn onnan, hogy tgy képzeljiik: a kinai vendéglében egy-egy asztal koriil prak-
tikusan végtelen sokan iilhetnek, és barmely két vendég széke kozé le lehet tenni
még egy széket.

Tekintsiik egy n elemli permutéicié ujrakddolt alakjat. Gondoljuk emberek-
nek a permutacio elemeit, a szamuk azt jelzi, hanyadikként érkeztek a vendéglobe.
Az els6 — az 1-gyel véget érd — ciklus tagjait tiltessiik az els6 asztalhoz abban a sor-
rendben, ahogy a ciklusban jonnek. A masodik — az elsé asztalhoz le nem iiltetettek
koziil a legkisebb sorszamuval véget éré — ciklus tagjait tiltessiik a masodik asztal-
hoz, szintén a ciklus sorrendjében, és igy tovabb. Tegyiik fel, hogy van méar egy
eljardsunk, amely minden tjrakodolt permutéciot ugyanolyan ( -7 ) valészintiséggel
allit el6. Megérkezik az 1j vendég, fogja a székét és le akar iilni valamelyik asztalhoz,
vagy Uj asztalt is kezdhet. Olyan — természetesen a véletlenen alapulé — utasitast
akarunk neki adni, amellyel elérhet6, hogy minden n 4 1 elemii permutacié ujra-
kédolt alakja is egyenld valdszintiséggel ,,valdsuljon meg”. Hogy mit akarunk, azt
pontosabban a kovetkez6 — a kozépponti kérdésrol 1évén szd ez alkalommal szam
nélkiili — feladatban fogalmazzuk meg.

Feladat. Tegyiik fel, hogy az ijonnan érkezé vendégnek van egy véletlen szam
elddllitdja. (Mondjuk egyenletes eloszldssal forgat kérbe egy n+ 1 csiesd szabdlyos
sokszdget.) Milyen valdszindiséggel iljon az egyes asztalokhoz a székével, hogy most
minden n+ 1 elemd djrakddolt permutdcio ugyanolyan valdsziniiséggel dlljon eld,
ha azt ldtja, hogy az i-edik asztalndl a; szami ember l?

Megoldas. Tippelhetnénk arra, hogy valahogy ugy kell a valdszintiségeket
valasztani, hogy az egyes asztalndl iilok szama ne nagyon térjen el egymastol. De
ez nem jo tipp. Azt kell ugyanis elérniink, hogy kijelolve mondjuk a ,balra tarts”
irdnyt az Uj vendég barmely asztalndl il6tol balra egyforma valdszintiséggel {iljon
le és ugyanilyen valdsziniiséggel kezdjen 1j asztalt. Ez 6sszesen n + 1 helyet jelent,

tehat mindegyik helyre valoszintiséggel kell leiilnie. Tehat az i-edik asztalhoz

a; 1
n+1 n+1
hogy az els§ iires asztalndl egy hely van).

L
n+1
valészintiséggel iil le, Uj asztalt

valdsziniiséggel kezd. (Vagyis gy vessziik,

FEz a valasztas j6, ugyanis azt jelenti, hogy az n elemi véletlen permutacié vjra-
kédolt alakjanak barmely két eleme kozé, illetve az elejére vagy a végére ugyanolyan
valoszintiséggel tessziik az n + 1 szamot. Tehat ha az n elemii véletlen permutécidék
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egyforma valdszinliséggel alltak eld, akkor valoban egyenld valészintiséggel all el
minden n + 1 elemil permutécié is.

Ez lesz tehat a

,Kinai étterem folyamat” (KEF) Az elsé vendég leiil az elsé asztalhoz.
A mdsodik vendég 1/2-1/2 wvaldszintséggel il az elsé vendég mellé, vagy kezd ij
a;

asztalt. Ezutdn az n-edik 4j vendég - valdszintséggel il az i-edik asztalhoz, ha ott

érkezésekor a; szama ember 1il, illetve 1 valdsziniséggel kezd uj asztalt. (Az i-edik
asztalndl a; helyre ilhet, az iires asztalndl egy hely van.)

Belattuk, hogy ez a modell minden azonos elemszamu permutaciot ugyanolyan
valészintiséggel allit el6. A leirt folyamat eredménye a véletlen permutdcidk egy
dinamikus modellje. Dinamikus, mert az Gj ember érkezésekor nem kell mindent
elolrdl kezdeniink, mint a kardcsonyi sorsoldsnal.

A KEF erejét szemlélteti az, amilyen egyszer(ivé valik segitségével a 3. feladat
meg-olddsa (de lasd a kovetkez6 feladatok megoldasat is):

7. feladat*.!

Adjunk vdlaszt a KEF segitségével arra a kérdésre, hogy milyen valdsziniiséggel
lesz n elem egy véletlen permutdcidjaban két elére kijelolt elem azomos ciklusban?
(A 3. feladat ,nyelvén” megfogalmazva: Mi a valdsziniisége annak, hogy valamelyik
(elére kijellt) masik helyen, példdul az elsé helyen ilé tanuldnak is fel kell dllnia?)

2.3. Tovabbi kérdések a véletlen permutacidk ciklus-szerkezetérol

Folytathatjuk is a kérdezést. Megkérdezhetjiik példaul a kovetkezOket:

Mi a valészintisége annak, hogy az els6 és a masodik helyen iilé tanulénak is
fel kell 4llnia? Es mi a valészintisége annak, hogy mindketté megussza, hogy fel
kelljen allnia?

A kovetkezo két feladat altalanossagban veti fel ezeket a kérdéseket. Az elsOre
adott megolddsok mindegyike egészen mas szemlélet alapjan kozeliti meg a felada-
tot. fgy Osszehasonlithatjuk a kombinatorikus-szamolods, a csoportelméleti-kédolds
és a valdsziniiségi szemléletmédot.

8. feladat. Mi a valdsziniisége annak, hogy a 3. feladatban nemcsak az n-edik
helyen tlének, hanem még s — 1 (elbre kijelolt) mdsik helyen ilé ember mindegyi-
kének fel kell dlinia? (Ertelemszer{jen az n helyen lét mdr nem vdlaszthatjuk ki.)
Kissé dtfogalmazva a kérdést: Mi a valdsziniisége annak, hogy dsszesen s eldre kije-
61t helyrdl fel kell dllnia az ott dilének? Es a permutdcidk nyelvén megfogalmazva:
Mi a valésziniisége annak, hogy n elem eqy véletlen permutdcidjaban eldre kijeldlt
elem eqy ciklusban lesz?

1. megoldas szdmoldssal. A kérdés megvialaszolasara alkalmazhaté a 3. feladat
els6 megoldasanak a gondolatmenete.

LA *_gal jelslt feladatok megoldésa a fiiggelékben talalhaté.
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A szamolds attekinthetdsége érdekében a szdmolast az s = 4 esetben hajtjuk
végre. Megint jelolje k azt, hogy hany ember all fel 6sszesen. Ezek kozil k — 4

valaszthaté szabadon az n — 4 tovabbi ember koziil, ezt (Z:j) -féleképp tehetjiik
meg. A k ember ismét (k — 1)!-féleképpen alkothatja a ciklust, a maradé n — k

ember pedig barmilyen sorrendben iilhet a maradé n — k helyen, ez egy (n — k)!-os

szorzé. Osszességében ez (n—4)!(k —1)(k —2)(k — 3) = 6(n — 4)! (k_l) lehetdséget

3
jelent, és ezt kell minden k = 4,5, ..., n-re 6sszeadni. Felhasznaljuk, hogy
~(k—=1\ _ (n
(1) =0

igy az Osszeg 6(n — 4)'(2) = nz' Tehat a keresett valésziniiség 1/4. Az dltaldnos

esetben a "
S S 1 S

Osszefiiggést kell haszndlni, és a keresett valészinliség 1/s.

Megjegyzés. A 3. feladat masodik megoldédsa kozvetleniil nem altaldnosithaté. A har-
madik megoldasbdl viszont, amely az ,djrakddolast” hasznélja, gyorsan kiolvashaté a va-
lasz.

2. megoldas az ,ujrakddolds” segitségével. El6szor tisztazzuk a kovetkezot.
Nyilvan elég azt vizsgalnunk, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy az utolsénak
érkez6 tanuldoval egyiitt masik s — 1, elére kijelolt helyen iilének is fel kell allnia.
Az is nyilvanvald, hogy nem véltoztat a valdszinliségen, ha ehelyett azt vizsgaljuk,
hogy nem az utolsé, hanem az elsének érkezé — tehat az els6 helyen il — tanuld
kezdi a felallast és masik, el6re kijel6lt helyen #l6 s — 1 tanulénak kell még felallnia.
Es ez konnyen lefordithaté az djrakddolds segitségével. A megfelel6 permutacid
ujrakédolt alakjandl ugyanis ez azt jelenti, hogy a kijelolt s — 1 helynek a sorszamai
mind el6bb jonnek az 1-nél. Vagyis a kérdés a permutéciok nyelvén a kovetkezore
egyszertisodik: Mi a valdsziniisége, hogy az elsé n szam eqy véletlen permutdcidjdnak
az ujrakodoldsdndl elére kijelolt s — 1 szam elébb jon az 1-esnél?

Most is csoportositjuk az tjrakddolt permutaciokat. Két permutécié akkor ke-
riil azonos csoportba, ha az 1-es és a masik s — 1 kijelolt szdm 6sszességében ugyan-
azt az s helyet foglalja el, mésrészt a tobbi szam a két permutaciéban ugyanugy
helyezkedik el. Igy minden egyes csoportba s! permutécié keriil, hiszen az s kitiinte-
tett szdmot ennyiféleképpen lehet permutélni. Es ezek koziil nyilvdn (s — 1)! olyan
van, ahol az 1 van az utolsé helyen, vagyis az s — 1 kijelolt szam utdn. A véalasz te-
hat 1/s. Es az eredeti kérdésre visszatérve megint azt kaptuk, hogy a permutéciék
1/s-ed részében fog mind az s kijelslt helyen iil§ tanuléra sor keriilni.

A permutécidkra vonatkozéan a kovetkezot kaptuk:

Tétel. Annak a valdszinisége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjaban elére
kijeldlt s elem egy ciklusban van, 1/s.

Megjegyzés a fenti 2. megoldashoz. Ez a megoldas nyilvan elegdnsabb az el6z6 meg-
oldésndl. Viszont ugyanaz a fogalmi nehézség van benne, amire az djrakédoldsndl mar
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utaltunk. Elvileg hasonlé fogalmi nehézség van a kovetkezd megoldasndl is, de a KEF
szemléletessége miatt ez konnyebben ,foghaté”. Rdadasul a megoldés a 7. feladat megol-
désanak az dltalanositasa.

3. megoldas a ,kinai étterem folyamat” segitségével. A kimondott tételre
adunk egy 1j bizonyitast. Tudjuk, hogy a ,kinai étterem folyamat” sordn az n ven-
dég minden permutéciéja ugyanolyan valdszintiséggel all el6. Ez viszont azt is jelen-
ti, hogy nyugodtan feltehetjiik, hogy az elore kijelolt s elem az elsé s szam, vagyis
a KEF nyelvén: az els6 s vendég. A kérdés tehat erre egyszertisodik: Mi a va-
l6szintisége, hogy a ,kinai étterem folyamat” soran az els6 s vendég ugyanannal
az asztalnal fog {ilni?

Minthogy az els6 vendég benne van, az a kérdés, hogy milyen valdsziniiséggel
fog az uténa érkez6 s — 1 vendég mindegyike az § asztaldhoz iilni. A masodik ven-
dég nyilvan 1/2 valészinliséggel il az § asztaldhoz. Most mar ketten iilnek ennél
az asztalndl, igy a harmadik vendég mar 2/3 valdészintiséggel fog ehhez az asztalhoz
iilni. Ugyanigy az ¢-edik vendég érkezésekor mér ¢ — 1 ember {il ennél az asztal-
ndl, tehdt & (i — 1)/i valészintiséggel fog oda leiilni. A keresett valdszintiséget gy
kapjuk, hogy ezeket az értékeket Osszeszorozzuk i = 2,3, ..., s-re. A szorzat, s igy
a keresett valészintiség 1/s.

9. feladat. Mi a valdsziniisége annak, hogy a 3. feladatban s — 1 eldre kijeldlt
helyen ld tanuld egyikének sem kell feldllnia az utolséval egyiitt? Vagy dtfogalmaz-
va: mi a valdszinisége annak, hogy elem egy véletlen permutdcidjaban eldre kijeldlt
s —1 elem egyike sincs eqy elére kijelolt s-edikkel eqy ciklusban?

Megoldas. Ez a valdszintiség ugyantgy kiszdmolhat6, mint a 8. feladatban
kérdezett valészintiség is kiszamolhaté volt.

Az ott kozolt masodik megoldéas gondolata is alkalmazhat6 ebben az esetben.
Megint feltehets, hogy az az elem, amivel a tobbi nem lehet egy ciklusban, épp
az l-es. A permutaciékat ugyanugy csoportositjuk, mint ott, és most az a kikotés,
hogy a tobbi s — 1 elem mindegyike az 1-es utan j6jjon az djrakédolasnal. Megint
minden csoportban s! permutdcié van és koziiliik megint (s — 1)! teljesiti a kikotést.
A keresett valészinliség most is 1/s.

Végiill ugyanugy, mint ott, most is alkalmazhaté a KEF is. Most az a kérdés,
hogy mi annak a valdszintlisége, hogy az els6 utan érkezd s —1 vendég egyike
sem il az elsd asztalhoz. A mdasodik vendég 1/2 valdszintiséggel iil més asztalhoz,
a harmadik vendég vagy a masodikkal iil egy asztalhoz, vagy 1j asztalt kezd, ennek
2/3 a val6szinfisége, és altaldban az i-edik vendég a szdmadra lehetséges ihely koziil
barhova iilhet, kivéve az els§ asztaldhoz, ez egy helyet zar ki. Tehdt (i —1)/4
annak a valdszinlisége, hogy 0 a kikotésiinknek megfelel6 helyre iil. Megint ezeket
az értékeket kell 6sszeszorozni és az eredmény ismét 1/s.

Tételként megfogalmazva a nyert eredményt:

Tétel. Annak a valdsziniisége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjaban s — 1
elére kijelolt elem egyike sem lesz eqy s-edik eldre kijelolitel egy ciklusban, 1/s.
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10. feladat*. Mi a valdszinisége annak, hogy elem egy véletlen permutdcid-
jaban elére kijelolt elem mindegyike kiilonbozd ciklusban lesz?

Ismét alkalmazhaté mindhdrom megoldds (ldsd a fiiggelékben), és a vdlasz
a kovetkezd:

Tétel. Annak a valdszinidsége, hogy n elem egy véletlen permutdcidjaban s elére
kijeldlt elem mindegyike mds ciklusban lesz, 1/s!.

2.4. Varhaté ciklushossz és ciklusszam

A | kinai étterem folyamat” bevezetésénél mar lattuk, rossz varakozas az, hogy
a ciklusok hossza egyenletesen fog eloszlani. A KEF modell ennek az ellenkez6jét
mutatja: a ,tipikus” esetben a ciklusok nagysiga egyaltaldn nem lesz egyenletes.
(Ez kideriil példaul a 9. feladatndl is.) Ha egy asztalndl a vendégek szdma egyszer
nagyobb a tobbinél, akkor onnantdl kezdve nagyobb valdsziniiséggel fog ehhez
az asztalhoz iilni a kovetkezd vendég, ami utan megint még nagyobb valdszintiséggel
fog ideiilni a kovetkez& stb. Ez persze még csak heurisztikus érv. De a kovetkezd
fel-adatban ezt egy médon pontosan is megfogalmazzuk.

11. feladat. Vdrhatdan hdany ember fog részt venni a 3. feladat ,forgdasdaban’,
ha az osztdlyban n tanuld van? Vagy ugyanez az ,éttermes” megfogalmazdsban.:
Az n-edik vendég érkezése utdn wvdrhatéan hdny ember fog ilni az elsé vendég
asztaldndl?

1. megoldas. Felhasznéljuk, hogy a varhato értékek akkor is tsszeadddnak,
ha a véltozok nem filiggetlenek. Legyen X;az a valdsziniiségi valtozo, amelynek
értéke 1, ha az i-edik vendég az els§ asztalhoz iilt, és 0, ha nem. (Vagyis X;
az i-edik vendég az elsé asztalnal il” esemény karakterisztikus valtozdja vagy
indikdtora.) Az elsé asztalndl ekkor X; + X5 + ... 4+ X,, vendég fog iilni. Ennek
a valtozonak a varhatd értékét keressiik. Ez tehat megegyezik az egyes valtozok
varhat6 értékének az Osszegével. Az els6 valtoz6 mindig 1 (az elsé vendég az elsé
asztalnél iil), a t6bbi valtozd vérhaté értéke 1/2, hiszen ennyi a valdszintisége annak,
hogy az i-edik vendég az elsd asztalndl iil. A keresett varhato érték tehéat (n+1)/2.

2. megoldas. A 8. feladat megolddsa soran megfogalmazott allitds alapjan
egy masik, gyorsabb bizonyitast is adhatunk ugyanerre. Ott lattuk, hogy minden
1 és n kozotti k-ra ugyanannyi, 1/n a valésziniisége annak, hogy az elsé asztalndl

n+1
5 -

, n
k vendég iil. Igy a varhaté érték > % =
1
Tétel. Az elsd n szam egy véletlen permutdcicjiban az 1-et tartalmazo ciklus
vdrhatd elemszdma (n+ 1)/2.

12. feladat*. Allitdsunk tehdt azt mondja, hogy az elsé asztalndl €lok szdmd-
nak vdrhaté-értéke a vendégek szamdnak felénél 1/2-del tobb. Mdsrészt azt mondja,
hogy bdrmely vendégre igaz, hogy ennyi az 6 asztaldndl ilé vendégek szamdanak vdr-
hato értéke. De lehetetlen, hogy két — vagy pldne tobb — asztalndl tljenek ennyien.
Ha A az elsé vendég asztalandl ilék szdma, B a mdsodik vendég asztaldndl ildk
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szdma, akkor e két valdszintiségi vdltozé mindegyikének (n+1)/2 a vdrhatd értéke,
1gy dsszeqiik vdrhato értéke n+ 1, t6bb, mint a vendégek szama. Hogyan oldhato fel
ez az ellentmondds?

13. feladat*. Kivetkezik-e az el6bb megfogalmazott tételbdl, hogy a legna-
gyodb ciklus vdrhatd elemszdma (a legfoglaltabb asztalndl lé vendégek szdma) is
(n+1)/2?

Egy véletlen permutéacioé legnagyobb ciklusanak varhaté értékét pontosan meg-
hatarozni nehezebb feladat. Ez Golomb-nak sikeriilt, aki 1964-ben bizonyitotta,
hogy ha M, jeloli az n elemii véletlen permutéacié legnagyobb ciklusanak varhaté
értékét, akkor M,,/n egy allandéhoz tart, amelynek értéke 0,6243299..., az ugy-
nevezett Golomb—Dickman-féle konstans.

Nemcsak a legnagyobb ciklus varhaté hossza érdekes kérdés, hanem az is, hogy
vdrhatéan hdny ciklus van n elem egy véletlen permutéciéjaban. Ez szdmoldssal
aranylag nehezen jon ki, a KEF segitségével egyszerti.

Jeloljiik ugyanis E'(n)-nel ezt a varhaté értéket. E(1) = 1, E(2) = 3/2 nyilvin-
vald. Altaldban ha E(n — 1)-et mar ismerjiik, akkor a KEF szerint az érkezd n-edik

vendég 1/n valészinliséggel kezd 1j asztalt, azaz noveli a ciklusok szdmdat. Tehdt
E(n) = E(n — 1) + 1/n. Ebbél kiévetkezik, hogy

n
Tétel. Egy n elemd véletlen permutdcidban a ciklusszdm vdrhatd értéke %
1
A KEF alkalmazésa az aldbbi feladattal lesz ,kerek”:

14. feladat*. Bizonyitsuk be a KEF segitségével is a 6. feladat dllitdsdt, amely
szerint annak a valoszinisége, hogy egy adott elem egy n elemi véletlen permutd-
cidban pontosan k elemd ciklusban van, k-tdl figgetlenil mindig 1/n.

Befejezés

Egyrészt szeretném még egyszer hangsulyozni, hogy Gyenes Zoltdnnal egytitt
gondoltuk at az itt leirtak legnagyobb részét. Remélhetdleg sikeriilt valamennyire
érzékeltetni, hogy a , kinai étterem folyamat” segitségével milyen jol szemléltethetOk
és kezelhetOk a véletlen permutéciok egyszerii tulajdonsigai. Elegdnsan szemlélteti
pl. a ciklusszam varhaté értékét, de kiilonosen frappansnak tinik ebbdl a szem-
pontbdl a 7. feladat megoldasa, valamint az utdna kévetkezo harom feladat hasonlé
megoldasa. Es érdemes megfontolni a kovetkezot is. Ha a ,kinai étterem folyama-
tot” minden el6zmény nélkiil definialjuk, és ugy kérdezziik meg, hogy vajon az elsé
két vendég, vagy az utolsé ketto fog-e nagyobb valdszinliséggel egy asztalndl {ilni,
akkor erre — a hattér ismerete nélkiil — elég nehéznek latszik a vélasz.

Fiiggelék — megoldasok

5. feladat. Csak az identitdson, azaz az 1 2 ... n permutacién nem valtoztat.
Minden més permutaciénal az els6 elmozdulé szam hétrébb keriil az djrakédo-
l4snal.
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7. feladat. Beldttuk, hogy a KEF minden n elem(i véletlen permutdcist
ugyanolyan valészintiséggel allit el6. De ez azt is jelenti, hogy barmely két ven-
dégre ugyanannyi lesz a valdsziniisége annak, hogy ez a két vendég egy asztalnal
il. Elég tehat az elsé két vendégre kiszamolni ezt a valdszintiséget. Az elsé vendég
biztosan az els6 asztalhoz iil, a mésodik pedig 1/2 valészintiséggel il mellé. Ennyi
tehdt a valdszinlisége, hogy n elem egy véletlen permutaciéjaban két elére kijelolt
elem egy ciklusban van.

10. feladat. Ismét alkalmazhaté mind a hdromféle megoldés. Kijon szamolas-
sal. Kijon az djrakddolassal is. Most itt is fel kell tenniink, hogy az els6 szam van
kijelolve és a kikotés az, hogy ezek nagysdg szerint forditott sorrendben jojjenek.
A csoportok most is azok, mint a kordbbi két megolddsban (ldsd a 8. feladatndl),
minden csoportban s! permutécié van, de ezek koziil most minden csoportban csak
egy felel meg a kikotésiinknek, tehat a keresett valdsziniiség 1/s!.

Végiill alkalmazhato a KEF is, és most az a kikotés, hogy az elsé s vendég
mindegyike 4j asztalt kezdjen, ez az i-edik vendég esetében 1/i valészinliséggel
torténik, tehat a keresett val6sziniiség 1/s!-nak adédik.

12. feladat. Nincs ellentmondés. Az A+ B valészintliségi valtozo értéke ugyan-
is akdar 2n is lehet, ha az Gsszes vendég az els6 asztalndl {il, azaz az egész permutacié
egyetlen ciklus. Ebben az esetben ugyanis, és altalaban is, ha az els6 két vendég
egy asztalndl iil, azt a ciklust, amelyben iilnek, ez a valtoz6 kétszer szamolja meg.

13. feladat. Nem. Ez a varhato érték nyilvanvaléan nagyobb, hiszen minden
olyan eset, amikor az elsé elem nem a legnagyobb ciklusban van — azaz nem az els6
asztalnal iilnek a legtébben — a leghosszabb ciklus varhaté értékéhez tobbet ad
hozzé, mint az elsé asztalndl iilok varhatd értékéhez.

A 3. feladat elsé megolddsaban hasznalt szdmoldssal konnyen kijon, hogy ha
k> n/2, akkor P(van pontosan k hosszu ciklus) = 1/k. Mdsrészt ha van ilyen
hosszu ciklus, akkor biztosan ez a leghosszabb, igy minden ilyen k-ra 1-et ad a ,leg-
nagyobb ciklus hossza” valdszinliségi valtozé varhatd értékéhez. Ez 6nmagaban
(n+1)/2, és ehhez jonnek még azok az esetek, amikor csak kisebb ciklusok van-
nak. Paros n-re is kénnyQi 14tni, hogy P(van pontosan n/2 hosszu ciklus) > 1/n,
tehédt a legaldbb n/2 hosszd ciklusok is tébb, mint (n + 1)/2-t adnak a varhaté
értékhez.

14. feladat. Elég ezt belatni az elsé elemrdl. Tehét a KEF-nél elég azt be-
latni, hogy az els6 vendég asztaldnal 1/n valésziniliséggel iilnek pont k-an (k-tél
fiiggetleniil).

n = 1,2-re konnyen belathaté az allitas. Tegyiik fel, hogy n-re mar tudjuk
az allitast. Bebizonyitjuk n helyett (n + 1)-re is.

Azt nézziik, hogy hogyan iilhet pontosan k ember az elsé asztalndl, miutdn
az (n + 1)-edik vendég leiilt. Ez kétféleképp lehetséges:

1) Az utolsé vendég az elsd asztalhoz iilt és {gy lettek ott k-an. Ez akkor van,
ha az els6 n vendég koziil kK — 1 vendég iil az elsé asztalnal és az utolsé vendég
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ehhez az asztalhoz iil. Az elébbi valdszintisége az indukcids feltevés szerint 1/n, az
utolsé vendég pedig Z—ﬁ valdszintiséggel fog ehhez az asztalhoz iilni.

Ennek az esetnek a valdszintisége tehat Al
n(n+1)
2) Az utolsé vendég nem ide iilt, de mér az els6 n vendég utén is k vendég

iilt az els6 asztalnal. Utébbinak megint 1/n a valdszin{isége az indukcids feltevés

szerint. Annak a valdsziniisége pedig, hogy az utolsé vendég nem ide iilt, ”:j_;k
Ennek az esetnek a valészintisége tehat 2=k
n(n+1)
A két esetet Osszeadva azt kapjuk, hogy a valdsziniiség éppen %_H, és ezt

akartuk belatni.

Suranyi Laszlé

58. Ratz Laszlé Vandorgytilés
e Gyor, 2018. julius 3—6.
JOLYAI

TARSULAT

Az idei vandorgytlést lapunk alapitéja, Arany Déniel vérosiban, Gyoérott
rendezte meg a Bolyai Janos Matematika Téarsulat. Jé valasztas volt, hiszen idén
iinnepli a K6MalL 125 éves fennéllasat. Ez az évfordulé tobb helyen is visszakoszont,
pl. egy plakétkidllitdas formajaban, de a kozépiskolds tandrverseny feladatait is
régebbi és kevésbé régi KoMal-feladatok alkotték (a feladatokat és az eredményeket
kiilon kozoljiik).

A véndorgytilésrél hosszi beszamold olvashaté az Erinté Elektronikus Ma-

tematikai Lapok szeptemberi szamaban®. Az el6addsok anyagai megtekinthetok
a védndorgytilés honlapjén (http://www.bolyai.hu/r1v2018.htm).

A 2019-es vandorgytilés helyszine Godolls, ide ismét nagy létszamban varja
a matematikatandrokat a Bolyai Janos Matematikai Térsulat.

A kozépiskolai tanarok versenyének feladatai

1. Hany olyan hiromjegyi szam van, amelyet a szdm szamjegyeinek Gsszegével akar
noveliink, akér csokkentiink, csupa egyenld jeggyel {rt szdmot kapunk? (A) 0; (B) 1;
(C)2; (D)3; (E)4. (KéMaL, 1959)

2. Mennyi a 99999 szdm (5 db 9-es) kobében a szdmjegyek sszege? (A) 72; (B) 90;
(C)99; (D) 108; (E) 144.  (K&MalL, 2012)

3. Egy szdmot nevezziink egoistdnak, ha minden szdmjegye annyiszor szerepel a szam-
ban, amennyi maga a szamjegy. Egoista szam példaul a 132332. Hany hatjegyti egoista
szam van? (A) 15; (B) 21; (C)60; (D)81; (E)82. (KéMalL, 2007)

*http://www.ematlap.hu/index.php/tanora-szakkor-2018-09/782-arany-daniel-
nyomdokain-gyorben.
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4. Hény olyan n egész szdm van, amelyre log, 3 -logz 4 -log, 5-...-log, (n+ 1) =10
teljesiil?  (A)0; (B)1; (C)2; (D)3; (E)4. (KéMaL, 2003)

5. Legfeljebb hany részre oszthato fel a sik 4 darab parhuzamos oldald téglalappal?
(A)22; (B)26; (C)28 (D)30; (E)32. (K6MaL, 1991)

6. Az els6 1000 pozitiv egész szam koziil legfeljebb hanyat valaszthatunk ki ugy, hogy

semelyik két kivdlasztott szdm Osszege ne legyen oszthaté a kiilonbségiikkel?  (A) 330;
(B) 331; (C) 332; (D) 333; (E) 334. (KéMalL, 2007)

7. Rogziteni szeretnénk a fliggonyt a karnisra. Az egyenld tavolsagokat akkor tudjuk
egyszertien biztositani, ha a két széls6 csipesz odacsiptetése utdn a maradékban van
kozépsd, sOt azt is megkoveteljiik, hogy ez minden tovabbi kettéosztasnal, a kozépso
csipesz rogzitése utan is teljesiiljon. Hany csipeszt tehetiink a karnisra, ha igy szeretnénk
rogziteni a figgonyt? (A) 31; (B) 32; (C) 33; (D) 34; (E) 35. (KéMalL,
2004)

8. Tetsz6leges x valds szdmra legyen f(z) a 4o+ 1, x + 2, —2x + 4 értékek minimuma.
Mennyi f(z) legnagyobb értéke?  (A) 2, (B) 233 (O) 25 (D) 25; () 3.
(KéMaL, 2003)

9. A KML légitdrsasag ingajaratokat kozlekedtet néhdny véros kozott ugy, hogy egy
varosbdl nem lehet haromnél tobb masikba kozvetleniil eljutni. Legfeljebb egy atszallassal
viszont mar barhonnan eljuthatunk barhova. Legfeljebb hany varos kozott jarnak a gépek?
(A)7; (B)8 (C)9; (D)10o; (E)11. (KéMaL, 1992)

10. Hany megolddsa van az =+ y + z = 100 egyenletnek a pozitiv egész szamok
korében?  (A) 4755; (B) 4753; (C) 4851; (D) 4950; (E) 5050. (KéMalL,
2006)

11. Egy 10 emeletes hézban egyszer a lift a foldszintrél indult. Utja sordn csak
egész emeleten allt meg, mégpedig mindegyiken pontosan egyszer. Kézben legfeljebb hany
méter utat tett meg, ha két szomszédos szint kozti kiilonbség 4 m?  (A) 200; (B) 220;
(C) 240; (D) 260; (E) 280. (KéMaL, 1981)

12. Egy labirintus folyoséi egy 10-oldali konvex sokszog oldalai és &tl6i. Legalabb
hény mécsest kell elhelyezniink a labirintusban ahhoz, hogy minden jarat meg legyen
vildgitva? (A)5; (B)9; (C)10; (D)11; (E)12. (KéMaL, 1987)

13. Legfeljebb hany zart intervallumot adhatunk meg a szamegyenesen tdgy, hogy
barmely hirom koziil legyen két egymadst metszé, viszont barmely négynek a kozos része
iires legyen? (A)5; (B)6; (C)7; (D)8 (E)9. (KéMalL, 1988)

14. Adott négy pozitiv szdm, a, b, ¢, d. Az ab, ac, ad, be, bd, cd szorzatok koziil
6t6t ismeriink, ezek 2, 3, 4, 5, 6. Mennyi a hatodik szorzat értéke? (A) 2,4; (B) 3,6;
(C)4,8; (D)8, (E)12. (KéMaL, 2009)

15. Egy 6tszog négy belsd szoge 120°-o0s. Az ezekkel a szogekkel szemkozti, egymdashoz
csatlakozé négy oldal hossza sorban: 2, 8, 5, 5. Milyen hosszi az 6tédik oldal?  (A) 1;
(B)2; (C)3 (D)4; (E)S5. (KéMalL, 2011)

16. Hany valés gyoke van a &/2 — 2 ++v/x — 1 — 1 = 0 egyenletnek? (A) 0; (B) 1;
(C)2; (D)3; (E)4. (KéMalL, 1987)

17. Legkevesebb hany egyenes vagéssal lehet egy 5 X 5-0s négyzetet egységnyi él-
hosszusagu négyzetekre felvagni, ha az egyes vagdsok utdn kapott részeket tetszés szerint

rendezhetjiik el az ujabb vagds el6tt, és igy egyszerre tobbiiket is kettévaghatjuk? (A) 4;
B)5 (C)6; (D)7, (E)S. (KéMaL, 1989)
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18. Egy kerek asztalndl hazugok és igazmonddk iilnek, 6sszesen 30-an. Tudjuk, hogy
minden hazudéds két szomszédja koziil pontosan az egyik hazudds. A 30 ember koziil 12-en
azt mondjak, hogy nekik pontosan egy hazudds szomszédjuk van, a tobbiek pedig azt, hogy
mindkét szomszédjuk hazudés. Hany hazudds iil az asztalndl?  (A) 12; (B) 13; (C) 14;
(D) 15; (E) 16. (KéMaL, 2009)

19. Mi a valésziniisége annak, hogy 3 kockaval egy hatost dobunk? (A) %;
25 25 25 25 ..
(B) e () =% (D) 108 (E) 216 (KéMalL, 1934)

20. Harom egymast kévet6 paros szam szorzata 87X X X X X8 alakti. Mennyi ebben
a nyolcjegyli szdimban a szamjegyek Osszege?  (A) 42; (B) 43; (C) 44; (D) 45;
(E) 46. (KéMaL, 1981)

21. Hany olyan pozitiv egész n szam van, amelynek 2 darab pozitiv osztéja van?
(A)o; (B)1; (C)2; (D)3; (E)d4. (KéMaL, 1995)

22. Egy szdm négy primszam szorzata. Melyik ez a szam, ha tudjuk, hogy a négy
primszdm négyzetosszege 4767  (A) 1947; (B) 1986; (C) 1989; (D) 1995; (E) 2013.
(KéMaL, 1989)

23. A 20 x 20-as sakktdbla néhany mez&jén babu all. Egy babut akkor vehetiink le
a tablardl, ha annak sordban vagy oszlopdban a mezdéknek legalabb a fele iires. Legaldbb
héany babura van sziikségiink ahhoz, hogy azokat alkalmasan elhelyezve egyikiiket se
lehessen levenni?  (A) 100; (B) 120; (C) 121; (D) 144; (E) 145. (KéMalL,
2011)

24. Timéar Mihély nehéz helyzetbe keriilt, mert lekopott a kincset rejté zsdkrol a voros
félhold. Annyit tud, hogy a négy zsék koziil a legnehezebbikben a biizédba rejtve ott van
a kincs. Harom mérés soran az deriilt ki, hogy az els6 zsdk a mésodikkal egyiitt kisebb,
a harmadikkal egyiitt ugyanakkora, a negyedikkel egyiitt pedig nagyobb témegii, mint
a masik két zsdk. Hanyadik zsdkban van a kincs? (A) 1.; (B)2; (C)3; (D)4,
(E) Nem dénthetd el egyértelmiien. (KéMaL, 2006)

25. Ot kiilénbozd szint kockdval dobunk. Hanyféleképpen fordulhat el6, hogy a do-
basok Osszege 117 (A) 205; (B) 210; (C) 216; (D) 224; (E) 228. (KéMalL,
1994)

26. Egy haromszog két oldalanak hossza 12 és 18. Egy maésik, ehhez hasonld, de vele
nem egybevagd haromszog két oldaldnak hossza ugyancsak 12 és 18. Mekkora a kisebb
keriileti hdromszdg harmadik oldaldnak hossza? (A) 7; (B) 8 (C)9; (D) 10;
(E) 11. (KéMaL, 2011)

27. Egy 12 {6s csoport tagjait hényféleképpen lehet 6 parba osztani?  (A) 720;
(B) 1440; (C) 4320; (D) 10395; (E) 12496. (KéMalL, 1928)

28. Adott egy szabdlyos 13 oldali sokszog. Hany olyan hiaromszég van, amelynek
cstcsal a sokszog csicsai koziil valok és a haromszog tartalmazza a sokszog kozéppontjat?
(A) 66; (B)78; (C)91; (D) 143; (E) 208. (KéMalL, 1985)

29. Hany olyan abc hdromjegyti primszam van, amelynek valamely tobbszorése az a,
b, ¢ szdmjegyek valamilyen mds sorrendjével {rhaté fel? (A)0; (B)1; (C)2; (D) 3;
(E) 4. (KéMalL, 1959)

30. Egy jatékkockaval addig dobunk, mig hatos nem jon ki. Mi a valdsziniisége
annak, hogy koézben nem dobunk 6t6st?  (A) %; (B) i; (C) %; (D) %; (E) g
(KéMaL, 1974)

A feladatsort Réka Sandor allitotta dssze és Kiss Géza lektordlta
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ULk WK

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

. Fridrik Richard (Szeged, Magister Universitas) ......................... 110 pont
. Fony6 Lajos (Keszthely, Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn.) ................ 105 pont
. Baloghné Cseh Judit (Szolnok, Varga Katalin Gimn.) ................. 101 pont
. Mahler Attila (Budapest, Berzsenyi Ddniel Gimn.) ...................... 98 pont
. B. Varga Jézsef (Temerin, Petar Ko¢ié Alt. Isk.) wovnii 97 pont
. Csanddy Zsuzsa (Budapest, Badr-Madas Reformétus Gimn.) ............ 91 pont
. Fony6né Németh I1diké (Keszthely, Keszthelyi Vajda Janos Gimn.) ..... 88 pont
. Szabadfalviné Kormanyos Aniké (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn.) ...... 84 pont
. Jeneiné Bicsak Krisztina (Budapest, Szent Istvdn Gimn.) .............. 84 pont
0. Vértes Judit (Budapest, Kélcsey Ferenc Gimn.) ........................ 82 pont.

Az altalanos iskolai tanarok versenyének* eredménye

. Egyed L&szlé (Bajai IIL. Béla Gimn.) .........co.oviiiiiiiiniiinennnnan. 111 pont
. Par6czay Eszter (Godollsi Premontrei Szent Norbert Alt. Isk. és Gimn.) . 97 pont
. Bajcsi Barnabas (Lakszakdllas, Magyar Tannyelv{i Alapiskola) ........... 91 pont
. Aszé6diné Palfi Edit (Kecskemét, Zrinyi Ilona Alt. Isk.) vovevennat 86 pont
. Miklés I1diké (Vamosmikolai Alt. Tagisk.) ..............cooeieinion... 85 pont
. Téth Gabriella (Csantavér, Hunyadi Janos Alt. Isk.) ..................... 77 pont.

A 2018. évi Beke Man6 Emlékdijasok

A Beke Mané Emlékdij Bizottsdg dontése alapjan 2018-ban a dij maésodik

fokozatdban részesiilt Bird Eva, Csb6ka Gézané, Csordasné Szécsi Jolan,
Gulyasné Nemes Katalin, Maré6ti Laszléné, Maksa Gyula és Paulovits
Gyorgy.

A részletes indoklds honlapunkon (www.komal.hu) olvashatd.

Gyakorlé feladatsor 7
emelt szintli matematika érettségire i

I. rész

1. a) Oldjuk meg a val6s szamok halmazén az aldbbi egyenletet:
VT =6—z. (5 pont)
b) Oldjuk meg a [ — %; 0] intervallumon az aldbbi egyenletet:

sin? x + cosz = —1. (6 pont)

* Az altalanos iskolai tandrok versenyének feladatait nem kozoljiik.
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2. A méjusban megirt emelt szinti matematika érettségi dolgozatok 1. felada-
tanak eredményessége lathaté az alabbi tablazatban:

A vizsgélt év 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Eredményesség (%) || 84 | 88 | 79 | 86 | 83

a) Hatérozzuk meg az eredményességek terjedelmét, dtlagat és szérdsat.
(4 pont)
Csaba érettségi bizonyitvanyaban az aldbbi osztdlyzatok szerepelnek: 3; 4; 5;
4; 3; 4.
b) Legkevesebb hény osztalyzatot kellene torolni a bizonyitvanyabdl, hogy az
osztalyzatok medidnja megvaltozzon? (4 pont)

Csaba 12. osztalyos év végi bizonyitvanyaban 7 db 4-es és 5 db 5-6s osztalyzat
szerepel, melyek koziil véletlenszeriien kivédlasztunk 3 osztalyzatot.

¢) Igazoljuk, hogy ha az osztdlyzatokat visszatevés nélkil valasztjuk ki, akkor
annak a valdszinlisége, hogy 2 db 4-est és 1 db 5-6st vdlasztottunk %. (4 pont)

3. Egy paralelogramma&ban az atléhosszak négyzetének Osszege 74,45, az atld-
hosszak négyzetének kiilonbsége 32,13.

a) Szdmitsuk ki a paralelogramma &tléinak hosszat. (4 pont)

b) Igaz-e, hogy a paralelogramma &tléinak felez6pontjén dtmend, annak hosz-
szabbik oldaldval parhuzamos egyenes két egyenlo teriiletii részre osztja a parale-
logrammat? (4 pont)

¢) Hatérozzuk meg a paralelogramma szomszédos oldalhosszainak négyzet-
Osszegét. (6 pont)

4. Egy konyhai papirtorlé tekercs 80 darab
0,5 mm vastag téglalap alakd lapbdl all. Egy papir-
lap 240 mm hosszi és 230 mm széles téglalap, me-
lyek a szélességiiknél perfordciés (tépést megkonnyi-
t68) résszel kapcesolddnak egyméshoz. A tekercs koze-
pén 1évé iires henger atmérdje 40 mm.

a) Hany teljes fordulatot tesz meg az iires henger,
ha az egész papirtekercset kirbe letekerjiik? (A per-
fordcids részek méretétdl tekintsiink el.) (9 pont)

Az egyik ismert méarkdju papirtorld tekercs lapjaira mintdkat is nyomtatnak.
A gyartésoron 8 kiilonb6z6 mintdbdl csak 3-féle mintat hasznalnak fel egy lapra.
A gyéartésoron az Osszes lehetséges mintahdrmast bedllitjdk a gépeken, amelyeket
egymaés utan folyamatosan nyomtatnak a papirtorld lapjaira.

b) Mekkora annak a val6szin(isége, hogy egy adott tekercs egy lapjat kivélaszt-
va a tekercsen van még egy ugyanilyen mintdzati masik lap? (& pont)
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II. rész

5. A térképrészleten egy haromszog alaku te-
lek lathatd, melynek Toldi 1ti oldala 50 m, Pe-
tofi uti oldala 65 m és Mikszath 1ti oldala 75 m
hosszi. A telket Csaba, Laszlé és Levente 6rok-
li, akik megallapodnak, hogy a Toldi uttal parhu-
zamos Keritésekkel harom egyenld teriiletii részre
osztjak fel a telket tgy, hogy mindenkinek legyen
kijarata a Mikszath ttra, a f6utra.

Tolds U

e

&)
s
L
%

a) Milyen hosszi drétkeritést kell venniiik "
a telkek szétvilasztdsdhoz? (6 pont)

/////

szomszédos fala altal bezart szog 60°-nal kisebb.

b) Kiadhaté-e épitési engedély arra az épiiletre, amelyet Ggy terveznek, hogy
a Toldi és a Mikszath utca sarkdn fog allni, és kiils6 falai ezzel a két utcdval
parhuzamosak lesznek? (4 pont)

Csaba, Laszl6 és Levente megallapodtak abban, hogy a telek felosztasa utan
kockadobassal dontik el, hogy milyen sorrendben valasztanak a telkek koziil. Min-
denki dob egyet egy szabélyos dobdkockaval, és ha nincs azonos dobéds, akkor a leg-
nagyobbat dobé vélaszt el6szor, majd a masodik legnagyobbat dobé maésodszor,
végiil a legkisebb szamot dobd kapja a maradék telekrészt. Ha van egyenlo a do-
bott szamok kozott, akkor a dobds érvénytelen és addig dobnak wjra, amig nem
lesz harom kiilénb6z6 eredmény.

¢) Mekkora valészin(iséggel vélaszt elészor Levente telket? (6 pont)

6. Adott a valds szdmok halmazan értelmezett f és g fiiggvény:

3 2

flx) = %—%Jrg és g(x) = —2% + 2.
a) Adjuk meg az f fiiggvény lokélis szélséértékhelyeit. (5 pont)
b) Igazoljuk, hogy az f és g fiiggvények grafikonjdnak harom kozos pontja van.
(5 pont)
¢) Szamitsuk ki az f és g fuggvények grafikonja altal kozbezart teriilet nagy-
sédgdt az w1 = 0 és xo = 2 hatdrok kozott. (6 pont)

7. a) Hény kiilonboz6 124 jegyll tizes szdmrendszerbeli természetes szdm ké-
pezhet 62 db nulla és 62 db egyes szamjegybél? (Elegendd csak a kiszamitas médjat

megadni.) (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy a 62 db nullabdl és 62 db egyesbél all6 124-jegyi tizes
szamrendszerbeli természetes szamok egyike sem lehet négyzetszam. (5 pont)
¢) Hatérozzuk meg annak a szdmrendszernek az alapszamdt, amelyben a 124
felirhato6 olyan 3 jegyi szdmként, melynek minden szamjegye azonos. (8 pont)
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8. Az egyetemi felvételi eljardasban julius kozepéig lehet médositani azoknak
a szakoknak a sorrendjét, amelyekre felvételizni szeretnénk. Marta 5 kiilonb6z6
allamilag tamogatott képzésre jelentkezett, és koziiliikk harom szak esetén beadta
a jelentkezést az onkoltséges képzésre is.

a) Hény kiilonbsz6 sorrendben adhatja be a médositasndl ezeket a szakokat, ha
az nem fordulhat el6, hogy egy bizonyos szakbdl el6kelébb helyen &ll az 6nkoltséges
képzés, mint az allamilag finanszirozott? (5 pont)

Maérta a mdédositas utan sajnos csak az onkoltséges képzésre jutott be, amely-
nek dija félévenként 250 000 F't. Sziilei az elmult 5 évben havi 20000 Ft-ot tettek
félre erre a célra. A megtakaritds 5 évig egy olyan szamlan volt, amely havonta
1%-ot kamatozott, és az Osszeget havonta tOkésitették.

b) Legfeljebb hany félévnyi tandijra elegendd a teljes lekotott dsszeg? (5 pont)

Marta ugy dontott, hogy a lekotott Osszegbdl 500000 Ft-ot rogton berak
a bankba, majd a kovetkezd év elején még ijabb 500000 Ft-ot hozzatesz. Ebben
a konstrukciéban a kamatot évente tOkésitették, azaz minden év végén adtak hozza
a bent 1évo Osszeghez a kamatot.

¢) Hény szdzalék volt az éves kamat, ha Mdarta a mésodik év végén csak
a kamatokbdl 76 250 Ft-ot tudott felvenni? (7 pont)

9. Az Oroszorszagban rendezett labdarugé vilagbajnoksigra nagy létszamu
horvat barati tarsasag utazott ki. Az els6é harom horvat mérkozést a tarsasag 90-
90-90%-a tekintette meg.

a) Legaldbb illetve legfeljebb a szurkolék hany szdzaléka lathatta mindhdrom
mérkézést? (4 pont)

Horvatorszag az elsd mérkdzését Nigéria ellen vivta a kalinyingrédi (régi porosz
Konigsberg) stadionban. Egy sorban 12 horvét szurkol6 iilt, akik kéziil néhdnyan
kézfogassal koszontotték egymast.

b) Lehetséges-e, hogy az egyes szurkoldk 11, 10, 11, 6, 9, 11, 7, 4, 8, 11, 5, 11
masik szurkoléval fogtak kezet? (3 pont)

Egy szabadrugés alkalmaval az L pontban 1év6 labda éppen 16,5 m-re van
az alapvonaltdl. Az alapvonalnak a labdéhoz legkozelebb levd V' pontja ugyancsak
16,5 m-re van az alapvonalon elhelyezked6 7,32 m széles és 2,44 m magas kapu
labdéahoz kozelebbi fiiggbleges kapufajanak B talppontjatol.

D C

pélyarészlet feliilrél

L £

kapu szembol

alapvonal
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¢) Mekkora szogben 1dtja a L pontban 4ll6 focista a BD szakaszt, ha szem-
magassaga 174 cm-en van? (9 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/7. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Adjuk meg azon P(x;y) pontok halmazdt, amelyek koordindtdira teljesiil:
a) (z* —y?)(a® +y? —4) = 0;
b) (z% — y)2 + (22 +y* — My + 36)2 =0. (11 pont)

Megoldas. a) A bal oldalon 4ll6 kifejezést hdromtényezds szorzatként is {r-
hatjuk: (z — y)(z +y)(2? + y* — 4) = 0. Hirom eset van.

1. eset: y = x. Az ilyen tulajdonsdgi P pontok
a koordindtasik I. és a III. negyedének szogfelezo-
jét alkotjak.

II. eset: y = —x. Az ilyen tulajdonsagu P pon-
tok a koordinatasik II. és a IV. negyedének szogfe-
lezGjét alkotjak.

III. eset: x2 +y? = 4. Az ilyen tulajdonsigi
P pontok az origé kozépponti és 2 egység sugari
korvonalat adjék.

A feladat megoldasat a harom ponthalmaz
egyesitése adja, amit a vdzlatrajz szemléltet.

b) Két nemnegativ szdm osszege csak akkor lehet 0, ha mindkét szdm 0. Ezek
alapjan a kovetkez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

y =2,
z? +y? — 14y + 36 = 0.

2

A helyettesitést elvégezve x°-re masodfoku egyenletet kapunk:

= 1322 +36 =0,
(%), =4, (@), =9

Négy értéket kapunk z-re: 1 = —2, zo = 2, x3 = —3, x4 = 3. Az egyenletrendszer
els6 egyenletébe visszahelyettesitve kapjuk a masodik koordinatdkat: y; = 4, yo = 4,
ys=9,y1=9.

Vagyis a keresett ponthalmazban négy pont van: P (—2;4), P»(2;4), P5(—3;9),
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Megjegyzés. Az egyenletrendszer masodik egyenlete z2 + (y — 7)% = 13 alakra is hoz-
hatd. Vagyis az y = 22 egyenlettel adott parabola és az 2% + 3% — 14y + 36 = 0 egyenlettel
adott K(0;7) kézéppontu, r = +/13 sugard kor kozos pontjainak koordindtdit hatdroztuk
meg.

2. A SZAMADO és az ADOSzAM egy-egy olyan hatjegyt, a SzAM és az ADO
pedig egy-eqy olyan hdromjegyil szdam, amelyben az Sz, A M, A, D és O betik
kiilonboz6 pozitiv szamjegyek.

a) Mennyi a SzAM + ADO ésszeg, ha SzZAMADO + ADOSzAM = 678 6787

b) Adjuk meg a SzZAMADO szdmot, ha még azt is tudjuk, hogy Sz > A, valamint
SzAM - ADO = 90585.
¢) Mennyi az ADOSzAM, ha 7- ADOSzAM = 6 - SZAMADO? (12 pont)

Megoldas. a) Legyen: SzAM = 2, ADO = y. Ekkor SzZAMADO = 1000z + v,
ADOSzAM = 1000y + z. Ezek alapjén:
1000z 4 y + 1000y + = = 678678,
1001(z + y) = 678678,
T +y =678

Vagyis: SzAM + ADO = 678.

b) Mivel SzAM - ADO = 90 585, ezért a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

y =678 —x,
zy = 90 585.
A behelyettesités utan méasodfoki egyenletet kapunk: 22 — 678z + 90558 = 0. Meg-
olddképlettel: z; = 495, x5 = 183. Mivel Sz > A, ezért SzAM = 2 = 495.

A keresett hatjegy(i szdm: SZAMADO = 495 183.

¢) A méar bevezetett jelolésiinkkel:

7(1000y + ) = 6(1000z + y),
6994y = 5993,
2.13-269 -y = 13- 461 -,
2269 -y = 461 - z.

Mivel x és y is haromjegyli szadm, ezért csakis SzAM = 2 = 2269 = 538, ADO =
= y = 461 lehet. Vagyis ADOSzAM = 461 538.
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3. A Szép Utazdsok iroda tdjékoztatdjaban a repiilégépen szdllithatd csomagok-
rol ez olvashato:

LAz iroda dltal bérelt jaratokon 15 kg/f§ feladott poggydsz és 1 db 8 kg/f6
kézipoggydsz szallitdsa dijtalan, a tobbletsulyért fizetni kell. Mindegyik poggydsznak
téglatest alakiunak kell lennie. A feladott poggydsz eqyik €lhossza sem lehet tobb,
mint 150 cm, és a hdrom kilonbozé irdnyu €l hosszanak dsszege nem haladhatja
meg a 220 cm-t. A kézipoggydsz maximdlis hossza 56 cm, mazimdlis szélessége
45 cm, mazximdlis mélysége 25 cm lehet, azonban a hdrom méret dsszesem nem
haladhatja meg a 115 cm-t.”

a) Bea kézipoggydsznak vald kisbérinddt vdsdrol az utazdshoz. A boltban a meg-
felelé borondok egyik €lhossza 25 cm. Szeretné, ha az élhosszak dsszege a megen-
gedett maximdlis, ugyanakkor a bérond felszine 8500 cm? lenne. Milyen méretii
bérond felelne meg ezeknek a feltételeknek?

b) Ldszlé az utazdshoz bdrindit szeretne vdsdrolni, amibe a feladhatd pogy-
gydszként engedélyezett 15 kg-ot bepakolhatja. A neki tetszd bérondok egyik élének
hossza 40 cm wvolt. Milyen méreti borondit vdlasszon ezek kozil, ha szeretné, hogy
a térfogata mazimdlis legyen? Mekkora lesz ekkor a bérind térfogata? (14 pont)

Megoldas. a) Mivel a hdrom kiilonb6z6 irdnyd él hosszdnak 6sszege 115 cm,
és az egyik él 25 cm, ezért a masik két él hossza legyen z cm és 90 — x cm. Ezek
alapjan a felszin:

2 [252 4 25(90 — z) + x(90 — )] = 8500,
25z + 2250 — 25z + 90x — x? = 4250,

z2 — 90z + 2000 = 0.

Megoldéképlettel: 1 = 50, o = 40. Ekkor a 90 — = élhosszra a 40, illetve az 50
adodik.
Vagyis a kisbérénd harom adata: 25 cm, 50 cm, 40 cm, ami a kiirds tovabbi

feltételeinek is megfelel.

b) Mivel maximélis térfogatot szeretnénk elérni, ezért az élek Gsszegére vonat-
kozé maximumot hasznaljuk. Az élek hossza: 40 cm, x cm és 180 — z cm. Ekkor
a térfogatot z fiiggvényében meg tudjuk adni: V(z) =40 -z - (180 — z).

Mivel ennek a maésodfoku fiiggvénynek a féegyiitthatéja negativ, ezért van
maximuma. Azt is tudjuk, hogy a zérushelyei a 0 és a 180, ezért a maximum helye:
x = 90. Vagyis a maximalis térfogatu borond adatai: 40 cm, 90 cm, 90 cm. Ezek
az adatok a tajékoztatéban szereplo Osszes kérésnek megfelelnek.

A megadott feltételek mellett a maximélis térfogat:

V(90) = 40 - 90 - (180 — 90) = 324000 (cm?).
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4. A Févarosi Nagycirkusz 13 méter dt-
mérdji porondjdnak vdzlatdt mutatja az ab-
ra. A vizi cirkuszi el6addsban a porond kilenc,
azonos terileti része fiiggblegesen, le-fol moz-
gathato.

a) Mekkora a porond kézepén ldthatd sza-
c balyos nyolcsziog teriilete?

b) A nyolc egybevagd (trapézszeri) sikido-
mot a konnyebb mozgatds miatt korben egy na-
gyon specidlis anyaggal boritottdak. Fhhez eld-
zetesen meg kellett hatdrozni ezeknek a sik-
idomoknak a keriletét. Mekkora a keritilete
az ABCD trapézszeri sikidomnak?

c) A nyolc egybevdgd sikidom fiiggdleges mozgatdsihoz megépitett szerkezet
miatt minden ilyen sikidom alatt sziikség volt egy dtlos merevitdre. Adjunk kép-
letet az AC merevitd hosszdra az dbra x és y hosszusdgi szakaszanak ismeretében.
(A képletben eldforduld szigfiigguényértékek négy tizedes jegy pontossdggal szerepel-
jenek.) (14 pont)

Megoldas. a) A kor alaku porond sugara R = 6,5 m, ezért a teriilete: T' =
=652 -7 =4225-7 (m?).

Mind a kilenc sikidom — a nyolc egybevigé (trapézszeril) és a kozépen lathatd
szabélyos nyolcszog — teriilete egyenld. Vagyis a keresett sikidom teriilete:

T 4225
t:§:7’95 T~ 14,748 (m?).

b) Az ABCD trapézszerii sikidom keriiletének CD fve a R = 6,5 m sugard
2:6,5-m
—%— ~ 5,105 (m).
Az AD = BC = y szakasz hosszat megkapjuk, ha a porond sugarabdl elvessziik
a 14,748 m? teriilet(i szabélyos nyolcszog koré irt kérének r sugarat.

korvonal nyolcadrészével megegyez6 hosszisagu:

A nyolcszog teriiletét nyolc egybevagd egyenlOszari haromszog teriiletének
Osszegeként is megkapjuk. Ezeknek a haromszogeknek r hossziusagu a szaruk, és
45° a szarszogiik. Vagyis a nyolcszog teriilete:

2o o
t=8. $ — 14,748, amibél 7~ 2,283 m.

Ezek alapjén: y = R —r = 6,5 — 2,283 = 4,217 (m).

O r B y C Az AB szakasz hossza a 14,748 m? teriilet(i szabé-
lyos nyolcszog oldaldnak hosszéaval egyenls. Ezt az OAB
egyenlOszari haromszogbol kaphatjuk példaul koszinusz-
tétellel:

T = \/r2+r272r2~cos45° =

=/2-2,2832 —2-2,2832 - cos 45° ~ 1,747.
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A kapott eredmények alapjan a keresett keriilet:
K =5,105+2-4,217 + 1,747 = 15,286 (m).

¢) A szabélyos nyoleszog egy belsd szoge: a = (-2)180° _ 135°. A trapézszerii
sikidom B-nél 1év§ 3 szogére teljesiil, hogy a4 28 = 360°, azaz 8 = 112,5°. Az ABC
héromszogre alkalmazzuk a koszinusztételt: AC? = 22 +y? — 2xy - cos 112,5°. Teh4t
a merevité hosszat a kovetkezo képlettel szamolhatjuk:

AC = /22 + 4% — 22y - cos 112,5° ~ /22 + 32 + 0,7654 - zy .

II. rész

5. Rebeka 1j szemiiveget vdsdrol, de nem szeretné, hogy a lencsékért 25000 Ft-
ndl tobbet fizessen. A szakiizletben kideriil, hogy ha hagyomdnyos lencsét vdsdrolna,
akkor 4280 Ft-ot fizetne a két lencséért. Rebeka tudja, hogy a mindséget a kilonbozé
tipust bevonatok javithatjik, ezért tikrozddésmentes és karcolds mentes bevonatot
kér a lencsékre. A bevonatok mindegyikének 99 Ft/cm? az dra. (A lencsék feliile-
tét siknak vehetjik.) Azt is eldontétte, hogy a hagyomdnyosndl vékonyabb lencsét
szeretne vdlasztani. A készlet szerint ez lehet 10, 20, 30, 40, illetve 50%-kal véko-
nyabb. Ezeknek a lencséknek az dra a hagyomdnyoshoz képest rendre 40, 80, 160,
320, 640%-kal drdgdbb.

Egy lencse hatdrvonaldt az f(x) =2 — %x és a g(x) = "%2 — 5 hozzdrendelés-
sel megadott fiigguények grafikonja dltal meghatdrozott sikidom hatdrvonala adja.
A koordindtarendszer egysége 5 mm-rel eqyenld. Mekkora teriiletd részt foglal el egy
lencse az asztalon? A hagyomdanyos lencséhez képest hdny szdzalékkal vdlaszthat
vékonyabb lencsét Rebeka? (16 pont)

2

Megoldéas. Meghatarozzuk, hogy a megadott fiiggvények hol metszik egymast:

2 2
9 Z2=2 9,
25 5
x1 = —H, x5 = 5. A kérdéses teriilet nagysagat hatarozott integrallal szamoljuk ki,

az intervallum a [—5;5]. A két ,gorbealatti teriilet” kiilonbsége adja a sikidom
tertiletét:

5 5 5
_ 2 , a° _ 7 9 _ L
T—/(? %:r 5+5)dx—2/<7 25x)dx—14/(1 %x dx.
0 0

Alkalmazzuk a Newton—Leibniz tételt:

1 28]’ 1 125\ 140
T=14-|lz——=-—| =14-|5——= -— ) =— (teriilet 6g).
[x 55 3 }O ( 55 3 > 3 (teriiletegység)
Mivel a koordinatarendszer egysége b mm-rel egyenld, ezért egy lencse 35 cmZes

3
részt foglal el az asztalon.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/8 473

PStill evaluation watermark

This PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com

KoMalL, 2018. november ﬁ}

— P


http://www.pstill.com

QF 2018.11.8 — 22:04 — 474. oldal — 26. lap

b

Két lencsére kétféle réteget véasdrol Rebeka, amelyeknek 99 Ft/cm? az dra.
Vagyis ezekért 6sszesen 2 -2 -99 - % = 4620 Ft-ot fog fizetni. A maradék 20 380 Ft-
bdl kell dontenie, hogy milyen vékony lencsét vasarolhat.

A készlet legvékonyabb tagjatdl visszafelé szdmoljunk. Az 50%-os lencsék édra
4280 - 7,4 = 31672 Ft lenne. Ilyet nem vehet. A 40%-os lencsék 4ra 4280 -4,2 =
= 17976 Ft lenne. Ezt mar valaszthatja Rebeka.

6. A Rubik-kocka feltalaldsanak éuforduldjira diszdobozos kiaddst terveznek.
Az egyik vdltozat szerint legyen a doboz eqy olyan négyoldali szabdlyos gila, amely-
nek alapéle ugyanolyan hosszi, mint az oldaléle. Az elképzelés szerint a kocka egyik
lapja illeszkedik a giula alaplapjdra, az ezzel pdarhuzamos lap csiucsai pedig a gula
oldaléleire.

a) Mekkora legyen a doboz éleinek hossza, ha a Rubik-kocka élhosszisdga:
a=>5,7cm?

b) A sok-sok terv kizil azonnal elvetették azokat, amelyeknél a jdaték a doboz
35%-dt sem tolti ki. A fenti terv megfeleld-e ezen feltétel ismeretében? (16 pont)

Megoldas. a) Hasznaljuk a wvdzlatrajzok jeloléseit. Vettiik a gila P csticsara
és az alaplap két szemkozti csiicsdra, a K-ra és az M-re illeszkedd sikmetszetét. Ez
egy egyenlészard haromszog, amelynek szara x cm, az alapja egy = oldalhosszisagu
négyzet atléjanak hosszaval egyenld, azaz x+v/2 cm hosszi. Ennek a haromszognek
az alaphoz tartoz6 magassaga a KO P derékszogii haromszogbol Pitagorasz-tétellel:

P
G
m x
a
o C M

Mivel OP = KO = MO( = \/7535)7 ezért KOP (és MOP is) egyenlészari de-

rékszogl haromszog. KA = KO — AO = \/75 (x — a), mivel AO egy a oldali négyzet
atléjanak fele.

A KOP derékszogii haromszog hasonlé a KAFE derékszogii haromszéghoz,
ugyanis a PKO sz6g kozos hegyesszog. Ezek alapjan K AFE is egyenlOszaru derék-
sz0gl haromszog. Vagyis KA = AFE, azaz \/75(35 —a)=a.
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Fejezziik ki az x-et, és helyettesitsiik be az a adott értékét: x = a(l + ﬂ) =
~ 13,8 (cm).

A doboz éleinek hossza tizedcentiméter pontossdggal: 13,8 cm.

b) A gila alaplapjénak élhossza mér ismert: 2 = a(1 + \/5) ~ 13,8 (cm). Ezek
alapjan a gula magassaga: m = \/75 13,8 29,8 (cm). A diszdoboz térfogata:

z?-m 138298
=
A kocka térfogata: Vo = a® = 5,73 ~ 185,2 (cm?).

Szazalékban kifejezve: % - 100, azaz kerekitve 29,8%-at foglalja el a Rubik

1
kocka a doboz térfogatanak. Vagyis ez a terv nem felel meg az elvarasoknak.

Vi = ~ 622,1 (cm?).

7. a) A tizes szdmrendszerben felirt egyjegyii a, kétjegyii ab és hdromjegyi
abb szdm ebben a sorrendben eqy szdmtani sorozat elsé, mdsodik és tizenkettedik
tagja. (Azonos betdk azonos, kiilonbozd betik kilonbézé szamgjegyeket jelilnek.)
Hdny darab megfeleld kétjegyl szam van? Mennyi a legnagyobb megfeleld kétjegyi
szdm esetén a szamtani sorozat elsé 20 tagjinak Osszege?

b) A pozitiv szdmokbdl dllé (a,) mértani sorozat kilenc egymdst kévetd tagjabol
képezziink hdrom szamot ugy, hogy dsszeadjuk az elsé harmat, aztdn a kévetkezd hdr-
mat, és végil az utolsé hdrmat. Mutassuk meg, hogy az igy kapott hdrom szdm tizes
alapi logaritmusa egy szdmtani sorozat hdrom egymdst kovetd tagja lesz. (16 pont)

Megoldas. a) Legyen a szdmtani sorozat els6 tagja a, differencidja d. Vagyis:
a1 = a,
as =ab=10a+b=a+d,
a12 = abb = 100a + 11b = a + 11d.

Az ay alapjan 11d = 11(9a + b) = 99a + 11b, a1z alapjén 11d = 99a + 11b. Tehét
tetszbleges a és b esetén megfeleld az a, ab, abb szdmhéarmas.

Az a tetszbleges pozitiv szdmjegy (9 lehetdség), a b pedig tetszileges szdmjegy
lehet, de nem egyenlé a-val (9 lehetéség). Igy ab 81-féle szam lehet. Ezek koziil
a legnagyobb a 98. Ebben az esetben a sorozat els6 eleme 9, a differencidja 89.

20
Sa0 = (29 +19-89) = 17090.

b) Legyen a mértani sorozat kilenc egymést kovetd tagja: a; aq, aq?, aq®, ag*,
aq®, aq®, aq”, aq®, ahol a > 0, ¢ > 0. Megadjuk a feladat szovege szerinti harom
szamot a-val és g-val:

lg(a + aq + ag?®);
Ig(ag® + ag* + ag”®) = lg(a + ag + ag®) + 31gq;
lg(aq® + aq” + aq®) =1g(a + aq + aq®) + 61gq.

Ez egy 31g ¢ differenciaji szamtani sorozat harom egymadst kovetd tagja.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/8 475

PStill evaluation watermark

This PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com

KoMalL, 2018. november ﬁ}

— P


http://www.pstill.com

QF 2018.11.8 — 22:04 — 476. oldal — 28. lap

b

8. Az ABCDEFGH téglatestben gy jeldltik a csicsokat, hogy az ABCD
alaplapra az AE, BF, CG és DH élek merdlegesek. Tudjuk, hogy a HAD szig
30°-0s, a FAB szdg pedig 60°-o0s.

a) Mekkora az AFH hdromszdg teriilete, ha a téglatest térfogata 3375 cm3?

b) Mekkora szogben hajlik a téglatest AG testatldja az ABCD laphoz?

¢) Ddvid a téglatest dbrdjit a 8 csicesal, a 12 élével és az AH, valamint
AF éllel egy grafnak tekinti. Barbara pedig a hidnyzo élek berajzoldasdval készitett egy
teljes grdfot. Azt dllitja, hogy rajzolds kézben minden csicsot érintett, viszont eqy
€lt csak egyszer rajzolt meg, €s kozben a ceruzdjdt nem kellett felemelnie a papirrol.

Miért tartjuk ezt hihetdnek? Melyik csicsbdl kezdhette a rajzoldst, és melyik csicsba
érkezhetett? (16 pont)

Megoldas. a) Legyen AB = a. Mivel az F'AB derékszogii hdromszogben A-nél
60°-0s szog van, ezért AF = 2a, és Pitagorasz-tétellel BF = ay/3. A téglalapban
BF = DH, azaz DH = a+/3. Mivel a HAD derékszogii haromszogben A-nal 30°-o0s
szog van, ezért AH = 2a+/3, és Pitagorasz-tétellel AD = 3a. Most mér a-val kife-
jeztiik a téglatest mindharomféle oldalanak hosszat. Ezek segitségével a téglatest
FEFGH lapjanak F'H lapéatléhossza is megadhato:

FH = \/a? + (3a)® = V10a.
Koszinusz-tétellel meghatarozhaté az AF H haromszog A-nal 1évo ¢ szoge:
FH? = AF? + AH? — 2. AF - AH - cos ¢,
(v 1Oa)2 = (20)® + (2ax/§)2 —2-2a-2aV/3 - cos p,

10=4+12—-2-2-2V3-cosp,

3
cosp = ——,
4 43
» = 64,34°.

Felirhatjuk a téglatest térfogatat: V =a- V3a-3a=3V3 a3 = 3375, ahonnan
a = 8,66 cm. Hasznédlhatjuk az AF'H hiromszogre a szinuszos teriiletképletet:

AF - AH -sin64,34°  2a-2a+/3 - sin 64,34°
Tarun = 5 = 5 ~ 234,2 (cm?).

b) A kérdéses A szog a CAG derékszogli haromszog A-nal 16vé szogével egyenld:
tg A = jl%“a — V03, A~ 28,7°.

¢) A megadott A, B, C, D, E, F, G és H csicspontokkal adott grafban
a fokszamok rendre a kovetkezok: 5, 3, 3, 3, 3, 4, 3, 4. Mivel a 8 cstcsu teljes
graf minden pontjanak 7 a fokszama, ezért a Barbara &ltal rajzolt A, B, C, D, E,
F, G és H csucspontokkal adott grafban a fokszdmok rendre a kiévetkezok: 2, 4,
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4,4, 4, 3, 4, 3. Mivel pontosan két paratlan fokszamu cstcs van, ezért hihetének
tartjuk Barbara kijelentését. Az F' és a H csiicsok fokszama paratlan, ezért az egyik
a kiindulépont, a masik a végpont lehet.

Ilyen moédon egy lehetséges itvonal megadhatd, példaul: H—B—-G—D — B —
E-C-A-G-E-D—-F—-C—-H-F.

9. Legyen n pozitiv egész szam. Adottak az alabbi sorozatok:
{an} = {lg(n +1)};
n®—5n% —n+5
A !

n+1

{cn} = {\n+2| + |n—6|}.

Valaszoljunk (indokldssal) mindhdrom esetben, hogy a sorozat alulrdl, felilrdl
korldtos vagy nem, illetve monoton vagy nem. Ha van, adjunk meg eqy also, illetve
felsé korlatot. (16 pont)

Megoldas. Az lg fiiggvény szigort monoton névekedése miatt az {a,, } sorozat
is szigord monoton névekedd. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a sorozat els6 tagja, azaz
az lg2 als6 korldt (jelen esetben a legnagyobb). Az lg fiiggvény tulajdonsdgainak
ismeretében tudjuk, hogy fels6 korlat nincs.

Cn
12
b 10
Qn 4 2 6 £ 8
—6n +
1 lg (n+1) .
. N 6
g2 —* 6
10 an 4
. 0 4 n //En =4
4 \4»/ 0 4 n

A {b,} sorozat &ltaldnos tagjdnak formuldjat egyszeriisithetjiik:

n375n27n+5:n2(n75)7(n75) _ (n=5)n—1)(n+1) _

n+1 n+1 n+1
=(n—-5)(n—1)=n%—6n+5.

b, =

A miésodfoku kifejezés féegyiitthatdja 1, zérushelyei az 1 és az 5, minimum helye
a 3. A sorozat szempontjabdl ez azt jelenti, hogy elészor csokkend, aztan novekedd.
Vagyis nem monoton a sorozat.
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A maésodfokt fiiggvény tulajdonsdga alapjan mondhaté, hogy a sorozat egyik
alsé korldtja (jelen esetben a legnagyobb als6 korldtja) a bs, azaz —4. A mésodfoku
fliggvény tulajdonsdgaibdl az is kovetkezik, hogy ennek a sorozatnak nincs felsd
korlatja.

Han =1,2,3,4,5, akkor a {¢, } hozzdrendelési szabdlya: ¢,, = |[n+2|+|n—6| =
=n+2—-(n—6)=28.

Ha n > 5, akkor a {c,} hozzdrendelési szabélya: ¢, = |n+ 2|+ |n—6| =
=n+2+n—6=2n—4. Mivel a linearis fiiggvény meredeksége most pozitiv, ezért
ezekre az n-ekre a sorozat szigorian monoton névekedo.

Osszességében monoton névekedd, hiszen a sorozat elsé ot tagja 8, a tovabbiak
pedig ennél nem kisebbek.

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy a sorozat alulrdl korlatos. Egy lehet-

séges als6 korlat 8 (ami a legnagyobb alsé korlat). A linedris fiiggvény ismeretében
azt is tudjuk, hogy fels6 korldt nincs.

Szamadé Laszlé
Budapest

Matematika feladat megoldasa

B. 4912. Bizonyitsuk be, hogy az 5x> — 4y? = 2017 egyenletnek nincs egész
megolddsa.

(3 pont)

Megoldas. Alakitsuk &t az 5-tel oszthatdsag szempontjai alapjan azonosan
az 5x? — 4y? = 2017 diofantikus egyenletet: 5(332 — y2) +92=5-403+2. A bal
oldalon az 5-tel val6 osztds maradékét az y? maradéka adja, mig a jobb oldal 6tos
maradéka 2. Vizsgaljuk meg a négyzetszamok lehetséges 6t6s maradékait. Egy egész
szam négyzetének 6t6s maradékat az 6t6s maradék négyzete hatdrozza meg, mivel
(5a + b)2 = 25a% + 10ab + b? alapjén azonnal ldthaté, hogy az elsd két tag oszthaté
5-tel. Elegendd tehat az 6t6s maradékok négyzeteinek maradékait attekintentink.
Ezek rendre a 0, 1, 2, 3, 4 szamok négyzetének 6tos maradékai, azaz 0, 1, 4, 4, 1.
A bal oldali kifejezés 6t6s maradéka 0, 1 vagy 4, mig a jobb oldali 6t6s maradék 2.
A két oldal semmilyen egész szamokra nem lehet egyenld egymaéssal, az egyenletnek
nincs egész megoldésa.

Richlik Rébert (Budapest XIV. Keriileti Szent Istvan Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 202 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 187, 2 pontot 6 tanulé. 0 pontos 7,
nem versenyszert 2 tanulé dolgozata.
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A K pontversenyben kitiliz6tt gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(599-603.)

K. 599. Helyezziik el a kis korokbe az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9, 10, 11, 12 szdmokat gy, hogy barmelyik négy, egy egye-
nesen fekvo korben 1év6 szamok Osszege ugyanannyi legyen,
sot a csillag csicsaiba irt szdmok Gsszege is ezt a szamot
adja. Néhdny szamot elére beirtunk a korokbe. Adjuk meg
az Osszes lehetséges kitoltést.

K. 600. Egy haromjegyii szdm valamelyik szamjegyét elhagyva egy kétjegyli
szamot kaptunk, ennek a szamnak valamelyik szamjegyét elhagyva pedig egy egy-
jegyl szamot. Melyik lehet ez a haromjegyii szdm, ha a hdromjegyi, a kétjegyii és
az egyjegyu szamok osszege 10017

K. 601. Egy hegyesszogli ABC haromszogbe olyan 4 cm oldalhosszisagi
PQRS négyzetet lehet irni, melynek P és () csicsa az AB oldalon, R cstcsa a BC
oldalon, S csicsa pedig az AC oldalon van. Mekkora a haromszog teriilete, ha
az AB oldal hossza 8 cm?

K. 602. Andras és Pali jatszanak. A nyertes mindig z, a vesztes mindig
y pontot kap (x > y egész szamok), dontetlen nincs. Néhany kor utdn Andrasnak 30,
Palinak 25 pontja van, mert Pali csak kétszer nyert. Mennyit kap a nyertes?

K. 603. Gondoltam egy kétjegyli szamra. A szamjegyeinek 6sszegét jeldlje S,
szorzatat pedig P. Milyen szamra gondolhattam, ha P 4 S megegyezik ezzel a szdm-
mal?

Bekiildési hatarid6: 2018. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O

Ko6zlemény

A 2018/6. szdmunkban megjelent végeredményt utdlag az aldbbiakban mddo-
sitottuk:

Mivel egy 2-3. dijas versenyzot szabédlytalan versenyzés miatt kizartunk a pont-
versenybol, a B. jeli matematika feladatok 1-8. osztalyosok versenyében Baski
Bence 2. dijat nyert, az utdna kovetkez6 versenyzok pedig 1-gyel jobb helyezést
értek el, mint eldtte.
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b

A C pontversenyben Kkitiizott gyakorlatok
(1504-1510.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1504. Egy 3 x 3-as tablazat cellait kitoltjiikk az dbra
1 3 4 szerint. Egy 1épésben megcserélhetiink egymas kozott n darab
6 3 9 olyan szamot, melyek legnagyobb kozos osztdja n, gy, hogy
egyikiik sem marad a helyén. Elérheté-e ilyen 1épésekkel, hogy
10 | 12 | 20 az eredeti tablazathoz képest az egyik, illetve a masik atléra
valé titkrozés szerinti elrendezésbe keriiljenek a szamok?

C. 1505. Mekkora hanyadat fedik le a jatéktér teriiletének egy sakktablan
a sOtét mezdk koriilirt korei?

Feladatok mindenkinek

C. 1506. Oldjuk meg a p? 4+ 1 = ¢P egyenletet, ahol p, ¢ pozitiv primszamokat
jelol.

C. 1507. Egy tompaszogi, egyenld szari haromszog szarainak felezOmerole-
gesel az alapot hdrom egyenl6 részre osztjdk. Mekkorak a hdromszog szogei?

1

C. 1508. Hatérozzuk meg xy értékét, ha x +y=1és 23+ ¢° = 5

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1509. Filteres tedt forgalmazé cég a dobozok 10%-dban egy-egy ajandék-
utalvanyt rejtett el. Mekkora annak a valdszintlisége, hogy 10 doboz vasérlasa esetén
1-nél t6bb utalvanyra tesziink szert?

C. 1510. Egy egyenes csonkakip alapkorének 8 cm, fedokorének 5 cm a su-
gara. Alkotéjanak hossza 12 cm. Ha a csonkakupot elfektetve guritjuk, paldstjanak
pontjai egy korgytiriit fednek be. Hatarozzuk meg a korgytrii kiilsé és bels6 koré-
nek sugarat, valamint azt, hogy hényszor fordul kérbe a csonkakip, mire visszaér
a kiindulé helyzetbe.

O

Bekiildési hatarid6: 2018. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(4982-4989.)

B. 4982. Az ABCD konvex deltoid AC és BD &tléi az E pontban metszik
egymaést ugy, hogy AE < CE. Az AC 4tl6 felez6épontja F'. Az ABE és CDFE korok
masodik, F-t0l kiilonb6z6 metszéspontja M. Mutassuk meg, hogy FM F< = 90°.

(3 pont)

B. 4983. Oldjuk meg a valds szamok halmazén a kovetkezd egyenletet:

242:-3 2
21903 4/2 = :
vk x2—2x—-3 22-22-3
(4 pont) Javasolta: Laczké Ldszld és Szoldatics Jozsef (Budapest)

B. 4984. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv egész x szamhoz taldlhaté olyan
pozitiv egész y, amelyre x> + 3> 4+ 1 oszthaté az = + y + 1 szdmmal. Van-e olyan
pozitiv egész x, amelyhez végtelen sok ilyen tulajdonsagu y létezik?

(4 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszl6 (Budapest)

B. 4985. Adott négy egyenes ugy, hogy koziilitk barmelyik harom meghataroz
egy haromszoget. Bizonyitsuk be, hogy ennek a négy haromszognek a magassig-
pontja egy egyenesre illeszkedik.

(5 pont)

B. 4986. Jelolje KP azt a 64 térbeli pontot, amelyeknek mindharom koordi-
nataja 1, 2, 3 vagy 4. Kata és Péter térbeli amébat jatszanak a KP pontjain. Kata
kezdi a jatékot, kivélaszt egy tetszés szerinti pontot KP-bol, és azt kékre szinezi.
A maésodik lépésben Péter vélaszt egy, az el6z6tol kiillonbozo pontot, és azt pirosra
szinezi. Ezutan felvaltva szineznek kékre, illetve pirosra egy kordbban még szinezet-
len KP-beli pontot. Az gy6z, aki el6szor szinez a sajat szinére négy, egy egyenesre
illeszked6 pontot. Mutassuk meg, hogy Katanak mindegy, hogy az els6 1épésben az
(1,1,2) vagy a (2,2,1) pontot szinezi kékre.

(5 pont) Javasolta: Benkd Ddvid (South Alabama)

B. 4987. Az ABC hegyesszogii, nem egyenld szard hdromszog koriilirt korének
kozéppontja O, magassidgpontja pedig M, az A csicsbdl indulé magassag talppontja
D, az AB oldal felez6pontja F. Az F pontbdl kiindul6 és az M ponton dtmend
félegyenes az ABC haromszog koriilirt korét a G-ben metszi.

a) Bizonyitsuk be, hogy az A, F', D, és G pontok egy korén vannak.

b) Jeloljiik a fenti kor kozéppontjat K-val, a CM szakasz felezOpontjat E-vel.
Igazoljuk, hogy FK = OK.

(5 pont) Javasolta: Bird Balint (Eger)
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B. 4988. Egy (m +2) x (n + 2)-es tdbldzatnak levdagjuk a négy darab 1 x 1
méretli sarkat”. Az igy kapott csonka tablazat els§ és utolsé sordnak, illetve elsd
és utolsé oszlopdanak minden mezdjére egy-egy (tetszdleges) valds szdmot irunk.

Igazoljuk, hogy a tablazat maradék m x n-es ,belseje” egyértelmiien kitolthetd
valos szamokkal gy, hogy minden ide esé szam megegyezzen a négy szomszédjanak
atlagaval.

(6 pont) (Irdni feladat)

B. 4989. Az ABC hiromszog BC, C'A és AB oldalainak felez6pontjai rendre
D, E és F. Jelolje a haromszog stulypontjat S. Tegyiik fel, hogy az AFS, BDS
és CES héaromszogek keriilete egyenld. Mutassuk meg, hogy az ABC' haromszog
szabélyos.

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2018. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(734-736.)

Oktober havi szamunkban az A jeld feladatok téves sorszamozassal keriiltek
kitlizésre. A sorszdamokat helyredllitjuk, a téves sorszammal bekiildott oktéberi
feladatokat elfogadjuk. A hibéért elnézést kériink.

A. 734. Tetszoleges, 3-mal nem oszthaté pozitiv egész m-re tekintsiik az
{1,2,...,m — 1} halmazon az z — 3z (mod m) permutéciét. Ez a permutdcié né-
hdny diszjunkt ciklusra bomlik; példdul m = 10 esetén a ciklusok (1 +— 3 +— 9 —
—7—1),2—6—8—4— 2)és (5~ 5). Milyen m szdmok esetén lesz a ciklu-
sok szama paratlan?

A. 735. Tetszbleges f : [0,1] — [0, 1] fiiggvényre jeldlje P, (f) az
——

fiiggvény fixpontjainak szdmat, vagyis az olyan x € [0, 1] pontok szdmat, amelyekre
f ( o f() . ) = x. Mutassunk példat olyan szakaszonként lineéris, folytonos, sziir-

jektiv f: [0,1] — [0, 1] fiiggvényre, amelyre alkalmas 2 < A < 3 szdmmal a P’A—(nf)
sorozat konvergal.

A 2018. évi Schweitzer Miklos emlékverseny 8. feladata nyomén
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b

A. 736. Legyen P egy pont az ABC hiromszog sikjaban. Jeldlje az A, B, C
pontok P-re vonatkozé tiikorképét rendre A’, B’, illetve C'. Legyen A”, B" és
C" rendre az A’, B’, C’ tiikorképe a BC, CA, illetve AB egyenesre. Legyen az
A"B" és az AC egyenes metszéspontja Ay, és legyen az A”C" és az AB egyenes
metszéspontja A.. Jeldlje wa az A, A,, A. pontokon atmend kort. Az wp és
we koroket hasonldan definidljuk. Bizonyitsuk be, hogy wa, wp, és we koaxialisak,
vagyis kozos hatvanyvonaluk van.

Javasolta: Navneel Singhal, Delhi és K. V. Sudharshan, Csennai, India

Bekiildési hatarid6: 2018. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: KoMalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 466. A mérgezett csoki egy nagyon egyszeriien leirhaté kétszemélyes jaték.
A jatékosok felvaltva ,tornek” a tdblabol és az veszit, akinek a végén csak a mér-
gezett kocka marad. Ismert, hogy a kezdOnek van nyerd stratégiaja, de az csak
az N X N és a 2 x N méretl tabla esetén fogalmazhaté meg egyszeriien, mas mé-
retl tablat hasznalva a jaték valds izgalmat hordoz.
A jatékrdl bovebben példaul a
http://web.cs.elte.hu/szakdolg/ghorvath.pdf
cimen elérhetd diplomamunkaban olvashatunk.
Ebben a feladatban a kévetkezd forméban jatszunk:
e a csokoladétabla N sorbdl és M oszlopbdl &ll;
e az egyes csokoladékockakat két egész szammal azonositjuk;
e a mérgezett csokolddékocka az (M, N) szampérral adhaté meg;
e a t4abldbdl minden 1épésben legaldbb egy kockat toriink le. A torést minden
esetben a teljes csokolddétabla (1,1) sarkdval ,szemkozti” (i,7) szémpérral

adjuk meg. Ekkor minden, még meglévs (z,y) csokolddékockat elvesziink,
amelyre x < i és y < J.

A jatékosok dokumentdlni szerették volna a jatékot, ezért a soron kovetkezd
lépést egy kartyalapra irtak, majd a masik jatékos el6z6 1épését tartalmazo lap-
ra helyezték. Ez a mddszer sajnos nem volt j6, mert egy ajtonyitaskor keletkezo
huzat a kartydkat lesodorta az asztalrdl és azok Osszekeveredtek. Készitsiink prog-
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ramot, amely a kartydkat egy lehetséges torési sorrendbe allitja és megadja, hogy
a meghatarozott sorrend esetén az egyes versenyzékhoz hany csokoladékocka keriilt.

A program standard bemenetének elsé sordban a csokoldadétabla mérete, az osz-
lopok és a sorok szama, azaz M és N, valamint a kartyalapok K szama taldlhato.
A kovetkez6 K sorban az egyes kartydkon szerepld oszlop, sor értékparok szerepel-
nek. A kimenet els6 sordban K egész szam szerepel: a toréseket leir6 kartyak egy
lehetséges sorrendje. A masodik sorban ezen sorrend esetén az elsé, illetve a mé-
sodik jatékos altal letort kockak szama. Az elvdlaszté karakter minden esetben
a szokoz. A bemenetben egyetlen szam értéke sem nagyobb 1000-nél.

Példa bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Példa kimenet
10 12 3 231
710 /54 /38 58 12

Bekiildendo egy i466.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
a mikodéséhez szitkséges egyéb fajlok, tovabbé a hozza kapcsolodd dokumentacié.
Utébbi vildgitson ra a problémamegoldés lényeges elemeire, valamint tartalmazza,
hogy a forraséllomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

I. 467 (E) Idézet a Wikipédidrdl: ,,A Steam egy tartalomtovabbito és -kezel6
rendszer, amelyet a Valve Software fejlesztett ki. Funkciéi kiilonféle szamitogépes
szoftverek (tilnyomdrészt jatékok) digitalis druhdzi rendszerben torténd értékesité-
se, tobbjatékos moédok menedzselése, és kozosségépito hald fenntartasa ... 2015-ben
a Steam-en eladott, illetve itt érvényesitett termékek értéke meghaladta a harom
és fél millidrd dollart, ... t6bb mint 125 millié felhasznédldja van.”*

Feladatunk a Steam-en elérhetd toplistas jatékok adatainak feldolgozasa adat-
bézis-kezel§ program segitségével. Forrds: http://steamcharts.com/top (utolsd
letoltés 2018. 01. 07.).

1. Készitsiink 1j adatbéazist steam néven. A letolthet adatallomanyokat impor-
taljuk az adatbazisba a fajlnévvel azonos nevili tdblakba. Beolvasdskor allitsuk
be a megfelel6 tipusokat és kulcsokat. Az dlloményok tabuldtorral tagolt, UTF-
8 kddolasu szovegfdjlok, az elsé sorok a mezdneveket tartalmazzak.

2. Amelyik feladat megoldasdhoz sziikségiink van rd, alakitsunk ki megfelel
kapcsolatokat a tablak kozott.

Tablak:

jnev (azon, jneve)
azon adott jaték azonositdja (szdm), kulcs;
jneve az adott jaték neve (szoveg).

infok (azon, mdatum, fkiado, cimkek, ara, mertekszama, merteknev, fnyelv, fhang,
ffelirat)

azon az adott jaték azonositdja (szdm), kulcs;
mdatum a jaték megjelenésének ddtuma (ddtum);
fkiado a jaték fejlesztbje / a jaték kiaddja (szoveg);

*https://hu.wikipedia.org/wiki/Steam.
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cimkek a jatékot jelols cimkék (szoveg);
ara a jaték ara euréban megadva, ingyenes jaték esetében iires
(szdm);

mertekszama minden értékelés szdma (szam);
merteknev  minden értékelés nevesitve (szoveg);

fnyelv a jaték feliiletének nyelve, vesszovel elvélasztva tobb nyelv
esetén (szoveg);

fhang a jaték beszélt nyelve, to6bb nyelv esetén vesszovel elvalasztva
(szoveg);

ffelirat a jaték feliratanak nyelve, tobb nyelv esetén vesszével

elvélasztva (szoveg).

stat (azon, jazon, datum, oraszam)

azon az adott statisztika azonositdja (szdm), kulcs;

jazon a jaték azonositéja (szdm);

datum a statisztikdban résztvevé datum (datum);

oraszam az adott ddtumon a jatékkal jatszott érék szdma (szdm).

rend — az adott operdciés rendszer alatt javasolt minimum értékek (azon, jazon,
oprend, verzio, proc, mem, graf, halozat, tarh)

azon az adott konfigurdcié azonositéja (szdm), kulcs;

jazon az adott jaték azonositdja (szdm);

oprend operécids rendszer (szoveg);

verzio az adott operdcids rendszer verzidja (szoveg);

proc processzor (szoveg);

mem memoéria nagysiga GB-ban megadva (szdm);

graf grafikus megjelenités, ha nincs megadva iires (szoveg);
halozat sziikséges-e széles savi internetkapesolat (logikai);
tarh szabad tarhely mérete GB-ban megadva (szdm).

Készitsiik el a kovetkezd feladatok megoldasat. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-

jink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és mas adatok ne. Meg-
oldasainkat a zardjelben 1év6 néven mentsiik el.

3.

Melyik napon jatszottak tobb orat a Steam-en: szenteste, vagy ujév napjan?
Jelenitsiik meg a ddtumot. (3csucsnap)

Az ingyenes jatékok koziil melyiknek van a legtobb értékelése? Irassuk ki
a jaték nevét. (4ingyenertek)

Hény esetben nincsen megadva a javasolt grafikus kartya tipusa, ha egyébként
az adott operdcids rendszer verzié tamogatott? (5hiany)

Mennyibe keriilne megvasarolni azokat a fizetés jatékokat, amelyeknek tobb,
mint 150000 értékelése van és azok nagyon pozitivak? Az eredményt euréban
jelenitsiik meg, tizedes helyek nélkiil. (6ara)

Vizsgaljuk meg, hogy hany Multiplayer jaték érheté el Windows, és hany
MacOS operécids rendszerre. (7Tmulti)

Készitsiink lekérdezést, ami Osszehasonlitja, hogy &atlagosan hany GB sza-
bad helyet igényelnek azok a MacOS opericiés rendszer alatt futtatott ja-
tékok, melyekhez sziikséges szélessavu internetkapcsolat, és amelyekhez nem.
(8osszehasonlitas)
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9. Készitsiink jelentést, ami szemlélteti, hogy a ,Dota 2” jatékkal hany orat
jatszottak decemberben az egyes napokon. A jelentésben az 6raszam szerint
csokkend sorrendben jelenjenek meg az értékek és a hozza tartozdé napok.
A jelentés cime legyen Dota 2 — december. (9dota)

10. Osszesen hany nyelven érhet8ek el az egyes jatékok feliiletei? Jelenitsiik meg
a jaték nevét, és a nyelvek szamat. (10nyelv)

Bekiildendd egy tomoritett 1467 .zip allomanyban az adatbazis, valamint egy
rovid dokumentécid, amelybdl kideriil az alkalmazott adatbazis-kezel6 neve és ver-
zibészama.

I. 468. A Mastermind jaték mér korabban is el6keriilt az informatika feladatok
kozott. Most ennek a szdmjegyes valtozata szerepel feladatunkban: kitaldlandé
négy szamjegy, amelyek akar egyformdk is lehetnek. A jatékot egy szamitégép
ellen jatssza az altalunk irt program. A szamitégép ,,gondol” négy szamra, majd
programunk minden 1épésben négy szamot tippel, valaszként pedig megkapja, hogy
hany szamjegy van jé helyen és mennyi szerepel még a tippiinkbdl a gondolt szamok
kozott rossz helyen.*

Az ellenféllel az alabbi formaban kommunikalhatunk a kezdés, kérdés és rakér-
dezés parancsokkal.

miivelet url valasz
kezdés http://localhost/mm/ellenfel .php?muvelet=kezdes | OK
kérdés http://localhost/mm/ellenfel.php?muvelet=
kerdes&ertek=1234 21
kérdés http://localhost/mm/ellenfel.php?muvelet=
kerdes&ertek=1245 02
rdkérdezés | http://localhost/mm/ellenfel.php?muvelet=
rakerdezes&ertek=5334 | 4 0

A téblazat véalasz oszlopdban a kérdésnél és a rakérdezésnél a szamok kozott
pontosan egy szokoz van. Nem cél, hogy a leheté legkevesebb 1épésben jussunk
megoldasra, de torekedjiink arra, hogy olyan kérdést ne tegyiink fel, amely ellent-
mondasban van a korabban kapott valaszokkal.

A feladat megoldasaként a versenykiirasban szereplo eszkozokkel elkészithetd
alkalmazdsok mellett mas programozasi eszkozoket, akar webes alkalmazasokat is
elfogadunk. Feltétel, hogy a program inditasat kovetGen a rakérdezéssel bezarolag
ne legyen sziikség felhasznal6i beavatkozédsra és a futds soran ne igényeljen aktiv
netkapcsolatot.

Bekiildend6 egy 1468.zip tomoritett allomanyban a program forraskodja és
a miikodéséhez sziikséges egyéb fajlok, tovabbd a hozza kapcsolédd dokumentacio.
Utébbi a problémamegoldas lényeges elemeire vilagit ré, valamint tartalmazza,
hogy a forrasallomény melyik fejlesztoi kornyezetben fordithato.

*https://hu.wikipedia.org/wiki/Mastermind#Szamjegyes_valtozat.
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Ertékelés: 4 pont jar, ha a program szabdlyos eszkozokkel kitaldlja a megoldast,
tovabbi 4 pontot ér, ha a kérdések nincsenek ellentmondasban a korabban kapott
valaszokkal. A koriiltekintéen elkészitett dokumentécié 2 pontot ér.

I/S. 30. Matekéran Bence és osztélytérsai az sszeaddst, szorzést és a négy-
zetre emelést gyakoroljak a kovetkez6 médon: A tanar felir a tdbldara egy N x M-es
tablazatba szamokat, ezutan felad @) szamolasi feladatot a didkoknak. Egy-egy
feladatban kivalasztja egy tetszoleges A x B téglalap alaku részét a tdblazatnak,
majd megkéri a didkokat, hogy az ott levd szamok mindegyikét szorozzak meg a-val
és az eredményhez adjanak hozza b-t, majd minden igy kapott szamot emeljenek
négyzetre, végiil adjak ossze Gket. Az igy kapott Osszeg kiszamitasat jelenti egy-egy
feladat.

Bence lazadé tipus, ezért a végén csak a paros szamokat adja 6ssze. Adjuk meg
mind a @ feladatra, hogy milyen eredményt kapott Bence. Egy feladat elvégzése
utan a tablazat valtozatlan marad, tehat mindegyik feladatndl az eredeti tablazat
szamaival kell dolgozni, de természetesen mas a és b értékekkel, illetve méas-més
tablazatrészben.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a tablazat sorainak N, oszlopainak M szamat
és a kérdések @ szdmédt. A sorok fentrél lefelé 0-t6l (N — 1)-ig vannak indexelve,
az oszlopok balrdl jobbra 0-t6l (M — 1)-ig. A kovetkezd N sor M szdmot tartalmaz:
a tablazat szamait fentrdl lefelé és balrodl jobbra. A kovetkezd Q sor mindegyike hat
szamot tartalmaz: az a, b, ni, my, no, Mo szamokat, ekkor azon a tablazatrészen
kell elvégezni a miiveleteket, aminek bal felsd sarkdnak sorindexe ni, oszlopindexe
my1; jobb alsé sordnak sorindexe no, oszlopindexe mo. Az itt levé szamokat kell
megszorozni a-val, hozzdjuk adni b-t, négyzetre emelni a kapott szdmot, majd
a parosakat Osszeadni.

Kimenet: @Q sort tartalmazzon, az i. sor az i. feladat eredményét.

Bemenet (a / jel sortorést jelent) Kimenet (a / jel sortorést jelent)
3414 416 / 4 / 100 / O
1242/4352/8551
220113/110000
122023/212023

Korldtok: 1 < N, M <1000, 1 < Q < 105, 0 < a,b és a tablazat elemei < 100,
egészek.

A pontok 20%-a kaphat6, ha N - M - Q < 10°; tovabbi 20% kaphaté, ha a = 1,
b = 0; tovabbi 20% kaphatd, ha b = 0; tovabbi 40% kaphaté az eredeti bemenetre.
Id6limit: 0,5 mp.

S. 129. Egy véros csatornahalézatat csomépontok és a csomépontok kozott le-
v6 csatorndk alkotjédk. A varosban 6sszesen N darab csomoépont van és N — 1 darab
csatorna, a csatornak és csomépontok egy Osszefiiggé haldzatot alkotnak. A csomo-
pontok kiilénbozé magassagokban vannak, a 0 indexti csomépont van a legalacso-
nyabban. Egy p csomdépont magasabban van, mint egy r csomépont, ha a p és
0 index{i csomépontok tavolsdga nagyobb, mint az r és 0 indextieké. A lejtés miatt
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minden csatornaban egy irdnyban folyik a viz, a magasabban lev6tol az alacsonyab-
ban levéig. Egy csomépontbdl abba a csatornaba folyik a viz, amelyik a vizet egy
alacsonyabban levé csoméponthoz széllitja, ha van ilyen csatorna. Ha nincs, akkor
a csomoépontban felgytlik a viz, nem folyik sehova. Az el6bbiekbdl adédik, hogy
kezdetben a viz mindenhonnan a 0 indexii pontba folyik, ahol az felgytlik. Az év
soran csatorndk dugulnak el, ilyenkor hasznalhatatlanok, nem folyik benniik a viz.
Az eldugult csatorndkat lehet, hogy megtisztitjak, ilyenkor tjra folyik benniik a viz.
Kezdetben minden csatorna tiszta.

Georgie papircsénakokkal jatszik, a csénakot elhelyezi egy p indexii csomé-
pontban. Ekkor a papircsénak — kévetve a viz folyasat — végiil egy r indexli csomo-
pontban kot ki, ahol felgytilik a viz. Segitsiink Georgienak megtaldlni ezt az r cso-
mépontot.

Bemenet: Az els6 sorban taldlhaté a csomoépontok NV és a tevékenységek ) szé-
ma. A kovetkezé N — 1 sorban a csomoépontok indexei vannak: az i. sorban egy
j szam, azt jelenti, hogy az i és j indexil pontokat csatorna koti Ossze, amin j felé
folyik a viz. (A 0 index{ib8l nem folyik sehova.) A kovetkezé @ sor mindegyike egy
x és egy p szamot tartalmaz. Ha xz = 1, akkor Georgie elhelyez egy papircsénakot
a p csomépontndl. Ha x = 0, akkor az a csatorna, ami p-bdl széllitja a vizet eldugul,
ha eddig folyt benne a viz, vagy kitisztul, ha el volt dugulva.

Kimenet: Minden papircsénak elhelyezés utdn irjuk ki (szokozzel elvilasztva),
hogy melyik index{i csomépontba kell mennie Georgienak, hogy megtalalja a csé-
nakjét.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
23 27 o/0/1/1/0
o/0/0/ 11/ 11/ 13/ 13/ 14 5/5/1/1/0
14 /14/1/1/1/2/3/3 9/0/ 0/ 19/ 1
5/5/5/6/9/9 1/1/0/19/0
o1/10/12/111/17/ 122
09/05/15 /117 /14/ 16
114 /121 /110/115/019 /05
119 /118 /15 /112 /09 /122
01/119 /1 11

Korldtok: 2 < N < 10,1 < Q < 10°.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphaté, ha N - Q < 10%; tovabbi 30% kaphato,
ha csatorna csak eldugulhat, nem tisztulhat ki; tovabbi 50% kaphaté az eredeti
korlatokra. Id6limit: 0,5 mp.

N

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. december 10.
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Segner Janos Andras, a turbina atyja
(Pozsonyszentgyorgy, 1704. 10. 09. — Halle, 1777. 10. 05.)

Magyarorszdgon sziiletett és Segner Hungarusnak vallotta magat. O volt az el-
s6 Magyarorszagrol szarmazd tudds professzor, akit a nemzetkozi tudomanytorténet
jegyez.

A pozsonyi, valamint a gy6ri evangélikus liceum és a Debreceni Reformatus
Kollégium didkja volt. Tanulméanyait a Jénai Egyetemen folytatta, ahol matemati-
kat, fizikat, kémiat és orvostudoméanyt tanult. Harom doktori disszertaciot készi-
tett (matematikdbdl, kémidbdl, és orvostudomanybdl). Matematikai dolgozatéban
Descartes eldjeltételével foglalkozott.

A jénai egyetemi tanulmanyok befejezése utdn révid ideig Debrecen vérosa-
nak fizikus-orvosa volt, utana németorszagi egyetemeken lett professzor: Jenaban
(1732-1735), Gottingenben (1735-1755) és Halléban (1755-1777). Egyik megala-
pozdja volt a hires ,,Gottingeni iskoldnak”. Részt vett az 4j csillagvizsgdlé megala-
pitasaban és felszerelésében.

Nagyon j6 matematika tankonyveket irt. Szénassy Barna* azt emelte ki, hogy
Segnernek a tankonyvei azért valtak ismertté, mert jo érzékkel emelte ki a milt
hagyomanyaibdl a feledésbe meriilt, hasznosithaté eredményeket, a jelen lényeges
vivmanyait pedig modszeres feldolgozassal tette elérhetévé a széles néprétegek
szamara. Tobb elemi algebrai és geometriai bizonyitds az ¢ irdsa alapjan lett
ismert. fgy fordulhatott el8, hogy sokaig 6t tartottdk a Cavalieri-elv felfedezbjének.
Munk&it latinul vagy németiil irta. Egyes szavait (pl. valédi tort, tizedes tort,
az ardnyokndl a kiiltag, beltag) sok nyelvben ma is tiikorforditdsban hasznaljak.
Nagyon j6 tanar volt.

Polihisztor volt, gyakorlati ember. Szamos talalmany, eljaras fiz6dik a nevéhez,
pl. vetémag csavazasa, szeszfOzés, kandcos olajlampa, mentoov, takarékos és fiist-
szegény kalyha tervezése, egy csillagaszati észlelomiiszer, a meteorologiai adatok
matematika értékelése, szerencsejatékok talalati valészintiségének meghatarozasa,
a logarléc 6se.

Az elméleti kutatasok teriiletén matematikdbdl a nagy Fermat-tétel, az al-
gebrai egyenletek gyokeinek grafikus dbrézolasa, a differencidlszamités, fizikabdl
a magnesség, a surlédds kérdései is foglalkoztattak. Legkiemelked6bbek és mara-
danddk a fizikdban elért eredményei. Legjelent6sebb felfedezése a hidraulika terii-
letén tortént, megalkotta a reakcids turbina dsét, az un. Segner-kereket, amit Euler
mutatott be a Német Tudoményos Akadémian (1750, 1752). Eredményei képezték
az Fuler-egyenletek alapjat, melyek a merev testek és folyadékok mechanikajanak
alapvet6 torvényei.

*Matematikus, tudoménytorténész, egyetemi tandr (1913-1995).
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Meg kell viszont emliteni, hogy Segner megoszt6 egyéniség volt. Nem kedvelte
a németeket, a magyar didkokat viszont partfogolta. Nagy tudasa miatt becsiilték,
de megalkuvast nem ismerd természetét sokan nem kedvelték.

Emlékét elsésorban Debrecen, Pozsony és Halle 6rzi tobb-kevesebb viszon-
tagsaggal. Debrecenben, a Klinika teriiletén, 2017 oktéberében allitottdk fel tjra
a Mikus Sédndor Kossuth-dijas szobraszmiivész &dltal 1974-ben készitett Segner-
szobrot.

A KoMaL 1969. marciusi szamédban kitlizott F. 1655. feladatban igazolni
kellett az f(x) = ax3 + bx? + cx +d (a,b, ¢, d > 0) valés egyiitthatés polinom f(zo)
értékének (0 < xg < 1) grafikus iton valé megkeresésére Segner altal adott eljards
helyességét.

Dérrie: A diadalmas matematika cimi konyvében pedig az Fuler-problémdnak
a Segner altal adott megoldasat talaljuk meg. Euler 1751-ben Goldbach-hoz irt leve-
lében vetette fel ezt a problémat: , Az n-oldali sikbeli konvex sokszég hanyféleképpen

s

bonthatd fel eqgymdst nem metsz6 datlok segitségével haromszogekre?”

Kantor Sandorné Varga Tiinde

Megjegyzés. 2018 tavaszan jelent meg Kovacs Laszlé Segner Janos Andrds: Egy jeles
hungarus a 18. szdzadbol cimli kényve, amely innen letoltheté: http://real.mtak.hu/
74845.

A koényv cimlapjan ldthaté Reibenstein festménye (http://math.bme.hu/ hujter/
segner.jpg), az a Segnerrdl késziilt arckép, amely a KoMaL hatsé boritéjan is latha-
t6. Az érdeklddSk széméra ajanljuk az Erinté online matematikai lapok 2018. jiniu-
si cikkét: http://ematlap.hu/index.php/interju-portre-2018-06/692-segner-janos—
andras-a-matematikatanar, vagy azt a videdt, amelyben Gazda Istvdn bemutatja
a Segner-kotetet:

https://drive.google.com/open?id=1MBE1pu0P8IKcSxQRx92mu_6xpcqpzzqy.

Feynman és a legkisebb hatas elve

Egy emlékezetes feladat

Az 1930-as évek elején tortént, hogy a kozépiskoldban unatkozni latszé (késébb
Nobel-dijas fizikus) Richard Feynmant tanira a kovetkezo feladattal kivanta fel-
élénkiteni: Gy6z06djon meg arrodl, hogy egy eldobott targy két adott idopont kozott
(adott repiilési id6 mellett) éppen azt a roppdlyat ,,vélasztja”, amelyet a mechani-
kai legkisebb hatds elve (mésnéven Hamilton-elv) eléir szamdra [1]. Az elv szerint
a repiilés kezdeti t1 és végsé to id6épontja kozotti to —ty =T idében valamennyi
elképzelheté mozgdspdlya kézil az valésul meg, amelyen a K kinetikus és V' poten-
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cidlis energia kiilonbségének, az L(t) = K(t) — V(t) fiiggvénynek a mozgds sordn
vett id6beli dtlagértéke, amit (L) médon jeléliink, minimélis!.

Feynman ezt az elvet ,elblivoléen érdekesnek” taldlta, és lelkesedése az évek
soran sem csokkent. Az addig csak a klasszikus fizikdban alapvetd hatdselv, palya-
fogalom Feynman nyoman bekeriiltek a részecskefizika kvantummechanikai eszkoz-
taraba.

Mivel a legkisebb hatas elve a mai kozépiskolasokat is érdekelheti, nézzitk meg
Feynman feladatat egy specidlis esetben, ahol elegend6 az egyenletesen gyorsu-
16 mozgas ismerete, a matematikai analizis mddszereire, varidcidoszamitdsra nincs
szitkség.

Az elv miikédésben

A kiindulasi helyzet: valaki t; = 0 pillanatban labdét dob fel az x, tdvolsdgban
allé haz y, magasan 1évo emeleti ablakdban varakozé tarsanak. Az ablak vizszintes
(x) és fiiggtleges (y) tengelyeken mért koordindtdi a mozgds sikjdban (x,,y.),
a labddé a feldobds pillanataban (0,0). Az iskoldban tanultak szerint a labda paly&ja
parabola, a mozgast leir6 egyenletek a ¢ id6 fiiggvényében

9,2 UYa | GTa
1 =ut =—=1 t
(1) r=ut,  y=-3 +<xa+2u)

(ahol g a nehézségi gyorsulds). A repiilés teljes T' idejét az = irdnyd, dllandé v, = u
sebesség rogziti: T = x,/u. A kicsit szokatlan alakban felirt (1) oOsszefiiggésben
a fiiggbleges irdnyu kezddsebességet az y(t = T') = y, feltétel rogziti.

Ha tehét az elv ,miikodik”, akkor példdul a (0,0) és az(z,, ya) pontokon &tme-
no, ugyanakkora T repiilési id6vel, de egy tetszdlegesen valasztott a paraméterrel
jellemzett,

(2) x = ut, y = —at®> + <uya+ axa> t

Ta u
egyenletekkel leirt parabolapdlydn az L(t) = K(t) — V(¢) (az tn. Lagrange-fiigg-
vény) iddbeni dtlagértéke, (L), barmely a # g/2 vélasztdsa esetén nagyobb kell
legyen, mint a ténylegesen megval6sulé a = g/2 pélya esetén.

Megjegyzés. Az egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy a labda mozgédsa x irdnyban
egyenletes. A legkisebb hatds elve megengedné ugyan, hogy masféle idéfiiggésii mozgasokra
is kiszamitsuk a Lagrange-fiiggvény atlagit, és ezek minimumaét keressiik, de ekkor ismét
a varidciészamitds matematikai nehézségeibe iitkoznénk. Ha olyan mozgasok korében
keressiik a legkisebb hatast, amelyek mind&ssze egyetlen paramétertdl, az a mennyiségtol
fiiggenek, a probléma egy egyvéltozds, rdaddsul kvadratikus fiiggvény szélséértékének

' A szakirodalomban a ,legkisebb hatdson” az S = (t2 — t1){L) hatdsfiigguény minimu-
mét (dltaldnosan staciondrius, vagyis a palya kis valtoztatdsdra ,elsd kozelitésben” vél-
tozatlanul maradd) értékét értik. De mivel (t2 — ¢1) rogzitett, S minimuma egyben (L)
minimuma is. (Az dtlagértéket hasznalé megfogalmazds Feynmantdl ered [1].) A ,pdlya”
itt nemcsak a palyagorbe alakjdra vonatkozik, az elv a pélyagérbe meghatirozasan tul
a megvalésuld mozgas teljes, tér- és idobeli lefrasat adja.
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megkeresésére egyszeriisodik, ez pedig elemi dton, (teljes négyzetté alakitdssal) meg-
oldhaté.

A (2) egyenletekkel leirt mozgds x irdnyban egyenletes, y irdnyban egyenletesen
gyorsuld, ezért

U ax
Vgp = U, vy:—2at+< ya—l— a).

Ty U
Ezzel az m tomegii targy Lagrange-fiiggvénye:

L:K—V:%(vg—kvi)—mgy:

2
u? + <2at+ UYa + a%) 1 —mg {at2 + (uya + ama> t} ,
Ta u Ty U

ami u = x,/T felhaszndldsdval igy is felirhato:

2

m [ 22 Y 2 Y
A By (_2 Ja T) _ [_ 2 (i T) } .
L 5 [ 5+ at + +a mg |—at” + +al)t

Mivel ez a kifejezés t-ben kvadratikus, idobeli atlagértéke elemi szdmoldssal meg-
kaphato.

(Ly=(A-*+B-t+C) = A{t*) + B{t) + C,

ahol
A =ma(2a + g),

B =—m(g + 2a) (y—; +aT),

2 2 272
C:m<xa+ya+a +aya)

2772 2

idofiiggetlen kifejezések.

Lathatd, hogy csak t? és t &tlagdra van sziikségiink a (0,7) intervallumon,
ami definicié szerint a fiiggvény alatti teriilet elosztva az idéintervallum hosszaval.
A % parabola alatti teriiletet a (0, T)) szakaszon mar Arkhimédész kiszdmitotta [2],
ez %T?’, tehdt (%) = %TQ, és nyilvanvaléan () = %T. Ezzel, valamint A, B és C
beirasaval kapjuk:

_ _m[l gV | (it ya 91"
(L) = (K V>_2[3T (a 2)+( T =y |-

Ez a kifejezés a = £-nél valéban minimalis, barmely ,hegyesebb” (a > g/2) vagy
»laposabb” (a < g/2) palya (és az a = 0 egyenes is) nagyobb (L)-re vezet.
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De honnan tudja a labda?

A legkisebb hatds elve tehat parabolapélydkra szoritkozva beigazolédott, de
az elv minden mds alaki pdlydt tekintetbe véve is a jé eredményt adja [1].2 De ho-
gyan? A labda ismeri a tdvoli jovGjét? Tudja minden 0 < ¢ < T pillanatban, merre
kell tovabbrepiilnie ahhoz, hogy a mar megtett és a még hdtralévé utat is maga-
ban foglal6 egész pélydjéra szamitott (L) dtlagérték (és vele az S hatasfiiggvény)
valamennyi elképzelhetd palya koziil a legkisebbnek bizonyuljon?

A tévoli jovo elérelatasa a klasszikus mechanika szerint valéjaban nem sziik-
séges, mert a legkisebb hatas elvébol matematikailag kovetkeznek a labda kézvet-
len jov6jét minden helyen és idopontban meghatarozd Newton-féle mozgasegyenle-
tek (és viszont, a Newton-egyenletekb6l levezethets a hatédselv), ezért nem csoda,
hogy a megvaldsul6 palya éppen az, amelyen (L) minimdlis. A hatéselv a klasszi-
kus mechanikdban egyszertien a mozgasegyenletek matematikailag tomor, elényos
(koordinéta-rendszertdl fiiggetlen) megfogalmazasanak tekinthetd.

De ha ez csak egyszeri matematika, mit taldlt kordnak egyik legnagyobb fi-
zikusa (aki idén éppen 100 éves lenne) a legkisebb hatds elvében ,elbliviléen ér-
dekesnek”? Hogyan ,vizsgaljdk meg” a részecskék a kvantumfizika Feynman-féle
megfogalmazéasaban az Gsszes elképzelheté pélyat ahhoz, hogy kivélasszak az op-
timalisat, a megvalésulét? Errdl egy kovetkezo irasban lesz szd, ahol a legkisebb
hatds elve és néhény tovébbi, hasonléan ,,célt megfogalmazd” (integralis) fizikai elv
kapcsolatéra is fény deriil.

Irodalom

[1] R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands: Mai fizika 6., 71. fejezet, Miiszaki
Konyvkiado, 1970.

[2] Simonovits Andras: Vdlogatott fejezetek a matematika torténetébdl, 25. old.,
Typotex, 2009.

Solt Gyorgy
Svéjc, Zug

Megoldasvazlatok
a 2018/7. szam emelt szintii fizika gyakorlé feladatsorahoz

Tesztfeladatok

1 2 314|516 |78 1]9|10]11 |12 | 13 | 14 | 15
B|D|A|A|B|A|B|B|A|D D C D C B

2A legkisebb hatds elvét L. Buler (1707-1783) és J. L. Lagrange (1736-1813) ilyen
irdnyu eredményeit felhaszndlva mai forméjdban W. R. Hamilton (1805-1865) fogalmazta
meg 1834-ben.
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Szamolasos feladatok
1. a) A sikkondenzdtor kapacitasa

As 5-1073 m?

=92921-10"2 F = 2,21 pF.
Vm  0,02m ’ e P

A
C = 07 = 8,85-10712

b) Toltés hatdsdra a kondenzdtoron

Q 2-10°C

U=C=%21102F

=905V

fesziiltség alakul ki.

A kondenzatorban tarolt energia

1 1
E= 5CU2 =522 10712 F- (905 V)* = 9,06 - 1077 J.

2. Egy /1 = 80 cm hosszisdgu fondlinga lengésideje:

Ton |8 mor (08I g
g 9,815—2

Ez az inga 1 perc alatt 60 s/1,79 s = 33,5 lengést végez.

A megadott feltétel szerint a mésodik inga ennél 2-vel tobbet, azaz 35,5-et
leng, vagyis a lengésideje 60 s/35,5 = 1,69 s.

Ismét a lengésidére vonatkozé Osszefiiggést felhasznalva:

Ly
9,81 S%’

1,69 s =27

ahonnan a masik inga hossza: ¢5 = 0,71 m.

3. Mivel a kozos hémérséklet megbecslése nem egyszert feladat, vizsgaljuk
meg, hogy mennyivel tobb vagy kevesebb energiaval rendelkezik a rendszer a kiindu-
lasi allapotban, mint egy hasonlé 6ssztomegii, 0 °C homérsékletli vizet tartalmazé
maésik rendszer.

A jég energidja negativ, mert a hOmérséklete 0 °C alatt van:
Eijsg = —Lolvadas Mjcg — Ciés Mjcg| ATjeg| =
kJ kJ
= 2256 — -6 kg — 2,1 —=— -6 kg-20°C = —2262 kJ.
kg kg °C

A viz energidja pozitiv:

k
EV{Z = Cvyiz mvizATviz = 4,2 7:1 -4 kg - 60 OC = 1008 kJ,
kg °C
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és a vizg6z energidja is pozitiv:

Egéz = Liorras Mgy, + Cgbz mgézATgéz =

k k
:2256—J~2kg+4,27g~2kg~100 °C = 5352 kJ.
kg kg °C

Az Osszenergia

FEsssses = Ejsg + Eviy + Egs, = —2262 kJ 4 1008 kJ + 5352 kJ = +4098 kJ > 0.

Mivel az 6sszenergia pozitiv a rendszer hémérséklete 0 °C-nal magasabb. Néz-
ziikk meg, hogy ez az energia milyen hémérsékletre tudja emelni a rendszert:

Eb'sszes = Cyiz mésszesAT7

ahonnan (feltételezve, hogy AT < 100 °C, tehdt az egyenstilyi dllapotban csak viz

lesz jelen): . 1098 1]
AT — Osszes

Cviz Misszes B 4.2 kgl;{—gc <12 kg

= 81,3 °C.

4. a) A 18 m hosszi ladnc tomege myzne = 18- 0,5 kg =9 kg. Ez azt jelenti,
hogy kezdetben mysnc + Mysasr = 24 kg tomeget kell emelni, a legvégén pedig csak
Mysdsr = 15 kg-ot. Mivel a lanc homogén, ezért az Gssztomeg, és ezzel egyiitt
a sziikséges er6hatds is a vodor elmozduldsaval linearisan csokken. Ebbd] kiindulva

Fmax = (mvédér + mlénc)g =24 kg . 9»81 % =235 N7
S
m
Fuuin = Musae g = 15 kg - 9,81 3 = 147 N.
S

A lénc silya méterenként

G N
205 8.981 249
14 s2
b) Jelolje x a vodor elmozduldsat! FIN]
Ekkor az eré-elmozdulas fiiggvény ma- 235
tematikai alakja a kovetkezo: 200+
00
F(z)=235N 49N o
x) = — —.
S 100+ W
és a fliggvény grafikonjat az dbra mu- . .  [m]
tatja. 6 12 18

¢) A munkavégzést a fiiggvény alatti teriilet kiszdmitdsdval adhatjuk meg.
A teljes munka

Frax + Fain 235 N+ 147 N
W = wx + {= + 18 m = 3438 J.
2 2
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Ennek harmada 3438 J/3 = 1146 J. Ennyi munkét kell elvégezni minden embernek.
Tegyiik fel, hogy az elsé ember x; hosszat hizott a kotélen, ekkor a munkavégzése
(az SI egységek elhagyésdval):

235+ 235 — 4,92

1146 =
0 2

X1,

vagyis
4,923 — 47021 + 2292 = 0.
A mésodfokd egyenletbdl x; meghatdrozhatd, értéke 5,2 m. (A médsodik gyok

90,6 m, ez nyilvdn nem felel meg a feladat feltételeinek.) Tehét az els§ embernek
5,2 m-t kell hiizni a védron.

Az el6bbihez hasonléan megkereshetjiik a masodik véltas helyét is:

235+ 235 — 4,9z, -

2292 =
9 9 25

vagyis
4,923 — 470 29 + 4584 = 0.

A maésodfoki egyenlet megolddsa: xo = 11,0 m. (A mésodik gyok ebben az esetben
sem megfeleld.)

Tehat 5,2 m-nél és 11,0 m-nél kell véltani ahhoz, hogy mindharom ember
egyenl6 mértékben végezzen munkat.

|‘ - L |
Q I Q Mérési feladat megoldasa
- —

M. 378. Méréssel hatdrozzuk meg, hogy egy szinyoghdld (vagy hasonld, finom
szovésti anyag) hdany szdzalékkal csokkenti az ablak fénydteresztd képességét!

Markovits Tibor
Budapest

(6 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdria, Dunakeszi

Megoldas.

A mérésnél haszndlt eszkoziok

— Fotoellenéllds (WK 65037 1K5 tipusi);
— digitalis multiméter;

— leakasztott ablak;

— 2 hokedli;

— szunyoghalo;

— allvany, rogzitével,
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— felcsavarozhat6 lampa;

— 3 kiilonbozé fényforrds (normél izzé, LED-es izz6, gyertyaégd);
— fonal;

— colstok.

A mérés menete
1. modszer

1. Elészor fel kellett vennem a fotoellendllas karakterisztikdjat, vagyis a meg-
vilagitas és az ellendllas nagysaga kozotti kapcsolatot. Ehhez rogzitettem a ldmpat
az allvanyra, majd a normadl izz6t becsavarva elhelyeztem azt egy teljesen elso-
tétitett szobaban. Itt kifeszitettem a fonalat, és az altala meghatarozott egyenes
mentén mozgatva a multiméterre kotott fotoellenallast 10 cm-enként megmértem
annak értékét. (A tavolsigot colstokkal mértem.)

Felhasznaltam, hogy a fotoellendllas megvilagitasa a pontszeriinek tekintett
fényforrastél mért tavolsag négyzetével forditottan ardanyos. A tavolsdg 10 cm-tél
4 m-ig valtozott, és a legkisebb tdvolsdghoz tartozé megvildgitast (6nkényesen)
1-nek véalasztottam. (Ez utébbit azért tehettem meg, mert a feladat nem abszolit
megvildgitdsokat, hanem csak az ardnyokat kérdezi.)

Ezutdn a normalt ,fényerdsséget” (a megvildgitds er6sségét) a mért ellenallds
fliggvényében logaritmikus skalan abrazolva a kapott pontokra egyenes illesztheto,
ebbdl pedig ad6dik a megvildgitds erdssége (E) és a k) egységekben mért ellenallds
(R) kozotti hatvanyfiiggvény alaki kapcsolat: £ = 0,32 - R~171,

2. A leakasztott ablakot a két hokedlire helyeztem, aldraktam a fotoellenalldst
(a multiméterre kapcsolva), majd a ldmpéaval megvildgitva leolvastam az ellenéllast
szunyoghdlé nélkiil, azutan pedig az ablakra helyezett sziinyoghaldoval.

3. Ezek utan a karakterisztika alapjan kapott Osszefiiggésbe helyettesitve
a mért ellenéllasértékeket megkaptam a (normadlt) megvildgitdsokat, ezekbdl pe-
dig mér szadmszerisithetéen a fényatereszté képesség valtozdsat.

4. A mérést 3 fajta fényforrdssal (normaél izzé, LED-es izz6, gyertyaégd), mind-
egyikiiknél 5 kiilonb6z6 fotoellendllas-izzé tavolsagndl végeztem el. A mérési ered-
ményeket tabldzatban rogzitettem.

II. modszer

A mérést az elézovel hasonlé moédon és elven, csak maés ,,érzékelével” is elvé-
geztem. A Google Play aruhazbdl ingyenesen letoltottem a ,,Light Meter Tools -
Trial” alkalmazast egy okostelefonra. Ennek segitségével az els6 kameraval kozvet-
leniil tudtam mérni a megvildgitas er6sségét. Ezek utan az el6zével analég mddon
ugyanazon az 0t tavolsdgon és mindharom izzdéval elvégeztem a mérést, és az ada-
tokat tdblazatba foglaltam.

A mérés pontossiga

A mérési hiba nagysagat az adatok szorasabdl becsiiltem meg. A hiba okai:
— a karakterisztika pontatlan meghatdrozédsa (az egyenesillesztés hibdja);

— az ellenallasmérés pontatlansaga;

— a tavolsagok pontatlan mérése;
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— az izz6k kis mértékii villogdsa (fényerdsség-ingadozdsa);
— a szuinyoghdlé egyenetlenségei (nem egyenletes a ,rdcsozottsiga’);
— a megyvilagitas telefonos mérésének hibaja.

A mérés értékelése, eredmények

Az 1. mdédszer adataibdl a fénydteresztd képesség csokkenése (38 + 2)%,
a II. médszer adataibdl az eredmény (31 + 6)%. Lathatd, hogy a fotoellendllds-
sal tortén6é mérés lényegesen pontosabb, mint a letoltott alkalmazasé, de a két
eredmény a hibahataron beliil megegyezik egymassal.

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn., Szakgimn. és Ovoda, 11. évt.)

5 mérési jegyzOkonyv érkezett. 6 pontot kapott Fajszi Bulestd, Krasznai Anna,
Morvai Orsolya és Olosz Adél megolddsa. Kicsit hidnyos (5 pont) 1 dolgozat.

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 634. Az abran ldthato golydscsapagy belsé gyiirije
mozdulatlan, a golydk kézéppontjai 0,2 m/s sebességgel futnak
korbe. Mekkora a kilsé gyiird fordulatszdma, ha v =3 cm,
R =4 cm?

(3 pont)

Megoldas. Jeloljiik a golyokozéppontok sebességének ismert nagysagat vg-lal,
a forgasban 1é6v6 golydk keriileti sebességét pedig vy-val.

A golydk azon pontjainak sebessége, amelyek a belsd gytirtivel érintkeznek:
m
Ubelss = Vg — vk = 0 = v = v = 0,2 ~
A golydk azon pontjainak sebessége, amelyek a kiilsé gytirtivel érintkeznek:
m
Vkiilss = Vo + vk = 0,4 P

Ugyanekkora keriileti sebességgel mozognak a kiils6 gytri belsé pontjai, hiszen
a golydk egyik gylrithoz képest sem csisznak.

A kiilsé gylirli belsé hatdrdnak keriilete:

K =27R =25,1 cm = 0,251 m.

A kiils6 gytirt forgasanak periddusideje T' = = 0,63 s, a fordulatszama pedig

kiils6
1 1
f=—=159 -
T S
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A csapéagy kiils§ gytirtije tehat mésodpercenként mintegy 1,6 fordulatot tesz
meg, percenkénti fordulatszama pedig 96.

Papanitz Akos (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., 9. évf.)
41 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 3, hidnyos (1 pont)
5, hibas 21 dolgozat.

G. 637. Két golyot azonos kezddsebességgel, egyszerre inditunk eqy-egy vizszin-
tes, sik feliileten. A mozgds soran mindkét golyé lequrul egy lejtén, majd felgurul
az eredeti szintre, és igy jut el az ut végére. Az utak hossza ugyanakkora, €s a lejték
mélysége is megegyezik. A surldddsi veszteségektdl mindkét esetben eltekinthetink.

Melyik golyé ér hamarabb az it végére?
A o /
B —

(3 pont)

Megoldas. Az A esetben ér az it végére hamarabb a golyd. A lejton legurult
goly6knak nagyobb (de egymédshoz viszonyitva ugyanakkora) a sebessége, mint
amivel elinditottuk azokat. Az A esetben tobbet megy a golyd a feliilet mélyebb
részén, vagyis tovabb megy nagyobb sebességgel. Miutan tdjra felmennek a lejton,
minkét golyé lelassul az eredeti sebességére. Az A esetben a goly6 hosszabb ton
és hosszabb ideig mozog nagyobb sebességgel, ezért ez a golyé ér hamarabb az 1t
végére.

Osvdth Kldra (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 8. évf.)

46 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 6, hibds 4 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5003. Két £ hosszusagu fondlinga kozvetlentl egymds mdgott, egymdssal
pdrhuzamos sikokban lenghet. Arnyékuk‘ merdlegesen eqy falra vetddik, idénként
dthalad egymdson. Mindkét ingdt ugyanakkora (kicsiny) szégben kitéritjik, majd
to iddkiilonbséggel elengedjiik. (to kisebb, mint az ingdk lengésideje.)

a) Mikor taldlkozik az drnyékuk el8széor?
b) Mikor kovetkezik be az n-edik taldlkozds?

(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszld, Budapest
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Megoldas. Az ingék drnyéka a falon ugyanakkora amplitidéju és ugyanakkora
frekvencidjui harmonikus rezgémozgassal mozog;:

y1(t) = A cos (wt + wity), y2(t) = Acos(wt).

Az A amplitidé nagysdga a kezdeti kitéréstol fiigg, az w korfrekvencia mindkét
inga esetén /g/¢, a lengésidé pedig T = 27 /w.
A falra vetitett arnyékok akkor taldlkoznak, ha y;(t) = ya(t), vagyis ha

cos (wt 4 wtg) = cos(wt), (t > 0).

Ha két szog koszinusza megegyezik, akkor vagy a két szog kiilonbsége, vagy pedig
az Osszege 2w egész szamu tObbszortse. Az els6 eset nem fordulhat el6, hiszen
0 < wtyg < wT = 27. A masik lehetdség: 2wt + wty = n- 27, ahol n egész szam. Innen
to  nT —ty 2nm\/l/g—to

5 .

th,=n

2 2

7r
w

A t, > 0 feltétel miatt n > 1, és t,, éppen az arnyékok n-edik taldlkozdsanak ido6-

pontja.

Konddkor Mdrk (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

dolgozata alapjan

47 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 20, hidnyos
(1-2 pont) 7, hibas 1 dolgozat.

P. 5023. Egy 25°-0s lejton lecsiszo test sebessége a lejtd aljan negyede annak
a sebességnek, mint amekkordt surlodds nélkil érhetett volna el. Mekkora a surloddsi
eqyiitthatd?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros
Megoldéas. Ha a lejté magassdga h és a hajldsszoge «, a lejto teljes hossza:

h

sina’

(1) 0=

1. A surlédésos esetben (14sd az 1. d@brdt) felirhaté a munkatétel. Mivel a testet
a lejtéhodz nyomo erdé mg cos a, a csiszo surldédasi eré umg cos «, fennall, hogy
2

mgh — p(mgcosa) - £ = 5mv’,

azaz (1) ismeretében

h 1
2 h— pg— = =v°.
(2) gh= 190 =3
2. Surlédasmentes esetben (ldsd a 2. dbrdt) csak konzervativ erék hatnak, igy
alkalmazhat6 a mechanikai energiamegmaradds torvénye:

1 h
(3) mgh = —m(4v)?, azaz vt =2
2 8
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I “SP~L

= v

1. dbra 2. abra

h

A (2) és (3) egyenletekbdl (v? kikiiszobolése és gh # 0-val valé egyszeriisités
utdn) kapjuk, hogy
w1
tga 16

ahonnan a csuszasi surlédési egytitthaté értéke:

15
= — tg25° ~ 0,44.
K 16 g )

Urszuly Csenge (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

79 dolgozat érkezett. Helyes 51 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibas 3 dolgozat.

P. 5028. Egy 1 méter hosszusdagu, zdrt hengeres tartdlyban levegd van. A tar-
talyt a vizszintes hossztengelye iranydban dllando gyorsuldssal mozgatjuk, mikozben
a bezdrt levegd homérsékletét mindvégig dllands, T = 273 K értéken tartjuk. Mek-
kora ag gyorsulds esetében lenne a tartdly elején a levegd nyomdsa

a) 0,1%-kal kisebb,
b) feleakkora, mint a tartdly hdtuljdn?
Utmutatds: A foldi légkor strisége — ha a hémérséklet mindenhol T = 273 K

Mgh
lenne — a barometrikus magassagformula szerint vdltozna: o(h) = goe™ RT , ahol
M a levegd dtlagos molaris tomege, és kb. 5500 méter magassdgban csékkenne

7oy s

a striség a tengerszinten mérhetd érték felére.

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldés. Az ag gyorsuldsu tartalyhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben
egy m tomegil testre F' = map nagysigu (a gyorsuldssal ellentétes irdnyu) tehe-
tetlenségi erd hat. A tartalyban 1év6 gazmolekuldk ,,szemszogéb6l” az ag gyorsulds
(a tomeggel ardnyos tehetetlenségi eré miatt) éppen olyan hatdsi, mintha vizszintes
irdny, ¢’ = ag nehézségi gyorsuldsnak megfeleld gravitdcios erd is hatna a gézré-
szecskékre. (Az igazi, fiiggbleges irdnyu g gyorsulds ag mellett még a 0,1%-os nyo-
masvaltozdskor is elhanyagolhatd.) Ezek szerint a vizszintesen gyorsitott tartdlyban
1évE levegore is alkalmazhaté a barometrikus ,,magassagformula”:

_ Magt
o(€) = o(0)e™ RT ",

ahol ¢ =1 méter a tartaly hossza. Ugyanilyen Osszefiiggés teljesiil a gyorsitott
géz nyomdsdra is, hiszen az idedlis gazok allapotegyenlete szerint adott (éllandd)
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homérsékleten a gaz nyomadsa egyenesen aranyos a suriiségével. Tehat fennall

Magpt

p(f) = p(0)e™ BT,

vagyis
RT p(f)

LN ION
o Me Do

a) Ha p(¢) = po — 1560 = 0,999 po, akkor

J
_8,31 molK 273 K

an =
0 291 2. 1m
mol

100,999 = 78 =
S,

b) Amennyiben p(¢) = B2, a gyorsulas kb. 5,4-10* 33, vagyis a foldi g-nek t6bb
mint 5000-szerese.

Mamugzsics Gergd Bence (Kecskeméti Bolyai J. Gimn., 12. évf.)

30 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 12, hidnyos (3 pont)
7 dolgozat.

P. 5035. T¢len a cinkék egyik kedvenc eledele a magokat is tartalmazo faggyi-
golyo, amelyet példaul eqy fa alsé dgdra lehet fonallal felfiiggeszteni. Eqy ilyen go-
lyobol akar két cinke is falatozhat egyszerre. Egy alkalommal a 90 gramm témegi
golyon lakmdrozo két cinke — valamitdl megriadva — egyszerre roppent fel a golyo-
rol, ugyanakkora kezddsebességgel, egymdsra merdleges irdnyban dgy, hogy mindkét
maddr kezddsebessége a vizszintessel 35°-o0s szdget zart be. Az egyenként 18 gramm
tomegl cinkék kozios felroppenését kovetden a golyot tarts fiiggdleges fondl 10°-kal
lendiilt hatra, majd 1,4 mdsodperces lengésidovel kezdett lengedezni.

Mekkora kezddsebességgel roppentek fel a cinkék?
(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. Adatok és megadott informdcidk:

A cinkék tomege M = 18 g = 0,018 kg.

A faggytigoly6 tomege m = 90 g = 0,090 kg.

A cinkék a vizszinteshez képest a = 35°-0s szdgben szédllnak fel.

A fondl 8 = 10°-os szogben lendiil ki.

A faggytgolyé6-inga lengésideje T'= 1,4 s.

A faggytgolyé-inga (ismeretlen) hossza £.

A faggytigolyé (ismeretlen) kezddsebessége kozvetleniil a cinkék felszéllisa
utan vg.

A cinkék (ismeretlen) sebessége kozvetleniil a felroppenésiik utan V.

A cinkék sebességvektorai a felroppenéskor 90°-os szoget zar be egymaéssal.

A cinkék kezd8sebességének vizszintes vetiilete (ismeretlen) v szoget zér be
egymassal.
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A fondl hosszat a lengésidébél hatdrozhatjuk meg:

¢ T2
T = 27r\[, ebbdl =9 ~049 m.
g am

A faggyigoly6 emelkedési magassiga: Ah = £ — £cos 8 = 0,0074 m. A faggytgolyd
kezdésebessége (az energiamegmaradds torvényét alkalmazva):

vo = 292k = 0,38 ?

A cinkék felroppenésekor a fondl egy rovid ideig még fiiggélegesnek tekinthetd,
emiatt nem fejthet ki vizszintes iranyé erét a golydra, és igy a cinkék és a faggyu-
goly6 Osszes lendiiletének vizszintes komponense hirtelen nem valtozhat meg.

Megjegyzés. A felroppenés folyamata olyan, mint egy idében visszafelé lejatszodd
rugalmatlan titkozés; a vizszintes iranyud lendiiletek Osszege dllandé marad, a mozgasi
energidk Osszege viszont — a madarak izmai altal végzett munka kovetkeztében — megnd.

A felroppend cinkék Vy nagysagi sebességvektorai merdlegesek egymaésra, vég-
pontjaik tehdt v/2Vj tavolsdgra vannak egymdastél. A sebességvektorok vizszintes
vetiiletei (amelyek Vj cos 35° hosszisdgiak) nem merdlegesek egymédsra, hanem va-
lamekkora v szoget zarnak be egymassal. Az dbrdrdl leolvashaté, hogy

VEy .
1 —_ = 27 = 1 —_ = °
sin 5 = Vo eos35° 0,863, vagyis 5 59,7°.

Alkalmazzuk a lendiiletmegmaradés torvényét:

2M 'V, cos 35° cos % — mug = 0,

ahonnan a cinkék kérdezett kezdGsebessége
m 1 1 m m
T OM c0s59.7°cos35° ° 2,5 0,505 - 0,819 0,38 =23 o
Vaszary Tamds (Gy6r, Kazinczy Ferenc Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Vo

50 dolgozat érkezett. Helyes Fajszi Bulcsd, Fekete Baldzs Attila, Kolontari Péter,
Marozsdk Tébids, Sal Ddvid és Vaszary Tamds megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 28,
hidnyos (1-3 pont) 13, hibds 1, nem versenyszerti 2 dolgozat.
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P. 5042. Egy hagyomdnyos optikai rdacsra merdlegesen olyan biborszind fényt
bocsdtunk, amely 652 nm hulldmhosszi voros és 489 nm hulldmhosszu kék fény ke-
veréke. A 2 m tdvolsdgra lévd ernydn megfigyelhetd legkizelebbi biborszint fényfoltok
tdvolsdga 20 cm. Mekkora a rdcsdllandd?

(4 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Megoldés. A fény hullimtermészete miatt az optikai racson elhajlds tapasz-
talhaté. A kiilonbozé réseken dthaladé fényhullamok interferdlnak egymassal, és bi-
zonyos irdnyokban erésités johet 1étre. Az erésités feltétele monokromatikus, A hul-
ldmhosszusagi fénynél:

dsina =k- A,

ahol d a racsallando, k pedig egész szam.

Mivel itt additiv (6sszeadd) szinkeverésrél van szd, hogy djra ldthassuk a bibor-
szinli fényt a két Osszetevd maximaélis erGsitését egyszerre kell megtapasztalnunk.

Felirhaté egy egyenletrendszer:
dsina = ]Cl . )\V('jr('js,

dsina = kz . )\kék,

vagyis
kl)\vﬁrés = kQAkékv

azaz

652 k1 = 489 k.

FEzek szerint a két hullamhossz legkisebb kozos tobbszorosénél, 1956 nm-es
utkiilonbségnél lesz az elsd biborszint fényfolt az ernyén, mert anndl teljesiil, hogy

1956 nm = 3 - 652 nm = 4 - 489 nm = dsin a.

Az elsé erdsitéshez tartozd szogre

20 cm 1 . o
=S 10 vagyis o =295,71°.

tga

Ebbdl kovetkezik, hogy a racsallandé

_ 1956 nm _ 1956 nm ~2.0-10-% m.

d sin « 0,099

Stefdan Bogldrka Abigél (Miskole, Foldes F. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan
23 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (2 pont)
6 dolgozat.
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Fizikabdl kitilizott feladatok

M. 381. Készitsiink Ad-es {rélapbdl (vagy annak egy részébdl) ragasztdssal
papirhengert! Guritsuk le a hengert az asztal tetején elhelyezett, éppen az asztal
széléig éré lejtérol!

Mérjiik meg, milyen messzire érkezik egy cstuszasmentesen legordiilé papirhen-
ger az asztal szélének fiiggéleges vetiiletét6l! Hogyan fiigg ez a tavolsag a papir-
henger atmérdjétol? Eredményeinket hasonlitsuk 6ssze egy forgas nélkiil lecsiszé
és leesd kicsiny test (példdul egy pénzérme) vizszintes irdnyd elmozduldsdvall

(6 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

G. 649. Ha a gézfiirdében mozgunk (példdul karjainkkal legyezni kezdiink),
akkor a 40-60 °C-os gbzt a szokasosndl sokkal melegebbnek, szinte égetonek érez-
ziik. Miért?

(3 pont)

G. 650. Aron azzal szérakozott, hogy a 30 cm
hossz, egyenes vonalzdja végére tette a kicsi radir-
jat, és az asztal szélére merGlegesen csusztatta kifelé
a vonalzot. Megmérte, hogy ha 11 cm-nél jobban ki-
tolja, akkor a vonalz6 lebillen. Mekkora a vonalzé
és a radir tomegének aranya?

(3 pont)

G. 651. Az Ocednjaré hajok oldalan lathaté az ugynevezett Plimsoll-jel.
Ez megmutatja, hogy milyen mélyen meriil be a vizbe a hajé a kiilonb6z6 vizekben,
ha a megengedett maximalis tomegli rakomannyal terhelik.*

A legfels6, TF jeli vonal a trépusi édesviz (siirlisé-

E\F_ ge 996 kg/m?) esetén érvényes bemeriilést jelzi, alatta

- —= a mérsékelt 6vi édesviz (stirfisége 999 kg/m?) esetén ér-
—e— S vényes, F' jelli vonal lathaté. Egy bizonyos hajon a két
W vonal tavolsdga 7 cm. Mekkora a téli tengerviz siiriisé-

WNA ge, ha a W feliratu, a téli tengervizben érvényes vonal

a legfelsé vonaltol 21 cm-rel lejjebb van?
(4 pont)

*TF = Tropical Fresh Water; F = Fresh Water; T = Tropical Seawater; S = Summer
Seawater; W = Winter Seawater; WNA = Winter North Atlantic.
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G. 652. Egy test nyugalombdl indulva egy egyenes mentén mozog gy, hogy
gyorsulasa id6ben egyenletesen novekszik a kezdeti zérus értékrol masodpercenként
2 m/s? értékkel. Mekkora a test sebessége az indulést kovetéen 4 masodperc miilva?

(4 pont)

P. 5067. Egy sturlédasmentes ridra felfiiziink két konnyt rugét, amelyek ru-
gbéallanddéja Dy, illetve Dy. A rugdk egyik vége rogzitett, masik végeik kozotti
tavolsag d. A radra felfizott m tomegi, kis méretii testtel egyiitt az egyik rugdt
x-szel Osszenyomjuk, majd a testet elengedjiik.

Dy m Do
W vvvvvvvsl
Lol d B

1

Mennyi id6 mulva tér vissza elindulasi helyére az m tomegi kis test? Fligg-e
ez az id6 attol, hogy melyik rugérdl inditjuk a testet?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatijvéaros

P. 5068. Egy kicsiny, pontszeriinek tekinthet6, m tomegl iistokos kozeledik
egy M tomegli, R sugari, gomb alaku bolygé felé (m < M). Az iistokos sebessége
a bolygdtol nagyon messze vg, és ha nem hatna ra a bolygd gravitacids tere, akkor
d tévolsdgra haladna el a bolygé kozéppontjétdl (d > R). Mekkora vy minimélis ér-
téke, amelynél az iistokos még nem iitkozik a bolygdba? (A bolygdn és az iistokoson
kiviil minden més égitest gravitaciés hatdsat elhanyagolhatjuk.)

(5 pont) Kozli: Kovdcs Jozsef, Szombathely

P. 5069. Egy « hajlasszogl lej-
tére M tomegi, R sugard, tomor hen-
gert helyeztiink, amit egy vizszintes ko-
tél kot Ossze a lejto tetejével az dbrdn
lathaté médon. A test mellett taldlha-
té még egy m tomegl, r sugari tomor
henger. A két henger kozotti surlédés
elhanyagolhato, és az M tomegl hen-
ger nem emelkedik meg. Legalabb mekkora az R sugari henger és a lejté kozotti
tapadaési surlodasi egyiitthatd, ha a hengerek nem cstisznak meg a lejtén?

Adatok: a = 30°, R = 3r, M = 3m.
(5 pont) Kozli: Takdes Arpdd, Budapest, Berzsenyi Déniel Gimnazium
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P. 5070. Egy ¢ magassagu barlangban D rugoéallanddja, feszi-

tetlen allapotaban d < ¢ hossztsagu, elhanyagolhaté tomegii rugd fnennyezet
helyezkedik el fiiggbleges helyzetben. A rugd egyik végét a barlang
mennyezetéhez, a masik végét pedig a talajhoz rogzitették az db-

rdan lathaté médon. 5

A rugé kozepére rérepiil és a rugéba kapaszkodik egy m to-
megl, kis méretli denevér, és a rugd vezérelte bonyolult rezgésbe 4
kezd. (A denevér mozgdsa soréan a rugd semelyik darabja nem la-
zul meg.)

a) Hol fog megéllni a denevér a rezgés lecsillapodédsa utédn?
(A rugé még nagy megnyijtasndl is kéveti a Hooke-torvényt.)

b) Innen a denevér igen dvatosan visszamdszik djra a talajtdl ——pr
mért £/2 magassdgra. Legaldbb mekkora munkét végez ekdzben? &
(5 pont) Kozli: Balogh Péter, Godollg

P. 5071. Rugalmas fonalon 16g6 terhet O-rél lassan novekvo erdvel hizunk
lefelé. A fondl F erénél szakad el. Milyen minimélis er$ alkalmazdsandl szakad el
a fondl, ha az er6 azonnal felveszi értékét, és utdna nem valtozik?

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 5072. A neonatom atmérdje 0,32 nm. Adjunk becslést arra, hogy a neongaz
normal allapotaban

a) egyetlen atom &tmérdjének dtlagosan hdnyszorosa az atomok egyméstol
mért tavolsaga,;

b) az atomok termikus dtlagsebessége hdnyszorosa a gdzban terjed§ hang se-
bességének!

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5073. Fiiggbleges, igen hosszi (végtelennek ve-
hetd) egyenes szigetel6szdl linedris toltéssiiriisége A =
=8-1077 C/m. A szaltél dy = 5 cm tavolsdgban igen
vékony, £ =10 cm hosszu szigetel6fonalra felfiiggesz-
tiink egy m = 2 g tomegfi, ¢ = 7-1078 C toltésti, kis
méretii fémgoly6t. A fonal fiiggdleges dllapotaban a rog-
zitést 16késmentesen megsziintetjiik.

a) Milyen messzire tdvolodik el a fémgolyé a szige-
tel6szaltol?

b) Mekkora a fondl fiiggblegessel bezért szoge, ami-
kor a golyé sebessége maximalis? Mekkora ez a maxi- .
maélis sebesség? !

¢) Mekkora erd hat a felfiiggesztésre, amikor leggyorsabban mozog a goly6?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest
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P. 5074. Szabélyos hatszog minden éle R ellendllasti drétbdl &ll. Az egyik
cstcsbdl a nem szomszédos harom masikba is mennek vezetékek dtlésan, ugyan-
olyan dr6tbol, mint amilyenbél az oldalak allnak. Mekkora az eredé ellenéllas ezen
csucs és a szemkozti csics kozott?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Edrs, Budapest

P. 5075. Az dbra szerinti elrendezésben kozos optikai tengelyen, egyméssal
parhuzamosan négy vékony lencse helyezkedik el. Mindegyik lencse hatarfeliiletének
gorbiileti sugara 5 cm, illetve 10 cm. Kett6 koziilitkk n = 1,5 térésmutatéju tivegben
1év6 levegllencse, kettd pedig ugyanilyen torésmutatdju iiveglencse.

Az iivegben, az optikai tengelyen, a domboridan homort lencsétél 60 cm-re egy
pontszerii fényforras van. A lencse masik oldalan, téle 30 cm tavolsagra helyezkedik
el a homorian dombori levegdlencse. Ett6l 10 cm tavolsagra van az iiveget hatarold
sik feliilet, amely meréleges az optikai tengelyre. A sik feliilettél 10 cm-re taldlhatd
az iivegbhdl késziilt domboridan homort lencse, a negyedik (homortian dombort)
lencse pedig a harmadiktél 20 cm-re van.

60 cm 10 cm 20 cm
<> - >

..... <( @(

30 cm 10 cm

A négy lencse hova képezi le a pontszerii fényforrdst?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5076. Egy optikai rdcsot a résekre mercGlegesen, de a réacs sikjahoz képest
ferdén, 45°-os szogben vilagitunk meg monokromatikus, A hullimhosszisaga 1é-
zerfénnyel. Hatarozzuk meg az elhajlasi kép intenzitdsmaximumainak szamat és
irdnyat, ha a récsallandé

a) d=X

b) d =5\.

(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc (Budapest)

h h ‘ P. 5077. Egy téglatest alaki, hészigeteld fali
— 3 tartaly kozepén jo hévezetd anyagbdl késziilt du-
gattyu helyezkedik el. A dugattyutdl balra Vj tér-
Po n  fogatd levegd van, a dugattyutdl jobbra V;/2 tér-
fogati, pg = 76 Hgem ~ 10° Pa nyomdést levegd és
% h = 38 cm magas higanyoszlop talalhaté. A tartédly
teljes szélessége (a dugattyu vastagsdgan feliil) 2h,

magassaga szintén 2h.

Egy beépitett flitOszallal lassan melegiteni
kezdjiik a bal oldali térrészt. A gdzok homérséklete
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minden pillanatban megegyezik. Legfeljebb mekkora lehet a dugattyt elmozdulasa,
ha a higany, a tartdly és a dugattyd hotagulasatdl eltekintiink?

(6 pont) Kozli: Berke Martin,
Zalaegerszegi Zrinyi Mikl6s Gimnazium

Bekiildési hatarid6: 2018. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 8. November 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 479): K. 599. Write
the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 in the circles, so that the sum of the four
numbers along any straight line should be the same, and the sum of the numbers at the
six points of the star should also be the same number. A few numbers are already entered.
Find all possible arrangements. K. 600. If one digit of a three-digit number is omitted,
a two-digit number will be obtained. By omitting one digit of that two-digit number,
a one-digit number will result. What may be the initial three-digit number so that the
sum of the three-digit number, the two-digit number and the final one-digit number is
10017 K. 601. The sides of a square PQRS inscribed in an acute-angled triangle ABC'
are 4 cm long, vertices P and @ lie on side AB, vertex R lies on side BC, and vertex S
lies on side AC'. Given that the length of side AB is 8 cm, what is the area of the triangle?
K. 602. Andrew and Paul are playing a game. The winner is always awarded x points
and the loser always gets y points (where © > y are integers). There is no draw. After
a few rounds, we observe that Andrew has 30 points and Paul has 25 points since Paul
has only won twice. How many points are awarded to the winner? K. 603. I have a two-
digit number in mind. Let S denote the sum of the digits, and let P denote their product.
What may be my number if it is equal to P + S?

New exercises for practice — competition C (see page 480): Exercises up to
grade 10: C. 1504. A 3 x 3 table is filled in as shown. If the greatest common divisor of
any set of n entries of the table is n, it is allowed to rearrange those entries so that none of
them stay in place. With an appropriate succession of such steps, is it possible to achieve
that the final arrangement of the numbers is a reflection of the original arrangement in one
diagonal? In the other diagonal? C. 1505. Consider the circumscribed circles of all the
black fields of a chessboard. What fraction of the total area of the 64 fields is covered by
these disks altogether? Exercises for everyone: C. 1506. Solve the equation p? +1 = ¢*,
where p, g denote positive prime numbers. C. 1507. The perpendicular bisectors of the
legs of an obtuse-angled isosceles triangle divide the base into three equal parts. Find the
measures of the angles. C. 1508. Determine the value of xy, given that z +y =1 and
2 4y° = % Exercises upwards of grade 11: C. 1509. A company selling teabags has
placed gift vouchers in 10% of the boxes. If 10 boxes are bought, what is the probability of
finding more than 1 voucher? C. 1510. The base radii of a right circular truncated cone
are 8 cm and 5 cm. The slant height is 12 cm. If the truncated cone is laid on its side and
rolled, it will trace out a circular ring in the plane. Determine the radii of the inner and
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outer circles of the ring, and find the number of times the truncated cone rotates about
its axis while it rolls around and returns to its starting position.

New exercises — competition B (see page 481): B. 4982. The diagonals AC and
BD of a convex kite ABC'D intersect at point F such that AE < CE. The midpoint of
diagonal AC' is F'. The circles ABE and CDE intersect again at M. Show that ZEMF =

2 _
90°. (3 points) B. 4983. Find the real solutions of the equation z* + 2z —3 — 4 / % =
ﬁ. (4 points) (Proposed by L. Laczkdé and J. Szoldatics, Budapest) B. 4984. Prove

that for any positive integer z, there exists a positive integer y such that 2® + y® + 1 is
divisible by the number x 4 y + 1. Is there a positive integer x for which there are infinitely
many y with this property? (4 points) (Proposed by L. Surdnyi, Budapest) B. 4985.
Given that any three out of four lines determine a triangle, prove that the orthocentres of
the four triangles are concurrent. (5 points) B. 4986. Consider the 64 points of the space
for which each of the three coordinates is 1, 2, 3 or 4. Kate and Peter are playing a three-
dimensional tic-tac-toe game on this set of points. Kate starts the game by selecting any
point and colouring it blue. In the second step, Peter selects a different point and colours
it red. Then they take turns by selecting further points and colouring them in blue or
red. Whoever first completes a collinear set of four points of their own colour will win the
game. Show that it makes no difference for Kate whether she starts by colouring the point
(1,1,2) or the point (2,2,1) blue in the first step. (& points) (Proposed by D. Benkd,
South Alabama) B. 4987. The circumcentre of an acute-angled scalene triangle ABC
is O, its orthocentre is M, the foot of the altitude drawn from vertex A is D, and the
midpoint of side AB is F. The ray drawn from F' through M intersects the circumcircle
of triangle ABC at G. a) Prove that the points A, F, D and G are concyclic. b) Let
K denote the circle in a), and let E be the midpoint of line segment C M. Prove that
EK = OK. (5 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 4988. In an (m + 2) x (n + 2)
table, we cut out the four 1 x 1 “corners”. Arbitrary real numbers are written in each field
of the first and last rows, and in the first and last columns of the truncated table obtained
in this way. Prove that it is possible to fill in the remaining m X n “interior” of the table
in a unique way with real numbers such that every number is the arithmetic mean of
the four adjacent numbers. (6 points) (Competition problem from Iran) B. 4989. The
midpoints of sides BC, CA and AB of a triangle ABC are D, E and F, respectively. Let
S denote the centroid of the triangle. Assume that the perimeters of triangles AF'S, BDS
are CES equal. Show that triangle ABC' is equilateral. (6 points)

New problems — competition A (see page 482): A. 734. For an arbitrary posi-
tive integer m, not divisible by 3, consider the permutation = — 3z (mod m) on the set
{1,2,...,m — 1}. This permutation can be decomposed into disjoint cycles; for instance,
for m = 10 the cycles are (1 —+3+—9+— 7~ 1), (26— 8+— 4+ 2) and (5 — 5). For
which integers m is the number of cycles odd? A. 735. For any function f : [0,1] — [0, 1],
denote by Py, (f) the number of fixed points of the function f( o f(x). .), i.e., the number

——

of points z € [0, 1] satisfying f( o f(x).. ) = z. Construct a piecewise linear, continuous,
——

n
surjective function f : [0,1] — [0, 1] such that for a suitable number 2 < A < 3, the se-
Pu(f)

quence —ra= converges. (Based on the 8th problem of the Miklés Schweitzer competition,
2018) A. 736. Let P be a point in the plane of triangle ABC. Denote the reflections of
A, B, C about P by A’, B’ and C’, respectively. Let A”, B”, C” be the reflections of A’,
B’, C' over the lines BC, CA and AB, respectively. Let the line A” B” intersect AC at
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Ap and let A”C" intersect AB at a point A.. Denote by wa the circle through the points
A, Ay, Ac. The circles wp, we are defined similarly. Prove that wa, wg, we are coaxial,
i.e., they share a common radical axis. (Proposed by Navneel Singhal, Delhi and K. V.
Sudharshan, Chennai, India)

Problems in Physics
(see page 505)

M. 381. Make a cylinder from a sheet of A4-size paper (or some part of it) by
gluing it. Roll it down from the top of an inclined plane, which is on a table such that its
lower end is just at the rim of the table. Measure how far from the vertical projection of
the rim of the table on the floor the cylinder reaches the floor. (The cylinder should roll
without sliding.) How does this distance depend on the diameter of the cylinder? Compare
your results with the horizontal displacement of a small object (e.g. a coin) which slides
without rolling along the slope and falls from the end of the slope.

G. 649. If we move in a steam bath (for example we begin to fan ourselves with
the arms), then we feel the 40-60 °C vapour much hotter, and it may feel like our skin
is burning. Why? G. 650. Aaron played with his ruler and rubber. He put the small
rubber to one end of the 30-cm long ruler and slowly slid the ruler along the tabletop,
perpendicular to the rim of the table, such that the end of the ruler was sticking out from
the table. He measured that when the ruler is sticking out more than 11 cm it falls down.
What is the ratio of the masses of the ruler and the rubber? G. 651. On the hull of
ocean liners there is a mark called the Plimsoll line. This shows the legal limit to which
the ship may be loaded, indicating the maximum draft of the ship in specific water types
and temperatures.” The topmost TF line marks the draft of the hull when the liner is in
tropical fresh water (its density is 996 kg/m?®), whilst the F line below marks the maximum
draft in case of fresh water in temperate zone (its density is 999 kg/m?). On a specific
ocean liner the distance between these two lines is 7 cm. What is the density of winter
seawater if its mark on the hull of this liner is 21 cm below the topmost line? G. 652.
An object starts from rest and moves along a straight line such that its acceleration
increases uniformly in time, from the value of zero it increases by 2 m/s® in each second.
What is the speed of the object 4 s after it started to move?

P. 5067. Two light springs, whose spring constants are D; and D2 are put onto
a frictionless rod. One end of each spring is fixed and the distance between their other
ends is d. There is also a small object of mass m on the rod, and with this small object one
of the springs is compressed by x, and then the object is released. How much time elapses
until the object of mass m reaches its initial position? Does this time depend on the spring
it was started from? P. 5068. A small comet of mass m, which can be considered point-
like, approaches a spherical planet of mass M, and of radius R (m < M). The speed of
the comet very far from the planet is vo, and if the gravitational field of the planet did not
exert any force on the comet, it would pass the planet at a distance of d from the centre
of the planet (d > R). What is the minimum value of vg, at which the comet does not hit
the planet? (Apart from the planet and the comet, the gravitational fields of any other
celestial objects can be neglected.) P. 5069. A solid cylinder of mass M and of radius R
was placed onto a slope of angle of inclination of a. The cylinder is attached to the top
end of the inclined plane by means of a horizontal thread as shown in the figure. Next to
the object there is another cylinder of mass m and of radius r. Friction between the two
cylinders is negligible, and the cylinder of mass M is not rising. What is the least value
of the coefficient of static friction between the slope and the cylinder of radius R if the

*TF = Tropical Fresh Water; F = Fresh Water; T = Tropical Seawater; S = Summer
Seawater; W = Winter Seawater; WNA = Winter North Atlantic.
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cylinders do not slide on the slope? Data: a = 30°, R = 3r, M = 3m. P. 5070. There is
a spring of spring constant D and of un-stretched length d in a cave of height ¢. The spring
is vertical, its mass is negligible and d < ¢. One end of the spring is attached to the ceiling
and the other is attached to the ground of the cave as shown in the figure. A small bat of
mass m flies to the midpoint of the spring, clings to the spring, and executes a complicated
oscillatory motion driven by the spring. (Not any part of the spring gets loose during the
motion of the bat.) a) Where will the bat be when the oscillation is ceased? (The spring
obeys Hooke’s law even in the case of very big extensions.) b) From this point the bat
carefully climbs up to its original height of £/2 measured from the ground. What is the
least amount of work performed by the bat during its climb? P. 5071. A load hanging
on an elastic thread is pulled downwards by a force which is increased slowly from 0. The
thread breaks at a force of F}. What is the least value of the force at which the thread
breaks, if the force immediately takes that value, and does not change after it? P. 5072.
The diameter of a neon atom is 0.32 nm. Estimate that when the temperature of the neon
gas is 0 °C and its pressure is 1 atm a) by what factor of the average distance between
the atoms of the gas is greater than the diameter of a single neon atom? b) by what
factor of the average thermal speed of the atoms is greater than the speed of sound in the
gas? P. 5073. The linear charge density of a vertical very long (“infinitely” long) straight
insulating thread is A = 8 - 1077 C/m. A small metal ball of mass m = 2 g and of charge
g ="T7-10"% C, is hung by a very thin insulating filament of length £ = 10 cm, at a distance
of dp =5 cm from the thread. Without any push the ball is released when the filament
is vertical. a) How far will the metal ball move from the thread? b) What is the angle
between the vertical and the filament when the ball moves at its maximum speed? What
is this maximum speed? ¢) What force is exerted on the support when the ball is moving
at its greatest speed? P. 5074. Each side of a regular hexagon consists of a piece of wire
of resistance R. From one of the vertices of the hexagon there are wires leading diagonally
to the other three not adjacent vertices of the hexagon. These wires are made of the same
type of material as the wires of the sides. What is the equivalent resistance between this
vertex and the opposite one? P. 5075. Parallel to each other there are four thin lenses
along the same optical axis, as shown in the figure. The radii of the curvatures of each lens
are 5 cm, and 10 cm. T'wo of the lenses are air lenses which are in glass of refractive index
of n = 1.5, and the other two lenses are made of glass of the same refractive index. In the
glass there is a point-like light source on the optical axis at a distance of 60 cm from the
convex meniscus lens. On the other side of this lens at a distance of 30 cm there is the
concave meniscus air lens. The boundary of the glass is at a distance of 10 cm from this
concave meniscus air lens. From the boundary of glass at a distance of 10 cm there is the
convex meniscus glass lens and the fourth (concave meniscus) glass lens is at a distance
of 20 cm from the third one. Where is the image of the light source created by the four
lenses? P. 5076. A monochromatic laser beam of wavelength A is incident on a diffraction
grating. The beam is perpendicular to the slits of the grating, and encloses an angle of
45° with the plane of the diffraction grating. Determine the number and the direction
of the maxima of the diffraction pattern, if the grating spacing is a) d = A; b) d = 5.
P. 5077. There is a piston having good thermal conductivity in the middle of a cuboid-
shaped container having thermally insulating walls. On the left side of the piston there is
a sample of air of volume Vp, whilst on the right side there is a sample of air of volume
Vo/2 at a pressure of po = 76 Hgem ~ 10° Pa, and a mercury column of height k = 38 cm.
The total width of the container is 2h (not considering the width of the piston), and its
height is also 2h. By means of a built-in electric heater the left side of the system is slowly
heated. The temperatures of the two samples of gases are the same at any time. At most
what can the displacement of the piston be, if the expansion of the container, the piston
and the mercury is neglected?
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