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Helyesbités

125 éves a KoMalL 2. cimi cikkiinkben sajnos harom adat tévesen jelent
meg. A helyes adatok: Antal Mdark 1907 és 1914 kozott volt szerkesztd; Faragd
Andor 1925 és 1939 kozott; Bodd Zalan pedig 1963 és 1988 kozott vezette a fizika
szerkesztébizottsdgot. Koszonjitkk Kantor Sandornénak, hogy ezt jelezte.

Jelentés a 2018. évi Kiirschak Joézsef
Matematikai Tanul6versenyrol

=/

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2018. évi Kiirschak Jozsef Matematikai
Tanuloversenyt oktéber 5-én, kozépeurdpai id6 szerint 14 érai kezdettel rendezte
meg a kovetkezd huszonegy helyszinen: Békéscsaba, Budapest, Cambridge, Deb-
recen, Eger, Gyor, Kaposvar, Kecskemét, Kolozsvar, Miskolc, Nagykanizsa, Nyir-
egyhdza, Pécs, Sopron, Szeged, Székesfehérvar, Szolnok, Szombathely, Tatabanya,
Veszprém és Zalaegerszeg.

A Térsulat elnoksége a verseny lebonyolitdsara az aldbbi bizottsagot kérte fel:
Biré Andrds, Fleiner Tamds (elnok), Frenkel Péter, Kés Géza, Maga Péter, Pach
Péter Pdl (titkdr), Pelikdn Jézsef. A bizottsag szeptember 14-i iilésén a kovetkezd
feladatokat tiizte ki:

1. Az ABC hdromszdg beirt kire a BC, a CA, illetve az AB oldalt rendre
az A1, a By, illetve a C1 pontban érinti, A-bdl induld sulyvonala pedig az M pontban
metszi a B1C1 szakaszt. Mutassuk meg, hogy az A1 M szakasz meréleges a BC' ol-
dalra.

2. Legyenek vi,va,..., v, a térbeli derékszdgi koordindtarendszer egész ko-
ordindtdju, pdronként kilonbozd, p hosszusdgu vektorai, ahol p primszdm. Tegyiik
fel, hogy tetszédleges 1 < j < k < n esetén van olyan 0 < { < p egész szdm, melyre
a vj — - vy, vektor mindhdrom koordindtdja p-vel oszthatd. Igazoljuk, hogy n < 6.

3. A k utcdbdl dllé Aprajafalvdn k(n — 1) + 1 klub midkdédik, mindegyik tagsdga
n torpot szdmldl. Egy torp tobb klubnak is tagja lehet, és két torp bizonyosan
ismeri eqgymdst, ha klubtdrsak vagy ha ugyanabban az utciban laknak. Igazoljuk,
hogy kivdlaszthato n kiilonbozd klub és ezeknek egy-egy tagja ugy, hogy ez az n tag
pdronként kiilonbozd legyen €s kozilik bdrmely kettd ismerje egymdst.

A bizottsag a beérkezett dolgozatok atnézése utan, november 28-i {ilésén a ko-
vetkezd jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le: a 130 regisztralt versenyzétol
Osszesen 81 dolgozat érkezett be.

Az idei versenyen 20-nél tobb versenyzd jutott az els6 feladat megoldasanak
a kozelébe, mig a masodik feladatot 8-an, a harmadikat pedig 6-an oldottdk meg
helyesen vagy lényegében helyesen.
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Két versenyz6 oldotta meg kisebb hidnyossagoktdl eltekintve helyesen mind-
hérom kitlizott feladatot. Ezért

I. dijban és fejenként 40 000 Ft pénzjutalomban részesiilnek

Imolay Andras, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuldja (tandrai Hujter Bdlint és Gyenes Zoltdn) és

Matolcsi David, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola
és Gimndzium 12. osztélyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Kiss Géza és Kiss
Gergely).

Hét versenyzo oldott meg lényegében két feladatot. Ezért a teljesitményért

Dicséretben és 10000 Ft pénzjutalomban részesiil

Alexy Marcell, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altaldnos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuléja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn és Szics
Gdbor) a masodik és harmadik feladat megoldasaért,

Gaspar Attila, a miskolci Foldes Ferenc Gimnazium érettségizett tanuléja
(tandrai Gydry Akos, Gulyds Tibor, Dobos Sandor, Pelikan Jozsef, Pdsa Lajos és
Szlics Gdbor) az elsé és harmadik feladat megolddsaért,

Gyorffy Agoston, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Kiss Géza, Kiss Gergely
és Pdsa Lajos) az els6 és masodik feladat megolddsdért,

Haiman Milan, a new yorki Stuyvesant High School 12. osztalyos tanuldja
(tanara Stanislav Kats) az els6 és mésodik feladat megolddséért,

Szemerédi Levente, a Szegedi Radnéti Miklds Kisérleti Gimnézium érettsé-
gizett tanuléja (tandra Tigyi Istvdn) az elsd és mésodik feladat megolddséért,

Zahorsky Akos, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuléja (tanarai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn és Sziics

s 72

Gdbor) az elsd és harmadik feladat megolddséért, illetve

Z6lomy Krist6f, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl Altalanos Iskola és
Gimnézium érettségizett tanuldja (tandrai Hujter Bdlint és Gyenes Zoltdn) az els
feladat helyes és a masodik feladat kissé hianyos megoldasaért.

A versenybizottsdg eziuton koszoni meg minden versenyzd, felkészité tanar és
a lebonyolitasban kozremiik6do kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

A 2018. évi Kiirschak Jézsef Matematikai Tanul6éverseny
feladatainak megoldasai

1. Az ABC hdaromsziog beirt kore a BC, a CA, illetve az AB oldalt rendre
az A1, a By, illetve a C1 pontban érinti, A-bdl induld sulyvonala pedig az M pontban
metszi a B1Cy szakaszt. Mutassuk meg, hogy az A1 M szakasz merdleges a BC
oldalra.

I. megoldas. Ha |AB| = |AC|, akkor az dbra szimmetrikus az A-bdl induld
magassdgra, amely egyben silyvonal is. Ezért az Ay és az M pont is ezen a szim-
metriatengelyen fekszik, igy az allitas trividlis.
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A tovébbiakban feltessziik, hogy |AB| # |AC|. Ekkor az A-bdl indulé szogfele-
z6 nem merdleges a BC oldalra, tehat az AB-nek egy, a BC-re merdleges egyenesre
vett titkorképe nem parhuzamos AC-vel.

Legyen K az ABC héromszog beirt korének kozéppontja, és jelolje A’, B’ és
C4 rendre az A, B, illetve Cy pontoknak az A; K egyenesre vett tiikorképét. Lattuk,
hogy AC és A’B’ nem pdrhuzamosak, ezért egyértelmiien 1étezik az AC és A’'B’
egyeneseknek egy P’ metszéspontja. Legyen P a P'-nek az Ay K-ra vett tiikkorképe,
valamint jelolje N a PP’ és A1 K metszéspontjét (1. dbra).

Ekkor KN P'<t = 90° a tiikrzés miatt, illetve K By P’ = KC|P'<< = 90°, hi-
szen P' By és P'C} a beirt kor érintéi. Ezek szerint K, N, By, P’ és C} egy k koron
vannak, konkrétan a K P’ Thélesz-korén. Ezen k kornek P'B; és P'Cy egyenld
hosszisdgi hirjai (mivel mindkét szakasz a beirt kornek ugyanabbdl a P’ kiilsé
pontbdl hizott érintéje), tehdt k-ban ugyanakkora keriileti szogek tartoznak hoz-
zdjuk: By NP'<t = C] N P'< = C1 N P<; az utébbi egyenldség a tiikrozés miatt igaz.
Ezek szerint N illeszkedik a C7B; szakaszra.

BC 1 A;K 1 PP’ miatt BC || PP' és |PN| = |P'N]| a tiikrozésbdl adéddan.
Alkalmas, A-bdl végzett kézéppontos hasonlésag tehat PP’-t BC-be és N-et a BC
szakasz felez6pontjaba viszi. Ez pedig azt jelenti, hogy N rajta van az ABC harom-
sz0g A-bol indulé silyvonaldn. Az N pont tehat megegyezik a B1C; szakasznak és
az ABC haromszog A-bdl indulé silyvonalanak metszéspontjaval, M-mel, ahonnan
A1M = A1 N | BC adddik. Nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolunk. |

1. dbra 2. dbra

Az alabbiakban kozoljiikk Egri Maté rendkiviil szellemes megoldasdnak véazla-
tat is.

I1. megoldas. Jelolje Q az ABC hiaromszog beirt korének Ajp-gyel atellenes
pontjat, és legyenek rendre E és F' a beirt korhoz Q-ban huzott (és BC-vel parhu-
zamos) érintének az AB és AC oldalakkal vett metszéspontjai (2. dbra). Azt fogjuk
megmutatni, hogy az M pont egyrészt megegyezik EC és BF metszéspontjaval,
mésrészt, hogy illeszkedik az A,(Q) szakaszra.

A konstrukcié folytdn EBCUFE trapéz, igy atléinak metszéspontjat a szarak
metszéspontjaval (azaz A-val) osszekoto egyenes felezi az alapokat. Ez azt jelenti,
hogy EC és BF metszéspontja illeszkedik az A-bdl indulé sulyvonalra.

A tovébbiakban a jdl ismert Brianchon-tételre tdmaszkodunk, amely szerint
egy érint6hatszog szemkozti csicsait 6sszekoté harom atlé egy ponton halad at.
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A tételt abban az elfajuld esetben alkalmazzuk, amikor az érintéhatszog bizonyos
csucsai a hatszog beirt korén vannak.

Ilyenforméan az EC; BC B F elfajul6 érintGhatszog fenti tulajdonsaga alapjan
C1 B tartalmazza FC és BF metszéspontjdt, amely — mint lattuk — az A-bdl
indulé silyvonalon van. Tehat EC' és BF valoban az M pontban metszik egymast.
Az EBA;CFQ érint6hatszogre pedig az adédik, hogy A;Q is tartalmazza M-et.
A feladat allitasa innen kovetleniil adédik. |

2. Legyenek vi,vVa,..., vy a térbeli derékszogi koordindtarendszer egész ko-
ordindtdju, pdronként kilonbozd, p hosszusdgu vektorai, ahol p primszdm. Tegyiik
fel, hogy tetszdleges 1 < j < k < n esetén van olyan 0 < £ < p egész szdm, melyre
a vj — L - vy, vektor mindhdrom koordindtdja p-vel oszthat. Igazoljuk, hogy n < 6.

Megoldas. Ha p = 2, akkor a p hosszisagu, egész koordinatdju vektorok kiza-
rélag a (£p,0,0), (0,=£p,0), (0,0, +p) vektorok lehetnek, amib6l pontosan hat db
van. A tovabbiakban feltessziik tehat, hogy p > 3. Figyeljiik meg, hogy ha valame-
lyik v; vektor mindhdrom koordinatédja p-vel oszthatd, akkor a feladatbeli feltétel
szerint valamely 0 < £ < p esetén a v; — £ - v}, vektor mindhdrom koordindtdja oszt-
hat6 p-vel. Ekkor azonban az f - v vektornak, kovetkezésképp a vi vektornak is
mindhirom koordinatéja oszthaté p-vel, tehat a vy, ..., v, vektorok mindegyikére
ugyanez igaz. Tekintettel arra, hogy a p hosszisagu, p-vel oszthaté egész koordiné-
t4jud vektorok csupdn hatfélék lehetnek (konkrétan (£p,0,0), (0,+p,0), (0,0, +£p)),
ezért feltehetjiik, hogy a v; vektorok egyikének sem oszthaté mindharom koordi-
nataja p-vel.

A feladatbeli feltétel miatt tetszbleges 1 < j < k < n esetén létezik olyan p 1 ¢
egész, amelyre az u = (v; — £ - vy)/p vektor mindharom koordinétaja egész. Ekkor
(az x és y vektorok skaldris szorzatédt (x,y)-nal jelolve)

Vil = (v, vi) = (p-u+Lvip-utlovy) =
=p*. (u,u) +2pf - (u,vg) +02. (Vi, Vi) =
=p” - [uf® +2pC - (u,vi) + £ [vi
azaz
—2pl-(u,vg) = p? - [ul* + 2 [vi|* = [v;|? = p?- [u> + 2 p? —p? = p?(Jul + 2 - 1).

Mivel p > 2 és [u|” = (u,u) egész, ezért a fenti egyenléség bal oldala is p? t5bbszo-
rose, tehét p | (u, vi). Ekkor

(v, vi) = (p-u+ L€ vy, vi) = p(u, v) + (v, Vi) =
= p(u, vk) +L- |Vk|2 = p(ua Vk) +£- p2a
igy p | (u,v}) okén p? | (v;,vk). Azonban |(vj,vk)‘ < vyl - Vil = p? miatt (v, vk)

csak +p* vagy 0 lehet. Ezért ha v; és vj nem pdrhuzamosak, akkor bizonyosan
merdlegesek egymasra.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/2 69

PStill evaluation watermark

This PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com

KoMalL, 2019. februar ﬁ}

— P


http://www.pstill.com

QF 2019.2.11 — 17:03 — 70. oldal — 6. lap

Azt kaptuk tehdt, hogy a vi,va, ..., v, vektorok meghatarozta irdnyok paron-
ként merdlegesek, ezért legfeljebb harom ilyen irany lehetséges. Minthogy az azonos
irdnyt meghatdrozo vektorok egymaés ellentettjei, ezért minden irdnyt legfeljebb két
vektor hatdroz meg, innen pedig koézvetleniil adédik a bizonyitandé n < 6 allitas.

|

Megjegyzés. Ha p =k*> + k4 1 valamely k pozitiv egészre, akkor megadhaté hat
olyan vektor, amelyek teljesitik a feladatbeli kovetelményeket, és egyikiik sem parhu-
zamos a koordindtatengelyekkel. Kénnyti ellenérizni, hogy példdul a (k, k+1,k(k+ 1))7
(k+1,—k(k+1),k), illetve (— k(k + 1), —k,k + 1) ilyen vektorhdrmast alkot.

Altaldnossdgban az igaz, hogy a 2 és az 5 kivételével minden p primre létezik hat
vektor a fenti tulajdonsdggal. A részletekért 1d. az A. 744., ehavi szdmunkban kit{izott
feladatot.

3. A k utcdbdl dlls Aprajafalvdn k(n — 1) + 1 klub midkédik, mindegyik tagsdga
n torpot szamldl. Egy torp tobb klubnak is tagja lehet, és két torp bizonyosan
ismeri eqymdst, ha klubtdrsak vagy ha ugyanabban az utcdban laknak. Igazoljuk,
hogy kivdlaszthato n kiilonbozdé klub és ezeknek egy-eqy tagja gy, hogy ez az n tag
pdronként kilonbozd legyen és kozilik barmely kettd ismerje eqgymdst.

Megoldas. Legyenek a klubok K7, K, ... és valasszunk sorra minden klubbdl
egy-egy képvisel6t azzal a megszoritassal, hogy minden torp legfeljebb egy klubot
képviselhet. Ha e véalasztasok sordn a K; klubbdl nem tudunk képviselét valaszta-
ni, akkor az azért van, mert K; minden egyes tagja (akik persze paronként ismerik
egymdst) mér képvisel egy-egy kiilonb6z6 klubot, ezért kész vagyunk. Ha azon-
ban mind a k(n — 1) 4+ 1 klubbdl sikeriil kiilénboz6 képvisel6t vélasztani, akkor
a skatulya-elv miatt koziiliik n torp ugyanabban az utcaban lakik, és ezért ismerik
egymast. O

Fleiner Tamas

Gyakorlé feladatsor
i i emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Lara 3 piros, 4 kék és 3 sarga épitékockaval jatszik, melyek legfeljebb csak
a sziniikben kiilonb6znek egymastol. Az 6sszes épitokockat egymasra téve szeretne
egy tornyot épiteni.

Hényféle szinmintazati tornyot épithet, ha

a) piros kockat sem alulra, sem feliilre nem tesz;

b) legalabb két piros elem kozvetleniil egymds f6lott van? (12 pont)
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2. Az dbra egy f fiiggvény derivaltfiiggvényének Y
(f'(x)) egy részletét mutatja. Adjuk meg az aldbbi
allitasok esetén, hogy melyik igaz, melyik hamis, il-

letve melyiknél nem lehet ezt eldonteni. Valaszunkat 1
indokoljuk.

a) A 0 pontban az f fiiggvénynek lokalis maxi- 1 0 1 N
muma van.

b) Ha 0 < = < 2, akkor f(x) < 0. —Ir

¢) Az f fiiggvény képe az origéra szimmetrikus
a (—1,1) intervallumon.
d) Az f figgvénynek a x = 2 helyen inflexiés pontja van. (12 pont)

3. Krisztidnnak 80 CD-bdl allé gyijteménye van. A CD-k kozott 48 olyan
van, amin tobb eléadé szerepel (T), 24 olyan van, amin egy el6adé vagy egyiittes
szdmai vannak (E), és 8 hangszeres zenei CD-je (H) is van. Sajnos Krisztidn nem
tdl rendes, és az Gsszes CD egy fidkban hever egymas hegyén-hétan.

Egyik baratja megkéri, hogy vigyen el a partijara 5 CD-t. Mivel — mint mindig —
Krisztidn nagy rohanasban van, anélkiil, hogy a fiokba nézne, kivesz onnan 5 CD-t.
a) Mi a valdsziniisége annak, hogy csak hangszerest visz?

b) Mi a valdszinfisége, hogy az 6t CD kozott lesz legaldbb egy (T), viszont nem

lesz (H)?
¢) Krisztidn répillantott a kezében 1évé CD-kre, és latta, hogy a legfelsé (H).
Mi a valdszintisége, hogy a tébbi is az? (13 pont)

4. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan:
(Z) 249071 . 421:+3 — 8.

b) Vo —+vr+2<2. (14 pont)

II. rész

5. A Schiller Gimnazium didkjainak mindegyike els6 idegen nyelvként angolt
tanul, és legalabb egy, legfeljebb két nyelvet valaszthatnak a francia, spanyol és
latin koziil. A 10. évfolyam 72 didkjabdl 40-en két nyelvet is valasztottak. 48-an
tanulnak francidul, 40-en spanyolul és valahanyan latinul. 24-en tanulnak franciaul
és spanyolul is, és 12-en francidul és latinul.

a) Hényan tanulnak 6sszesen latinul; és ebbdl hanyan spanyolul is?

Az évfolyamrdl egy tanulét véletlenszeriien kivalasztva mi annak a valészinii-
sége, hogy

b) francidul és spanyolul,

¢) francidul vagy spanyolul,

d) vagy francidul, vagy latinul (de nem mindkét nyelven) tanul? (16 pont)
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6. Egy parkban néhany, betonbdl késziilt, fél-
gomb formaju virdgtartét hasznalnak. A félgombok
bels6 sugara 44 cm, falvastagsdga 8 cm, a beton sii-
riisége 2,2 g/cm3.

a) Hany m?® virdgfold fér egy ilyen tartéba?

b) Milyen nehéz egy tartd?

c¢) A tél bedllta el6tt mindegyik tartét kiiritik,
majd harmat-harmat egymdsra helyeznek. Milyen
magas egy ilyen rakas?

d) Tavasszal Ujra kihelyezik a tartékat. El6tte fehérre meszelik a tartok kiils§
részét (a peremet is). Egy-egy virdgtarténak mekkora teriiletli része lesz igy frissen
meszelve (cm?-ben)? (16 pont)

7. Egy téglalap oldalai a; = 2 m és by =3 m.
Felosztjuk két téglalapra az dbrdn lathaté mdédon
ugy, hogy az egyik hasonlé az els6hoz, oldalai as és
by = a1. Ezt a masodik téglalapot is felosztjuk dgy,

by hogy a kapott két téglalap koziil az egyik hasonlé
as hozzé, és ennek a harmadik téglalapnak az oldalai

as és by = ag. Ezt az eljarast folytatjuk.
as=bs a) Milyen hossziak az n-edik téglalap oldalai?
b) Milyen n esetén lesz az n-edik és az (n + 1)-
a1 = by edik téglalap teriiletének kiilonbsége 1 cm?-nél ki-
sebb?
¢) Mekkora az elsé n téglalap keriiletének osszege? (16 pont)

8. Egy kalandpark palyajan két fa kozott egy fliggéhid talalhaté. Tudjuk,
hogy egy ilyen felfiiggeszett hid alakja n. lancgorbe, melynek altalanos képlete

fl@)=a- #, ahol a és k valés paraméterek. Az 1. dbrdn a k=0,5; k=1

és k = 2 értékekhez tartozd lancgorbék lathatok.

A
8 m
5m
20 m
1. dbra 2. dbra
72 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/2

b

PStill evaluation watermark

nTh|s PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com

— P


http://www.pstill.com

QF 2019.2.11 — 17:03 — 73. oldal — 9. lap

b

a) A 2. dbrdn a hid vdzlatos oldalnézetét latjuk. Hatdrozzuk meg a hid gorbéjé-
hez tartozo két paraméter értékét 3 tizedesjegyre kerekitve (a talajszintet tekintsiik
az z-tengelynek.)

b) Hatdrozzuk meg, hogy az A pontban a hid milyen szbget zér be a vizszin-
tessel.

¢) Reklamfeliilelet szeretnének felszerelni a hid egyik oldaldra gy, hogy a fe-
lillelet a talajszint, a hid és a két fa zarja kozre. Mekkora feliilet keletkezik igy?

(16 pont)
9. a) Hany osztéja van a 2018 - 2019, illetve a 201829 szdmnak?
b) Mennyi az egyik, illetve a mésik szdm osztdinak az Gsszege?
¢) Bizonyitsuk be, hogy 20182 legalabb 3 - 2019 szdmjegybdl 4ll.
d) Melyik nagyobb: 20182°19 vagy 201920187 (16 pont)

Ratké Eva
Budapest
(zommel német érettségi feladatokbdl vélogatva)

Megoldasvazlatok a 2019/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

A Magister Universitas érettségi felkészité az 2000-es évek eleje 6ta miikodik.
Jelenleg harom varosban lehetséges felkészité tanfolyamainkra jelentkezni: Buda-
pesten, Szegeden és Debrecenben. Matematika, fizika, kémia, bioldgia, torténelem,
magyar és angol tantargybdl készitiink fel didkokat az érettségire emelt- és kozép-
szinten is. Didkjainknak sajat tandraink &ltal kifejlesztett és gondosan szerkesz-
tett tananyagainkkal konnyitjiikk meg az érettségire vald felkésziilést. Jelentkezni
a https://erettsegi-felkeszito.hu/ oldalon tudtok. Még idén is érdemes be-
csatlakozni intenziv tanfolyamainkra. Aki jovore vagy kés6bb érettségizik a fenti
targyak akdarmelyikébdl, szivesen latjuk érettségi felkészitéinken. Ne maradjatok le!

I. rész

1. Kilencjegyti pozitiv egész szamokat képeziink gy, hogy a képzett szdmban
szerepld szamgjegy annyiszor fordul eld, amekkora a szamjegy. Hdny ilyen kilenc-
jeqytt szdm képezhetd? (11 pont)

Megoldas. A szam szamjegyei k6zott nem szerepelhet a 0. A lehetséges ese-
teket aszerint soroljuk fel, hogy mi a legnagyobb szamjegy, ami a felirt kilencjegyii
szamban szerepelni fog.

1. eset: 9 darab 9-es jegy. Ebbol 1 darab kilencjegy(i szam van.
2. eset: 8 darab 8-as, 1 darab 1-es jegy. Ezekbdl 9 szdm képezheto.
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3. eset: 7 darab 7-es, 2 darab 2-es jegy. Ezekbdl a szamjegyekbol (g) = 36 szam
képezhetd.

4. eset: 6 darab 6-os, 3 darab 3-as jegy. Ezekbol (g) = 84 szam képezhetd.
5. eset: 6 darab 6-o0s, 2 darab 2-es, 1 darab 1-es jegy. Ezekbdl O 959 sz4m

6!-21
van.
6. eset: 5 darab 5-0s, 4 darab 4-es jegy. Ezekbdl (Z) = 126 szam képezhetd.
7. eset: 5 darab 5-0s, 3 darab 3-as, 1 darab 1-es jegy. Ezekbdl 5,9—|3, = 504 szdm
van.

8. eset: 4 darab 4-es, 3 darab 3-as, 2 darab 2-es jegy. Ezekbdl = 1260

Szam van.

9!
41.31-2!

Tehat Gsszesen 2272 darab kilencjegyti szam képezhets, amely a feladat felté-
teleit kielégiti.

2. Tekintsiik a kovetkezd allitdsokat:
A: Ha egy fiigguény periodikus, akkor van legkisebb periddusa (alapperiddusa).

B : Létezik olyan 10 csiuccsal rendelkezd grdf, melynek fokszdmai egy névekvd
szamtani sorozat eqymdst kovetd tagjait alkotjdk.

C: Ha a, ésb, korldatos sorozatok, akkor a,b,, is korldtos.

a) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Vilaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C dllitas megforditasdt. Déntsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdsa. Vilaszunkat indokoljuk. (4 pont)

Megoldas. a) Az A 4llitds hamis, mert pl. az f(x) = 5 fiiggvény periodikus,
de nincs legkisebb periddusa.

A B allités igaz, pl. a tizpontt graf cstucsai rendelkezzenek rendre 1;2;...;10
hurokéllel. Ekkor a csiicsok fokszamai rendre 2;4;...;20, ami névekv6 szamtani
sorozat.

A C allitas igaz, mert ha a,, és b, korldtos sorozatok, akkor megadhatdk olyan
k; K > 0 szamok, hogy tetszéleges n € N esetén |a,,| < k és |b,| < K. Innen adddik,
hogy |a,b,| < k- K, tehét a,b, korlatos.

Megjegyzések. Az A allitashoz j6 ellenpélda még pl. az tin. Dirichlet fliggvény,
f:R—={0;1}, f(z) =0,haxz € Qés f(x) =1, haz € R\ Q. Ez a fiiggvény barmely
p € Q7 szerint periodikus, de nincs alapperiédusa, mert nincs legkisebb pozitiv
racionalis szam.

Ha a B &llitasnal megkoveteljiik, hogy a gréaf legyen egyszerti, akkor mar nem
tudunk a feltételeknek megfelelé grafot megadni. Ennek oka az, hogy egy adott
csucs fokszama a 0;1;2;...;9 értékek kozil keriil ki, de a 0 és 9 egyiitt nem
szerepelhet a fokszamok kozott, tehat a skatulya-elv miatt lesz két azonos fokszama
a grafnak. Ha lesz két azonos fokszam, akkor a fokszamok nem alkothatnak névekvd
szamtani sorozatot.
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b) A C 4llitds megforditdsa: Ha az a,b, sorozat korldtos, akkor az a, és b,
is korlatos sorozatok. Ez hamis allitas, ugyanis legyen a,, =n és b, = % Ekkor
anb, = 1, ami nyilvan korlatos, de a,, nem korlédtos.

3. Tekintsiik az ABC hdromsziget, ahol A(0;1), B(3;4) és C(4;—3).

a) Hatdrozzuk meg a hdromszdg szdgeinek nagysdgdt. (4 pont)
b) Irjuk fel a hdromszdg koré irt kér egyenletét. (3 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a hdromszdgbe irhatd kor sugardnak pontos értékét.
(3 pont)
d) Szamitsuk ki annak a pontnak a koordindtdit, amelyben a B-bdl induld belsd
szdgfelezd metszi a szemkdézti oldalt. (4 pont)

Megoldas. a) Eldszor kiszdmoljuk a hdromszog oldalainak hosszat: AB =
=3v2; AC = 4y/2; BC = 5v/2. Mivel AB? + AC? = BC?, ezért Piithagorasz té-
telének megforditasa miatt o = 90°.

A hegyesszogeket szogfiiggvénnyel szamoljuk ki, tg 8 = ﬁ—g = §7 innen [~
~ 53,13° és v = 90° — B ~ 36,87°.

b) Mivel a hdromszog derékszogii, ezért koré irt korének kozéppontja az atfogd
fele;é]%ontjéval egyezik meg és a sugara az &atfogd fele. Az atfogd felezépontja
F(%:3).

272

Az &tfogd hossza 5v/2, igy a koré irt kor sugara %ﬁ Tehat a koré irt kor

2 2
egyenlete (ac — %) + (y — %) = % vagy méas alakban z2 + y? — 72 — y = 0.
Megjegyzés. A koré irt kor kozéppontjat meghatarozhattuk volna az oldalfelezd mers-
legesek metszeteként is, viszont ez jelenleg nem praktikus, mert a hdromszog derékszogti.
¢) Hasznéljuk az r = % képletet. A teriilet T = M =12, a keriilet fele

pedig 6v/2. Innen r = /2 adédik.

Megjegyzés. Derékszogli haromszog 1évén az ismert r = = /2 alapjin

is megkaphatjuk a beirt kor sugarat.

AB+AC—-BC
2

d) Jeloljitk L-lel azt a pontot, ahol a B-b6l indulé belsé szogfelezd metszi az AC
oldalt. A szogfelez6tétel szerint é—é = g—g = %, azaz az L pont az AC szakaszt 3 : 5
34450, 3-(*3)+5-1) _ (é. _l)

8 ’ 8 —\2 2/

aranyban osztja ketté. fgy L koordinatati: L(

4. a) Adjuk meg a kivetkezd kifejezés értelmezési tartomdnydt:

3 -5z
108, 2642 (2334-4> . (10 pont)

b) Hatdrozzuk meg az A; B; C kijelentések logikai értékét, ha tudjuk, hogy
az alabbi dllitds logikai értéke hamis.

(A< B)— (BVC(). (4 pont)
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Megoldas. a) A log, b kifejezés akkor van értelmezve, ha a > 0; a # 1; b > 0.

Tehat x4+ 2 — 622 > 0, tovabba . +2 — 622 # 1 és g;iﬁ > 0. A méasodfoku egyenl6t-

lenség megoldasa x € ] — %; %[, mivel az egyenlStlenségbél képzett x + 2 — 622 = 0
egyenlet gyokei 1 = —% 6S To = % és a parabola lefelé nyilé. Mivel z +2 — 622 # 1,

ezért x # —% és x #£ %
A tortes egyenldtlenség megoldédsa x € ] -2 %[, ugyanis

3—b5x
2x+ 4

>0 (3=5z>0)A(2z+4>0)V(B-5z<0)A(2z+4<0)).

Mindezeket egybevetve kapjuk, hogy a kifejezés értelmezési tartoméanya

13 \ 11
2’5 372
b) Az (A < B) — (B V C) kijelentés pontosan akkor hamis, ha elétagja igaz
és utdtagja hamis, tehat A <> B =1 és BV C = h. Mivel a BV C kijelentés logikai
értéke hamis, ezért B és C is hamisak. Tudjuk, hogy A <+ B =i, igy A és B logikai
értékének meg kell egyeznie. Mivel B hamis volt, ezért A is hamis. Tehat a fenti
kijelentés akkor hamis, ha A; B; C is hamisak.
Megjegyzés. A feladatot megoldhattuk volna igazsdgtdablazat felirdasdval is.

II. rész

5. a) Egy négyponti ires grdfba berajzolunk hdarom €lt gy, hogy a grdf eqyszerd
legyen. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az igy kapott graf dsszefiiggd lesz?

(5 pont)

b) Hdany négy hosszi kirt tartalmaz egy tizpontd teljes grdf? (4 pont)

Egy angolos nyelvi csoportban, ahol 6t fiv €s 6t ldny tanul, minden dra elején
szodolgozatot irat a tandrnd. A szédolgozatot mindig 6t tanuld irja meg ugy, hogy
tandruk eqgymdstol fiiggetlendil, egyenld valésziniiséggel valasztja ki a tanuldkat.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a dolgozatot iré tanuldk kozétt a fiuk
és a ldnyok szdmdnak eltérése legfeljebb 27 (3 pont)

d) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy dt egymdst kévetd szédolgozatndl az té-
dik lesz az elsd olyan, ahol teljesiil, hogy a dolgozatot iré didkok szdmdnak eltérése
legfeljebb 27

Eredményeinket tizezredekre kerekitve adjuk meg. (4 pont)

Megoldas. a) A kérdezett esemény komplementerének valGszin{iségét hataroz-
zuk meg. Egy négypontu teljes grafnak (3) = 6 éle van. Ebbdl jeloliink ki harmat,
ezt (g) = 20 kiilonb6z6 médon tehetjiikk meg. Ez az Gsszes esetek szama. A komple-
menter esemény az, hogy ha kijeloliink harom élt, akkor azok nem alkotnak Gssze-
fiiggd grafot. Gondoljuk meg, hogy harom él (melyek megfelelnek a feladat feltétele-
inek) mikor nem alkot 6sszefiiggd gréfot. Pontosan akkor, ha egy harom hosszisagui
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kort hataroznak meg. Ezt (g) = 4 kiilonb6z6 médon tehetik meg. Tehéat a komple-

, e 4 . . b w16
menter esemény valdszinlisége 50 %Az a kérdezett esemény valdszintlisége 50 = 0,8

Megjegyzés. A kedvezd esetek szdma pontosan azt adja meg, hogy hény négy-
ponti szamozott fa van. Ezek szdmét az un. Cayley-tétel megadja, ami kimondja,
hogy az n ponti szdmozott fak szdma n™ 2, tehat jelenleg 42 = 16.

b) Eldszor azt gondoljuk meg, hogy ha adott egy négypontu teljes graf, akkor
abban hany négy hosszusagu kor van. Legyenek a pontok pl. A; B; C; D. Az ezek
altal meghatarozott teljes grafban az aldbbi négy hosszu korok vannak: ABCDA;
ABDCA; ACBDA. A tizpontu teljes graf (140) = 210 ilyen négypontt teljes részg-
rafot tartalmaz, melyek mindegyike 3 darab négy hosszi kort hataroz meg, ezért
a valasz a kérdésre 210 - 3 = 630.

¢) A fitk és a ldnyok szdménak eltérése tgy lehet legfeljebb 2, ha 3 fid és 2
lany vagy 2 fiu és 3 lany ir szddolgozatot.

i\ 214 gt~ W) () 2
P(3 fig, 2 lany) = P(2 fig, 3 ldny) = ~2 222 = —
(5) o

igy a keresett valosziniiség %, ami tizezredekre kerekitve 0,7937.

d) Az el6z6 részben % addodott annak az eseménynek a valdszintiségére, hogy
a dolgozatot ird fiuk és lanyok szdmanak eltérése legfeljebb 2. Ennek az esemény-
nek a komplementerének a valészinlisége % Az els6 négy napon a komplementer
esemény és az 6todik napon a kivant esemény kovetkezik be. Az egyes napok fiig-
13)4 50

@ 5, allll

getleneknek tekinthetok egymastdl, ezért a keresett valdsziniiség ( 63

tizezredekre kerekitve 0,0014.

6. a) Az ABCDEF szabdlyos hatszég korilirt korén felvettink egy olyan
P pontot, amely nem csiucsa a hatszognek. Mutassuk meg, hogy a P pontnak a hat-
8209 csucsaitol mért tdvolsagainak négyzetdsszege a P pont helyzetétdl figgetlendl
mandig ugyanakkora. (4 pont)

Az iskolai darts szakkor tdbldja hdromszog alakid, melynek oldalai 13, 14 €s 15
eqysé€g hosszuak. Egy dobdssorozat hét dobdsbol dll. Robi még kezdd jatékos, ezért
szorgalmasan gyakorol. Feltételezziik, hogy a tdbldt biztosan eltaldlja, és a tdbla
minden pontjdt egyenld valdsziniiséggel taldlja el.

b) Mekkora annak a valdszinidsége, hogy a hét dobasbdl legfeljebb hdromszor
taldl bele a hdromszig beirt kirébe? Vilaszunkat normdlalakban adjuk meg. (6 pont)

A tabla kiilonbozd részeinek eltaldldsa mds-mds pontot ér.

Robi utolsé hét dobdsardl tudjuk, hogy az dtlaguk 120 pont. Pontosan annyi,
mint az adatok medidnja. Az adathalmaz egyetlen mddusza 100 pont. Két dobds
sordn éppen az dtlagnak megfeleld dsszeget dobott, mig a legjobb talalata 160 pontra
stkeriilt.

¢) Szamitsuk ki az elért pontszamok szdrdsdt. (6 pont)

Megoldas. a) Ha lerajzoljuk az abrat, akkor kénnyen latszik, hogy AD;
BE; CF atméroi a kornek. Thalész tétele miatt APD<t = BPE<< = CPF< =90°.
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A 1étrejovd derékszogili hiromszogekben felirhatjuk Piithagorasz tételét: PA? +
+ PD? = AD? = 4r%;, PB% + PE? = BE? = 42; PC? + PF? = CF? = 412, ahol
r jeloli a koriilirt kor sugarat. Ezeket sszeadva kapjuk, hogy PA% + PB? + PC* +
+ PD? + PE? + PF? = 12¢2, ami nyilvéan allandé.

b) El6szér meghatdrozzuk, mennyi annak a valésziniisége, hogy Robi beletaldl
a beirt korbe. A haromszog teriiletét Héron-képlettel hatdrozzuk meg: s = 21, igy
T=+21-6-7-8=284. A beirt kérsugaraT:%:

42 . ¢

P(egy lovés beletaldl a beirt kérbe) = ~ 0,5984.

Annak a valdszintisége, hogy 7 dobasbdl k-szor (k e {0;1;...; 7}) talal bele a beirt
korbe, binomidlis eloszlassal modellezhet:

P(k-szor taldl bele a beirt korbe 7 dobésbdl) = (Z) -0,5984% . 0,40167*.

3

Nekiink a ) (Z) -0,5984F - 0,40167F Gsszeget kell meghatarozni, melynek értéke
k=0

kb. 0,2929, ami normélalakban megadva 2,929 - 10~ 1.
¢) Az elért pontszamokat névekvd sorrendbe rendezve kapjuk, hogy a negyedik
pontszam a 120, mivel ennyi az atlag és az atlag megegyezik a medidnnal. Mivel
Robi kétszer is dobott 120 pontot és az adatok egyetlen médusza 100, ezért leg-
alabb haromszor kellett 100 pontot dobnia. Tébbszoér nem tudott 100-at dobni,
mert a negyedik legnagyobb dobott szam biztosan az adatok medianja, azaz 120.
Tehat azt tudjuk, hogy haromszor dobott 100-at, kétszer 120-at és egyszer 160-at.
Az adatok atlaga 120, ezért a kimaradt dobds csak 140 lehet. A dobédsok novekv§
sorrendben: 100; 100; 100; 120; 120; 140; 160. Ezek szérasa az ismert képlet alapjan

(120 — 2;)°

M=~

s
Il
-

~ 21,38.

7. a) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valds szdmok halmazdn.

(1) 4-Va+1+Vo+1=Vab+a+b+1,
(2) 2-vVa+1+5-vVb+1=2-vab+a+b-+1. (8 pont)

b) Kedvenc egyiittesem legijabb albumdn négy dal kiilondsen jora sikeriilt, ezért
mar egy ideje csak ezt a négy dalt hallgatom a telefonomon. A telefon a dalokat
egymds utdn véletlenszerien, egymdstol fiiggetlenil, mindegyiket i valdsziniséggel
jatssza le. Addig hallgatom a zenéket, amig nem kéovetkezik be az elsd ismétlédés.

Hatdrozzuk meg annak a valdszintségét, hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 dalt
kell meghallgassak, majd szdmitsuk ki az elsé ismétlésig meghallgatott dalok szamd-
nak vdrhato értékét. (8 pont)
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b

Megoldas. a) Elészor dtalakitjuk kissé az egyenletrendszert:
(1) 4-Va+1+Vo+1=+/(a+1)-(b+1),
(2) 2-Va+1+5-Vb+1=2-/(a+1)-(b+1).

Most vizsgaljuk meg a fellép6 kifejezések értelmezési tartoményat. Annak kell
teljesiilnie, hogy a > —1 és b > —1. Ha a vagy b értéke —1, akkor a masik értéke is
csak —1 lehet és ez megoldéasa is az egyenletrendszernek.

Most tegyiik fel, hogy a > —1;b > —1. Ekkor nyugodtan oszthatjuk mindkét

egyenletet \/(a+ 1) - (b+ 1)-gyel:

4 1
1 + =1,
(1) vVb+1 Va+1

2 5

® ol Vax1 C

Bevezetve az \/b;—i-il =x; \/al? = y 1j ismeretleneket a

(3) dr+y=1;
(4) 22 + 5y =2

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasa: x = %; Yy = % Innen a = 8; b =35
adodik.

Tehat az egyenletrendszernek két megoldasa van: a; = by = —1 és ap = §;
by = 35.

Mindvégig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ezek és csakis ezek a meg-
oldédsai az egyenletrendszernek.

b) Jelsljitk X-szel azt a valdsziniiségi valtozot, amely megadja, hogy hany dalt
kell meghallgatni addig, amig bekovetkezik az els6 ismétlddés. Nyilvan P(X = 1) =
=0¢és P(X =k) =0, ha k > 6, hiszen az 6t6dik dal meghallgatasakor biztosan is-
métlédés lesz, igy P(X = 6) = 0. Kapjuk, hogy P(X =2) = % = %1; P(X=3)=

4-3-2 3 4.3-2-3 9 4-3-2-1-4 3 ‘.
=5 =5 P(X =4)="7" =55, P(X =5) = =5 = 35. Ezek valéban el-
oszlast alkotnak, hiszen Gsszegiik 1.

A véarhato érték:

> 1 3 9 3103
E(X)= k-PX=k)=2--4+3-—-4+4- —+5-— = — ~32.
(X) kZ_Q ( ) 4 + 8 + 3 + 32 32 ’
8. Adott az
23, ha x <3,
F#) = 1942 _ 355 — 3
————+p, ha z>3.
r—3
fiigguény.
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a) Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy az f(x) figgvény folytonos
legyen a valds szdmok halmazdn. (4 pont)

Tekintsiik a fenti figgvényt a [—1;2] intervallumon. Legyen ez a g(x) fiigguény.

b) Adjuk meg a g(x) figgvénynek az inverz figgvényét. Adjuk meg az inverz
fiigguény értelmezési tartomdnyadt és értékkészletét is. (4 pont)

Az f(z) figgvény 2 abszcisszdji pontjdba érintét hizunk. (Pont abszcisszdja:
a pont elsé koordindtdja.)

¢) Irjuk fel az érinté egyenletét. (4 pont)

d) Hatdrozzuk meg az érinté és az f(x) figguény dltal hatdrolt korldtos zdrt
stkidom tertiletét. (4 pont)

Megoldas. a) A fiiggvény folytonossiga egyediil az x = 3 pontban kérdéses.
Nyilvan f(3) =27 és lim f(z) = lim 23 = 27. Szdmoljuk ki a jobboldali hatér-
r—3~ r—3~
értéket is, felhasznalva, hogy

1
12z2—35x—3—12-(x—3)-<x—|—12> =(x—3) - (122 +1).

z—3 z—3

z—31 z—31

2 _ _ — .
bm f(@) = lim (123; 35z 3+p):£§1+<(x 3) (12x+1)+p>:

= lim (122 +1+p) =37+p.
z—31
A két féloldali hatdrértéknek egyenlének kell lennie, tehat 37 4+ p = 27, innen
p = —10 adddik. Tehat p = —10 és ekkor a fiiggvény az aldbbi alakban irhaté fel:

x3, ha z < 3,
fz) =
122 — 9, ha x> 3.

b) Mivel [—1;2] C ]—o0; 3], ezért g : [—1;2] — R, g(x) = 23. Elész6r megéllapit-
juk g(z) értékkészletét. Mivel a fiiggvény szigorian monoton novekedd, ezért vald-
ban invertalhaté és értékkészlete Ry = [—1;8]. Innen mar felirhatjuk az inverz fugg-
vényt: g1 : [—1;8] = [~1;2], g7 (2) = ¥z, tehdt Dy-1 = [—1;8] és Ry-1 = [—1;2].

¢) A pont, ahové az érintét hizzuk: P(2;8). Az érinté meredekségét a derivélt
adott pontbeli értéke adja meg. Mivel f’(z) = 322, ha x < 3, ezért az érinté mere-
deksége m = f(2) = 12. Az érint§ egyenlete y — 8 = 12(x — 2), azaz y = 12z — 16.

d) Elészér meghatdrozzuk, hogy hol metszi egymést az érinté és az f(x) fiigg-
vény. Ha z > 3, akkor f(x) = 122 — 9 és ez parhuzamos az y = 12z — 16 egyenletii
érintével. Tehét ekkor nem lesz metszéspont. Ha o < 3, akkor f(z) = 2. Meg kell
oldanunk az 2% = 12z — 16 egyenletet. Segitségiinkre lesz, hogy tudjuk, © = 2 meg-
oldasa. Ez azért igaz, mert ebben az abszcisszaji pontban érinti az érinté a fiige-
vényt.

=120 +16=2° -4z —8x+16=2- (2> —4) -8 - ( —2) = (z — 2)*- (x4 4),
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tehat a mésik metszéspont x = —4. Véve egy prébapontot a [—4; 2] intervallumbdl
(pl. x = 0-t), lathatd, hogy az f(x) fiiggvény grafikonja mindvégig az érint6 felett
halad. A kérdéses teriilet:

4

2 2
T = /(ac3 12z 4+ 16) dz = [Z — 622+ 164 — 108.
—4
4

9. Egy mértani sorozat elsé eleme 9, az elsé n elem dsszege 40

3. ugyanezen
. . .. 40
elemek reciprokainak dsszege 5.
a) Mutassuk meg, hogy a sorozat hdnyadosa % (7 pont)
b) Hatdrozzuk meg n értékét. (2 pont)
c¢) A sorozat mely elemei kisebbek ﬁ-nél? Mennyi az dsszege ezen elemeknek?
(7 pont)

Megoldas. a) Legyen az eredeti mértani sorozat hdnyadosa g. Ekkor az eredeti

sorozat tagjai 9; 9¢; 9¢%; . .., mig ezen tagok reciprokai %; é . %; % . q%; ... . Latszik,
1

hogy ez is egy mértani sorozat, melynek els6 eleme g és hdnyadosa 1 Nézziik meg,

hogy lehet-e ¢ = 1. Nem lehet, mert ekkor a sorozat minden tagja 9 lenne és igy
i R 40 o ) . . .

az elsé n elem 0Osszege nem lehetne 3 Mivel ¢ # 1, ezért hasznélhatjuk az ismert

q"—1

Sn =017 =] képletet. Kapjuk, hogy
1 n
g =1 20 1 () -1
g—1 3 9 1_4 9
q
Innen adédik, hogy
1—q™
q"—1 40 , q " -1 g¢q 40 g¢q
= — és 40 = — == ==
qg—1 27 1-¢ qg—1 q¢» 27 q"
q
azaz q" = 2%. Ezt beirhatjuk a q;:11 = ;—2 Osszefiiggésbe. Megoldva a
4
27 —1 40
q—1 27
egyenletet adédik, hogy ¢ = %
b) Irjuk be ¢ = %—t aq" = 17 osszefiiggésbe. Kapjuk, hogy (%)n = SLI’ innen

n = 4 adddik az exponencidlis fiiggvény szigori monotonitasa miatt. Tehat a soro-
zat elsO négy tagjat adtuk Ossze.

Ellen6rzés a szoveg alapjan.

-1
¢) Az eredeti sorozat altaldnos tagja: a, =9 - (%)n =3 nt3,
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Meg kell oldanunk a 3773 < ﬁ egyenl6tlenséget. Mindkét oldal tizes alapu
logaritmusat véve adddik, hogy n > 9,93, tehdt n > 10. A sorozat azon tagjai
kisebbek Lg—nél, amelyeknek indexe legalabb 10. Ezek az elemek egy mértani
sorozat tagjai, a bel6liik képzett mértani sor konvergens és Osszege:

- 377 1
T =3T3 = =
23 +30 158

1
n=10 1- 3

Fridrik Richard
Magister Universitas
Matematika Szekcid

Szeged

C gyakorlatok megoldasa

C. 1452. Egy 13 cm sugarid kérbe irhato trapézrol tudjuk, hogy dtloi a kor
kézéppontjdtol 5 cm-re helyezkednek el. Legfeljebb mekkora lehet a trapéz terilete?

I. megoldas. Hasznaljuk az 1. dbra
jeloléseit és legyen a B.D atlé felez6pontja
az F, az AC 4tl6é a G pont, az atlok met-
széspontja M, végill DMC< = v. A kor
sugara r = 13 cm, az atlok tavolsaga a kor
koézéppontjatél OF = OG =d =5 cm.

A trapéz atléi a korben hurok. A huar
felez6 merdlegese dtmegy a kozépponton,
igy OF B<t = 90°. A Pitagorasz-tételt fel-
irva az OF B derékszogii hdromszogben:

BF =\/r2 —d? = /132 — 52 =

=+v144 =12 cm,

1. dbra

ebbdl pedig
AC = BD =2BF =24 cm.
A trapéz teriilete tehat:

1 1
T:i-AC-BD-sin’yz§~24-24~sin’y:288-sin’y.

Mivel siny értéke legfeljebb 1, ezért a teriilet akkor maximalis, ha siny = 1, vagyis
~v = 90°. Ekkor a teriilet: Tinax = 288 cm?.
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II. megoldas. A kor sugara 13 cm, a kor kdzéppontjatol a hurnégyszog 4tloi
5 cm tavol vannak. Rajzoljuk be az egyik atlot, és a végpontjait kossiik Ossze
a kor kozéppontjaval (2. dbra) Az igy keletkezett két vonal egyenlé hosszi, hiszen
mindketté a kor sugara, tehat az atléval egy egyenld szart haromszoget alkotnak.
A héaromszoget felezziik el az alapjaval szemkozti cstcsbdl hizott magassaggal.
Az igy kapott haromszogek derékszogiiek, hiszen két oldaluk merdleges egymédsra,
és egybevagok, mivel oldalaik paronként egyenl6 hossziiak. Egy ilyen derékszogii
haromszog egyik befogdja a kor koézéppontjanak és a hiurnégyszog egyik atlojanak
tdvolsdga, tehat 5 cm hosszi, a befogdja a kor sugara, tehdt 13 cm hosszi, igy
a masik befogd, ami az atlé fele, a Pitagorasz-tételbol szamolhaté: 12 cm hosszu.

2. dbra 3. dbra

Egy hurnégyszog atloi egyenlo hossziak, tehat a hirnégyszog mindkét atloja
24 cm hosszi. A hurnégyszog dtdarabolhaté egy olyan téglalappd, amelynek egyik
atldja megegyezik a hirnégyszog egyik atldjaval (3. dbra).

Egy téglalap két szomszédos oldalara és egy atlojara szintén felirhaté a Pita-
gorasz-tétel, mely szerint a két szomszédos oldal hosszanak négyzetosszege egyenld
az atfogd hosszanak négyzetével. Ugyanezen két oldal hosszédnak szorzata egyenld
a téglalap, és igy a hurnégyszog teriiletével is. A két oldalt a-val és b-vel jelolve
irjuk fel a mértani és a négyzetes kozepek kozotti egyenltlenséget:

[a? + b2 24
< _
vab < 5 7’

242
ab < —.
2

Az egyenlOtlenség szerint két adott négyzetdsszegii szdm szorzata akkor a leg-
nagyobb, ha a két szam egyenld, tehdat a maximalis teriiletii téglalapban a két
szomszédos oldal egyenl6 hosszi, vagyis a téglalap négyzet. Egy négyzet teriilete

2
az atlok szorzatédnak fele, esetiinkben % = 288 cm?.
Tehdt a hirnégyszog teriiletének maximélis értéke 288 cm?.
Czett Mdtyds (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn., 10. évf.)

102 dolgozat érkezett. 5 pontos 63, 4 pontos 1, 3 pontos 10, 2 pontos 12, 1 pontos 6,
0 pontos 6 dolgozat. Nem versenyszerii: 4 dolgozat.
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C. 1462. Egy szamtani sorozat elsé tagja a1 = 3, differencidja 9. Bizonyitsuk
be, hogy a sorozat tagjai kozott minden természetes k szdm esetén szerepel 3 - 4F.

I. megoldas.

3-4F=33+1)" =3 (3’“+ (];>3k1+ <I;)3’“2+...+ (kk 1)31+1> -

=3B8n+1)=9n+3

(mivel a 3%, 38=1 382 3! szamok mindegyike oszthaté 3-mal, ezért az Gsszeg
is oszthaté 3-mal, igy felirhaté 3n alakban, ahol n természetes szam).

A szédmtani sorozat elemei a,, = 3+ 9(m — 1) alakdak. A sorozat tartalmaz
minden olyan természetes szdmot, amely 9-cel osztva 3-at ad maradékul, tehat
az Osszes 3 - 4% alaki szdmot is, hiszen azok is 9-cel osztva 3 maradékot adnak.

Bérczi Péter (Szegedi Dedk Ferenc Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. Tobb megoldé felismerte, hogy (a,,) minden tagja 9-cel osztva 3-at ad
maradékul, és ebbél kivetkeztetett arra, hogy ha 3 - 4 is ilyen alakd minden k-ra, akkor
kész az &llitds bizonyitdsa. Ez igy viszont nem igaz. A megdllapitds akkor helyes, ha
a megoldo azt veszi észre, hogy a,, minden olyan pozitiv egész szamot tartalmaz, mely
9-cel osztva 3-at ad maradékul. Ebbé]l mér kovetkezik, hogy ha 3 - 4¥ is ilyen alaki, akkor
minden k-ra tagja a sorozatnak.

II. megoldas. a; = 3, d = 9: a sorozat tagjai 3 + 9n alakiak, ahol n termé-
szetes szam. Belatjuk, hogy minden k esetén van megfelel6 n.

3.4F =34 9n,
3-4F =3(3n+1),
4F =3n 41,
4% 1 =3n,
28 +1)(2% — 1) = 3n.

Ha k péaratlan, akkor a (2% + 1) tényezébdl, ha pedig péros, akkor a (28 — 1) =
= (2™ —1) = (4™ — 1) tényez8bSl emelhetd ki a 3, tehdt a két tényezd szorzata
mindig oszthatd 3-mal, és igy barmely k esetén van megfelelé n természetes szam.

Német Franciska (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

ITI. megoldas. A szamtani sorozat els6é tagja a; = 3, differencidja d =9,
altalanos tagja a, =3+ (n—1)-9. A sorozat els6 hat tagja: 3; 12; 21; 30; 39;
48. Teljes indukciéval bizonyitunk. Ha k = 0, akkor 3-4° = 3; ha k = 1, akkor
3-4' =12, ha k = 2, akkor 3 - 42 = 48 — vagyis ezekben az esetekben igaz az 4llitas.

Most belatjuk, hogy ha 3 - 4* tagja a sorozatnak, akkor 3 - 4**! is tagja.

3481 3.4 =3.484 - 1)=3.4".3=9.4"

84 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/2

. b

PStill evaluation watermark
nTh|s PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com


http://www.pstill.com

QF 2019.2.11 — 17:03 — 85. oldal — 21. lap

b

Mivel 3 - 4k+1 és 3. 4% kiilonbsége 9 tobbszorose, ezért ha 3 - 4% tagja a fenti soro-
zatnak, akkor 3 - 41 is tagja.

Tehét minden k-ra teljesiil, hogy 3 - 4% tagja az a,, = 3+ (n — 1) - 9 sorozatnak.

Szalontai Kinga Sdra (Budapest, Dedk Téri Evangélikus Gimn., 10. évf.)

100 dolgozat érkezett. 5 pontos 57, 4 pontos 18, 3 pontos 11, 2 pontos 3, 1 pontos &,
0 pontos 3 dolgozat.

C. 1482. Igazoljuk, hogy

3+ 2v2
< —.

2sinz + sin (2z)| 5

3v3

I. megoldas. Belatjuk, hogy a fiiggvény maximuma TS Ez kisebb, mint

%ﬁ, ugyanis a nevezdk elhagyasa utdn a szamlalokat négyzetre emelve a bal

oldal 27, a jobb oldal 17 4 12v/2, ami legalabb 29, 1évén /2 nagyobb, mint 1.
(A két szdm kerekitve 2,60 és 2,91. )

A szinusz-fiiggvény kétszeres szogekre vonatkozd szabdlya szerint sin(2x) =
= 2sinz cosz, tehat a bal oldalon az abszolutértéken beliili kifejezés igy is felirhato:

(1) 2sinz + 2sinx cosx = 2sinx(cosx + 1).

Mivel az eredeti egyenlétlenségben mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés
ekvivalens atalakités:

2
(2) 4sin® z(cosz + 1)° < (3\/3) _

2 47

Mint ismeretes, minden z valés szdm esetén sin® z 4 cos? z = 1. Tehat sin® z =
=1-cos?z = (1 —cosz)(1+cosx), amit (2) bal oldaldba befrva (4-gyel val6 osztés
utan):

27

(1 —cosz)(1+cosz)(cosz + 1)° < 6
27

(1 —cosz)(cosz +1)* < 6

Mindkét oldalt 3-mal szorozva:

81
(3) (3 —3cosz)(cosz +1)° < 16

A bal oldali négytényez&s szorzatban minden tényez$ nemnegativ, mert cosz
minimuma —1. Ezért felirhaté a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenltlenség
négytényezds alakja:

a1+a2+a3+a4
4 )

Vaiazazas <
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amit negyedik hatvanyra emelve igy is irhatunk:

a1+a2+a3+a4>4
1 .

1020304 < (

Ha a négy tényezbnek a (3) bal oldaldn szereplé dolgokat vessziik, akkor azok
Osszege éppen 6, ugyanis a —3cosxz és a 3 darab cosz kiejti egymast. A jobb

oldalon ekkor ennek negyede, azaz % szerepel a zardjelben, aminek a negyedik

hatvanya valéban ?—é Ezzel az allitast belattuk, tehdt egy erésebb felsé korlatot
adtunk a kifejezésnek.

Egyenl6ség lehet (3)-ban, mégpedig akkor, ha 3 —3cosz =cosz + 1, azaz
cosx = % Ekkor visszairva, az (1)-beli kifejezés értéke valéban

2.(i§)(;+1):ﬂ’2\/§

szerepel (attdl fiiggben, hogy a sinz a i\/?g koziil melyik értéket veszi fel, de
az abszolutérték miatt ez ugyanezt a széls6értéket adja).

Nyitrai Bogldrka (Briisszel, European School, 11. évf.)

II. megoldas. Legyen f(z) = 2sinx + sin(2z). Ennek ott lehet szélséértéke,
ahol a deriviéltja 0:

J'(z) = 2cosz + cos(2z) - 2 = 0,

cos x + cos(2x)

cos(2z) = —cos z,

cos(2x) = cos(m — x).

Vagyis 2 = m — x + k- 2w (ahol k € Z), vagy pedig 20 =z — 71+ - 27 (ahol | € Z).
Az els6 esetben x = % + k- %ﬂ, a masodikban pedig x = —7m 4 [ - 27. Ez utdébbi
megoldashalmazt tartalmazza az elébbi, igy kiilon vizsgalni sziikségtelen.

Mivel a koszinusz fiiggvény értékeit periodikusan veszi fol, periddusa pedig
w = 27, {gy elég a [0; 27) intervallumon tabldzatot késziteni.

e b {5y [ GO W

f (x) + — 0
() Va lokélis maximum N inflexiés pont
. 5w 5m 5m,
ve | (%) 3 (5s27)
f(z) - 0 +
' (z) N lokalis minimum V
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Tehét f(z) maximalis csak (% +m- 271')—né17 minim4lis csak (5% +n- 271')—né1 lehet

(ahol m,n € Z).

m 7T om 7r 3v3
f(g+mam)=1(3)=2smgrsin(23) ="
f<537r+n.27r> f(‘?) 2sin537r+sin<2.5;) :,32£.

Mivel %g ~ 2,598 és %ﬁ ~ 2,914, igy ’f(a:)‘ < %ﬁ < 3—%\/5, vagyis
3+2v2

|2sin z + sin (22)| < 3

és pontosan ezt szerettiik volna belatni.
Spdnyik Teodor (Budapest, Képz6- és Iparmiivészeti Szakgimn. és Koll., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A leggyakoribb hiba az volt, hogy a megoldé feltette, hogy
a bal oldali két tagu 6sszeg akkor maximalis, ha valamelyik tag maximélis (azaz
azt a két esetet vizsgélta meg, amikor 2sin z maximélis vagy sin(2z) maximalis).

2. Sok helyen hidnyzott a kiszamolt szélséértékek és a jobb oldali szdm értéke
kozotti egyenlGtlenség igazolasa.

32 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 12 versenyzé: Agécs Katinka, Ajtai Boglarka,
Almési Adél Csilla, Bukor Benedek, Debreczeni Tibor, Jankovits Andrds, Molnéar Istvén,
Németh Csilla Marta, Nyitrai Boglarka, Spanyik Teodor, Surjan Anett, Szécsi Adél
Lilla. 4 pontos 7, 3 pontos 1, 1 pontos 11, 0 pontos 1 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4915. Adottak az Ay, As, Az, Ay, As és P dltaldnos helyzetd pontok
a sikon. Jelolje k; azt a szamot, ahdnyféleképpen az Ay, As, Az, Ay, As pontok
koziil kivdlaszthato i darab ugy, hogy a kivdlasztott pontok konvex burka tartalmazza
P-t. Mutassuk meg, hogy ks = ky.

(5 pont)

Megoldas. Jelolje h4 (i = 1,2,3,4,5) azon hiromszogek szamét, amelyek-
nek minden csicsa az {A;, As, Az, Ay, A5} \ {A;} pontok valamelyike, és tartal-
mazzék P-t. Igy minden P-t tartalmazé haromszoget pontosan ketts h4i-ben sza-
molunk meg, pl. ha P € A; Ay A3/, akkor az A; Ay As/\-et megszamoltunk h™4 és
h4s kiszémitdsa kozben. Kovetkezésképpen ks = (hA1 +...4+ hAS)/Q.
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Ay A Most tegytik fel, hogy P benne van
az Ay, As, A3, A, pontok konvex bur-
kaban. A négy altalanos helyzetli pont

A1 konvex burka lehet négyszég vagy hé-

A2 A romszog. Mindkét esetben kénnyen lat-

Ay As 4, hatjuk, hogy a P pont pontosan két

olyan haromszogben van benne, amely-

nek csucsai Ay, Ao, Az, Ay koziil valok. Az dabrdn lathatd elsd esetben pontosan

az A1 Az A4\ és az A A3 Ay/\ tartalmazza P-t, a masodik esetben pedig pontosan

az A1 A2 A3/ és az As A3 A4 A. Vildgos, hogy P-t a lérejové tartomanyok masiké-

ba helyezve is mindig pontosan két hiaromszog fogja tartalmazni. Kaptuk, hogy

hA* =2, ha P benne van az A,, Ay, As, A, pontok konvex burkdban; és nyilvan-
valéan h“*s = 0, ha P nincs benne az A;, Ay, A3, A, pontok konvex burkaban.

Az érvelésben As szerepe lényegtelen, azaz altalaban is igaz, hogy h™7 értéke 2,
ha P az A; elhagyédsa utan megmaradt négy pont konvex burkaba esik, egyébként
pedig 0. Eszerint a 41 + ... 4+ h™ Gsszeg pontosan a kétszerese azon pontnégyesek
szdménak, amelyek konvex burka tartalmazza P-t, azaz h' + ...+ h?* = 2k,. gy
ks = (hAl +... 4+ hA5)/2 = ky, amivel az allitdst beldttuk.

91 dolgozat érkezett. 5 pontos 69, 4 pontos 13, 3 pontos 3, 2 pontos 5, 1 pontos
1 dolgozat.

B. 4942. A nemzetkozi kombinatorikai konferencidra érkezd szdz matemati-
kust eqy szdlloddban helyezik el, ahol a szobdk egytdl szdzig vannak megszdmozva.
A recepcids azt tervezi, hogy a matematikusokat érkezésiik sorrendjében az adott
sorszami szobdba kildi. Az elsének érkezd vendégnek viszont elfelejti a megfeleld
utasitdst megadni, igy 6 a szobdk kézil véletlenszerien vdlaszt egyet. Végiil a re-
cepcios a tobbieknek azt az utasitdst adja, hogy az érkezési sorszdmuknak megfeleld
szobdt egyesével foglaljik el; illetve ha az mdr foglalt, akkor vdlasszanak a szabad
szobdk kozil egyet tetszés szerint. Hanyféleképpen koltozhettek be a szobdkba a ven-
dégek?

(4 pont) Javasolta: Faragé Andrds és Kdspdri Tamds (Paks)

I. megoldas. Azt allitjuk, hogy k matematikus 2F~!-féleképpen tud bekoltoz-
ni a szobakba. Ezt teljes indukciéval bizonyitjuk.

k = 1: Egy ember egy szobédba csak 1 = 20 = 2!~ 1_féleképpen koltozhet be.

k = 2: Az els6 ember bekoltozik valamelyik szobédba a kettd koziil, a masodik-
nak mér nincs vélasztésa, tehat 2 = 2! = 227 _féleképpen tudnak bekoltozni.

Most tegyiik fel, hogy valamely k-ig (k > 2) minden pozitiv egészre igaz az al-
litdsunk. Megmutatjuk, hogy ekkor (k + 1)-re is igaz, vagyis k + 1 matematikus
2Fk_féleképpen tud bekoltdzni a szobékba.

Ha az els§ ember a sajat szobdjdba (az elsé szdmiba) megy, akkor utédna
mindenki a neki kijelolt szobaba fog menni, tehat ez egyféle bekoltozés.

Ha az elsé ember az n-edik szobdba megy (2 < n < k+ 1), akkor egészen az
(n — 1)-edik emberig mindenki més el tudja foglalni a sajat szobajat. Foglalkozzunk
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a tobbi matematikussal, akiknek szdma (k+1) — (n — 1) = k — n+ 2. Az n-edikként
érkezonek az elso foglalta el a szobajat, a tobbieké viszont még szabad. Vegyiik ész-
re, hogy éppen olyan helyzetben van ez a k — n + 2 matematikus, mintha csak 6k
lennének a szallodaban, és elGttiik senki sem érkezett volna. Mindenkinek megvan
az elore kijelolt szobdja: értelmezhet6 ugy, mintha az n-edik emberé lenne az 1. szo-
ba, ¢ érkezne elsének, és neki felejtette volna el a recepciés megadni az utasitast.
Vagyis ha az els6 ember az n-edik szobdba megy (2 < n < k + 1), akkor a tébbiek
2(k=n+2)=1_féleképpen foglalhatjék el a szobakat (az indukcids feltevés miatt).

Mivel n értéke 2 és k + 1 kozott barmi lehet, igy ezeket Gsszegezve kapjuk meg,
hogy k + 1 matematikus hanyféleképpen vélaszthat szobat:

k+1 k+1
1 + Z 2(/{:—”"{‘2)—1 =1 + Z 2k—n+1 —
n=2 n=2

=142 g2k 24 42t 420 =14 (28 —1)=2"

Tehst 299-féleképpen koltozhetnek be a szobakba a vendégek.
Weisz Mdté (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.)

I1. megoldas. Megvizsgalom a lehetOségek szamat gy csoportositva, hogy
hany ember nem keriilt arra a helyre, ahova szantak:

— Ha minden ember oda keriilt, akkor az elsé ember az els6é szobaba ment, ez
1 lehetdség.

— Pontosan 1 ember nem keriilhetett rossz helyre.
— 2 ember keriilt rossz helyre, ha az els6 vendég az n. szobat foglalta el
(2 < n < 100), majd az n. vendég az els6 szobat valasztotta. Ez 99 = (919) lehet6ség.

— 3 ember nem keriilt j6 helyre, ha az els6 ember elfoglalta az n. szobat
(2<n<99), az n. ember elfoglal egy m. szobdt (n < m < 100), az m. ember
pedig az elsot. Ez annyi lehetség, ahanyféleképpen 2-t6l 100-ig 2 szobat ki tudunk

valasztani, ahol a kisebb szam n-nek, a nagyobb m-nek felel meg, vagyis (929)
lehetdség.

— Hasonléan gondolkodva: ha x ember keriilt rossz helyre (2 < = < 100), akkor
a szobdk koziil 2-t6l 100-ig x — 1 ember nincs jé helyen, hiszen > 1 esetén az els6

szobdban nem az els6 vendég foglal helyet. A 99 szoba koéziil (z — 1)-et (ngl)—
féleképpen lehet kivdlasztani. Minden ilyen lehet6ség egyféleképpen valésulhat meg,
hiszen ha sorban vessziik a ,,rossz” szobédkat, akkor a bent laké vendégek érkezésének
sorszama is novekvo sorrendbe keriil, mivel minden vendég csak a sajat, vagy nala
nagyobb sorszamu szobdba mehetett, mert a tobbit addigra feltoltotték.

Az 6sszes lehet6ség szdma tehét: 1+ (919) + (929) + (939) +...+ (gg)
99

Mivel 1 = (0), igy a lehetéségek szama (909> + (919) + (929) + (939) + ...+

99 . . .. ‘ to ‘ .. P
+ (99), ami a Pascal-hdaromszog 100. sordban 1év6 szamok 6sszege. Az elsd sorban
az Osszeg 1; és utdna minden egyes szam az alatta 1évo sorba két szamhoz adédik

hozz4, tehat a szdmok sszege lefelé mindig megkétszerezédik, a 100. sorban 299,
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Tehat 299-féleképpen koltézhettek be.
Vida Tamds (Gy6r, Kazinczy F. Gimn., 10. évf.)

ITI. megoldas. Legyen a lehetséges bekoltozések szdma n darab matematikus
esetén C),. Nyilvanvald, hogy C7 = 1. n matematikus esetén, ha az elsé matematikus
az els6 szobédba koltozik be, akkor mindenki egyértelmiien bekoltozik az érkezésének
megfelels szobdba. Ha az elsé matematikus bekoltozik a k-adik szobaba (2 < k < n),
akkor az els6 utani k — 2 matematikus egyértelmtiien be tud koltozni az érkezésének
megfelel§ szobdba. A maradék n — k 4+ 1 matematikusnak adott az 1., (k + 1)-edik,
(k+2)-edik, ..., n-edik szoba a bekoltozésre. Ekkor tekintsiik a szobaszdmokat 1, 2,
3, ..., (n— k4 1)-nek. Ekkor az els6 matematikus tetszSleges szobdba koltézik be,
a tobbi pedig a feladat szovegének megfeleléen, tehat ekkor C, yr—1-féleképpen
tudnak bekoltozni a matematikusok. fgy

Cn =1+ Cn72+1 + Cn73+1 +...+ Cn7n+1 =

n—1
=14+4C, 1+Cy 9+...+C :1+Zci.
=1
Ebbé6l
n—2
Co1=1+) Ci,
=1
és igy

n—1 n—2
Co=1+4> Ci=1+)Y Ci+Chy=2-Cp.
i=1 i=1
Tudjuk, hogy C; =1, igy C,, = 2"~ 1.
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy 100 matematikus esetén a lehetséges bekoltozé-
sek szama, 299,

Gyérffi Addm Gyorgy (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 9. évf.)

IV. megoldas. Vegyiink egy tetszoleges 100 jegyl kettes szamrendszerbeli
szamot. Minden szamjegy azt jeloli, hogy az adott ember jé szobdban van-e: a 0
azt, hogy jé ember van a szobaban, az 1 pedig azt, hogy nem.

Ha az els6 széamjegy 0 (balrdl nézve), akkor minden szdmjegy 0, mert ha az elsd
ember jé helyre ment, akkor mar mindenki mas is.

Ha els6 szdmjegy 1 (balrdl nézve), akkor ez azt jelenti, hogy az els§ ember
nem jo6 szobaba ment. Ha az z-edik szobdba ment, akkor x és az 1 szamjegy kozott
csupa 0 van.

Ugyanigy, ha az n-edik ember az i. szobét vélasztja (ahol i # 1 ésn > 1), akkor
i >n és az n és 1 sorszamu szamjegyek kozott minden szam 0 lesz. Ha az n-edik
ember az 1-es szobat vélasztja, akkor minden n feletti szamjegy 0 lesz.

Olyan nem fordulhat el6, hogy az els6 szamjegy 1 és a tobbi 0, mert az elso
ember elfoglalja valakinek a szobajat.
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Ilyen médon minden ilyen kettes szamrendszerbeli szambdl egyértelmiien ki-
szamolhatd, hogy ki melyik szobaba ment és forditva: abbdl, hogy ki melyik szobaba
ment, leirhaté pontosan egy kettes szamrendszerbeli szam.

(P1. 100100100110100...0010: Az 1. ember a 4. szobdba ment, a 4. ember
a 7. szobédba, a 7. ember a 10. szobdba, a 10. ember a 11. szobaba, a 11. ember
a 13. szobéba, ..., a 99. ember az 1. szobaba. Mindenki mas a sajat szobajaba
ment.)

Osszesen tehat 299 — 1 4+ 1 = 299 eset van.

Fraknéi Addm (Budapest, Jedlik Anyos Gimn., 11. évf.)

V. megoldas. Tekintsiik a feladatot altalanosan: n egy adott pozitiv egész,
és n matematikus érkezik a széllodaba, 1-t6l n-ig szdmozott szobdkba a feladatban
lefrt médon. Teljes indukciéval belatjuk, hogy ekkor a vendégek 2"~ !-féle sorrend-
ben koltozhettek be a szobdkba. Ez n = 1 esetén nyilvanvaléan igaz, hiszen 1 ember
csak egyféleképp koltozhet be az egyetlen szobédba.

Tegyiik fel, hogy egy adott n pozitiv egészre beldttuk, hogy n vendég 27 1-
féleképpen koltozhet be a leirt modon. Ezt felhasznédlva szamlaljuk 6ssze, hanyfé-
leképpen koltozhet be n + 1 matematikus.

Megfigyelhetd, hogy az n + 1. matematikus vagy az egyes szamu, vagy az
(n + 1)-es szdmu szobdba koltozhetett be, hiszen ha az ¢. szdmu szoba 2 < i < n-re
még szabad az i. matematikus érkezésekor, akkor 6 ide koltozik, és elfoglalja azt,
tehét az (n + 1)-edik vendég mar nem koltozhet ide.

Az olyan bekoltozési sorrendek szama, melyekben az n + 1. matematikus
az (n + 1)-es szobaba keriil, éppen 2”71  hiszen ekkor az elsé n vendég beérke-
zési sorrendjére igaz, hogy az els6 vendég egy tetszOleges, 1-t0l n-ig szamozott
szobaba koltozott, a tobbi vendég pedig, ha tud, a sajat sorszaméval megegyezd
szobaba, egyébként pedig egy tetszoleges, 1-t6] n-ig szdmozott szobédba keriil, ami
éppen az indukciés feltevésiink dltal megszdmolt (azaz az n vendégre vonatkozd)
sorrendek szama.

Most tekintsiink olyan sorrendeket, melyekben az n + 1. matematikus az 1-es
szobaba keriil. Vegyiink egy ilyen sorrendet, és tegyiik fel, hogy benne az i. ven-
dég koltozott az (n + 1)-es sorszdmi szobdba (ahol 1 < i < n a feltevés szerint).
Tekintsiik azt a sorrendet, melyben minden vendég ugyanabba a szobaba kertiil,
kivéve az i. és az utolsé vendéget, mert ezek szobdit felcseréljiik (tehdt az . ven-
dég az l-es szobédba, az n + 1. vendég pedig az (n + 1)-es szobdba keriil). Az igy
kapott sorrend tovébbra is a feltételeknek megfeleld, hiszen i # 1 esetén az i. ven-
dég az eredeti sorrendben sem az i. sorszamu szobaba keriil, azaz tetszolegesen
valaszthat szobat, akar az els6t is, i = 1 esetén pedig az els6 vendég egyébként is
tetszOlegesen vélaszthat. Az i. vendég el6tt érkezdk tovabbra is szabdlyosan kol-
toznek be, és az utdna kovetkezdk is, hiszen i < j < (n+ 1)-re a j-edik vendég nem
koltozhet az (n + 1)-es szdmu szobédba, mert ekkor az n + 1. vendégnek nem lenne
helye (az 1-es és az (n + 1)-es szoba is foglalt lenne mér, ami nem lehet). Igy tehat
minden sorrendhez, melyben az n 4+ 1. matematikus az 1-es szobdba keriil, rendel-
hetd egy olyan, melyben az (n + 1)-edikbe keriil. Ugyanez a hozzarendelés visszafelé
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is elvégezhetd: ha az (n + 1)-edik matematikus az (n + 1)-edik szobdba koltozik, és
az i-edik vendég az egyes szobdba, akkor az ¢ szobdikat kicserélve ismét megfeleld
sorrendhez jutunk. Konnyen lathatd, hogy ezek a hozzarendelések egymas inverzei,
igy azon sorrendek szdma, melyekben az n + 1. matematikus az egyes sorszdmu
szobaba koltozik, ugyanannyi, mint melyekben az (n + 1)-es szdmiba, azaz 2"~1.
A kettSt Osszevetve kapjuk, hogy n + 1 matematikus éppen 2 - 2"~ = 2"-féleképp
koltozhet be. Ezzel az indukcids 1épést belattuk.

Az eredményt n = 100 esetén alkalmazva kapjuk, hogy 100 matematikus 2°°-
féleképp koltozhet be.

Schrettner Jakab (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 11. évf.)

97 dolgozat érkezett. 4 pontos 52, 3 pontos 30, 2 pontos 10, 1 pontos 5 dolgozat.

B. 4980. Legyen n > 3 pozitiv egész, ay,as, ..., a, pedig pozitiv valds szdmok.
Igazoljuk, hogy

1<

ai a9 Qg |:TL]

+ + ...+ -
an +a;+ay a;+az+as Ap_1+ apn + aq 2

és az egyenliotlenség bal oldala nem cserélhetd nagyobb, a jobb oldala pedig kisebb
szamra (ahol [x] az x szdm egész részét jelenti).

(6 pont)

Megoldas. Konnyen lathato, hogy a; = ni és m — oo esetén, ha i #£ 1, akkor

a; 2.2 7 al 2.2 7 . 7 . .
PTE— hatarértéke 0 lesz, P——" hatarértéke pedig 1, ezért a teljes Osszeg

1-hez konvergdl. Az is 1atszik, hogy ha minden a1 = 0, és minden ag;, = 1 lenne,
akkor az Gsszeg éppen % egész része lenne; azonban az a; szamok eléirt pozitivitasa
miatt agi+1 = 0 helyett az asg41 — 0 esetet vizsgdljuk: ilyenkor az Gsszeg tetszéle-
gesen kozeliti az % egész részét. Ezzel a feladat masodik részének két kvetelményét
igazoltuk.

Ratériink a két egyenl6tlenség bizonyitasara.

Az1 szigori alsé korlat: n = 3 esetén a harom tag Osszege % = 1. Belat-
juk, hogy ha minden a, ..., a, pozitiv szdm n-esre az Gsszeg 1-nél nagyobb, akkor
ez minden pozitiv ai, ..., an41 szdm n + l-esre is teljesiil. Legyen a; az aq,...,Gn41
szamok koziil a(z egyik) legkisebb; ekkor specidlisan a; < a;—1 és a; < a;4+1. Tekint-
siik azt a szam n-est, amelyet az ay, . .., a,41 szdmokbdl az a, elhagyasaval kapunk.
Az ehhez a szam n-eshez tartozé Osszeget az ay, ..., a,1-hez tartozd 6sszegbdl ki-

vonva a kiilénbség:

ai—1 n a; i1 B
Qi—2+tai—1+a; Qi1+ a; +a;+1 G+ Qi1+ Qg2

Q-1 i1

Gi—2+ ai—1+ a1 Gi—1 + Qi1 + Qiy2

_ < Ai—1 _ i1 > N
ai—2+taj—1+a; a_2+a;—1+a;1
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41 Qi1 a;
+ ( - ) i |
a; + Qiy1 + Qip2 Q-1+ i1 + Qip2 ;-1 + a; + Gi41

Itt az els6 kiilonbség a; < a;41, a masodik pedig a; < a;—1 miatt nemnegativ,
az utolsé tag pedig az aj szamok pozitiv voltabdl adéddan pozitiv, tehat az n 4+ 1
szamhoz tartozo 6sszeg nagyobb, mint az a; elhagyasaval kapott n szamhoz tartozé
Osszeg; ezzel az els6 egyenlotlenséget az n szerinti indukcidval belattuk.

Az [g] szigori felsd korldt: Barmely két szomszédos tag Osszege legfeljebb 1,
hiszen

a; Ait1 a; + Qi1
+ <
ai—1+a;+ar1  a+ai41+ 042 G+ G

Tehat paros n-re kettesével Gsszepéarositva a tagokat, éppen a kivant allitast kapjuk.

Paratlan n-re indukciéval bizonyitunk; n = 3 esetén a harom tag 6sszege, mint
. . 3
kordbban lattuk, 1 = [5]

Tegyiik {6l ezutan, hogy az egyenl6tlenség barmely n — 2 = 2k + 1 szdm esetén
fenndll, és tekintsiink n = 2k 4+ 3 pozitiv szamot. Ha létezik koztiik a;,a;,_1 1gy,
hogy a;—1 = a;4+1 és a; > a;—o, akkor 6ket elhagyva, a kapott n — 2 tagi sorozathoz
tartozé osszeget jelolje S(n —2), az n szdmbdl allé sorozathoz tartozd Osszeget
pedig S(n). Ekkor

S(n) = S(n—2) — < i-2 iz ) _

ai—3+ a2+ a;41 a3+ a;—2+a;-1

_ ( i1 _ Qi1 >
Ai—2 + Qj41 + Q42 G+ Q41 + Qip2
a;—1 a;
+ <
i—2+a;i—1+a; Q-1+ a;+a;41

aj—1 a;
+ <
ai—2+aj—1+a; a1+ a;+a;+1

<S(n—2)+

Ai—1 a;

<S(n—-2
(n )+ ai—1+a; a;i—1+a;

=S(n—-2)+1,

ami az indukcios feltevés szerint kisebb, mint [nT_Q] +1< [%] fgy az allitdas minden
pozitiv szam n-esre is igaz.

Végil, a megfeleld, a;—1 > a;4+1 és a; > a;,—o feltételeket kielégité a;,a;—1
par megtalaldsdhoz valasszuk a;-nek a szamok legnagyobbikét; ekkor specidlisan
a; > a;—2. Ha ezen kivill a;_1 > a;41 is teljesiil, akkor az a;,a;—1 par megfeleld.
Ellenkez6 esetben a;41 > a;—1, akkor viszont az a;41,a; par felel meg.

Szabé Kornél (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

39 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 13 versenyzé: Argay Zsolt, Biczé Benedek,
Dékany Barnabas, Dobak Déniel, Fiiredi Erik Benjdmin, Gy6rfi Adam Gyérgy, Gyorfly
Agoston, Hegediis Déniel, Kerekes Anna, Nagy Nandor, Szabé Kornél, Telek Zsigmond,

Weisz Mété. 5 pontos 7, 4 pontos 3, 3 pontos 7, 2 pontos 3, 0 pontos 3 dolgozat. Nem
versenyszeri: 3 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiliz6tt gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(614-618.)

K. 614. Keressiik meg a 225. olyan szdamot a pozitiv egész szamok 1-t0l
kezd6dé novekvd sorozatiaban, amelyik nem irhaté fel két egymast kovetd egész
szam szorzataként.

K. 615. Egy négyzet belsejében helyezziink el hat pontot gy, hogy a négyzet
cstcsal és a hat pont koziil semelyik hdrom ne essen egy egyenesre. Kossiik dssze
ezt a tiz pontot (a négyzet csicsait és a belsd hat pontot) egymést nem metszé sza-
kaszokkal. Ezt az 6sszekotést addig folytassuk, amig van két olyan pont a tiz koziil,
amit a fenti mddon 6ssze lehet kotni. Legfeljebb hany szakaszt lehet berajzolni igy?

K. 616. Sok egész szamot fel lehet irni harom egész szam négyzetének Gssze-
geként. Példaul: 1 =12 4+ 0% + 02, 14 = 3% + 22 + 12, 20 = 42 + 22 + 02. Mutassuk
meg, hogy az 1991 nem irhaté fel harom egész szam négyzetének Gsszegeként.

H Ie K. 617. Egy ABCDEFGH téglatest AG
testatlgja a BDFE haromszoget a (Q pontban
metszi. Igazoljuk, hogy Q a BDE haromszog
stulypontja.

K. 618. Egy pozitiv egész szamot nevezziink ,er6s” szamnak, ha tobb osztdja
van, mint minden nala kisebb pozitiv egész szdmnak. (Példaul a 2 erds szdm, mert
2 osztéja van, mig az 1-nek csak 1, de a 3 nem er6s szam, mert 2 osztdja van,
ugyanigy, mint a néla kisebb 2-nek.)

a) Adjuk meg a 2-nél nagyobb, de 30-nél kisebb erds szdmokat.
b) Erés szam-e a 23 - 3% . 57

O

Bekiildési hatarid6: 2019. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O
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A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(1525-1531.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1525. Egy labdarigé-bajnoksagban 15 fordulé utdn az egyik csapatnak
33 pontja volt. Addigi mérkézései soran eléfordult dontetlen eredmény és vereség
is. Hanyszor gyézott a csapat? (Gyo6zelemért 3, vereségért 0, dontetlen esetén pedig
mindkét csapatnak 1-1 pont jér.)

C. 1526. Egy négyzet koriilirt korének az oldalakra vett tiikorképeit a négyzet

belsejében érinto kor teriiletét jelolje T'. Egy tiikorképet és a koriilirt kort is beliilrél

érint6 kor teriiletét jelolje t. Hatarozzuk meg % lehetséges legkisebb értékét.

Feladatok mindenkinek

C. 1527. Az 1,2,...,n szamokbdl kettot kitorolve a megmaradt szamok Ossze-
ge 2019. Adjuk meg az Osszes lehetséges szampart, amit kitorolhettiink.

C. 1528. Milyen pozitiv egész szdmot jeldlhet n, ha tudjuk, hogy az n? szdm
utolsé hdarom szamjegyét letordlve az n szamot kapjuk vissza?

Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhéza)

C. 1529. Bizonyitsuk be, hogy barmely derékszogii haromszog felbonthatd
3k + 2 darab egyenldszari haromszogre tetszoleges k pozitiv egész szam esetén.

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1530. Be lehet-e osztani 1-t6l 51-ig az egész szamokat harmas csoportokba
gy, hogy minden csoportban a szamok Osszege prim legyen?

C. 1531. Egy szabélyos hdromoldali egyenes hasab térfogata 2 dm?®. Legaldbb
mekkora a hasab felszine?

O

Bekiildési hatarid6: 2019. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O
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A B pontversenyben kitilizott feladatok
(5006-5013.)

B. 5006. Az ABCD trapéz alapjai AB és CD, az &tlok metszéspontja M.
Az AC 4tl6 felezi a BAD szoget, AM = BC és BM = CD. Hatarozzuk meg
a trapéz szogeit.

(4 pont) OKTYV feladat alapjén

B. 5007. Van 3n + 1 darab érménk. Ezek koziil n érmének az egyik oldalan 0,
a masik oldalan 11 all. Tovéabbi n érmének az egyik oldaldn 0, a masik oldalan
44, a tobbi n + 1 érmének pedig az egyik oldalan 0, a masik oldalan 99 szerepel.
Az Gsszes érmét egyszerre feldobva mi annak a valdszintisége, hogy a dobott szamok
Osszege T-tel oszthaté? (Az érmék mindkét oldalukra azonos eséllyel esnek.)

(4 pont)

B. 5008. Adottak az A kozépponti ks és a B kozépponti kg korok. Az [y
egyenes Ai-ben érinti k4-t és Bi-ben kp-t; az ls egyenes pedig As-ben érinti k4-t
és By-ben kp-t. Bizonyitsuk be, hogy az Ay A; és a By By szakaszok AB egyenesre
vett mer6leges vetiilete egyenl6 hosszisagu.

(3 pont)

B. 5009. Az z, y, z pozitiv szdmokra 22 + y% + 22 = 3 teljesiil. Bizonyitsuk
1 1 1
be, hogy 2z +2v +2= > 6.

(3 pont) Javasolta: Nguyen Van Nho (Vietnam)

B. 5010. Egy hegyesszogii ABC
héromszog beirt kore az oldalakat az Ao,
By és Cy pontokban érinti. A hdromszog
harom hozzairt korének érintési pont-
jai az oldalegyeneseken rendre Aq, By és
Cl; AQ, BQ és CQ; illetve Ag, Bg és Cg.
Az A; B;C; haromszog teriiletét jeldlje T;
(¢ =0,1,2,3). Mutassuk meg, hogy

1 1 1 1

Ton T n T
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B. 5011. Adott a sikon 6 altaldnos helyzetii pont gy, hogy barmely két
pont tavolsaga kiillonb6z6. Mutassuk meg, hogy megadhaté két olyan haromszog,
amelyeknek minden csiicsa ezen pontok koziil vald, és a két haromszognek van egy
koz6s oldala, amely az egyik haromszogben a legrévidebb, a mésikban a leghosszabb
oldal.

(5 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhéza)

B. 5012. Legyen f(z) egész egyiitthatés polinom. Jelolje f(™) az f fiiggvény

n-szeri alkalmazasat:
F) = f(f(- fl@)..))
———
n

Jelolje k(f) a legkisebb olyan k pozitiv egészt, melyre f*)(z) = 2 (mod 13) teljesiil
minden x egész szamra, ha létezik ilyen k, és legyen k(f) = 0 egyébként. Mutassuk
meg, hogy a k(f) értékek kozott 1étezik legnagyobb, és hatdrozzuk meg a maximu-
mot.

(6 pont)

B. 5013. Az ABC haromszog A-val szemkozti hozzairt kore az AC egyenest
a By pontban érinti, a BB szakasz a hozzairt kort Bs-ben metszi, és a hozzairt
korhoz Bs-ben huzott érinté a BC oldalt Bs-ban metszi. Hasonldéan, a haromszog
beirt kore az AB oldalt a C pontban érinti, a C'Cy szakasz a beirt kort Cy-ben
metszi, és a beirt korhoz Cs-ben huzott érinté a BC oldalt a C3 pontban metszi.
Mutassuk meg, hogy By B3 = C5Cs.

(6 pont)

O

Bekiildési hatarid6: 2019. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: KoMalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(743-745.)

A. 743. Az ABCD konvex érinténégyszog beirt kore a BD 4tlét a P és Q pon-
tokban metszi (BP < BQ). A beirt kor AC-re mer6leges atmérdje UV (BU < BV).
Mutassuk meg, hogy az AC, PV és QU egyenesek egy ponton mennek &t.

IOM 2018 (Moszkva) 2. feladata alapjan
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A. 744. Mutassuk meg, hogy barmely paratlan N > 5 egész szamhoz léteznek
olyan u, v, w vektorok a (hdrom dimenzids) térben, amelyek paronként merdlegesek
egymasra, nem parhuzamosak egyik koordinata-tengellyel sem, a koordinataik egész
szédmok, és |u| = |v| = |w| = N.

A 2018. évi Kiirschdk-verseny 2. feladata alapjén

A. 745. Egy konvex poliéder minden lapja egy éramutatét hordoz; a mutatok
mindig valamelyik élben szomszédos lap felé mutatnak. Minden perc végén vala-
melyik lap mutatéja — az érajaras szerinti irdnyban — elfordul a kévetkezo6 lap felé
gy, hogy szomszédos lapok mutatdi soha nem mutatnak egymas felé. Mutassuk
meg, hogy van olyan mutaté, amely csak véges sokszor fordul el.

O

Bekiildési hatarid6: 2019. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 475. Egy N oldalhosszisagu szabalyos haromszog két fajta szinii, egységnyi
oldald szabalyos haromszogekbdl all. Vizsgaljuk az N oldalhossziisagli haromszog-
ben kirajzol6dd egyszini, szabalyos haromszoge-
ket. Készitsiink programot 1475 néven, amely meg-
adja mindkét szinhez a lehetd legnagyobb teriileti
szabélyos haromszog oldaldanak hosszat.

A program olvassa be a standard bemenet el-
86 sorabdl az N oldalhosszisagot (1 < N < 100),
majd a kovetkezé N sorbdl a haromszog adott
szintjén 1év6 egységnyi haromszogek szinének kez-
débetiijét (k = kék, s = sdrga).

A program a standard kimenetre irja ki a kék, majd a kovetkez6 sorba a sirga
haromszogekbdl allo legnagyobb egyszinti, szabalyos haromszog oldalhosszisagat.

Példa:

Standard bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Standard kimenet

5 3
k / ksk / kkkks / kkkkkss / kssssksss 2
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Bekiildend6 egy tomoritett 1475.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasallomény melyik fejleszt6é kor-
nyezetben fordithato.

1. 476 (E) A f6varos tomegkozlekedési forgalomirdnyitdsi rendszerében a jar-
miivek fedélzeti szamitégépekkel rendelkeznek. Egy adott idépontban az dsszes jar-
mi néhany adatat lekérdezték, amelyek rendelkezésiinkre allnak a jarmu.txt, sta-
tusz.txt, tarolas.txt és a telep.txt allomanyokban. Az dllomanyok tabulator-
ral tagolt, UTF-8 kodoléasu szovegfajlok, az els6 sorok a mezéneveket tartalmazzak.

Készitsiink 1j adatbédzist 1476 néven. A honlapunkrdl letolthetd adatalloma-
nyokat importaljuk az adatbazisba a forrasdllomanyokkal azonos néven. Beolvasds-
kor &llitsuk be a megfelel6 adattipusokat és kulcsokat. A tdbldkba ne vegyiink fel
1j mezot.

T4ablak:
jarmu (rendszam, tipus, fajta)
rendszam a jarmi rendszama, villamos, trolibusz péalyaszama,
haj6 neve (szdveg), ez a kulcs;
tipus a jarmi tipusdnak jelolése (szoveg);
fajta a jarmi fajtaja, pl.: autébusz, troli, fogaskerekd, ... (szoveg).
statusz (az, rendszam, bedatum, beido, tarolas az)
az a bejelentkezés azonositdja (szdm), ez a kulcs;
rendszam a jarmil azonositéja (szoveg);
bedatum az utolsé bejelentkezés ddtuma (datum);
beido az utolsé bejelentkezés ideje (1d6);
tarolas az az utolsé telephely azonositéja, amelyen tartézkodott (szam).
tarolas (az, telep_az, uzemag)
az a jarmfl tdroldsdnak azonositdja (szadm), ez a kulcs;
telep_az a jarmfitelep azonositéja (szam);
uzemag a jarmfitelep tizemdganak roviditésé (szoveg).
telep (az, nev, kerulet, cim)
az a jarmiitelep azonositéja (szdm), ez a kulcs;
nev a telep nevének roviditése (szoveg);
kerulet a telep keriilete (szoveg);
cim a telep cime (szoveg).

Készitsiik el a kovetkez6 feladatok megoldésait. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-
jink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és més adatok viszont
ne. Megoldasainkat a zardjelben 1évé néven mentsiik el.

1. Soroljuk fel lekérdezés segitségével a villamosok és autébuszok kivételével azon
jarmiivek rendszamat, tipusat és fajtdjat, amelyek utolsé bejelentkezése 2018.
augusztus el6tti. (1regi)

2. Melyik keriiletben vannak a villamos jarmitelepek? A listdban minden keriilet
egyszer jelenjen meg. (2kocsiszin)

3. Lekérdezéssel hatarozzuk meg azoknak a jarmiiveknek a rendszamat és tipusat,
amelyekhez nincs jarmfitelep megadva. (3hiany)
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4. Adjuk meg azoknak a busz jarmiitelephelyeknek a név roviditését, keriiletét és
cimét, ahol az Ikarus egyik tipusa sincs. (4nincsikarus)

5. A jérmiiparkban van néhdny olyan tipus, amibdl csak néhany darab van.
Hatarozzuk meg a legkisebb darabszamu autébusz tipusat és azt, hogy az
hény telephelyen van. (5keves)

6. Paraméteres lekérdezés segitségével adjuk meg a paraméterként megadott
rendszamu jarmiivel azonos napon és dréban bejelentkezéket. A listdban a
rendszdmuk, a tipusuk és a fajtajuk jelenjen meg. (6egyszerre)

7. Hatarozzuk meg lekérdezés segitségével az oszlopok sorrendjétél eltekintve
a minta szerint, hogy a fovarosban melyik jarmiifajtabol hany darab jarmi
van. (7osszesites)

Autobusz (db) ~ | Villamos (db) ~ | Trolibusz (db) - | Fogaskerekd (db) ~ | Hajo(db) -

1662] 566| 134| 12| 7

Bekiildendd egy tomoritett 1476.zip allomanyban az adatbazis, valamint egy
rovid dokumentécid, amely megadja az alkalmazott adatbazis-kezel6 nevét és ver-
zibészamat.

I. 477. A bal oldali képen lathaté egyszemélyes jaték egyszeriibb valtozatat
mutatja a jobb oldali kép.

Az egyszeriisitett forma négy egymdsba fon6dé korbél &ll, amelyek mentén
egymastol egyenld tavolsagra egy-egy kor keriilt elhelyezésre a minta szerint. Mind-
egyik kor — egymastdl fiiggetleniil — 60°-kal elforgathatd, természetesen egyszerre
csak egy. A forgatds az éppen rajta 1évo kis koroket ,magaval viszi”, igy néhéany for-
gatds utdn a kezdetben rendezett szinosszedllitds (a kisebb korok mentén 6, azonos
szin{l kér van) mér igen nagy sszevisszasdgot mutathat.

A feladatunk a sikbeli valtozat grafikus megvaldsitdsa. A hasznalé vélaszthas-
son: a rendezett allapotbdl indulva szabadon hasznélja a jatékot, vagy kérhet egy
véletlenszer(i (de megoldhatd) dllapotot, amelybdl indulva eléallithatja a rendezett
allapotot. (Rendezett dllapotnak azt tekintjiik, ha a kis korok mentén egyezd szinek
vannak, fiiggetleniil azok elhelyezkedésétol.)
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A feladat megoldasdt a versenykiirasban szerepld eszkozokon til a webbon-
gész6ben, vagy mobil eszkozokon futé applikdcioval is meg lehet adni. A feltétel,
hogy a megoldas tesztelhetd legyen Windows, Linux vagy Android alapi operacids
rendszer alatt ingyenes eszkozokkel, kiegésziték telepitése nélkiil.

Bekiildend6 egy 1477 .zip tomoritett allomanyban a program forraskodja és
a mikodéséhez sziikséges egyéb fajlok, tovabba a hozza kapcsolédo felhasznéléi
dokumentécid, valamint a leirds, amely tartalmazza, hogy a forrasallomany melyik
fejleszt6 kornyezetben fordithatd. Sziikség esetén a tesztkornyezetet is pontosan
meg kell adni.

Az értékelésben 7 pont jar a feladat leirdsanak megfelel6 megolddsokért, 3 pont
pedig a megoldas kifinomultsiga, Gtletessége, hasznalhatésaga alapjan torténd dif-
ferencidlasra szolgdl.

I/S. 33. Egy adatsokasdgban N féle adat van. Tudjuk minden adatrdl, hogy
hényszor szerepel az adatsokasagban, és tudjuk azt is, hogy egy adott tipusu adat
torlése vagy beszirdsa mennyibe keriil. Adjuk meg minden adattipusra, hogy mini-
mum milyen koltséggel érheto el adatok torlésével és beszurasaval, hogy ez az adat-
tipus (is) az adatsokasdg médusza legyen.

Bemenet: az els6 sorban az adattipusok N szdma szerepel. A mésodik sorban
N darab szam: az . szam azt mondja meg, hogy az ¢. adattipus hanyszor szerepel
az adatsokasagban. A harmadik sorban N darab szdm van: az i. szam azt mondja
meg, hogy az i. adattipusu adat beszurasa vagy torlése mennyibe kertil.

Kimenet: egy sorba irjunk ki N darab szdmot: az 4. szam annak a minimalis
koltsége, ami sziikséges ahhoz, hogy az i. adattipus modusz legyen.
Példa:

Standard bemenet Standard kimenet

(a / jel sortorést helyettesit)
11 017 3 064 71 24 27 16 0 14
845811224
161217 2445

81
412

Korldtok: 2 < N <10°, 0< a 2. és 3. bemeneti sorban levé szdmok < 10°.
Idélimit: 0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphatd, hogyha N < 100, a 2. és 3. bemeneti sorban
levd szamok < 100; tovabbi 10% kaphatd, ha a 2. sor szamai egyenldk; tovabbi 20%
kaphat6, ha N < 1000; tovabbi 10% kaphatd, ha a 2. és 3. bemeneti sorban levd
szamok < 10°; tovabbi 40% kaphaté az eredeti korlatokra.

Bekiildendo egy 1s33.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszté kornyezetben futtathaté.
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S. 132. Egy orszag N varosa kozott az elektromos energiat vezetékeken szallit-
jak. Minden vezeték két varost kot ossze, elektromos energiat eloallité eromi csak
a 0 index varosban van. Két varost tobb vezeték is Gsszekothet. Egy varos akkor
kap aramot, ha a vezetékekkel kozvetleniil vagy kozvetetten Osszekottetésben van
az eromiivel. Egy vezeték nélkiilozhetetlen, ha meghibdsodédsakor lesz olyan varos,
ami nem kap dramot.

Az orszagnak tul koltséges karbantartani az 6sszes vezetéket, ezért ugy donte-
nek, hogy @ darab vezetéket eltavolitanak a hélézatbdl. Kivancsiak vagyunk, hogy
kezdetben hany nélkiilozhetetlen vezeték van, és hogy az egyes vezetékek eltavoli-
tasdval mennyivel né a nélkiilozhetetlen vezetékek szama. A vezetékek eltavolitdsa
soran sosem lesz olyan varos, ami nem kap aramot.

Bemenet: az els6 sorban a varosok N szama, a vezetékek M szama és az elté-
volitandé vezetékek @ szama taldlhat6. A varosokat és vezetékeket is 0-tdl indexel-
jik. A kovetkezé M sor mindegyike két varos indexét tartalmazza, amiket 6sszekot
az adott vezeték. Az utolsé @ sor mindegyike egy vezeték indexét tartalmazza, amit

eltdvolitanak.

Kimenet: Az els6 sorba irjuk ki, hogy kezdetben hany nélkiilozhetetlen vezeték
van. A kovetkezo @) sorba pedig azt, hogy az egyes vezetékek eltdvolitasaval mennyi
lesz a nélkiilozhetetlen vezetékek szama.

Példa:

Standard bemenet (a / jel sortérést helyettesit)

Standard kimenet

17 28 4

0
010/41 /1314 /812 /01/02 1
05/13/71/41/28/52/36 1
37/311/85/95/106/610/711 |1
912 /159 /1013 /1310 / 11 14 / 11 16 | 1

15 12 / 14 16
0/2/1/3

Korldtok: 3< N <10°, N —1 < M < 10%, 0 < Q < 10°. Idélimit: 0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 20% kaphaté, ha @@ = O-ra ad jé megolddst; tovabbi 20%,
ha Q- M < 10%; tovabbi 10%, ha az eltdvolitdsok sordn végig maximum 2 nélkii-
l6zhetetlen vezeték van; tovdbbi 50% az eredeti bemenetre.

Bekiildendd egy s132.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint

megadja, hogy a program melyik fejleszt6 kornyezetben futtathaté.

O

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:

102

@7

b

https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarido: 2019. marcius 10.

O

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/2

PStill evaluation watermark

nTms PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com


http://www.pstill.com

QF 2019.2.11 — 17:03 — 103. oldal — 39. lap

b

ERICSSON-DIJ 2019 o
Felhivas dijazandé tanarok ajanlasara ' ’
Beérkezési hataridé: 2019. mércius 21. (éjfél) ERICSSON

Az Ericsson Magyarorszag 2019-ben ismét 8 kivalé pedagégust dijaz
a korabbinal nagyobb 6sszeggel, tsszesen 3 200000 forinttal, igy ebben
az esztend6ben minden dijjal 400 000 forint jutalom jar. Az elmilt 20 év
soran 218 tanité, matematika- vagy fizikatanar kapta meg az Ericsson-dijat.

Az Ericsson Magyarorszag Kutatas-Fejlesztési Igazgatosaga altal 1999-ben ala-
pitott dijat dltaldnos-, vagy kozépiskolakban fizikat vagy matematikat oktato pe-
dagoégusok nyerhetik el. Az elismerés azért jott 1étre, hogy tdmogassa, méltassa és
erOsitse a magyarorszagi, vilagviszonylatban is kiemelked6 matematikai és termé-
szettudoméanyos alapképzést. Az Ericsson Magyarorszag elkotelezte magat a hazai
oktatds fejlesztése mellett; véallaldsanak fontos része ez a dij. A kozel kétezer f6s
hazai vallalat nemcsak a telekommunikaciés ipar egyik legnagyobb munkéltatdja,
hanem 1300 f6s Kutatas-Fejlesztési Kozpontjaval a legjelentosebb telekommunika-
ciés és informatikai kutatdssal, szoftverfejlesztéssel foglalkozo szellemi centrum Ma-
gyarorszagon. A dijra esélyes pedagdégusok szakmai munkdja és emberi hozzaallasa
teszi lehetové, hogy a hazai miiszaki és természettudomanyi diploméaval rendelke-
z6k tudasa megfeleld szellemi értéket képviseljen, és vonzéva tegye a beruhédzast
infokommunikécids csticstechnolégiak kutatas-fejlesztésébe Magyarorszagon.

Az ERICSSON-DIJAKAT 2019-ben is két kategoriaban itélik oda:

1. ,,Ericsson a matematika és fizika népszeriisitéséért” dij

Két matematikat és két fizikat tanité pedagdgus (dltaldnos vagy ko-
zépiskolai) részére egyenként 400 000 forinttal jaré dij.

Azok kaphatjdk, akik iskoldjukban és azon til is évek 6ta a legtobbet teszik
a tantargyuk iranti érdeklédés felkeltéséért és megszerettetéséért. Elen jarnak az in-
novativ médszerek kidolgozasaban és népszeriisitésében. A birdlék figyelembe ve-
szik, ha az ajanlott pedagégus tanitvanyaival aktivan bekapcsolédott a Kozépisko-
lai Matematikai és Fizikai Lapok vagy az ABACUS folyéiratanak pontversenyeibe,
egyéb orszagos matematika és fizika versenyekbe, lendiiletes, kezdeményez6 egyé-
niségével vagy 14j technologidk bevezetésével vonzova teszi szaktargyat.

2. ,,Ericsson a matematika és fizika tehetségeinek gondozasaért” dij

Két matematikat és két fizikdt tanité pedagdgus (dltaldnos vagy ko-
zépiskolai) részére egyenként 400 000 forinttal jaré dij.

Azok kaphatjék, akiknek tanitvanyai 2010 6ta szaktargyuk legjelentésebb or-
szagos vagy nemzetkozi versenyein (példdul: a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai
Lapok vagy az ABACUS versenyek; a Varga Taméas, Kalmar Laszld, Zrinyi Ilona,
Arany Déniel matematikaversenyek; matematika vagy fizika OKTV; Oveges J6zsef,
Jedlik Anyos, Mikola Sandor, Szilard Le6 fizikaversenyek, Kiirschak Jozsef matema-
tikai tanul6versenyek vagy Eotvos Lordnd fizikaversenyek valamelyikén) elnyerték
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az els6 ot dij egyikét, illetve nemzetkozi matematikai vagy fizikai didkolimpiakon
arany-, eziist-, vagy bronzérmet, vagy dicséretet szereztek.

A dijakat a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvéany itéli
oda, a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és az Eoétvos Lorand Fizikai Tarsu-
lat Ericsson-dij bizottsdgainak ajanlasa alapjan. A dijazanddkra irdsos javaslatot
nyujthatnak be szakmai és tarsadalmi szervezetek, a javasolt tanar tevékenysé-
gét ismerd kollégak, tanitvanyok. Az ajanldsnak ki kell emelnie a javasolt személy
szakmai és emberi jellemzését, kiilonos tekintettel azokra a szempontokra, ame-
lyek alapjan a dijra érdemesnek tartjak. Palydzatot csak a kiillonbozé kategdridk
elektronikus palyazati adatlapjain nyijthatnak be. Ha a korabbi években mér java-
solt tandr nem kapott dijat, a felterjesztést (aktualizdlva) kérjiik, ismételjék meg!
A Rétz Tansr Ur Eletmﬁdij harom Alapitdja, a Graphisoft SE, a Richter Gedeon
Nyrt. és az Ericsson Magyarorszag megallapodasa szerint egy személynek harom
éven beliil az Alapitok altal meghirdetett dijak koziil csak egy adhatd, tovabb4,
aki megkapta a Ratz Tanar Ur Eletmﬁdfjat, az Alapiték egyéb dijaira mar nem
jelolhet6. Ericsson-dijas tanar 8 év elteltével terjesztheto fel Gjra az Ericsson-dijra.

A péalyazati adatlapok 2019. mdrcius 21-én éjfélig (23:59) lesznek elér-
hetek a https://eth.org.hu/ericsson-dij-2019 weboldalon. A palydzatokat
kizardlag online lehet benytjtani. Kérdés esetén a kovetkezo e-mail cimre irhatnak:
matfund@komal .hu. A szakmai bizottsdgok a benyujtott irdsos javaslatok alapjan
részletes indoklast mellékelve javaslatot tesznek a jeloltek sorrendjére, amelynek
alapjan a MATFUND kuratériuma 2019. aprilis 18-ig dont a dijazanddk szemé-
lyérdl.

A dijkioszté iinnepségre 2019. majus végén keriil sor az Ericsson Magyarorszag
székhazaban.

»Egy dlom megvalésul”
Tajékoztaté az Ericsson meghivasos palyazatardl

A 2019. évi Ericsson-dijazott tanarok iskoldi az eredmény kihirdetését kove-
toen kisérleti, informatikai eszk6zok beszerzésére meghivasos palyazatot adhatnak
be. A péalyazéknak be kell mutatniuk, hogy milyen programot terveznek a kovetke-
z0 tanévben az altaluk sziikségesnek tartott eszkozokkel, és hogy ez a tevékenység
hogyan jarul hozza az iskolaban a matematika, a természettudomanyok, vagy az in-
formatika népszeriisitéséhez, oktatdsahoz vagy tehetségeinek gondozasahoz.

A 2019-es Ericsson-dijazottak iskoldinak igazgatéi megkapjdk a részletes pédlya-
zati felhivast. A palyazoi korbe tartozo iskoldk koziil egy nyertes kaphat legfeljebb
1 milli6 forintot. A palyazatokat az Ericsson Magyarorszag Kutatés-Fejlesztési Igaz-
gatésdga birdlja el a palydzati ttmutatéban leirt szempontok alapjén. Az Ericsson
fenntartja a jogot, hogy nem megfelelé minéségli palyazatok esetén ne itélje oda
ezt az Osszeget.
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Sikbeli elektromos vezetési problémak |
II. rész (fizikai alkalmazasok) ' G}

A cikk I. (a mult havi szdmunkban megjelent) részében altaldnossdgban tar-
gyaltuk, hogy miként hasznalhatdk fel a sik arany- és szogtarté transzforméaciéi kii-
16nboz6 sikbeli dramlasi (elektromos vezetési, hvezetési és folyadékdramlési) prob-
lémak Osszekapcsoldsara, és konkrétan megadtunk néhédny ilyen transzformaéciét
(in. konform leképezést). Most alkalmazzuk ezeket fizikai problémdk megolddsara.
A targyalast kiegészitjiikk még két — bizonyos esetekben nagyon hasznos — eljaras
ismertetésével: a szimmetridk figyelembe vételének lehetoségével, illetve a tiikrozési
modszer alkalmazasival.

Végtelen siklap

Vezessiink be egy nagy Kkiterjedésli, vékony
(6 vastagsdgi és o fajlagos ellendlldsii), homogén
és izotrop siklapba egy O pontban I erdsségi ara-
mot. Hatarozzuk meg két, a siklap feliiletén 1év6 o +P
pont kozotti fesziiltséget! A forgdsi szimmetria mi- j(r)
att az O pont korill sugaras dramlasi tér alakul ki O<
(5. dbra), azaz ettél a ponttdl r tavolsdgra a feliileti
aramsuriség

B I
T 9rmd’

5. dbra

(1) 3(r)

hiszen a bevezetett I erfsségi aram a 2rwd feliileten keresztiil, szimmetrikusan
aramlik szét a lapban.

Ahhoz, hogy két tetszéleges pont kézott meghatdrozzuk a fesziiltséget, sziiksé-
giink van az (ugyancsak forgdsszimmetrikus, emiatt sugaras irdnyftottsagu) elekt-
romos térerésség E(r) nagysdgdra. A differencidlis Ohm-torvény szerint j(r) =
= E(r)/o, {gy tehét
ol

E(r) = 2rmd’

A lemez tetszéleges P pontjanak potencialjat a térerOsség segitségével adhatjuk
meg:

ol dr 0

_ __of fdr el T
(2) O(r) = /E(r)dr— 55 | _27761117“’

To To

ahol ry egy onkényesen vélasztott @ pont O-t6l mért tavolsiga, r pedig a P pont
tavolsaga az aram bevezetési pontjatél. A potencidlt a (Q pontban nulldnak vé-
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lasztjuk. Ezzel, ha a két pont 7y, illetve ro tavolsagra van O-tdl, a kozottik 1évo
fesziiltség:

(3) Urp=®(r2) —®(r1) = —In—.

Ugyanezt az eredményt a cikk I. részében leirt ,szalag-leképezés” segitségé-
vel is megkaphatjuk. Ha egy 27 széles, § vastagsigu, vezetd szalagban osszesen
I 4ram folyik!, akkor a szalag széleivel parhuzamos irdnyu dramstiriiség nagysiga
mindenhol jo = I/(27d), az elektromos térerésség tehdt

E = (Ew,O), Ea: = QjO = <

Ennek megfeleléen az elektromos potencidl a szalag = koordinataval rendelkezd
P pontjdban (ha az x( helyen a potencidlt nulldnak vessziik):

b(x) = (g —z) - Ex = (0 —x);ﬂ—%

o d=0 o(z)

0]
——= =
Zo x
6. dbra

Alkalmazzunk most egy olyan leképezést, ami a szalagot a végtelen siklapba
viszi &t (6. dbra). Az r = e Osszefiiggésnek megfelelden (az ,1ij koordindtdk” je-
161ésénél az egyszerliség kedvéért a vesszOket nem irjuk ki) az dram O bevezetési
pontjai (z = —oo) a siklap origéjaba (r = 0), az S kivezetési pontok (x = +00) pe-
dig egy ,,végtelen tavoli” korbe mennek dt. A potencial az origétdl r = e* tavol 16vd
P pontjaban
ol _ 97[1 "o

o6 270 1
(ahol rg = %), két tetsz6leges pont kozotti fesziiltség pedig

®(r) = (zo — )

I r
ULQ = (I)(’I‘Q) — @(7’1) = 97 Ilfl,

lyen &rameloszlas tigy hozhaté létre, hogy a nagyon (,végteleniil”) hosszi szalag
elegendéen tévoli végeinél sok, kicsi, jol vezetd, a szalag hosszanti oldaléleire meréleges
egyenes mentén elhelyezkedd elektréodakra akkora fesziiltséget kapcsolunk, ami éppen
I er6sségli aramot eredményez.
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ahogy ezt mar — méas moédszerrel — korabban megkaptuk.

Tekintsiik a 7. dbrdn lathatd, félvégtelen siklapot (végtelen félsikot), amelybe
a szélétol d tavol 1évé pontndl I erGsségli aramot vezetiink, és szamitsuk ki az A
és B pontok kozotti fesziiltséget. Ebben az esetben az dramstiriiség meghataro-
zéséanal figyelembe kell venniink, hogy a lemez szélén az aramsiiriiség-vektornak
nem lehet hatarfeliiletre meréleges komponense. Ha viszont a félvégtelen siklapot
az dramot bevezetd elektrédaval egyiitt tikrozzik a lap szélére (hatérvonalédra)
a 8. dbrdan lathaté moédon, a félvégtelen siklap végtelen siklapba viheté at ugy,
hogy az aramsiriség-eloszlas az eredeti lemezben valtozatlan marad, mikézben
a hatarfeltétel is teljesiil.

7. dbra 8. abra

A tiikrozés utdn kapott ,teljes sik” elrendezésben mindkét elektréda hatdsat
figyelembe kell venniink. Ezt gy tehetjiik meg, hogy el6szor csak az egyik, majd
csak a masik elektréda jelenlétét tekintjiik, és minden pontban a két eset potencidl-
és drameloszldsanak Osszegét, szuperpozicidjdt vessziik.? Mivel mindkét elektrédén
az aram a lemezbe befelé folyik, ezért a potencidlok eléjelei azonosak. Tehat a vég-
telen siklapndl levezetett képlet alapjan a fesziiltség nagysaga (abszolut értéke)

ol = d ol d ol

T L B Y
Uap =155t oingg = om 3

Erdemes megemliteni, hogy abban az esetben, ha az dramot a lemez szélén 16v6
A pontban vezetjiik be, akkor nemcsak a fesziiltséget, hanem az dramstiriiséget is
konnyen megadhatjuk. Ilyenkor ugyanis a ha-
tarvonalra torténd tiikkrozés utan egy végte-
len siklemezt kapunk, amelybe most 21 ara-
mot vezetiink be az A pontban. Ennél ismer-
jiik, hogy az aramstirliség sugaras szerkezetii,
és mivel a tiikrozés soran a félvégtelen lemez-
ben az dramsliriség eloszlasa nem valtozik, ott
a 9. dbrdn lathato arameloszlas alakul ki:

21 I

T %m0 rmo 9. dbra

(4) 3(r)

2A szuperponalhatésidg azért ,miiksdik”, mert az elektromos vezetést lefré Ohm-
torvény linearis.
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A végtelen siklemez esetéhez hasonléan a félvégtelen lemez egy tetszdleges
pontjanak potencialja
iy

5) a(r) = &

és ennek megfeleléen két pont kozotti potenciadlkiilonbség

To
n—,
T

1

ol 7
6 Ujog=—1In—.
( ) 1,2 5 n o

Derékszogii sarok

I Hatarozzuk meg 10. dbrdn lathaté, nagy
kiterjedésti fémlemez derékszogi sarkandl 1é-
B v6 C és D pontok kozotti fesziiltséget, ha
az A pontba bevezett dramot a B pontban
d vezetjiik el. A feladat tiikorelektrodakkal tor-
D ténd megolddsa megtaldlhaté [1]-ben. Most
azonban a transzforméciés moédszert fogjuk
d alkalmazni.

} ‘ A vizsgédlandé elrendezés egy legyezd-
d d ’\ 7 leképezéssel (n = 2-szeresére kinyitott legye-
‘ 1 zével) dtvihetd egy végtelen félsikba (11. db-

10. dbra ra), ami tiikkrozéssel végtelen siklappd transz-
formélhaté. A derékszogli hajlat egyik széle,

’

Yy
D C
4 2
4d* 44*
& &
11. dbra

ami az x tengely mentén fekszik, a vele padrhuzamos z’ tengelybe transzformalédik,
de a rajta fekvé C és A pontok az origétél nem d és 2d tavolsigra, hanem rendre d2
és 4d? tavolsigra keriilnek. A maésik, y tengely mentén 1évé oldal a leképezés utdn
a —z’ tengelyre keriil, és a rajta elhelyezked D és B pontok az origétdl rendre d?
és 4d? tévolsagra lesznek. Mivel eredetileg az 4ram be- és kimeneti pontjai a lemez
szélein vannak, ezért a (6) egyenletet kell haszndlnunk. Eldszér csak a bemend
aram hatésat vizsgédljuk, majd a kimend aramét ellentétes elGjellel, és a két eset
szuperpoziciéjaval kapjuk meg a végeredményt. A fesziiltség nagysaga:
ol  3d> oI 5d? 20l | 5

=|—1n — — — — | = —.
Uop o) n5d2 ) n?)d2 ) n3
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Az eredmény megegyezik az [1]-ben meghatdrozottal.

A p = npésr—r" (n#0) dltaldnositott legyezs-leképezést felhaszndlhatjuk
7 /n szogl sarokkal rendelkezd, nagy méret(i lemezbe vezetett dramok esetén. Ilyen-
kor a csticsos szoglet félvégtelen sikba megy at. Akkor is jél hasznédlhaté a legyez6-
leképezés, ha egy nagy méreti, de vékony lemezbdl kialakitott kip paldstjaba ve-
zetiink aramot, hiszen az dram bevezetési pontjaval szemkozti alkoté mentén fel-
vagva a kap palastjat és kiteritve azt, egy sik lemezsarkot kapunk. A felvagott
palast ujonnan keletkezett két hatarvonalan nem folyhat 4t dram, éppen ugy, mint
— a szimmetria miatt — a felvigatlan kuppaldst megfelel6 alkotdjan sem folyt at
aram eredetileg.

Félvégtelen szalag

A 12. abran 1athaté, x — y sikban elhelyezkedd, d szélességli, félvégtelen szalag
A csicsdba I ersségii dramot vezetiink be, a B csicsabdl pedig elvezetjiik azt.
Hatarozzuk meg, mekkora lesz a fesziiltség a cstcsoktdl d tavolsdgban 1éve C' és
D pontok kozott!

Tiikrozziik el6szor a szalagot az y-tengelyre, hogy félvégtelen helyett a —oco <
< x < +00 abszcisszakkal jellemzett, mindkét irdnyban végtelen szalagot kapjunk.
Ez egyiitt jar azzal, hogy az A pontban 21 erdsségii aramot vezetiink be, és a B
pontbdl pedig 21-t vezetiink ki. Ezzel az aramvonal-eloszlds az eredeti szalagban
nem valtozik meg. Célunk az, hogy a szalag pontjai a leképezés utdn az =’ — vy’
koordindtarendszer 3y’ > 0 félsikjdban helyezkedjenek el, azaz az egyes pontok ko-
ordindtéi o’ = 1’ cos @', y' = r’sin ¢’ legyenek, ahol r’ € [0; co[ az origdtdl mért té-
volsdg, ¢’ € [0; 7] a helyvektor és a pozitiv 2’ tengely altal bezart szog. A tiikrozott
szalag egyes pontjainak koordindtai a leképezés elétt: x € |—o0; 00 és y € [0;d].

/

y Yy
Ad—d g 21
ped d . c 204 B B
D
7 " iesies €
1 1
12. dbra 13. dbra

A megfelel§ leképezés két 1épésben valdsithaté meg. Alkalmazzunk elészor egy
A = 7/d 1éptékili nyjtast, ekkor a szalag szélessége m-re valtozik, majd alkalmazzuk
a szalag-leképezést!

Az dram be- és kivezetési, illetve a fesziiltségmérés pontjainak transzforméa-
cidja:

A: (@=0,y=d = (2=0y=7m) = (r=1 ¢=m),
B: (x=0, y=0) = (x=0,y=0) = (r=1, p=0),

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/2 109

PStill evaluation watermark

This PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com

KoMalL, 2019. februar EF

— P


http://www.pstill.com

QF 2019.2.11 — 17:03 — 110. oldal — 46. lap KoMalL, 2019. februar EF

— P

A leképezés utdni helyzetet a 13. dbra mutatja.

A C és D pontok kozotti fesziiltséget a derékszogli hajlatnal latottak szerint
szamithatjuk ki:

20l " —1 2QI e’ —|— 1 49[ e” + 4ol
Uecp =|—=1 In In ~ 0,0865 - —.
op 78 em +1 70 —1| 7w -1 ’ o

21

A feladat megoldhaté tiikrozéssel
o7 is. Ha a szalagot az x tengellyel parhu-
21 d C zamos oldalaira tiikrozziik addig, amed-
A ® dig az elsé és a negyedik siknegyedet
d d teljesen le nem fedjiik, akkor eljutunk
or B ® - a félvégtelen lemez probléméjihoz (lasd
a 14. dbrdt). Mivel az elektrédédkat is
tiikrozziik, ezért a megfelelé helyeken
(végtelen sok kiilonbozd pontban) 27
9T aram folyik be és 21 folyik ki. Ezek alap-
jan (6) felhaszndldsdval megkaphatjuk,
hogy a C és D pontok kozotti fesziiltség

14. abra nagysaga

20l o~ (1+(2n) (1 +4(n—1)%)
Yep = 52_: (1+(2n—1)%)°

A fenti 6sszeg kiszamitasa meglehetésen nehéz feladat. A WolframAlpha segitségé-
vel kozelitbleg 0,173 addédik, amivel a fesziiltségre az el6z6 (leképezéses) mddszerrel
kapott eredménnyel egyezd kifejezést kapjuk.

Egy E6tvos-verseny feladat

A 2016-0s E6tvos-verseny 3. feladata egy sikbeli vezetési jelenséggel foglalkozik:

Egy R sugari, d vastagsagi (6 < R), fajlagos ellendlldsi fémkorong A pontjdba
I erdsségi dramot vezetink, B pontjdbdl pedig elvezetjik azt. Mekkora fesziltség
mérhetd a 15. dbrén ldthaté C és D pontok kozott?3

3A feladat eredeti szovegét, jeldléseit kicsit megvéltoztattuk, hogy a probléma a cikk-
ben leirtakkal konnyebben Osszehasonlithaté legyen.
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A fémkorong hatdranak egyenlete sfkbeli poldrkoordindtdkkal kifejezve: r(p) =

= 2Rcos . Alkalmazzunk a korongra egy altaldnositott legyezd-transzforméacidt
n = —1 szognyujtasi faktorral, vagyis legyen

A derékszogii koordinaték kozotti kapesolat:

T r___Y
x2+y27 x2+y2'

Ennek megfelel6en a lemezt hatarolé korvonal képe a leképezés utan:

! cosgaiL y =r'sing’ = —
r(p) T 2R’

2 =r'cosy =

1
= ——tgo.
r(p) i oR &7

15. dbra

16. dbra

Lathaté, hogy a megadott leképezés a fémkorongot az z’ > ﬁ félvégtelen
siklapba transzformalja (16. dbra), és a transzformdcids osszefiiggésekbol a kérdéses
pontok koordinatdit is konnyen leolvashatjuk. A versenyfeladat megoldésa tehét

2 1
ol BC ol {—3r _ o 201
) P P (Y A ) P Pl |
Uep="5pp = g2 1 = 5gh9= 53

2R
egyezésben a [2]-ben meghatdrozott eredménnyel.
Egy gyakorléfeladat

Befejezésiil egy olyan feladatot ismertetiink (megoldds nélkiil), amelyen ellen-

Orizhetik az Olvasok, hogy mennyire értették meg a leirtakat, és 6nalléan tudjak-e
alkalmazni a bemutatott leképezési mdédszereket.
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Jo Egy végtelen félsik a hatdrvonald-
—_— s> > > —> —> ra merélegesen H magassagiu ,bemet-
— —_ szést” tartalmaz. (A bemetszés szélessé-
—_— T — ge és a lemez § wvastagsdga sokkal ki-
Jo —>———---"'::::“ ——————— —>j,  sebb H-ndl.) A bemetszéstdl nagyon td-
—_—>--- 7 ’:/jib:: ““““““ — vol a vezetd lemezben az egyenes hatdr-
— //,,”\\\\\\ \\\\\\ —_— vonallal pdrhuzamosan jo dramsirisé-
—_— 7 o HH.\ TTmeee- — gt dram folyik (17. dbra). Mekkora a le-
— - ‘A||BY==ooo--- — mez anyagdnak fajlagos ellendlldsa, ha
17 dbra az A és B pontok kézdtt Uy fesziiltséget

mérhetink?

Utmutatds: Prébéaljuk az elektromos dramlési képet legyezd-leképezés(ek) és
eltolas egymas uténi alkalmazéasaval olyan drameloszlasba transzformaéalni, amelynek
®(r) potencidljat jol ismerjiik!

Ko6szonetnyilvanitas és hivatkozasok

Az egyik szerz6 (E. P.) szeretne koszonetet mondani tandrédnak, Téfalusi Pé-
ternek, valamint Vigh Mdténak a cikk megirdsdban nyujtott segitségiikért.

Hivatkozasok:
[1] Gnidig P., Honyek Gy., Vigh M.: 333+ furfangos feladat fizikdbdl, 315. feladat,
Typotex (2017).

[2] Tichy G., Vanké P., Vigh M.: Beszdmold a 2016. évi Edtvis-versenyrdl, KoMaL
(2017/2), 105-112.

Elek Péter Szasz Krisztian
Debreceni Ref. Koll. BME Fizikai Intézet,
Déczy Gimn. 12. évf. Budapest
Megoldasvazlatok

a 2019/1. szam emelt szintii fizika gyakorlé feladatsordhoz

Tesztfeladatok

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
c|,¢c|b|bDjC|C|D|D|A|C C B B D D

Szamoldsos feladatok

1. a) Eldszor foglalkozzunk a gyorsulds—idé grafikonnal (1. dbra)! A gyorsulas

definicidja:
Av
a = ——.
At
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A sebesség—id6 grafikonon lathatd, hogy a fiiggvény linedris szakaszokbdl ll, ezeken
a szakaszokon tehat a gyorsulds allando:

m m a[m/s”]
e (39)-0BF) 3
1 — - — Y,
At (2s)—0
2
e (32 G2 .
At 5s)— (2
(55) = (25) 0T 2 3 7 5 6 7 8
m -1
-2 =
827 -2
Ay 0-(-3%) w7
BTA T B —(s) 2 1. dbra

Az elmozdulds—id6 grafikon (2. dbra) elkészitését a kovetkezd megallapitdsok
segitik:

1. A test 3,5 s ideig elére halad, majd ezutdn irdnyt valtoztat, és visszafelé
mozog.

2. A mozgés els6 szakasza egyenletes mozgas, a tobbi része egyenletesen vélto-
70, ezért az elsd rész grafikonja egyenes szakasszal, a tobbi része pedig parabolaval
szemléltetheto.

3. A megtett utak legegyszer{ibben a sebesség—idé fiiggvény grafikonjanak
,,gorbe alatti teriiletébol” szamithatdk.

s[m]

8,25 m 3 o~

N

[«

=~
S~
-~

3 \
2

1,5 m /
i

t[s]
01323 7 5 6 7 s
2. dbra
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Célszerli a mozgast 4 részre bontani:

0-t6l 2 s-ig: az elmozdulds 6 m. A grafikon ezen szakasza egy pozitiv meredek-
ségli egyenes,

2 s-t6l1 3,5 s-ig: az elmozdulas 2,25 m, és az intervallum végén a sebesség nulla.

3,5 s-tdl 5 s-ig: az elmozduldas —2,25 m, hiszen a test mar visszafele mozog.
Az allandé negativ gyorsulds miatt a 2 s < ¢ < 5 s-os intervallumban az elmozdulds—
ido fliggvény lefelé nyilé parabolaval szemléltethetd.

5 s-t6l 8 s-ig: az elmozdulds —4,5 m. A test sebessége negativ, tehat a test
tovdbbra is visszafelé mozog. A gyorsulds viszont pozitiv, a grafikon felfelé nyil6
parabola. A végsebesség nulla, a grafikon érintGje t = 8 s pillanatban vizszintes.

b) Az &tlagos sebességnagyséag definicié szerint a megtett it és a megtételéhez
szitkséges id6 hanyadosa:
> |As|]  6m+225m+2,25m+4,5m

m
B} — = ~ 1,88 —.
Vatlag STAL 8s s

Megjegyzés. A fenti médon szamitott ,,atlagsebességet” mutatjdk az GPS-es navigé-
ciés eszkozok és az dtvonaltervezo okostelefonok, ezt tartjak szamon a zart hurok alaki
palyan haladé autéversenyzok és a kerékparosok is. Nem tévesztendd Ossze ez a mennyiség
az elmozduldsvektor és a mozgds Gsszidejének hanyadosdval, ami vektoridlis mennyiség.
Egy olyan futéversenynél, ahol a rajt és a cél ugyanott van, a vektoridlis dtlagsebesség
nyilvan nulla, mig a sebesség nagysagdnak dtlaga attol eltérd érték.

2. a) Az dramforrds effektiv teljesitménye (a szokdsos jeloléseket haszndlva)
a kovetkez6képpen adhaté meg:

R
P.g = UegIog cos p = IgZ - Iogp - 7= I’%4R.

Innen

[P [15W Ug 230V
L= /2 —05A 5 7 — — =22V _ 460 Q.
" R goqa 0P s Ia  0pA 100

Az impedancia ismeretében meghatarozhaté a tekercs induktiv ellendllasa:

X, =722 —R?= \/(460 Q)% — (60 Q)% = 456 ©,

és az aramforras frekvencidja:

w X, 1 456Q
“or onL om0 H

f

b) A fesziiltség és az dramerSsség kozotti faziseltolédds szoge:

R 60 Q
= —= — = 1 = 2 O.
cos ¢ 7 = 160 Q 0,13 = © =825

A soros R — L kérben a szinuszosan valtakozé dramerdsség fazisa tehat 82,5°-kal

késik a kapocsfesziiltséghez képest.
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3. a) Az dllapotegyenlet szerint pV = nRT, ahonnan a hidrogéngdz mdlszdma
(a kezdeti dllapot adatait felhaszndlva):

- pV _ (4-10° Pa)(2,5-107% m*)
RT 8,31 —I— - 400 K
mo

= 0,30 mol.

Ennyi gazban
N=mn-Ny=030-(6-10%)=1,8-10%
hidrogénmolekula talalhato.
b) A 2-es éllapot hémérsékletét az egyesitett gaztérvény segitségével hatdroz-
hatjuk meg:
_p2Va

T, =
T

T, = 384 K,

a belsé energidk aranya pedig

E; T, 384K
2= 2= ),9.
Ei  T1 400K

4. a) A test egyenstilyban van, ha a rd hat6 er6k kiegyenlitik egymdst. A szim-
metria miatt a rugderk vizszintes Gsszetevéire az egyensuly feltétele biztosan tel-
jesiil. A fiigg6leges irdanyu Osszetevokre

2Frugé -sina = mg, ahol Frugé = DAx = D(JZ — 330)

és a a rugd vizszintessel bezart szogét jelenti. A rugd megnyult hossza Pitagorasz
tétele szerint

=[xt +h?= \/(60 cm)? + (20 cm)® = 63,2 cm.
Innen a rugoeré
N
Frugé =200 E . (0,632 m — 0,6 Hl) = 6,4 N.

A test tomege:

20
2Fugs -sina 2764 Ngg 3 om
m = = m’ = 0,41 kg.
g 9,81 2

b) A test sebessége akkor lesz a legnagyobb, amikor a gyorsuldsa éppen nulla.
Ez az er6egyensulynak megfeleld, a kiinduldsi helyzethez képest h mélységi hely-
zetben kovetkezik be. Itt a test gravitacids helyzeti energidja a kezdeti értékhez
viszonyitva
Ehclyzcti = *mgh = *0781 J>

a rugok rugalmas energidja pedig

1 N
Erugs =2+ 5D(w — 20)% = 200 — (0,632 m — 0,6 m)? = 0,20 J.
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A mechanikai energia megmaradési tétele szerint
L o
Ehelyzeti + Erugé + imv =0,

ahonnan a test maximalis sebessége

2 m

¢) Ha a test eljutna H = 40 cm mélységbe, a helyzeti energidja
Ehclyzcti = _mgH =-1,62 J

lenne, a rugdk rugalmas energidja pedig

Erugé =2 %D(\/ JI(Q) +H2 _130)2 = 2,93 J.

Ezek szerint a test mozgdsi energidja ezen a helyen
Lo
5w = 1,62J—-293]J=-131J<0

lenne, ami nem lehetséges. A test tehat nem ér el 40 cm mélységbe.

Megjegyzés. Els6 pillanatra taldn meglep6 az eredmény, mert a 40 cm-es mélység
éppen az egyensilyi helyzet 20 cm-es mélységének kétszerese. Ugyanakkor vegyiik figye-
lembe, hogy a test mozgédsa nem harmonikus rezgémozgds, mert a két rugé altal kifejtett
eredd er6 nem egyenesen ardnyos a test elmozduldsaval. Numerikus vagy grafikus kozelité
moédszerekkel beldthatd, hogy a test legfeljebb hmax ~ 32 cm mélységig siillyed le a rugdk
vizszintes helyzetének megfelel6 helyzete ala.

Markovits Tibor
Budapest

Fizika feladatok megoldasa

P. 5044. Andrds és Béla ikertestvérek. A 20. sziletésnapjukon sorsuk meg-
valtozik: Andrds a Foldon marad, Béla viszont egy hosszabb drexpediciora indul.
Az drhajé dllandd sebességgel tdavolodik a Foldtdl. Eqy év mulva Andrds készit eqy
fényképet a sziiletésnapi tortdajardl, és radidjelekkel elkildi azt Bélanak, aki azt épp
a 22. sziletésnapjdn kapja meg az trhajoban.

a) Mekkora sebességgel tdvolodik az Grhajé a Féldtdl?
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b) Milyen tdvol van az {drhajé a Foldtél Andrds szerint a fénykép megérkezé-
sekor?

¢) Béla is készit egqy felvételt a 22. sziiletésnapjdrdl, és azonnal elkildi azt
testvérének. Hdany éves kordban kapja meg Andrds ezt a fényképet?

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldas. Jeloljiik az tirhajé induldsatdl a sziiletésnapi fénykép elkészitéséig
a Foldon eltelt idét (Andrés ,6regedését”) ti-gyel (t1 = 1 év). Az {irhajén az indu-
lastdl a radidjelek megérkezéséig t;, = 2 év id§ telik el. A | vessz8” arra utal, hogy
ez az idGtartam a Fo6ldtol v sebességgel tavolodo tirhajéban, Béla vonatkoztatasi
rendszerében mérhet6. Ennyi idé alatt Béla 2 évet oregszik. A Fold, az {irhajo és
a fényjelek (rddidiizenetek) ,,mozgdsat” a Foldhoz régzitett koordindta-rendszerben

az dbrdn lathaté modon szemléltethetjiik.

t[év]
Fold
_24]
’ N
At| 23 o
e 8.
2
At @/b/
Ly
t1 7
v 20 | | | x
1 2 3 [fenyév]

a) Legyen a fénykép elkészitése és az lirhajéhoz érkezése kozott eltelt idé And-
ras szerint At, a vakuumbeli fénysebességet (a rddidhulldmok terjedési sebességét)
pedig jelolje c. Az Andras &ltal elkiildott jelnek meg kell tennie az {irhajo altal
az induldsatol a radidjelek megérkezéséig megtett utat:

(1) At-c= (t1 + At) - v.

Tudjuk tovabba, hogy a relativisztikus idddilatdcio jelensége miatt az trhajon
tartézkodd Béla altal mért idétartam a Foldon maradt Andras szerint a kovetkezd
kapcsolatban all az tirhajé indulasa és a radidjelek megérkezése kozott eltelt idével:

2

v
(2) th = (At +t1) 176—2.
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Az (1) egyenletbdl kifejezhetjiik At-t, és azt (2)-be helyettesithetjiik:

(3) At=t—"

c —

v
v2 c
t’2_t1<1+ ? ) 1—— =t14/ +v’
cC—v C cC—v

ahonnan az lirhajo sebességére

tR — 13 4-1
= C = C
t? + t3 441

318108 ™
5 S

adédik.
b) A v sebességet (3)-ba helyettesitve

3
At = 3 ct1 = 1,5 év,

a keresett tdvolsigra pedig az s = cAt = 1,5 fényév ~ 1,42 -10'® m eredményt
kapjuk.
¢) Mivel a Béla altal visszafelé kiildott radidhulldmok a specidlis relativitds-
elmélet alapjan c sebességgel teszik meg az Andras dltal mért s tavolsagot, igy
Andris szerint 1,5 év telik el a fénykép megérkezéséig. Tehat Andras életkora
20 év+ 1,0 év+ 1,5 év+ 1,5 év = 24 év lesz, amikor a F6ldon megkapja Béla fény-
képét.
Pszota Mdté (Révkomdrom, Selye Janos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

22 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibas 2 dolgozat.

P. 5068. Egy kicsiny, pontszerinek tekinthetd, m tomegi tstokos kizeledik
eqy M témegl, R sugarid, gomb alakd bolygo felé (m <« M). Az istokis sebessége
a bolygotol nagyon messze vy, €s ha nem hatna rd a bolygo gravitdcios tere, akkor
d tdvolsdgra haladna el a bolygd kézéppontjdtsl (d > R). Mekkora vy minimdlis
értéke, amelynél az iistokds még nem iitkdzik a bolygdba? (A bolygon és az iistokdson
kiviil minden mds égitest gravitdcids hatdsdt elhanyagolhatjuk.)

(5 pont) Kozli: Kovdcs Jozsef, Szombathely

Megoldas. Szamoljuk ki azt a vy sebességet, amivel egy ,,nagyon tavoli” pont-
ban rendelkez6 tistokos palydja éppen érinti az M tomegi, R sugari bolygét. Cent-
ralis er6térben alkalmazhatjuk az impulzusnyomaték (perdiilet) megmaraddsanak
tételét, majd a munkatételt. Az iistokos legnagyobb sebességét (vUmax-ot) a boly-
g6 kozéppontjahoz legkozelebbi helyen éri el, és itt a sebessége merdleges a bolygd
ottani sugardra. A perdiilet a végtelenben muvgd, a bolygéhoz legkozelebb pedig
Mumax R, ezek egyenl6ségébol

Umax = Vo-

|
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A munkatétel szerint:

1 1
3 Mmax ~ §mv§ =0- (—’meR> .

Ezekbdl az egyenletekbdl a keresett sebesség alsé hatara:
2yMR
Vg = 7d2 — R2 .
Mdcsai Ddniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 10. évf.)

39 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 4, hibas 5 dolgozat.

P. 5070. Egy ¢ magassdgu barlangban D rugddllandoji, feszi-

tetlen dllapotaban d < € hosszisagu, elhanyagolhato tomegi rugo ennyezet
helyezkedik el fiiggdleges helyzetben. A rugd eqyik végét a barlang
mennyezetéhez, a masik végét pedig a talaghoz régzitették az dbran
lathato modon.

D

A rugo kozepére rdrepiil és a rugoba kapaszkodik egy m tome-
g, kis méreti denevér, és a rugo vezérelte bonyolult rezgésbe kezd. L
(A denevér mozgdsa sordn a rugd semelyik darabja nem lazul meg.)
a) Hol fog megdllni a denevér a rezgés lecsillapoddsa utdn?
(A rugé még nagy megnyigjtdsndl is kiveti a Hooke-torvényt.)
b) Innen a denevér igen dvatosan visszamdszik tjra a talajtol
mért £/2 magassdgra. Legaldbb mekkora munkdt végez ekizben? -

(5 pont) Kozli: Balogh Péter, G6dolls

talaj

Megoldas. a) A barlang mennyezetéhez és a talajhoz rogzitett rugd megnyi-
lasa terheletlen (denevérmentes) dllapotban ¢ — d. Amikor a rugé kézepére rarepiil
és a rugdba kapaszkodik egy m tomegli, kis méreti denevér, akkor tekinthetjiik
az elrendezést Ugy, mintha a rugdt még a nyujtatlan allapotaban félbevagtuk vol-
na két, egyenként d/2 hosszisigu részre. Ha az egyik részt feliil, a mdsikat alul
rogzitjilk, majd kozépen Osszekotjitk Sket, akkor mindkét rugédarab megnytldsa
(¢ —d)/2 lesz.

A félbevigott rugd egy-egy részének a rugddllandéja 2D, hiszen ugyanakkora
er6 hatésara csak fele akkordt valtozik meg a hossza, mint az eredeti rugé tette vol-
na. Ha a denevér siilya hatdséra (a kialakuld j egyensilyi dllapotban) a felsé rugd
megnyulasa x értékkel no, az alsé rugdé ugyanennyivel csokken, akkor a denevérre
haté erék egyensilyi egyenlete:

2D (E;i—i—x) :2D(€;d—x> + mg.

Eszerint a denevér (a rezgések lecsillapodédsa utédn)

mg
r= —
4D
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tavolsdggal keriil mélyebbre a barlang kozepénél, a talajtol g — % tavolsagban
lesz egyenstlyban.

b) Innen a denevér lassan, Gvatosan (elkeriilve, hogy a rugd rezgésbe vagy
lengésbe j6jjon) felmdszik a rugénak egy olyan pontjdig, amelynél kapaszkodva
a kialakulé egyensilyi helyzete éppen a barlang koézepénél lesz. Legyen ebben
a helyzetben a denevér felett az egész rugd p-ed része (vagyis nyijtatlan dllapotban
d/p hosszisigi darabja), a denevér alatt pedig nytdjtatlanul d — (d/p) hosszisagi
rugddarab. p itt egy 1-nél nagyobb, kés6bb meghatarozand6 szam.

A nytjtatlanul d/p hosszisagi rugéd rugdallanddja
D(folsé) =pD

a masik darabé pedig

D(alsc’)) _ 1 D= LD

lesz, hiszen a megroviditett rugdk eréssége a hosszukkal forditott ardnyban noévek-
szik. A denevér egyensulyi allapotdban a rugderok és a nehézségi er6 egyensilyba

keriilnek:
A AN { p—1

vagyis (algebrai dtalakitdsok utan):

p—2 mg
—p=2—.
p—1 D/
Ennek a p-re nézve mésodfoki egyenletnek a szimunkra megfelel§ (1-nél nagyobb)
megoldasa:
mg mg\2
Sy iy (mey,
p + e + + D
Erdekes, hogy a fenti képlet nem tartalmazza a feszitetlen rugé hosszat (d-t).

A denevérnek legaldbb annyi munkéat kell végeznie, amennyivel Gsszességében
novekszik a sajat helyzeti energidja és a két rugd rugalmas energiaja a maszés
soran. A helyzeti energia valtozasa:

E(helyzeti) = mgx =

A fels6 rugo rugalmas energidja kezdetben:

elsé 1 t—d ¥
Eifl ):2.21)(24_3;),

az alsé rugd rugalmas energiaja kezdetben:

alsé 1 t—d °
B ):2-2D<2—x>,
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a fels6 rugo6 rugalmas energiaja a végallapotban:

fels6 1 14 d2
Eél ):2'(271))(2—]9),

és végiil az alsé rugd rugalmas energidja a végéallapotban:

2
[alsd) _ 1 P p {_dp;l )
2 2 \p—1 2 P

A sziikséges munka:
W > E(helyzeti) + (Eéfelséi) B Eifelsé)) + (Eéalsé) . Egalsé))7

amit algebrai atalakitasok és p korabban kiszamitott értékének behelyettesitése
utdn igy is fel lehet irni:

> =
W/8D+4p 8D 4

m?g®>  mglp—2 (mg)® D2 m2g2 1
il Do

(Erdekes, hogy ez a képlet sem tartalmazza d-t, a rugd nyujtatlan hosszat.)
Marké Gabor (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)

22 dolgozat érkezett. Helyes Marké Gabor és Marozsak Tédé megoldédsa. Kicsit
hidnyos (4 pont) 5, hidnyos (1-3 pont) 13, hibas 2 dolgozat.

P. 5071. Rugalmas fondlon logo terhet 0-rdl lassan noévekvd erdvel huzunk
lefelé. A fondl Fy erdnél szakad el. Milyen minimdlis erd alkalmazdsdndl szakad el
a fondl, ha az erd azonnal felveszi értékét, és utana nem vdltozik?

(5 pont) A Kvant nyomdn

Megoldas. Feltételezziik, hogy a fondlban haté erd koveti a Hooke-torvényt,
vagyis a megnyuldssal aranyosan novekszik. A fondl egy meghatarozott feszito-
er6nél, azaz egy meghatarozott megnyulasndl szakad el. Legyen ez a megnyulds
a kezdeti megnyilasnal Ax-szel nagyobb.

A kezdeti helyzettol az elszakadds pillanatdig a fonal rugalmas energidja is és
a teher helyzeti energidja is ugyanannyit valtozik mindkét esetben. Ezek szerint
a huzder6 W munkdjanak is ugyanannyinak kell lennie a kétféle nytujtas esetében.
A maésodik esetben az allandé F5 eré munkaja FoAx. Az elsé esetben az er6 lassan
novekszik nullatdl Fi-ig, dtlagos értéke %Fl, igy a munkéja %Fle. A két munka
egyenldségébdl kovetkezik, hogy Fy = Fy/2.

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

10 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Math Benedek, Osztényi Jézsef, Pacsonyi
Péter és Varga Vazsony megolddsa. Hidnyos (1-3 pont) 3, hibéds 2 dolgozat.
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Fizikabdl kitilizott feladatok

M. 384. Hatédrozzuk meg egy ismert teljesitményti elektromos vizforralé kan-
cs6 hatasfokat a benne 1év6 viz tomegének fliggvényében!

(6 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdria, Budapest

G. 661. Egyenes méréhengerbe harom, egymassal nem keveredd6 folyadékot
éntiink: 1000 kg/m? sfiriségii 100 g vizet, 0,8 g/cm? sfirfiségii 200 g olajat, és annyi
higanyt, hogy tele legyen a 400 cm? térfogati, 40 cm magas méréhenger. Hany
gramm higanyt ontottiink a mérGhengerbe? Milyen magassagban helyezkednek
el a folyadékokat egymdastol elvalaszté hatdrrétegek a henger aljatél szamitva?
(A higany sfirtisége 13600 kg/m?>.)

(3 pont)

G. 662. Az (a) és a (b) dbrdn lithatéd osszedllitds egy nagyobb korongbdl és
egy-egy, hozzda koncentrikusan rogzitett, kisebb hengerbél all. A kis hengerekre fona-
lakat csévéltiink, amelyeknek végét egy rud segitségével vizszintesen, v sebességgel
mozgatjuk.

X

A (c¢) esetben a kis hengerhez feliilrdl egy vele azonos &tmérdjii, szabadon
forgd masik kis henger is csatlakozik. A fels6 henger nekiszorul az alsénak, és
a lebillenését egy-egy gorgbhoz csatlakozé rudszerkezet akaddlyozza meg. A felsé
hengerre is fonalat csévéltiink, és a fonal végét v sebességgel huzzuk. A korongok
a talajon, illetve a kis hengerek egymason nem csusznak meg.

Melyik irdnyban, és v-nél nagyobb vagy kisebb sebességgel fog mozogni a ko-
rong kozéppontja az egyes esetekben?

(3 pont)
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G. 663. Az dbrdan két izzélampa, Ve ™~
egy zsebtelep és egy olyan kettds kap- 7
csolo lathatd, amely egyszerre valt at
két érintkezOt. Tervezziink a megadott
eszk6zokbol olyan dramkort (vagyis raj- I
zoljuk meg a vezetékeket), hogy a kap-
csold egyik allasdban a két lampa so- O_{I_o
rosan, a masik allasaban parhuzamosan \_
legyen bekotve!

(3 pont)

—o

| ¢

%

G. 664. Az év azonos napjara esd ujholdkor vagy teliholdkor vagyunk kozelebb
a Naphoz? Becsiiljiik meg, hogy mekkora a kétféle tavolsdgunk kiilonbsége!

(4 pont)

P. 5100. Két &4gyuval pontosan \ 800 m \
ugyanabban a pillanatban tiizelnek egy-
més felé az dbrdn lathatéo A és B pont- -7
bol. Az A dgyu 16vedékének torkolati se-
bessége 40 m/s, mig a B dgyué 60 m/s.
Eltaldljak-e a 1ovedékek egymést? Ha
igen, akkor hol és mikor? Ha nem, ak-
kor hol csapédnak be a talajba?

(4 pont) Amerikai feladat

600 m

P. 5101. Egy {lirhaj6 korpalyan kering a Fold koriil, keringési ideje 100 perc.
A Fold felszinének mekkora részét ldthatja az irhajés egy adott pillanatban? (A 1ég-
kori fénytorést elhanyagolhatjuk.)

(4 pont) Némedi Istvin (1932-1998) feladata nyomdn

P. 5102. Vizszintes talajon m; tomegi kiskocsi vy sebességgel halad az 4llo,
mo tomegi kiskocsi felé. Mindkét kocsin egy-egy m tomegli, lapos hasdb van.
A hasdbok és a kiskocsik feliilete kozotti tapadési surlédési egytitthatd pg. Az allé
kiskocsin D rugéallandéju nyomérugd van.

Vo
—_— m m

) D o
mi 00000 ma

Utkozéskor megestiszik-e valamelyik hasédb?
Adatok: my = 0,2 kg; me = m = 0,1 kg; po =0,5; D =12 N/m; vo = 1 m/s.
(4 pont) Kozli: Németh Ldszld, Fonyod
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P. 5103. Egyik végénél felfiiggesztett, fiiggdlegesen szabadon 16g6, m tomegl
SLINKY-rugé a sajat silya alatt L hosszisdgura nyulik. Ezutan a rugé egyik
végét H magassdgban egy vizszintes asztallap felett tartjuk (H < L), {gy a rugd
nem tud teljesen kinyulni. Mekkora er§ hat a rugoéra a felfiiggesztésnél, illetve
az aldtdmasztasnédl? (A rugé feszitetlen hossza H-hoz képest elhanyagolhatd.)

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5104. Dugattyival lezart edényben nitrogéngdz van. A dugattyut lassan
kihtuzva kissé csokkentjiik a gdz nyomasat. Mekkora a gaz molaris hékapacitasa, ha
a térfogat 1%-os novekedése esetén a nyomds valtozdsa 0,5%7

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hodmezévéasarhely

P. 5105. Harom, vakuumban 1év6, R sugart fémgomb koézéppontja egy egye-
nesre esik. A kozépso gomb tévolsaga a masik két gombtol d > R. A széls6 gombok
homérséklete allando, az egyiké T, a masiké T,. Mekkora a kozépsé gomb allan-
dosult hémérséklete, ha a gombok abszolut fekete testeknek tekinthetok?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5106. Egyenl6 oldali haromszog keresztmetszetii, ny = 1,8 abszolut torés-
mutatéju prizmara vékony fénysugarat bocsatunk ugy, hogy a fénysugar pélydja
a felezosikra szimmetrikus legyen.

a) Mekkora a belép6 fénysugér beesési szoge?

b) Mekkora a belépd sugdr és a kilép6 sugar kozotti szog, az un. devidcid?

¢) Ezutén az egymdshoz képest rogzitett prizma-fényforrds rendszert egy
ng = 1,5 torésmutatéju folyadékba meritjiik. Mekkora lesz ebben az esetben a de-
viacié?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5107. Ot egyforma és egy kiilonbozé ellenallasbdl tetraéder alaki kapcso-
l4st forrasztunk ossze. Egyetlen ellendllasmér6 miiszer all rendelkezésiinkre, és a lat-
sz0lag egyforma hat ellendllas kapcsolasat nem szabad megbontanunk. Legfeljebb
hény mérést kell elvégezziink, hogy megtaldljuk a tobbitol eltérd értékii ellendllast,
és még az ellendllasok nagysdgat is megtudjuk? Szerencsés esetben hany méréssel
juthatunk el a megoldashoz?

(5 pont) Pakisztani feladat

P. 5108. Mekkora az a legkisebb sebesség, amellyel az m tomegl, ¢ toltési
testet vakuumban felléve mér eljut a fliggolegesen f6lotte £ tavolsagban rogzitett,
Q toltésti testhez? (Q és g ellentétes elbjeld toltések.)

Adatok: m =102 kg, ¢=4,0-107C, Q= -1,0-10"7 C, £ = 0,36 m.

(5 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros
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P. 5109. Mekkora az elektron hullaimhossza, ha a mozgasi energiaja
a) 1,75 - 10716 J;
b) 20 GeV?
(5 pont) Kozli: Légrddi Imre, Sopron

P. 5110. A Fold koriil keringé két mesterséges hold palyajanak fél nagytenge-
lye ugyanakkora. A holdak pélya menti sebességeinek ardnya a perigeumban (fld-

kézelpontban) %: és az itt nagyobb sebességii hold palyajanak excentricitasa 0,5.

Hatérozzuk meg pélya menti sebességiik ardnydt az apogeumban (foldtévol-
pontban), és szamitsuk ki a mdsik mesterséges hold pédlydjanak excentricitdsat!

(6 pont) Csillagdszati versenyfeladat nyomdn

O

Bekiildési hatarid6: 2019. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 2. February 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 94): K. 614. In the
increasing sequence of positive integers (starting with 1), find the 225th number that
cannot be represented as a product of two consecutive integers. K. 615. Six points are
selected in the interior of a square such that no three points among the 10 points (the
vertices of the square and the six points) are collinear. From these 10 points, pairs of
points are connected with line segments that do not intersect each other, and the process is
continued until it is not possible to add a further line segment. What is the largest possible
number of line segments that may be drawn in this way? K. 616. There are a lot of integers
that can be represented as a sum of three perfect squares. For example, 1 = 12 4+ 0% + 02,
14 = 3% + 2% + 12, 20 = 4% 4+ 2% 4 0%. Show that 1991 cannot be represented as a sum of
three perfect squares. K. 617. The diagonal AG of a rectangular block ABCDEFGH
intersects the triangle BDE at point Q. Prove that @ is the centroid of triangle BDE.
K. 618. A positive integer n is said to be a “strong” number if its number of divisors is
greater than the number of divisors of each positive integer less than n. (For example,
n = 2 is a strong number, because it has two divisors, while n = 1 has only one. But n = 3
is not a strong number, because it has two divisors similarly to a smaller integer n = 2.)
a) Find all strong numbers greater than 2 but less than 30. b) Is 2% - 3* . 5 a strong number?

New exercises for practice — competition C (see page 95): Exercises up to
grade 10: C. 1525. A team in a football championship had 33 points after 15 games
they played. The 15 games included all three kinds of outcome: winning, losing, and draw.
How many games did they win? (3 points are scored for winning a game, 0 for losing and
1 for each team in the case of a draw.) C. 1526. The circumscribed circle of a square is
reflected in each side. Let T' denote the area of the circle that touches these reflections in
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the interior of the square. Let ¢ denote the area of the circle that touches one reflection
and the circumscribed circle, both from the inside. Determine the smallest possible value
of % Exercises for everyone: C. 1527. If two appropriate numbers in the sequence
1,2,...,n are erased, the sum of the remaining numbers will be 2019. Find all possible
pairs of numbers that may be erased. C. 1528. What positive integer may n denote if the
number obtained by erasing the last three digits of the number n® is n itself? (Proposed
by S. Rdka, Nyiregyhdza) C. 1529. Prove that every right-angled triangle can be divided
into 3k + 2 isosceles triangles where k is any positive integer. Exercises upwards of
grade 11: C. 1530. Is it possible to group all the integers from 1 to 51 into sets of three
such that the sum of the numbers in each set should be a prime? C. 1531. The base of
a right prism is a regular triangle, and its volume is 2 dm®. What is the minimum possible
surface area of the prism?

New exercises — competition B (see page 96): B. 5006. The bases of a trapezium
ABCD are AB and CD, the intersection of the diagonals is M. Diagonal AC' bisects the
angle BAD, AM = BC and BM = CD. Find the angles of the trapezium. (4 points)
(Based on a problem of the National Competition) B. 5007. We have 3n + 1 coins, n of
which have 0 on one side and 11 on the other. Another n coins have 0 on one side and 44
on the other, and the remaining n + 1 coins have 0 on one side and 99 on the other. All the
coins are tossed at the same time. What is the probability that the sum of the resulting
numbers is divisible by 7? (The coins are fair coins.) (4 points) B. 5008. A circle k4 is
centred at A, and a circle kp is centred at B. Line [; touches k4 at A; and kp at Bj.
Line I3 touches k4 at A2 and kg at Bs. Prove that the orthogonal projections of the line

segments A1 A and By Bz onto the line AB are of equal length. (3 points) B. 5009. Given
1 1 1
that 2 + y2? + 22 = 3, where z, y, z are positive numbers, prove that 2= +2v + 2= > 6.

(3 points) (Proposed by V. N. Nguyen, Vietnam) B. 5010. The inscribed circle of an
acute-angled triangle ABC' touches the sides at the points Ag, By and Cpy. The points
of tangency of the excircles on the lines of the sides are A1, By and Cy; Az, B2 and Cb;
As, Bs and Cjs, respectively. Let T; denote the area of triangle A;B;C; (i =0,1,2,3).
Show that TLO = TLl + %2 + T% (5 points) B. 5011. We are given 6 points in the plane
such that all pairwise distances are different. Show that there exist two triangles with
the following property: each vertex is among the 6 given points, and the two triangles
share a side in common such that this side is the shortest one in one triangle and the
longest one in the other. (5 points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 5012. Let
f(x) be a polynomial with integer coefficients. Let ™ denote the n-fold application of f:

™ (x) = f(f(f(at) e )) Let k(f) denote the smallest positive integer k for which
—_———

f®(z) =z (mod 13) holds for all integers =, provided that there exists such a k, and
let k(f) = 0 otherwise. Prove that there is a maximum value of k(f), and determine this
maximum value. (6 points) B. 5013. The excircle of triangle ABC' opposite to vertex A
touches line AC' at point B;. The line segment BB; intersects the excircle at Bs, and
the tangent drawn to the excircle at Bz intersects side BC at Bs. Similarly, the inscribed
circle of the triangle touches side AB at point C1, line segment C'C intersects the incircle
at C2, and the tangent drawn to the incircle at C5 intersects side BC' at C3. Prove that
Bng = CQC3. (6 points)

New problems — competition A (see page 97): A. 743. The incircle of tangential
quadrilateral ABCD intersects diagonal BD at P and Q (BP < BQ). Let UV be the
diameter of the incircle perpendicular to AC (BU < BV). Show that the lines AC, PV
and QU pass through one point. (Based on problem 2 of IOM 2018, Moscow) A. 744.
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Show that for every odd integer N > 5 there exist vectors u, v, w in (three-dimensional)
space which are pairwise perpendicular, not parallel with any of the coordinate axes,
have integer coordinates, and satisfy |u| = |v| = |w| = N. (Based on problem 2 of the
2018 Kiirschdk contest) A. 745. We have attached a clock hand to every face of a
convex polyhedron. Each hand always points towards a neighboring face (two faces of
the polyhedron are neighbors if they share an edge). At the end of every minute, exactly
one of the hands turns clockwise to point at the next face. Suppose that the hands on
neighboring faces never point towards one another. Show that one of the hands makes
only finitely many turns.

Problems in Physics
(see page 122)

M. 384. Determine the efficiency of an electric kettle of known power rating, as
a function of the mass of the water in it.

G. 661. Three types of liquid, which do not mix with each other, are poured into
a graduated cylinder: 100 g water of density 1000 kg/m?, 200 g oil of density 0.8 g/cm?,
and mercury, such that the graduated cylinder of volume 400 cm® and of height 40 cm is
fully filled. How many grams of mercury was poured into the cylinder? At what height,
measured from the bottom of the cylinder, are the boundary layers which separate the
different liquids? (The density of mercury is 13600 kg/m®.) G. 662. A disc with greater
radius and two smaller cylinder are attached to each other concentrically; the assembly
is shown in figures (a) and (b). Two pieces of cords were wrapped around the cylinders,
and their ends are moved horizontally at constant speed of v, with the help of a rod. In
the (c) case, there is another cylinder, which can rotate freely, above the cylinder on the
original device. The cylinders have the same radius, and touch each other tightly. A rod
structure is attached to the cylinders in order to prevent them from falling. A piece of
cord is wrapped around the top cylinder and the end is again pulled at a constant speed
of v. The discs do not slip on the ground and the cylinders do not slip on each other. In
what direction will the centre of the disc move in each case? Will the speed of the centre
of the disc be greater or smaller than v in each case? G. 663. There are two filament
lamps, a battery and a double switch in the figure. The switch changes two contacts at
the same time when it is turned. Plan a circuit (that is, draw the wires) using the given
components in which the two lamps are connected in series at one position of the switch,
and when the switch is turned, then the lamps are connected in parallel. G. 664. In which
case are we closer to the Sun on the same day of the year: at new-moon or at full-moon?
Estimate the difference between the distances at the two cases?

P. 5100. Two cannons fire a ball at the same time towards each other from points A
and B as shown in the figure. The nozzle speed of the ball fired from the cannon at A is
40 m/s, whilst the nozzle speed of the ball fired from the cannon at B is 60 m/s. Do the two
balls collide? If yes, where and when? If not, where do the balls hit the ground? P. 5101.
A space ship orbits along a circular path around the Earth, its period is 100 minutes. What
is the area of the surface of the Earth which is seen by the astronaut at a certain instant?
(Neglect the refraction of light due to the atmosphere.) P. 5102. A trolley of mass mi
is moving at a speed of vg along the horizontal floor towards another trolley of mass ma,
which is at rest. On the top of each trolley there is a thin rectangular block of mass m.
The coefficient of static friction between the blocks and the surface of the trolleys is po.
There is a spring of spring constant D on the stationary trolley. Will any of the blocks
slide due to the collision? Data: m1 = 0.2 kg; ma = m = 0.1 kg; po = 0.5; D =12 N/m;
vo = 1 m/s. P. 5103. A slinky of mass m is suspended at one of its ends, due to its own
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weight it is extended to a length of L. Then one end of the slinky is held at a height of H
above a horizontal tabletop (H < L), so the slinky is not extended totally. What are the
forces which are exerted at the suspension and at the support? (The unstretched length of
the slinky is negligible with respect to H.) P. 5104. There is a sample of nitrogen gas in
a container closed with a piston. The pressure of the gas is decreased by slowly pulling out
the piston. What is the molar heat capacity of the gas in this process if 1% increase in the
volume results in 0.5% change in the pressure? P. 5105. There are three metal spheres of
radius R in vacuum. Their centres are collinear. The distance of the middle sphere from
the other two spheres is d > R. The temperature values of the two spheres at the sides
are constant: one of them has temperature 77, and the other has T>. What is the steady-
state temperature of the middle sphere if all the spheres can be considered black bodies?
P. 5106. A thin light ray enters into a prism of refractive index n; = 1.8. The cross
section of the prism is an equilateral triangle and the path of the light ray in the prism is
symmetrical about the bisecting plane. a) What is the angle of incidence of the incident
light ray? b) What is the angle between the incident ray and the light ray which emerges
from the prism, the so-called angle of deviation? ¢) Then the light source and prism
system is fixed and submerged into some liquid of refractive index of ny = 1.5. What is
the angle of deviation of the light ray in this case? P. 5107. A tetrahedron-shaped circuit
is soldered from six resistors. Five of the resistors are alike and have the same resistance
value whilst the sixth one is different. Only one ohm-meter is available, and the circuit,
which seemingly contains six alike resistors cannot be taken apart. At most how many
measurements are needed to find the resistor which has different resistance value, and
also to find the resistance value of each resistor? If we are lucky, how many measurements
are needed to find the resistance values? P. 5108. At least what speed should a small
object of mass m and of charge g be projected upward in vacuum in order that it reaches
another object of charge @, (vertically) above it at a height of £7 (Q and ¢ are opposite
charges.) Data: m =10"° kg, ¢ =4.0-107°C, Q= —-1.0-10"7 C, £ = 0.36 m. P. 5109.
What is the wavelength of an electron if its kinetic energy is a) 1.75-107'¢ J; b) 20 GeV?
P. 5110. The lengths of the semi-major axis of two satellites orbiting around the Earth
are the same. The ratio of the speeds of the two satellites when they are at perigee (the
point at which the satellite is the closest to the Earth) is %, and the eccentricity of the
orbit of that satellite which is faster at this point is 0.5. Determine the ratio of the speeds
of the satellites when they are at apogee (at the furthest point from the Earth), and the
eccentricity of the path of the other satellite.

Problems of the 2018 Kiirschak competition

1. The inscribed circle of triangle ABC' touches sides BC, CA and AB in points Ay,
Bi1 and C1, respectively. The median from vertex A intersects segment B1C4 in point M.
Prove that segment A1 M is orthogonal to side BC.

2. Let vi,va,..., v, be pairwise different vectors with integral coordinates in the
three dimensional coordinate system, each of length p where p is a prime. Assume that
for any 1 < j < k < n there exists an integer 0 < ¢ < p such that all three coordinates of
vector v; — £ - v are divisible by p. Prove that n < 6.

3. Smurf village consists of k streets, and there are k(n — 1) + 1 clubs, each with n
smurf members. The same smurf can be a member of more than one club, and two smurfs
certainly know one another if they are members of the same club or live in the same street.
Prove that it is possible to select n different clubs, together with one member of each such
that the selected n smurfs are distinct and any two of them know one another.
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