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IMO /; 02 g\, Beszamoléd a 61: ’Neltnzei.:l’(ﬁ’zi Matematikai
Diakolimpiarol

Az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidt szeptember 19. és 28. kozott
Oroszorszag rendezte meg. A versenyt abban a reményben halasztottak el két ho-
nappal az eredetileg tervezett, szokasos jiliusi ditumhoz képest, hogy szeptemberre
lecseng a koronavirus-vilagjarvany, és a verseny személyes jelenléttel megtarthatd
lesz. Amikor vildgossd vélt, hogy erre nem lehet szamitani, a szervezok a Didk-
olimpia online megrendezése mellett dontottek, tehat a 616 résztvevo didk egyetlen
kozponti helyszin helyett a 105 résztvevé orszag &ltal felallitott 127 vizsgakoz-
pontban irta meg a versenydolgozatot. A vizsgakdzpontokban egy-egy vizsgabiztos
ellendrizte személyesen a verseny tisztasagat, emellett a vizsgakdzpontokban mii-
kod6 webkamerak altal kozvetitett képet a szervezok dltal meghizott 44 feliigyeld
figyelte. Nagy foldrajzi kiterjedésii, vagy a jarvany altal stlyosan érintett orszdgok-
ban, ahol a belfoldi utazas is nehézségekbe iitkozott volna, tobb vizsgakozpontot is
létrehoztak. Magyarorszagon egyetlen vizsgakozpont volt, mégpedig Budapesten,
a Rényi Intézetben.

A versenyen, szokds szerint, mindkét napon négy és fél éra alatt harom-harom
feladatot kellett megoldani. A feladatok szévegét alabb kozoljiikk. Mindegyik fel-
adat helyes megolddsaért 7 pont jart, igy egy versenyz6 maximalis teljesitménnyel
42 pontot szerezhetett. A verseny befejezése utan megallapitott ponthatarok sze-
rint aranyérmet a 31-42 pontot elérd, eziistérmet a 24-30 pontos, mig bronzérmet
a 15-23 ponttal rendelkez6 tanuldk szereztek.

A magyar csapatot hat érettségizett tanulé alkotta.

T6th Balazs (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) 36 ponttal,

Weisz Maté Barnabas (Szegedi Radndti Mikl6s Kisérleti Gimn.) 33 ponttal,

Beke Csongor (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.) pedig 32 ponttal aranyérmet
nyert.

Gyimesi Péter (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.) 22 ponttal,

Kocsis Anett (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) 22 ponttal és

Nagy Nandor (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) 15 ponttal
bronzérmet kapott.

To6th Balazs a versenyzék rangsoraban holtversenyben a 4.—18. helyen végzett.
2008-ban volt utoljara olyan magyar versenyzd, akit csak harman el6ztek meg. 1998
ota az idei az els6 olyan év, amikor a magyar csapat kettonél tobb aranyérmet
szerzett.

Frenkel Péter (ELTE TTK Algebra és Szamelmélet Tanszék; Rényi Intézet)
a magyar csapat vezetdjeként, Dobos Sdndor (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt.
Isk. és Gimn.) a magyar csapat helyettes vezet6jeként, Fekete Panna (ELTE TTK,
matematikus doktorandusz) és Kovdcs Benedek (ELTE TTK, matematikus mester-
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szakos hallgatd) hivatalos megfigyel6ként, Kds Géza (SZTAKI, ELTE TTK) a Fel-
adatkivéalaszté Bizottsdg tagjaként és koordinatorként, Kunszenti-Kovdcs Ddvid
(ELTE TTK Alkalmazott Analizis és Szamitdsmatematikai Tanszék; Rényi Inté-
zet) a Didkolimpidt irdnyité sttagi Tdbla és az Etikai Bizottsag tagjaként, Pelikdn
Jozsef (ELTE TTK, Algebra és Szdmelmélet Tanszék) pedig a Hivatalos Nyelvek
Bizottsag tagjaként miikodott kozre az olimpian.

Az orszagok nem-hivatalos pontversenyében Magyarorszag a résztvevé 105
orszag kozott a 13. helyen végzett.

A csapatverseny élmezdnyének sorrendje {gy alakult (megszerzett pontszdma-
ikkal):

1. Kina 215, 2. Oroszorszdg 185, 3. USA 183, 4. Dél-Korea 175, 5. Thaifold
174, 6-7. Olaszorszag és Lengyelorszag 171, 8. Ausztréalia 168, 9. Egyesiilt Kiraly-
sdg 167, 10. Brazilia 165, 11. Ukrajna 164, 12. Kanada 161, 13. Magyarorszag
160, 14. Franciaorszag 154, 15. Roménia 152, 16. Szingapur 151, 17. Vietnam 150,
18-20. Gruzia, Iran és Japan 149, 21-22. Izrael és Kazahsztan 146, 23-24. Cseh-
orszdg és Tajvan 145, 25. Szerbia 144, 26-27. Németorszag és Torokorszag 140,
28. Hongkong 139, 29-30. Mongdlia és Hollandia 135.

Az Osszes résztvevd orszag és versenyzd neve és eredménye megtaldlhatd
az imo-official.org honlapon.

Szeretnék koszonetet mondani a versenyzok tanarainak. A kozponti olimpiai
felkészit6é szakkor vezetdje a helyettes csapatvezetd, Dobos Sdndor volt. A felké-
szitésben rajta kiviil a csapatvezet6 és sokan mdsok is részt vettek. A verseny-
z0k tovabbi tandrainak felsoroldsdban a tandrok neve utdn monogramjukkal je-
loltem azokat a didkokat, akik a tanitvanyaik: Nikhdzy Ldszlé (BCs, GyP, NN,
TB, WMB); Gyenes Zoltdn és dr. Kiss Géza (KA, NN, TB); Pdsa Lajos, Szmerka
Gergely, Szlcs Gdbor és Varga Mdria (BCs, GyP); Kovdcs Benedek (BCs); Tassy
Gergely (GyP); Schultz Jdanos és Tigyi Istvdn (WMB); Arki Tamds, Fekete Panna
és Szildgyi Ddniel (KA).

Ko6szonom a helyettes csapatvezetd és a hivatalos megfigyel6k munkajat. Ko-
szonom a Rényi Intézet vezetoinek és dolgozdinak tdmogatdsat, tovabba Niko La-
aksonen vizsgabiztos lelkiismeretes munkéjat.

Kiemelt koszonet illeti az eléz6 harom évtized legendds magyar csapatvezett-
jét, Pelikan Jozsefet odaaadé munkajaért.

Ezen a virtudlis olimpian is voltak matematikai és kulturalis-turisztikai jellegii
kiséré programok is, igy hires matematikusok el6addsai (a Fields-érmes Timothy
Gowers is tartott ilyet) és virtudlis vdrosnéz6 sétdk Szentpétervéron. A teljes
program megtalalhaté a https://imo2020.ru/ honlapon.

A kovetkezd, 2021. évi matematikai didkolimpidt is Oroszorszag rendezi, a jar-
vanyhelyzet alakulasatol fliggéen vagy ismét virtualisan, vagy személyes jelenléttel
Szentpétervaron.

Frenkel Péter
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A 61. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia feladatai*

Els6 nap

1. feladat. Tekintsiitk az ABCD konvex négyszoget. A P pont az ABCD
belsejében van. Fennallnak az aldbbi, aranyokra vonatkozé egyenléségek:

PAD<« : PBA<: DPA<«=1:2:3=CBP<«: BAP«: BPC«.

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezé harom egyenes egy ponton megy at: az ADP<
és a PC'B< sz0g bels6 szogfelezbje és az AB szakasz felezOmerélegese.

2. feladat. Az a, b, ¢, d valés szdmok olyanok, hogy a >b>c>d >0 és
a+ b+ c+ d = 1. Bizonyitsuk be, hogy

(a+ 2b+ 3¢+ 4d)ab’ccd? < 1.

3. feladat. Adott 4n kavics, amelyeknek a silya rendre 1,2,3, ..., 4n. Mind-
egyik kavics n szin koziil az egyik szinnel van kifestve; mindegyik szinbdl négy
kavics van. Mutassuk meg, hogy a kavicsokat el lehet rendezni két kupacba tugy,
hogy mindkét alabbi feltétel teljesiiljon:

e A két kupac Osszsilya azonos.

e Mindegyik kupac minden szinbol két kavicsot tartalmasz.

Masodik nap

4. feladat. Adott egy n > 1 egész szam. Egy hegynek egy lejtdjén n? allo-
més van, csupa kiilonb6zé magassdgon. Két felvonotarsasdg, A és B mindegyike
k felvonot iizemeltet; mindegyik felvonoval egy dllomésrol egy magasabban fekvé
allomésra lehet eljutni (kozbiilsé megallds nélkiil). Az A tdrsasdg k felvondjdnak
k kiilonb6z6 kezdopontja és k kiilonboz6 végpontja van, és magasabbrol indulé fel-
vond magasabbra is érkezik. Ugyanezek a feltételek teljesiilnek B-re. Azt mondjuk,
hogy egy felvonétarsasag dsszekot két dllomést, ha a lejjebbi allomésrdl indulva el
lehet jutni a feljebbire az adott tarsasig egy vagy tobb felvondjat hasznélva (nincs
megengedve semmilyen mds mozgds az dllomdsok kozott).

Hatarozzuk meg a legkisebb olyan pozitiv egész k szamot, amelyre biztosak
lehetiink abban, hogy van két olyan allom&s, amelyet mindkét felvondtarsasig
Osszekot.

5. feladat. Adott egy kartyapakli, amely n > 1 kértyabdl &ll. Mindegyik
kartyédra egy pozitiv egész szam van felirva. A pakli olyan, hogy barmely két kartyan
1év6 szdm szémtani kozepe egyittal a mértani kiozepe is néhdny (egy vagy tébb)
kartydn 1évé szamnak.

Milyen n-ekre kévetkezik ebbdl, hogy a kartyakon &llé szamok mind egyenlok?

6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan ¢ pozitiv konstans, amellyel
igaz a kovetkezo allitas:

*Az olimpia honlapja: https://www.imo2019.uk/.
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Tekintsiink egy n > 1 egész szamot és egy n pontbdl dll6 S halmazt a sikban
dgy, hogy S barmely két kiilonb6z6 pontjanak tavolsiga legalabb 1. Ebbél kovet-
kezik, hogy van olyan, S-et szétvalaszto ¢ egyenes, hogy S barmely pontjanak ¢-t6l
val6 tavolsdga legaldbb en~1/3.

(Egy ¢ egyenes szélvdlasztja pontoknak egy S halmazat, ha valamely, S-nek
két pontjat dsszekotd szakasz dtmetszi f-et.)

1/3 «a

Megjegyzés. Gyengébb eredményre, amelyben cn™"/° helyett cn™® &ll, jarhat rész-

pontszam az o > 1/3 konstans értékétdl fiiggden.

Egy kiilonos életut, Ramanujan
I. rész

Az elbadas cime: Egy kiilonos életit, Ramanujan”.* Kifejez6bb lett volna:
»Egy romantikus életit, Ramanujan”. A jelenlevé hallgatésagnak vannak méar ma-
tematikai ismeretei, matematikusok koziil is soknak nevérél hallott, életérdl is
tud valamit, az azonban talanyosnak tiinhet, hogyan lehet egyaltaldn egy mate-
matikus alakjat, életitjat romantikusnak nevezni? Pedig Geoffrey Harold Hardy,
a cambridge-i egyetem vilaghir{i professzora, 100 év 6ta az els6 angol matematikus,
akinek Osszegylijtott munkait hét vaskos kotetben kiadtdk haldla utan, 1936-ban
az USA-beli Harvard-egyetemen Ramanujan-rél tartott el6addssorozatat a kovet-
kez§ szavakkal kezdte (magyar forditdsban): ,Ezen el6addsokban olyan nehéz fel-
adat elé allitottam magam, melyet — ha a sikertelenség miatt mindjart az elején
keresnék mentségeket — majdnem teljesithetetlennek kellene minGsitenem. Eszszer
véleményt kell kialakitanom magamban — és ebben Ondket is segitenem — a jelen-
kori matematika legromantikusabb alakjardl, amit eddig sohasem tettem; egy olyan
emberrol, akinek karrierje tele van paradoxiakkal és ellentmondasokkal, ami meg-
cstfol minden olyan kdnont, amellyel mi (matematikusok) egymést meg szoktuk
itélni, és akirdl, azt hiszem, csak egyetlen dologban fogunk egyetérteni, hogy bizo-
nyos értelemben nagyon nagy matematikus volt.”

Nagy szavak. Mar eleve elcsodalkoztatok két ellentétes okbol. Matematikusok,
olyan rendiiek, mint Hardy, altaladban eredeti matematikai tartalmu értekezések,
plane konyvek irdsat ambicionaljak; Hardy a Ramanujanrdl szélé 12 eldadését
konyv alakban adta ki 1940-ben, melynek cime ,Ramanujan”. Masrészt azonban
mit jelent az a rezervacio, hogy csak , bizonyos értelemben nagyon nagy”?

Srinivasa Ramanujan 1887 decemberében sziiletett Indidban, egy Madraszhoz
kozeli kisvarosban nagyon szegény, valldsos brahmin csalddban. Apja egy ruha-
keresked6nél volt konyvel6féle. 5 éves kordban kezdett iskolaba jarni; matematikai
képességei 10 éves kordban kezdtek mutatkozni. Ekkor még jé vizsgai miatt féltan-
dijmentes lett, és szdmtantandra, akinek az 6rarendet kellett volna osszeallitania,

*Ez a cikk az 1976-ban megtartott, azonos cimli TIT-el6adds szovege. A KoMalL
1977. oktdberi szamaban jelent meg elészor. Kés6bb a Nagy pillanatok a matematika
torténetében c. konyvben volt olvashaté. Az el6adéds anyagat T. Ss Vera egyetemi docens
rendezte sajté ald. (Szerk.)
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azt ra bizhatta; mindenki, aki ezt valaha prébalta, tudja, milyen kellemetlen fel-
adat ez, még ha akkor és ott a mellékfeltételek nem is voltak olyan szamosak,
mint manapsag. Hindu életrajziréi szerint 13 éves volt, mikor trigonometriat ta-
nulva rajott az e’ = cos ¢ + isin ¢ Euler-reldciéra és nagyon csalédott volt, mikor
megtudta, hogy ez mér régen ismert. Kényvei nem voltak; 16 éves volt, mikor
az els6 matematikakonyvet kapta kolcson egy baratjatél. Ez egy Carr nevii tanar
»Synopsis of elementary results in pure and applied mathematics” c. kényve volt.
Ez Ramanujanra végletes hatdssal volt, igen jé és igen rossz hatassal. J6 hatéassal,
mert felfedeztette vele a ,,szép formula” gyonyoriiségét; erre még majd kés6ébb rész-
letesebben visszatérek. Rossz hatédssal volt a konyv synopsis (8sszefoglalds) jellege
miatt; bizonyitasok a kdnyvben nemigen voltak, és ha igen, csak nagyon vazlato-
sak, és ebbdl a fiatalember — mondhatni, egy életre — azt a konkliziét vonta le,
hogy a bizonyitas leirdsa, még a jelzése is felesleges, valamiféle intuicié egy villa-
nasa azt szamara evidencidba tudta helyezni. Persze kiils6 kérdésekre, hogy hogyan
jott ra eredményeire, nem tudott valaszolni, és ezt nem modszereinek eltitkolasara
tette. Egy baratja szerint, aki veliik egy hazban lakott ebben az idében, gyakran
felébredt éjjel 2 6ra tajt, odament az odakészitett tablahoz és egy viharlampa hal-
vany fényénél irt rd. Mikor kérdezték, mit csindl, azt felelte, hogy dlmaban rajott
valamire, és azt rogziti, hogy el ne felejtse reggelre. 16 évesen 6sztondijjal bekeriilt
egy jo college-ba, melyet Dél-India Cambridge-ének neveztek. Itt angolt, matemati-
kat, biologiat, gorogot, szanszkritot és romai torténelmet kellett volna tanulnia, de
akkor mar mint a szép formula megszéllottja, elkezdte irni napi felfedezéseit nap-
16jédba, mint Gauss (akir6l nem is hallott akkor egydltaldn), és ezek sodrdban nem
tudott a tobbi targgyal foglalkozni, megbukott és persze elvesztette Gsztondijat.
Ez 1904-ben volt, Gjra beiratkozva 1905-ben annyit mulasztott, hogy nem is mehe-
tett vizsgazni. 1906-ban egy masik college-ban prébalkozott, de megbetegedett és
itt sem tudott tovabbjutni. 1907-ben az eredeti college-aban mint magantanulé pro-
bélkozott, és akkor is megbukott. Mit tehetett akkor egy hindu fiatalember, akinek
apja havi 20 rupids fizetésébdl tartotta el csaladjat? Részint matematikat korre-
petdlt, részint 1909-ben megnosiilt; felesége akkor 9 éves volt. Az ilyen hazassig
Indidban gyakori és inkdbb az itteni eljegyzéshez hasonlithato; férjéhez csak 12 éves
kordban koltozott, ami Keleten persze mast jelent, mint Eurépaban. Napléja koz-
ben egyre nétt; elsé naplékényve (a harom koziil) 300 siiriin teleirt oldaldbdl kb.
a fele szarmazhatott didkkordbdl. 1911-ben jelentek meg elsé dolgozatai az Indian
Mathematical Journal-ben, de ezekbdl akkor sem Indidban, sem sehol a vildgon nem
lehetett megélni, feleséget és sziil6ket tamogatni. 1912-ben tisztvisel6i allast kapott
havi 20 ripias fizetéssel, amit hamarosan felcserélhetett egy havi 30 ripiassal, ami
akkor kb. évi 30 fontnak felelt meg.

Felmeriil a kérdés, miért nem ismerték fel mar addigi dolgozataibdl India-
ban, hazajaban képességeit, ahol voltak egyetemek, volt mar Matematikai Tarsulat
és angliai végzettségli professzorok? Indiai matematikusok djra és tujra felteszik
maguknak a kérdést, miért kellett akkori elnyoméiknak, az angoloknak felfedezni
azokat és késObb el6segiteni kifejlodésiiket. Erre a valasz egyrészt az, hogy ered-
ményei megel6zték az Uin. modularis formak elméletét, melybdl kész elmélet csak
15 évvel késébb lett Hecke kezében (aki nem is tudott Ramanujan ez irdnyud ered-
ményeirdl), tehdt részben olyan témakorokre vonatkoztak, amelyeket akkor sehol
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— és igy Indidban sem — miveltek. Atlagos képzettségii és képességii professzoroktol
nem volt varhaté, hogy ebbe konnyen bele tudjdk magukat élni. Kiilonosen akkor
— és ez a vélasz mdsrészt —, ha hozzdvessziik, hogy Ramanujan expondls (kozl6)
képessége még a 0-val lehetett egyenld. Jellemzd erre az a torténet, amelyet egy
osztalytdrsa mesélt egy college-beli matematikadérarél. A tanar egy feladatot kez-
dett kidolgozni a téablan. Az elsé két 1épés utan Ramanujan kdzbeszdlt, hogy ezek
feleslegesek és gondolkozas nélkiil megmondta a megoldast. Utdna a tandr hitetle-
niil folytatta a tabldn a feladat megoldasat és 8 vagy 10 tovabbi 1épés utan jutott
— az osztaly nagy csodalkozasara — a Ramanujan altal elére jelzett eredményhez.
Kevés képzett, idésebb matematikusnak van kedve arra, hogy szdmara 4j téma-
korokben 8-10 lépéses ugrdsokat maga tudjon a helyszinen (vagy akdr nyugodtan
toprengve fréasztala mellett) kisiitni. Es més ilyen torténetekbdl lathatéan Rama-
nujan nem nagyon volt hajlandé a hidnyzé lépéseket mint teljesen trivialisakat
(neki trividlisakat) részletezni. A visszhangtalansdg okdul el lehetne képzelni, hogy
tdl biiszke volt ahhoz, hogy maga keresse a kapcsolatot a matematikusokkal, hogy
Mohamed menjen a hegyhez. De egy baratja szerint tavolrél sem ez volt a hely-
zet. 1910-t6] — mint mondja — Ramanujan egyik matematikustél a masikhoz ment
bemutatvan (ekkor mar két) matematikai napléjit, majdnem 0 hatédsfokkal.

fgy fokozatosan belatvan, hogy odahaza semmit sem remélhet, elszanta magat
baratai rabeszélésére, hogy irjon Hardynak.

1913. januar 16-os datum van a levélen. Furcsa egy bemutatkozo levél volt,
melyet csak kevéssé enyhit az, hogy nem tudvan eléggé angolul, azt minden bi-
zonnyal nem matematikus baratai forditottdk le, akik valdsziniileg maguk sem na-
gyon uraltdk a nyelvet. De érdemes elgondolkodni felette, mert a szamelmélet egy
dontd fordulata mulott rajta, illetve kezdddott vele. Nem meditalva azon, hogy igy
kezdi: ,A madraszi Port Trust Office tisztvisel6je vagyok, csupan évi 20 font fize-
téssel” és azon sem, hogy miért irja utdna, ,I am about 23 years of age”, mikor
mar 25 is elmult a levél irdsakor, igy folytatja (forditdsban). ,Elhagyva az iskolat,
szabad idémben matematikaval foglalkoztam. Nem jartam a szokdsos tton, melyet
egyetemi eldaddsokban kovetnek, 14j utat tortem magamnak.” (Ismerds szavak ezek
magyar fiileknek.) Majd tovédbb: ,Eredményeimet a helyi matematikusok bamula-
tosnak nevezik”, de a kovetkez6 mondatban ezt irja: ,A helyi matematikusok nem
tudnak megérteni engem magasabb szdrnyaldsomban” (in my higher flights). Leve-
1éhez mellékelt napldjabol dsszevalogatott 120 identitast. Majd befejezésiil, mintegy
az ellenkez6 végletbe esve irja; ,,Szegény 1évén, ha tigy latja, hogy tételeimben van
valami érték, szeretném azokat publikalni.”

Mindenkiben felotlik, hogyan reagdlna 6 egy ilyen levélre; érdekesebb latni,
hogyan reagélt a cambridge-i egyetem akkor mar vildgszerte ismert lecturerje (még
nem volt professzor) az angol vildgbirodalom fénykora idején egy félmiivelt hindu
fiatalember fent vazolt levelére. Errdl tudunk C. P. Snow professzornak a kivald
fizikus, ir6 és kulturfilozéfusnak, Hardy régi bardtjanak és akkori cambridge-i kol-
légajanak rektori székfoglalgjabol 1962-bél, 15 évvel Hardy haldla utan; de Hardy
maga is ir err6l 1936-os harvardi el6adasaban. A kett& alapdlldsa némileg kiilon-
b6z6; bizonyos vonatkozdsokban Snow verzidja az emberibb. Eszerint az els6 lap
elolvasasa utan Hardy a levél irgjat félbolondnak tartotta, utdna kovetkez6 meg-
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jegyzését pontos primszamformularél hihetetlennek. A mellékletben kiildott 120
identitéds koziil feliiletes atvizsgalasra egyesek rogton feltiintek neki érdekes voltuk-
kal, de a bizonyitdsok legcsekélyebb jelzésének hidnya bizalmatlannd tette. Az egész
dolog nem tetszett neki, nyugodtan folytatta reggeli Ujsdgjat, megtartotta orédjat,
déluténi teniszpartijat; de este magéval vitte a levelet szokasos beszélgetésére Little-
wood-dal, akivel valé tartds kollabordlasa méar 1912-ben megkezdddott és halaldig,
1947-ig tartott. Ekkor alaposabban megnézték a matematikai mellékletet. Identi-
tasaibdl kettd olyan merében ujszeri jellegi volt, hogy ez meggy&zte Gket, hogy
jelentos emberrel van dolguk.

Hardy igen gyorsan, februar 8-an mar valaszolt, pozitivan a jordl, nem szdlva
a valoszinfitlenrdl, csupan a bizonyitasok valamelyes jelzését hidnyolva. Ramanujan
is rogton valaszolt februar 27-én. Ebben kifejezte 6romét, hogy végre talalt valakit,
aki értéen méltanyolja matematikdjat és 0szintén feltarta tragikus anyagi helyzetét:
.- .. Hogy megérizzem agyamat, ennivalo kell nekem és ez most a legfébb gondom.
Minden ilyen levél 6nt6l segithet abban, hogy az egyetemtél vagy a kormanytdl 6sz-
tondijat kapjak . ..” Megindit6 viszont Hardy valasza marcius 26-an. Nem ismervén
Ramanujan munkastilusat, mely az igazi oka volt annak, hogy nem irt bizonyité-
sokat tételeihez, azt hitte, hogy bizalmatlansig ennek az oka. Hogy ezt eloszlassa,
felsorolta, ki mindenkinek mutatta ¢ mar meg Ramanujan leveleit és igy, ha 6 ille-
gitim mddon akarné az azokban emlitett eredményeit felhasznélni, Ramanujannak
konnyl dolga volna 6t leleplezni. Es a finom folytatds: ,,... Ne haragudjon, hogy
a dolgot ilyen székimonddan targyalom. Nem tenném, ha nem toérekednék arra,
hogy On nyilvanvalé matematikai képességei kifejlesztésére jobb lehet6ségeket kap-
jon ...” Ramanujan mar aprilis 17-én valaszol. Ebben egyrészt kozli, hogy egy
dr. Walker nevii meteorolégus intervencijara a madraszi egyetemtdl két évre évi
60 font dsztondijat kapott (mar ebben is benne volt Hardy keze). Mdsrészt irja,
hogy nem bizalmatlansiag miatt nem ir bizonyitdsokat, hanem mert bar eredmé-
nyei helyességében nem kételkedik, de azon utat, melyen 6 ezekre r4jott, maga is
heurisztikusnak érzi. Mindenesetre majus 1-jét indirekte megiinnepelte azzal, hogy
tisztvisel6i dllasat felmondta.

A levelezésbdl Hardy el6tt vildgos lett, hogy Ramanujan Indidban maradva
sohasem fogja tudni kipétolni alaphidnyossagait. Els6 ez irdnyu célzasara sziilei ti-
lalmara Ramanujan nemmel valaszolt; ettol a sziilok csak valamilyen megrendezett
vallasi hékuszpokusz utan alltak el. Ismét angol kezdeményezésre a madraszi egye-
tem két évre kikiildte Cambridge-be évi 250 font 6sztondijjal, utikoltséggel, s6t még
ruhatéara eurépaiasitasara is kapott pénzt. Még arrdl is gondoskodtak, hogy a hajon
szigorian vegetarianus kosztot kapjon, melyhez ragaszkodott egész életében. Miu-
tan gondoskodott arrél, hogy 6sztondijabdl sziilei havi 60 ripiat kapjanak, 1914.
marcius 30-an elindult hajén Anglidba; Cambridge-be aprilis 16-an érkezett.

Az eurédpai életmdédot hamar megszokta, ha pl. az eurdpai cipOviselést 27 éves
korban elkezdeni nem is lehetett nagyon kénnyt. A Trinity College-ban lakott, eu-
ropai kényelemben egyediil, maga f6zte egyszerii, szigortian vegetaridnus kosztjat.
Ezenfeliil idejét egyes eléadasok latogatasa, munkija és a Hardy-val valé eszme-
csere toltotte ki. A kivalé cambridge-i matematikus, A. Berry mesélte jéval kés6bb,
hogy egy érajan egy formula levezetésén bajlodott. Kézben mindig figyelte Rama-
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nujan arcat, aki nyugodtan {iilt. Egyszer latja, hogy Ramanujan arca felragyog,
és nagyon izgatottan izeg-mozog. Mikor megkérdezte, volna-e valami megjegyzése,
Ramanujan felkelt és felirt a tablara egy formulat, melyet Berry a torténet el-
mondasanak idépontjaban sem tudott még bebizonyitani. De a leglényegesebb volt
a cambridge-i matematikusokkal val6 taldlkozésa, akiknek a szdma azonban a ha-
marosan megkezd6dott elsé vilaghabort miatt 1ényegileg Hardyra redukalédott.

Egyiitt volt hat minden, ami a nyugodt, koncentralt munkahoz kellett. Hardy
a mindennapos személyi taldlkozds utdn hamarosan rajott arra, hogy Ramanujan-
ban sokkal nagyobb kincset nyert, mint valaha is gondolta volna az el6zmények
utdan. Hardy sportos alapalldsu volt, szeretett mindent versenyszeriien tekinteni
és azutan pontozni. Joval Ramanujan haldla utdn, még a 20-as években, egy al-
kalommal a jelen szdzadbeli matematikusok pontozéasara keriilt sor. 100 pont 1é-
vén a maxiumum, Ramanujan kapott t6le 100 pontot, Hilbert 80-at, Littlewood
30-at, a tobbiek még kevesebbet, mondja a torténet. Az abszurdnak haté oszté-
lyozas azonban bizonyos mértékben érthetd. Hardy elragadtatasanak oka nemcsak
az volt, hogy majdnem minden nap féltucatnyi 1j eredményt kozolt vele Rama-
nujan; maga a szam nem jelent tul sokat. Inkabb azok fantdziat mutato jellege,
varatlan volta, az a konnyedség, ahogy ezek szinte folytak gondolkozidsmddjabdl
anélkiil, hogy valéban szamot tudott volna adni, hogyan jott rajuk; ez ragadta
meg Hardyt. Masrészt a gyors prébélgatdsainak sikertelensége megoldésukra, ezek
meggybzték Ot arrdl, hogy az allitdsok nem felszinen mozgdk. Ezen tételek mas-
fajta, eddig szamara ismeretlen matematikai gondolkozdsmdodot fedtek fel el6tte.
Az az eredetiség, az a globdlisnak nevezhet6 latdsméd, mely annyira kiilonbozott
minden mas, altala ismert matematikusétol, nytigozte le. Hardy konyvében erdsen
hadakozik az ellen, hogy Ramanujan képességeit, eredeti latdasmodjat valamiféle
keleti misztikus filozéfia alakitotta ki. Magam is ismerek olyan fiatal magyar ma-
tematikust, akinek keleti filozéfidk tanulmanyozasa nélkiil minden bizonnyal ilyen
globalis latasmddja van, de rendszeres matematikai el6képzettséggel rendelkezvén,
utélag ki tudja analizalni ugrasait és szokasos lépésekre bontani.

Hardy hatartalan lelkesedése vitte keresztiil, hogy Ramanujan 1918 majusaban
kozépiskolai végzettség nélkiil Fellow of the Royal Society lett, ami a mi akadémiai
tagsagunknak felel meg, és amely megtiszteltetés hindut elétte csak egy nem ma-
tematikust ért. 1919. oktéber 18-an elséként a hires Trinity College fellow-java
valasztottak, ami 6 évre évi 250 fontos fizetést jelentett, minden kotelezettség nél-
kiil. Illet6leg jelentett volna, ha nem kapott volna mar 1917 marciusaban a feszitett
munka, a gyenge taplalkozés és az angol éghajlat miatt tiidovészt, amely miatt vé-
giil is méar 1919. februar 27-én haza kellett utaznia. Hardy ajénldsara a madraszi
egyetem is megszavazott neki évi 250 fontot 5 évre és arra is 1épések torténtek, hogy
szamara egy professzori dllast létesitsenek. Még egy rovid levelet tudott irni 1920
januarjaban Hardynak, mely matematikaval foglalkozott, de ugyanezen év aprilis
26-an a tiidévész legytlirte. Nem volt tehat 33 éves sem, mikor meghalt, pedig talan
éppen ez a matematikus legjobb kora. Sziilei, nagyanyja, 20 éves felesége gydaszolta;
emlékét — Watson becslése szerint — vagy 3-4 ezer tétel orzi.

Hogy Ramanujan angliai utjaval Hardy mit nyert, mar sejtjiik, és hogy a ma-
tematika mit nyert, tudjuk. Mit nyert Ramanujan a jéval kedvez6bb munkakoriil-
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ményeken és a tiidévészen feliil? Indiai bardtainak frott levelei felelnek erre. Mar
1914 oktéberében irja, hogy egyelére félreteszi régi eredményeit és mivel egyet s
mast mar tanult az itteni modszerekbol, el0szor ezek alkalmazasdba akar belejonni.
1915. januarban mér belatja, hogy napldjaban levo tételeire még nincs szigora bi-
zonyitasa. Ezért juliusban mar azt {rta, hogy par évvel tovabb kell Cambridge-ben
maradnia, mert Madraszban sem segitséget, sem irodalmi referencidkat munka-
jahoz nem tudna kapni senkit6l. Hardy maga is ir kolcsonhatasukrél. Ramanujan
kezdeti matematikatudasi dllapotat finoman ugy fejezte ki, hogy , tuddsanak korlat-
jai ugyanolyan meglep6ek voltak, mint eredményeinek mélysége”. Mint irja tovabb,
,»(érkezésekor) fogalmai arrdl, hogy mi egy matematikai bizonyitds, a leheté legho-
maélyosabbak voltak”, ugyanakkor, mikor pl. az un. lanctortek nehéz elméletének
maér feliilmilhatatlan mestere volt. Par év alatt végiil is maga meg tudta mondani,
hogy valamit be tud-e bizonyitani vagy nem. Hardy tudta azt, amit Mikszath ha-
lyogoperélé kovacsa nem tudott, hogy szolid matematikai megalapozas elvehetné
Ramanujan intufcigjat. Igy csak olyan dolgokra tanitotta, melyek nemtudésa alap-
vet6 hibdkra vezethet; de hozzatette, hogy ¢ sokkal tébbet tanult Ramanujantol.
Ez a tanulds nem rontotta el Ramanujan intuicidjét.

Miel6tt Ramanujan matematikai munkainak legalabb érzékeltetésére térnék,
még egy mozzanatra térnék ki, mely bizonyos mértékben megvilagitja Ramanujan
kutatasi mdédszereit és egyben egy tovabbi paradoxidt is mutat. Ez pedig Rama-
nujannak a pozitiv egész szamokhoz valé kapcsolata volt. Valaki ugy fogalmazta
meg ezt, hogy Ramanujannak minden egész szam személyes ismerose. Ha megsejtett
egy Osszefliggést, ezt szampéldakon verifikdlva nyert impulzust tovabbi meggondo-
lasok keresésére. Kifejezetten ezen az titon jutott eredményeihez azon n-szdmokra
vonatkozolag, melyekre

d(n) > d(v), ha 1<v<m

itt d(k) jelenti a k egész szdm pozitiv oszt6i szdmat. Az ilyen szdmokat ,highly
composed numbers™-nak, ,nagyon Gsszetett” szamoknak nevezve, felirta az els6 kb.
2000 ilyen szamot; az utolsé

n = 146659312800 = 2°-3%*.5%.72.11-13-17-19

volt.

Mikor egyszer Hardyval Londonban taxin mentek, Hardy a taxi tavozasa utan
jott rd, hogy aktataskajat a kocsiban felejtette. Kéziratok 1évén a taskdban, ez két-
ségbe ejtette, de Ramanujan megnyugtatta, nincs baj, 6 emlékszik, hogy a taxi
szama 1729. Hardy nagyon megkodnnyebbiilt, de rogton megkérdezte, hogy jutott
eszébe egydltaldn megjegyezni a taxiszamot, és ha mér igen, hogyan lehetett egy
ilyen érdektelen szamot megjegyezni. Nem érdektelen ez a szam, felelte Ramanujan,
ez a legkisebb egész szam, amely egynél tobbféleképp allithatd el két kobszam
Osszegeként. Tényleg:

1729 = 1+ 1728 = 1% + 12° = 1000 + 729 = 10° + 9°.
Ezt Ramanujan, mellesleg szélva, nem ott a helyszinen taldlta, egy korai napléjaban

megtalaltak ezt az észrevételt.
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Azt lehetne hinni errdl, hogy Ramanujan elsé érdeklédési teriilete a szamel-
mélet volt; de a valdsag az, hogy angliai utja el6tt szdmelmélettel igen keveset
foglalkozott, Carr anyaganak hatisa miatt. Ha Carr gyljteménye helyett college-
éveiben egy jobb szamelméleti bevezet6 konyv keriil kezébe, biztosan mas lett volna
alakuldsa. A szamelmélettel igazdn csak Anglidban keriilt kapcsolatba. Azt is le-
hetne hinni az el6bbiek utan, hogy gyors és jé szdmol6 volt. Ez sem igaz. Hardy
megfigyelte, hogy gy ad Ossze és szoroz, mint akarki az iskolaban, és mikor egyszer
tényleges szamolasra keriilt sor, nala joval gyorsabbnak mutatkozott a matematika
egy masik kiilonos alakja, Mac Mahon 6rnagy.

Turan Pal
Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire
I. rész
1. a) Mely x val6s szdmokra értelmezheté az

1-+vVz—-3

fla) = | o

0gy(z —2)
fiiggvény? (5 pont)

b) Adjunk meg legaldbb két olyan valds szdmot, amelyekkel a

Ve—24+V22+3=3z+7
és a
16 - 827 . 457 . \/2 — 64

egyenletek valds gyokei valamilyen sorrendben egy-egy szamtani sorozat egymads
utdni tagjai lehetnek. (6 pont)

2. Az Agatha Christie miiveibél késziilt
Poirot-novelldk cimii tv-sorozat ,,A csokolé-
désdoboz” cimii epizdédjanak egyik jeleneté-
ben két szereplo, egy férfi és egy nd, egy
operaeldadéas hallgatasa kozben egy doboz
belga csokoladét késtolgatott. A dobozt a je-
lenet kezdetén bontottdk fel, és a dobozban
kezdetben 7-féle csokoladéfigura volt, mind-
egyikbdl 4 darab az dbra szerint.

A néi szerepl6 kedvence a korona alaku
csokoladé. Kostolgatds kozben az udvariassag szabdlyai szerint mindig a holgy va-
laszt el6szor, aztan a férfi, majd djra a holgy, aztan a férfi és igy tovabb. A férfi
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tudja, hogy a holgy kedvence a koronas csokoladé, ezért 6 sosem valaszt maga-
nak ilyet. Ezek figyelembevételével elészor elfogyasztanak 7 csokoladét, mindegyik
fajtabol egyet-egyet, mégpedig ugy, hogy a holgy el6szor a kedvencébol valaszt.

a) Hényféle sorrendben fogyaszthatndk el a 7 csokoladét? (6 pont)

b) Ha a megmaradt 21 csokolddébdl a holgy egyesével, véletlenszeriien és
visszatevés nélkiil kivalasztana 6 darabot, akkor mennyi lenne a valdszintisége, hogy
azok kozott legaldbb 2 koronds csokolddét talal? (6 pont)

3. Anna és Boglarka unokatestvérek, az egyik megyeszékhely kiilonb6zo iskola-
iba jarnak. Anna kilenc évvel idésebb Bogldarkénal. Jeloljitk Anna jelenlegi életkorat
A-val, Boglérka jelenlegi életkordt B-vel (A és B pozitiv egész szdmok).

a) Lehetséges-e, hogy n (n pozitiv egész) év milva Anna éppen haromszor
olyan id6s lesz, mint Bogldarka? Hény év milva fordulhat el6, hogy Anna kétszer
olyan idés lesz, mint Bogldrka? (Valaszunkat indokoljuk.) (4 pont)

Anna és Boglarka is nagyon tigyesek matematikabdl. Orai teljesitményiik, ed-
digi versenyeredményeik alapjan a tandraik benevezték 6ket egy matematikaver-
senyre. Anna matematika szakkoron is késziil a versenyre. A szakkorre 21 tanuld
jar, 9 lany és 12 fia. A csoport didkjai mindannyian jé képességiiek. A tandruk dgy
szeretné Osszeallitani a versenyre utazé 14 {6s csapatot, hogy azon beliil a nemek
aranya azonos legyen a szakkoron beliili aranyukkal.

b) Héanyféleképpen allithatja 6ssze a versenyre utazé csapatot Anna szakkoré-
nek tanara? (3 pont)

Anna a matematika teriiletein beliil legjobban a geometridt szereti. Egy-
szer rajzolt Boglarkanak egy derékszogl trapézt és elmagyarazta unokatestvéré-
nek a trapéz tulajdonsigait. Anna rajza az ABCD trapéz, amelyben a DA szar
merdéleges az AB alapra.

¢) Lehetséges-e, hogy a CD, DA, AB, BC szakaszok hossza ebben a sorrendben
egy mértani sorozat négy szomszédos tagja? (Valaszunkat indokoljuk.) (7 pont)

4. A koronavirus 2020. évi elterjedésével kapcsolatos adatokat a grafikonon
szemlélhetjiik (forrds: pandemia.hu).

A grafikon egyes adatait tablazatba foglaltuk mérciustdl szeptemberig minden
hoénap 6-an.

Fert6zottek szama

03.06. 4

04.06. 744
05.06.

06.06. 3990
07.06.

08.06. 4597
09.06. 8387
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MAGYARORSZAG ~ GRAFIKONOK ~ MEGYEK  VILAGTERKEP  ORSZAGOK +

Koronavirus Magyarorszag: fertozottek, halalesetek, gyégyultak szaima

D G o
80 N
Ll € PP 5

3
8 Fertézitick szama @ Elhunytak szima @ Gyogyultak B Aktiv

A kovetkez$ tablazatban két tizedesjegyre kerekitve feltiintettiitk a magyar-
orszagi fertozottek szamanak napi atlagos novekedését az egyes idépontok kozott
eltelt idé alatt (a megjelolt idépontok kozott eltelt napok szamét megallapodds
szerint Ugy szamitjuk, hogy az idéintervallum fels6 idépontjanak napjat hozzé-
szémitjuk az intervallumhoz, az alsé értéket nem).

03.06.-04.06. | 04.06.-05.06. | 05.06.-06.06. | 06.06.-07.06. | 07.06.-08.06. | 08.06.-09.06.
78,9 6,63

a) Toltsiik ki mindkét tabldzat hidnyzd részeit (egy-egy napon a fertézottek
szama csak pozitiv egész szam lehet, ezért a szamitasok soran a kerekités szabalya-

inak megfelelden jarjunk el). (4 pont)

b) Egy n ponti teljes graf élei koziil 21 élet tordlve egy fagrifot kapunk.

Hatarozzuk meg n értékét. (5 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy a 11" + 60™ < 61™ egyenlStlenség n = 1 kivételével

minden pozitiv egész szamra teljesiil. (5 pont)
II. rész

5. a) Bizonyitsuk be, hogy a 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 négyzetszam és
allapitsuk meg, hogy melyik pozitiv egész szdmnak a négyzete. (4 pont)

b) Igazoljuk, hogy a |11,5; co[ szdmhalmazon értelmezett

f(@) = /20 +28+10- V2 73— /20 + 28— 10- 2z + 3

fliggvény értéke allandé. Hatdrozzuk meg ezt az allando értéket. (5 pont)
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¢) Hény val6s megoldédsa van a

4x—§ sinx COSQB—1
2 4

sin? z + cos
egyenletnek a ] — = —] szamhalmazon? Adjuk meg a feltételeknek megfeleld
Osszes megoldést. (7 pont)

6. Az AB szakasz felezépontja O, az A ponthoz kézelebbi negyedel6pontja C,
a B ponthoz kozelebbi negyedelépontja D. A C, O, D pontokban az AB szakaszra
rajzolt merélegesek az AB atmérdji félkort rendre a P, (Q, R pontokban metszik.

a) Hatérozzuk meg a BQP és BR(Q haromszogek szogeit. (8 pont)

b) Hany szazaléka a BRQP négyszog teriilete az ABP hdromszog teriiletének?
(Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.) (8 pont)

7. Hany olyan p pozitiv primszam van, amelyre nem igaz, hogy a
(p—2) -2+ (2p+3)-z+p°—1=0
egyenletnek legfeljebb egy valds gyoke van? (16 pont)

8. Egy kocka minden élének hossza n, ahol n pozitiv egész szam. A kocka
minden lapjat fehérre festjiik, majd a kockat a lapjaival parhuzamos sikok mentén
n3 darab egységnyi él{i kockara daraboljuk.

a) Hanyszorosa a kis kockdk felszinének 6sszege az eredeti kocka felszinének?

(2 pont)

Ezutan az Osszes kis kocka lapjait megszamozzuk a kovetkezd szabdly szerint:

el6szor azoknak a kis kockdknak a 6-6 lapjat szamozzuk meg a pozitiv egész sza-

mokkal 1-t6l kiindulva, amelyeknek egyetlen lapja sem fehér, ezutan a szadmozast

folytatjuk azon kis kockak lapjaival, amelynek egy oldala fehér, utana a két fehér

lappal rendelkez6 kis kockak kovetkeznek, végiil azok a kis kockak, amelyeknek héa-

rom lapja fehér. Ezzel az eljarassal elérjiik, hogy minden kis kocka minden lapjan
szerepel egy-egy pozitiv egész szam és ezek a szamok mind kiilonb6zok.

b) Legaldbb mekkora az n szédm, ha biztosan tudjuk, hogy a 2020 szdm olyan
kis kockdra keriil, amelynek nincs fehérre festett lapja? (4 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a pozitiv egész n szadmot, ha a fenti szdmozdssal a 4326
szam az utolso olyan kis kocka utoljara megszamozott egyik lapjara keriil, amelynek
pontosan két lapja fehér. (6 pont)
d) Az n? szamii kis kockdbdl véletlenszertien kivdlasztunk egy darabot. Mennyi
annak az esélye, hogy a kivalasztott kis kockanak legaldbb az egyik lapja fehér, ha
n =87 (4 pont)

9. Az ABC héaromszog csicsainak koordindtai a derékszogli koordindta-rend-
szerben A(0; —2), B(6;10), C(-3;1).
a) Bizonyitsuk be, hogy az ABC' derékszogii hdromszog. (8 pont)

b) Igazoljuk, hogy az y = —x? + 8z — 10 egyenlet{i paraboldnak a BC oldal
egyenesével nincs kozos pontja, de az AB oldal egyenesével két kozos pontja is van.
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Hatarozzuk meg az AB oldal egyenese és az y = —x2 + 8z — 10 egyenletii parabola
metszéspontjainak koordinatait. (5 pont)

¢) Szamitsuk ki, hogy az ABC héromszog teriiletének hinyadrészét fedik le
azok a pontok, amelyekre y < —x2 + 82 — 10 teljesiil. (8 pont)

Bir6 Balint
Eger

Megoldasvazlatok a 2020/7. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Melyek azok az x, y egész szamok, amelyekre egyszerre teljestil, hogy:

a) 2% +y? < 25;

b) |z| + |yl = 5;

c) logy(y + 1 —22) > 0?7 (12 pont)

Megoldas. Az a) feltételnek megfeleld valds szampérok halmaza a koordindta-
rendszerben egy origd kézéppontt, 5 egység sugaru zart korlemezzel szemléltetheto.

b) Itt a négy negyedben az aldbbiak szerint alakulnak a halmazok:

ha x>0éy >0, akkory>—x+25;
ha 2<0ésy>0, akkory>z+5;
ha 2<0ésy<0, akkory< —z-—5;
ha x2>0ésy<0, akkory<z-5.

c) logy(y +1—22) >0, logy(y + 1 —22) > logy 1 = (mivel a log, = fiiggvény
szigordan monoton névé) y + 1 — 22 > 1, tehdt y > 2 (a normalparabola és bels§
pontjai). (Ekkor y + 1 — 22 > 0, tehdt a logaritmus értelmezett.)

Ha mindezeket, tovabbd azt is figye- \ é /
lembe vessziik, hogy egész szamokat ke- 7 ?
resiink, akkor a vonalkazott tartomany- W78 DR
ban, illetve a hataran lev6 racspontok ko- \ 3 /
ordinatait kapjuk. / 2 \
A megoldasok: 1
A(=24) 11=-2 y=4 AN VN
B(=14) x=-1; yp2=4 \ 5 /
C(0;5)  w3=0; yz3=5; 3
D(1;4)  xa=1; ys=4 4
E(2;4 T5 = 2; ys = 4. ~ 3N/ —
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2. a) Az egyszerd hélponti grdf csucsainak foka rendre 3,2,4,1,2; a mdsik
kettdt nem ismerjiik. Allapz’tsuk meg ezeket, ha a grdfnak 11 éle van, valamint a grdf
megrajzolhato egy folytonos vonallal gy, hogy mindegyik €lén pontosan egyszer
haladtunk dt.

b) Adjunk meg hdrom kiilonbozé irraciondlis szdmot dgy, hogy a hdrom szdm
0sszege és bdrmelyik kettd szorzata is raciondlis szam legyen.

¢) Mutassuk meg, hogy az A és B kijelentések tetszéleges logikai értékére igaz
a (A — B) = AA-B egyenldséy. (12 pont)

Megoldéas. a) Az egyszer(i graf cstcsai fokainak Osszege az élek szdmdnak
kétszerese, ezért az ismeretlen fokszamok Gsszege 10. A hétpontu graf csicsanak
foka legfeljebb 6 lehet, igy a két fokszdam 5, 5 vagy 4, 6. Az utolsé feltétel miatt
a megoldas 4, 6, mert a masik esetben négy paratlan foka volna a grafnak, ekkor
azonban nem lenne nyitott Euler-vonala. Mivel ekkor van 6-odfoku cstcs, igy a graf
Osszefiiggd is, és ezért van nyitott Euler-vonala.

b) Pl.: iy = V2,00 = 2v/2, i3 = —3+/2. A szdmok irracionglisak és kiilésnbozéek.
141 +1i3=0; 21 -10=4; 41-i3=—06; 1o -i3=—12.

c¢) I. megoldds. Készitsiik el az igazsagtablazatot:

A|B|A—-B|~(A—B)| AN-B
i i i h h
i|h h i i
h | i i h h
h | h i h h

Az utolsé két oszlopban rendre ugyanazok a logikai értékek vannak, tehat a két
kifejezés egyenlo.

I1. megoldds. Ismert az A — B = =AV B azonossig. =(A — B) = =(-AV B),
most alkalmazzuk a De-Morgan azonosségot: =(—mAV B) = -—AA-B = AA-B.

3. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a
. 1 —sin (2x)
sinx + cosx = —————

cos (2z)

egyenletet. (13 pont)
Megoldas. Kikstés: cos(2x) # 0; alakitsuk az egyenlet jobb oldalét:

. sin? 2 + cos? z — 2sinz cos x
SIN T + COST = 5 —5 =
cos?x — sin®

(cosz — sin x)2 COSx —sinw

(cosx —sinx)(cosx +sinx)  cosz +sinz’

. 2 .
(sinz + cosz)” = cosz — sinz,
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sin?z + 2sinz cosz + cos? x = cosx — sinz, 1+ sin (2z) = cosz — sinz.
Emeljiink négyzetre:
1 4 2sin (2z) + sin?(2x) = 1 — sin (2z),
sin?(2z) + 3sin (2z) = 0,
sin (2z) [sin (22) + 3] =0,

ahonnan sin (2z) = 0, vagy sin (2z) +3 = 0. Ez utébbi lehetetlen, igy 2z = km,
x = %ﬂ, ke€Z. A cos (2 . %W) # 0 feltételnek megfelelnek a gyokok, mert a bal
oldal értéke 1, vagy —1, attol fiiggden, hogy k paros, vagy paratlan.

A cosz > sinz egyenl6tlenség megoldédsat a fiiggvények grafikonjainak ismere-
tében leolvassuk:

Y &
COSZ 4 1n
— /2 ks 7
—1
5
9 A 9
=37 /4 =31 /4

Ezt figyelembe véve a megolddsok: 21 = —% + 2km; xo = 27, k,l € Z.

(Ellenérzéssel is meggy6zédhetiink eredményeink helyességérél: az elsé gyokre
—1 = -1, a mésodikra 1 =1 adddik, mig a % + 2km-re, illetve a (20 4 1)m-re
1 = —1-et kapunk, ezek tehdt nem gyskok.)

4. Két horgaszegyesiilet, az Aligai Pecdsok és a Bélatelepi Horgdszok kézds
edzétdborozdst tartottak 47 f& részvételével. A csapatokban felndtt és junior korosz-
talyw csoportok wvoltak. Tudjuk, hogy:

a) minden csoport létszama primszdm;

b) legkevesebben a junior Bélatelepi Horgdszok, legtobben a felndtt Aligai Pe-
casok vannak a tdborban;

¢) a felndtt versenyzdk dsszlétszama oszthatd tizzel;
d) a két csapat felndit tagjainak létszdma kizott 10-nél kisebb a kilonbség.

Hdnyan vannak az egyes csoportokban? (14 pont)

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: felnéttek A, B; juniorok a,
b a csapatok kezdGbetliinek megfelelGen. igy felirhatjuk az A4+a+ B+ b =47
egyenletet, ahol az ismeretlenek pozitiv primek. Azonnal lathatjuk, hogy az egyik
a 2, hiszen kiilénben az dsszegnek parosnak kellene lennie. A b) feltétel alapjan ez
a b, vagyis két junior Bélatelepi Horgédsz van a taborban.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/8 465



ﬁ} 2020.11.4 — 15:02 — 466. oldal — 18. lap Ko6MalL, 2020. november gf

— P

Ezutdn A+a+ B =45, a = 45— (A+ B). A ¢) feltétel szerint A+ B oszthaté
10-zel, igy a jobb oldal oszthaté 5-tel, mivel prim, a = 5.

A+ B =40 (itt példat ldthatunk a Goldbach-sejtésre, mely szerint minden
2-nél nagyobb pdros szam felirhaté két primszdm &sszegeként). Tébb lehetbség is
van, ezek: 3+ 37 =11+ 29 = 17 4 23 = 40.

A D) és d) feltételeket figyelembe véve a megoldds: A =23; B =17; a = 5;
b=2.

Az edz6tdborban 23 felndtt és 5 junior Aligai Pecds, 17 feln6tt és 2 junior
Bélatelepi Horgész van.

II. rész

5. Egy hidrnégyszog egyittal érinténégyszog is (bicentrikus négyszig). Két
szomszédos oldala 9, 10 egység, az dltaluk bezdrt szog 60°. Jeloljik O-val a ko-
rilirt, K-val a beirt kor kozéppontjdt.

a) Adjuk meg a mdsik két oldal hosszdt.
b) Hatdrozzuk meg a beirt- és a koréirt kor sugardt.
¢) Milyen hosszi a KO tdvolsdg? (16 pont)

Megoldas. a) Az dbra jeloléseivel
az érinténégyszogre vonatkozé tétel
szerint AB+ CD =DA+ BC. Le-
gyen CD =z, ekkor BC =z + 1. Ha
a DAB< =60° akkor a hirnégyszo-
gekre igaz tétel miatt BC'D< = 120°.

Irjuk  fel  a  koszinusz-tételt
az ABD/A BD oldalara:

1
BD2:92+102—2~9-10-§,
BD?* =91, BD=+91;

majd irjuk fel a BCD/A-ben is a BD oldalra:

91:x2+(x+1)2—237'($+1)'<_;>7

91:x2+m2+2x+1+m2+x,
90 =322 + 3z = 0=2?+2x— 30;

—-1++v121
—_— =

5 x=5; CD=5 BC=6.

T1,2 =
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b) Az ABDA koriilirt korének — ami egytuttal a négyszognek is koriilirt kore
— sugara az ismert tétel szerint:

BD /91 /91

T 2sin60°  ,v3 V3
2

A négyszog teriilete:

9-10-sin60° 5-6-sin120°
_ sin sin _ 30v3.

T
2 + 2

Hasznélhatjuk Brahmagupta képletét is: T = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d), ahol
s = 2tbtetd 95 tehdt T = V569 10 = V2700 = 30v/3, vagy pedig a bicent-
rikus négyszogek teriiletképletét: T = v/abed .

A beirt kor sugardt legegyszerlibben az érintésokszogekre érvényes sr =T
osszefiiggés alkalmazasival kaphatjuk meg: 157 = 30v/3 = r = 2v/3.

¢) I. megoldds. Az ATK derékszogli hdromszogben ctg 30° = g = AT =6

= OH =FT =AT - AF =1.
frjuk fel a Pitagorasz-tételt az AFO derékszogli haromszogben:

91 16 4 4v/3
== _925=""; mzizi;

3 3 R

52 +m?=R* = m?

mz?\[—4\/§=2\/g

HK =r— — = —
" 3 3
2
Végil OK> = OH® + HK? OK® =12 + (28Y; oK = Y2L,
II. megoldds. Ha mar kiszamitottuk a sugarakat, és ismerjiik a bicentrikus

négyszogek koreinek sugaraira, és e korok kozéppontjainak tavolsagara vonatkozd
Osszefiiggést, akkor a tavolsdgot innen is megkaphatjuk. Az Osszefiiggés:

1 1 1

@ (Rt

ahol R a koriilirt kor, r a beirt kor sugara, d a kdzéppontok tavolsiga.

(R+d)’+(R-d* 1

(R—d)*(R+d)* 2

R?+2Rd+d*+ R* —2Rd+d*> 1
(2 —d2)” o
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Helyettesitsiik be a sugarakat:

2(2v/3)° (931 + d2> = (931 - d2>2;

91 8281 182
24 (3 +d2) = —— - —Zd*+dY

9 3
281 182
728+24d2:&—%d2+d4 /-9

6552 + 216d° = 8281 — 546d> + 9d*:

0 = 9d* — 762d* + 1729,

2 762 £ /762% —36-1729 7624 720
(@),27 = 18 18
d? = % = % = d = % ~ 9,07, ez azonban nem jo6, mert d < R.
d? = % = % = d= \/g = @, ami egyezik az els6 megoldas eredményével.

Megjegyzés: Brahmagupta tételének levezetését tobb helyen, pl. Dr. Gerdcs Lészlé:
Azok a csoddlatos hirnégyszégek cimi konyvében is megtalalhatjuk. A bicentrikus négy-
szogekre vonatkozé tétel bizonyitasat pl. Nemecsko Istvan: Bicentrikus négyszdgek
(matematika.elte.hu/wp-content/uploads/2017/03/NemecskoIstvan.pdf) cimen
érhetjiik el.

6. a) Vizsgdljuk meg az a, = n® —n? sorozatot monotonitds és korldtossdg

szempontjabol. Allitdsainkat 1gazoljuk.

b) Mutassuk meg, hogy a sorozat elsé n tagjinak dsszege

nn+1)(n—1)Bn+2)

. 1
B (16 pont)

Megoldéas. a) A sorozat els§ néhdny tagjit kiszdmolva 0,4, 18,48,100,...
adédik, amibdl a szigortian monoton névekedés latszik. Igazolnunk kell, hogy
ap < any1 minden n € ZT esetén, tehdt

nP—n?<(n+1)°—m+1)% n’—n?><n®+3n2+3n+1-n®>—2n—-1;

rendezve: 0 < 3n? +n, ami minden pozitiv egészre fenndll. Iddig ekvivalens lépése-
ken at jutottunk, ezért a kiindulé &llitas is igaz.

A sorozat alulrdl korldtos, negativ tagja nincs, igy tetszéleges negativ szdm
jo alsé korlatnak, feliilrél nem korlatos, azaz barmely pozitiv K-hoz taldlhato ng
kiiszobindex, hogy minden n > ng esetén a,, > K teljesiil. (A kiiszobindex nem lesz
»6les” ehhez egy harmadfoku egyenletet kellene megoldani.) Tekintsiik a b,, = %
sorozatot.
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3 3 2
Az a, > by n®—n? > %; % —n?>0; %(n—?) > 0, minden n > 2-re teljesiil.

Oldjuk meg a b, > K egyenlGtlenséget: %3 >K; n> Y2K. Mivel a, > bn,

ezért barmely nagy pozitiv K-hoz kiiszobindexnek vélaszthatjuk a /2K egészré-
szét. Belattuk tehdt, hogy az a,, sorozat feliilrél nem korlatos. (Jelolhetjiik ezt ugy
is, hogy lim a, = +00.)

n—oo

b) I. megoldds teljes indukciéval. n = 1-re igaz, tegyiik fel, hogy az allitds igaz
n-re, azaz

Z(i?) _ )= n(n — 1)(n1~; 1)(3n + 2).

Bizonyitjuk, hogy fenndll n + 1-re is, vagyis
Sy + Upt1 = Sn+1~

n(n—1)(n+1)(3n +2)

5 +n+1)P—(n+1)?%=

_ (n+1)[(n+1)—1][(Ti;-l)-i—l“i%(n"‘l)"‘ﬂ’ [ (n+1); -12

n(n—1)3n+2)+12(n+1)° —12(n + 1) = n(n+ 2)(3n + 5),
(n? —n)(3n +2) + 12n% + 24n + 12 — 12n — 12 = (n? + 2n)(3n + 5),
3n3 — 3n? 4+ 2n? — 2n 4+ 12n% + 12n = 3n® + 6n% + 5n% + 10n,
3n + 11n% + 10n = 3n> + 1102 + 10n,

ekvivalens 1épéseken keresztiil azonossagot kaptunk, tehat a kiinduld egyenl6ség is
igaz, ezzel a képlet helyességét igazoltuk.

II. megoldds. Tsmert, hogy > i = w;

illetve Y i3 = [n(n_—s—l)]2
i=1 i=1

2
Ezeket felhasznélva

zn:(.g 2) [n(n—i—l)]z_n(n—i—l)@n—i—l)

1T —1) = B) 6
i=1

_n(n+1)[nn+1) 2n+1] n(nm+1) 3nn+1)—-2(2n+1)
T2 [ 2 3 }_ 2 6

nn+1) 3n?+3n—4n—2 n(n+1) 3n*—n—2
2 6 2 6

nn+1) (n—1)Bn+2) nr-1Hn+1)Brn+2)

2 6 12
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7. Anna és Balint szabdlyos dobokockdval jdtszik. Felvdltva dobnak, ha a dobott
szdm primszam, akkor a szdmegyenesen dllo bdbuval egyet jobbra, ha Osszetett
szam, akkor egyet balra lépnek. Ha egyik sem, akkor a bdbu helyben marad. A babu
kezdetben a mulldn dll, dsszesen hatszor fognak dobni. Eldtte fogadnak arra, hogy
a jaték végén melyik szdmon dll majd a babu. Anna az egyesre, Balint a kettesre
fogad.

a) Kinek mekkora esélye van a nyerésre?

Teqgyiik fel, hogy Anna nyerte a fogaddst.

b) Mennyi a valdszindsége, hogy a jaték sordn egyszer dobtak egyest? (16 pont)

Megoldéas. a) Primszamok: 2, 3, 5; Osszetett szdmok: 4, 6; egyik sem: 1.
Annak esélye, hogy a babu egy dobds utan jobbra lép % = %, jeloljiik ezt pjobbra-val.
Hasonl6képpen: ppaira = § = 3, Phelyben = -

Szémitsuk ki Anna nyerési esélyét. Ahhoz, hogy 6 dobés utan a babu az 1-esen
alljon, az aldbbiak szerint 1éphetett (tetszéleges sorrendben):

oy /1y 1
jhhhhh; ennek valészintisége: 6-( =) - (= | | =) = ===
2 3 6 2592
6! 1Y 71\ /1Y 60
jjbhhh; ennek valdszintiisége: TR (2) . (3) . (6) = 5505

6! 1 1V /1y 360
jjjbbh; ennek val6szintisége: aal <2> . (3) . (6) = 5503

Anna nyerési esélye ezek Osszege: P(Anna nyert) = % ~ 0,1624.
Hat dobds utdn a 2-esre a kovetkezOképpen keriilhetett a babu (a 1épések
sorrendje tetszSleges):

6! 1y /1y /1y s
jjhhhh; ennek valészintisége: or. Al <2) . <3) . <6> = 1728’

vagy

vagy

vagy
jjjbhh; ennek valészintisége: 3!@2! . (;)3 . (;)1 . (é)Q _ %’
vagy
jjjjbb; ennek valdszintisége: 4!6.!2! . (;)4 . (;)2 . ((15)0 _ %’
Pﬁmmmnmm):1%8+]ﬁ;%rﬁi::ﬁg;zzoJma
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b) Jelolje A azt az eseményt, hogy Anna nyert; C, hogy egyszer dobtak egyest.

360
360 421 P(AC) 395 360
P(AC) = 555t PA) = g5 P(O14) = 5 = it = 57 ~ 08551,
2592

8. A 2 eqység €lii kocka egyik csucsdt jeloljik A-val, majd dllitsunk egyenld
hosszi szakaszokat a kocka A-val érintkezd lapjainak kozéppontjdaba, az adott lapokra
merdlegesen kifelé.

A szakaszok lapra nem illeszkedd végpontjait jeloljik P, Q, R-rel.

a) Milyen hossziak a szakaszok, ha az A, P, Q, R pontok egy sikban vannak?

A 2 egység €li kocka lapjaira kifelé egyenld magassagi, 2 eqység oldalt négyzet
alapi egyenes guldkat helyezink gy, hogy a gula alapja egybeesik a kocka adott
lapjaval.

b) Mekkora a gila magassdga, ha az igy kapott testnek van korilirt és beirt
gombje?

¢) Mekkora a gila magassdga abban az esetben, ha az igy keletkezett poliédernek
14 csticsa, 12 lapja és 24 €le lett? (16 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A kocka kézéppontja O, a felsd lapkdzéppont K.
Az OK A1 =90°, AOK< = ¢. A kocka A-val érintkezd lapjainak kézéppontjai dltal
meghatarozott stk meréleges az A-bdl induld testatléra. Ez ugyanaz a sik, mint
amit az A-bdl induld élek masik végén levé cstcsok hataroznak meg, ezek pedig
A-val egyiitt egy szabalyos haromszog alapi, egyenld oldaléli tetraédert alkotnak,
amelynek az alaphoz tartozé magassig egyenese AO. Akkor lesz a négy pont egy
stkban, ha PAO< = 90° (és QAO< = RAO< = 90°). Ekkor az AOKA = POAA,

mert két szogiik (¢, 90°) egyenld, = \/Lg = 1—&-_:;’ 142=3 = 2=2. Az A, P,Q,

R pontok akkor lesznek egy sikban, ha a mer6leges szakaszok hossza 2 egység.

f;.f.\
RN
EEN N
_/l | \'\
K | N\

/ | N
V2(1+z)/ :\ "\\/5(1—4—:5)
_"l 1 60° \ \,

/ . \

/7 A | - \

, AL N
7’ re ~ \
re ~
/ - ~ N
’ - ~ \

/’ // N \

’ - ~ “
ad SN
€7 i NN
Q V2(1 + ) R
2. dbra
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1I. megoldds. A QOP héromszogben O-ndl derékszog van, a QO befogd és
OP befogé 1 + x, ezért a QP étfogé v/2(1+ z) (QR, RP hasonléképpen), AP =
= AQ = AR = V2 + 22 (AK P derékszogii haromszog befogéi v/2 és z, atfogd AP,
a masik kettd ugyanigy). Ha a négy pont egy sikban van, akkor a PQR szabélyos
hdromszog koriilirt korének kozéppontja A (mert egyenld tévol van a csicsoktdl),
ezért a PAR< = 120°. Innen kétféleképpen is befejezhetjiik:

V2(1+x)

V3 V2(1 + 2)
1. §in60° = —2—: Y2 /24 2=Y" "7
V2 + 22 2 2

3(2 4 22) = 2(1 4 2)*;
64322 =244z +222% 22 —dx+4=0;
(z-2°=0 = z=2.
2. frjuk fel a koszinusz-tételt RP-re:
[V2(1 —|—1‘)]2 =
1

=2+ 2%+ 2422 —2(2+ 2% (—2);
201 +22+2%) =322 +6 = =2

b) A kocka koriilirt ggmbjének sugara /3. Ha a giildk 6todik (a kocka csticsaitél
kiilonboz6) csticsa is ezen a gombon van, akkor magassdguk m = v/3 — 1. Ebben
az esetben beirt gombje is van a testnek, mint az a metszeten lathaté, mert
a magassag kisebb 1-nél. (Akkor nincs beirt gémb, ha a gildk magassdga nagyobb
1-nél, ugyanis ekkor L-nél, U, V, W-nél konkév szog keletkezik.)

m =1
> p L2 W
45
O.
~F

E U |4

3. dbra 4. abra

A megoldas tehat: m = V3 —1.
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¢) A 3. dbra szerinti testeknek ,dltaldban” 24 lapjuk (14 cstcsuk és 36 éliik)
van. Ahhoz, hogy a lapok szdma felére valtozzon,
az kell, hogy két olyan haromszog, melyek egy ere-
deti kocka élben kozos oldallal rendelkeztek, egy
sikba keriiljenek, azaz a poliédernek egy lapjat al-
kossék. Ez akkor kovetkezik be, ha a gilak ma-
gassaga 1 egység, ugyanis ebben az esetben az ol-
dallapok az alaplappal 45°-0s szbget zarnak be.
Most az élek szama 12-vel csokken, hiszen eltiin-
nek a kocka élei, igy az élek szama 24 lesz, a csu-
csok szdma nem valtozik. Az m = 1 magassagu gu-
lak tehat olyan poliédert eredményeznek, melyek-
nek 14 cstcsuk, 12 lapjuk és 24 éliik van (5. dbra),
més magassag esetén a lapok, élek szama ettol kii-
16nb6z6. A megoldéds: m = 1.

5. dbra

Megjegyzés. A kapott poliéder jé példa arra, attdl, hogy egy testet egybevagé sikido-
mok hatarolnak, nem biztos, hogy szabdlyos test az illet6. Ezt a testet ugyanis egybevago
rombuszok hatéroljak, de kiilonbozé térszogleteik miatt mégsem szabdlyos a test.

9. Legyen f(z) =22 —23; 2 € [0;2]. Az f(z) fiigguény grafikonjdhoz illesz-
tettink jobbrol eqy y tengellyel pdrhuzamos tengelyt paraboldt, amelyre az aldbbiak
egyszerre teljestilnek:

a) a két gorbe torésmentesen csatlakozik eqgymdshoz a 2 abszcisszdji pontban;

b) a parabola és az x tengely dltal kézrefogott sikidom teriilete egyenld az f(x)
grafikonja és az x tengely dltal bezdrt sikidom teriiletével.

Adjuk meg a parabola egyenletét. (16 pont)

Megoldas. A parabola vehetd a g(z) =a (z — b)2 + ¢ fiiggvény grafikonja-
nak, ahol a, b, ¢ alkalmas (a > 0) konstans. Ahhoz, hogy a két gorbe csatlakozzon
egymdshoz az x = 2 abszcisszdju pontban, az kell, hogy f(2) = ¢(2), a torésmen-
tességhez pedig: f/(2) = ¢'(2),

f2)=2-22-22=0;, g2 =al2-b)"+¢ =
(1) 0=a(2-b)"+c,
fl(x) = 4o —32% g¢'(x) =2a(x —b); f(2)=4-2-3-2% = —4;
(2) —4 =2a(2 - b).

Az f(z) figgvény grafikonja és az x tengely altal bezart sikidom teriiletéhez
elészor meg kell oldanunk a 0 = 222 — 23 egyenletet. 0 = 22(2 —2) = z; =0;

Trog = 27
/ 5 4?8 16 4
x x
T = 22_3d:2,7_7 =2. - — — = —,
/( x® —z°)dx [ 3 1 L 5T 3
0
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A g(z) fuggvény grafikonjanak szimmetrigjat kihasznélva kaphatjuk az integ-
ralds hatdrait. A kezd6pont nyilvan a 2, a végpont pedig: 2(b—2) +2 =2b— 2.
Mivel a sikidom az x tengely alatt van,
A 2b—2 5 2b—2
—— = / [a(a:fb)ZJrc]dx: a(xi ) +cx =
3 3
2 2
b—2)° —b)°
—a( ) +c(26—-2) — a( ) +2c| =
3 3
2 3 2 3
= ga(b —2)" +2bc — 4c = ga(b —2)" +2¢(b—2).
Y Megkaptuk tehat a harmadik egyen-
° / letet:
4 2
5 (3)  —==Za(b—2)"+2¢(b—-2).
3 3
@) / (2)-bé1 kifejezzitk (b — 2)-t:
2
b 1 2b—2 a
0 2 iz
(1)-et felhasznélva:
9(x)
1 2
2 4
./ 0:a<—> +c = c=——.
T(b;c) a a
Behelyettesitve (3)-ba:
4 2 [2V 4\2 4 16 16
_Z=Z4( 2 2(-=1=;, ——=—=-= /., 3.
3~ 3% <a) * ( a) a 3 3a® a? (=8a%)
4a% = 16 +48; a>=8 = a=2V2 (a>0);
4 2 1 4++2
c=— = V2, b=2+-—"=24—"—=
2v2 2v2 V2 2
A parabola egyenlete:
442V
y=23(s- 2V V2 (=gt
Németh Laszlé
Fonyéd
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Helyesbités
A szerkeszt6ség hibdjabol a 2020/6. szamban megjelent emelt szintli gyakorld
feladatsor 4.b) feladatdnak kérdése tévesen jelent meg. A helyes szoveg:

Mekkora a legnagyobb teriileti téglalap alapra illeszkedd éle, amelyet a megadott
mddon el lehet helyezni a tetén?

A hibédért elnézést kériink.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5015. Hdrom egységsugari kor dtmegy eqy kdzds ponton. Mdsodik metszés-
pontjaik A, B és C. Mekkora az ABC kér sugara?

(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jézsef (Budapest)

Megoldas. Legyen a harom kor ko-
zéppontja Ay, By és C1, a kdzos pontjuk
pedig P az dbra szerint.

Megmutatjuk, hogy az AA;, BB,
C (1 szakaszok felezopontjai egybeesnek
(O pont). Irdnyitsunk a kézos P pontbdl
a korok kozéppontjaiba helyvektorokat:

— — —

PA; =a, PB; =b, PCy = c. (Az dbrén
— =

csak a PA; és PC; vektorokat tiintet-

titk fel.) Ezek egységnyi hossziisdguak.

Az AlB, ClB, ClA, BlA, BlC, AlC is

mind egységnyiek, igy

a—&-c:lﬁ7 a—i—b:ﬁ, b+C:P—1>4.
Az AA, szakasz felez6pontjdba mutaté helyvektor:
PA, + PA _atb+tc
2 B 2

Ugyanezt a vektort kapjuk BB; és CCy felez6pontjira is, a harom felezépont

valéban egybeesik. Az A;B1C; haromszog O-ra vonatkozo tiikkérképe az ABC

héromszog. Mivel az A; B1C7 haromszog koré a P koriil egységnyi sugaru kor irhato,
ezért tiikkorképe, az ABC haromszog koré is.

Stomfai Gergely (Budapest, ELTE Apdczai Cs. J. Gyakorlé Gimn. és Koll.,

10. évf.) dolgozata alapjan
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Megjegyzés. A megolddsbdl is lathats, hogy az O pont az A;Bi;Ch héromszog
Feuerbach-korének kozéppontja, a P pont a koréirt korének kozéppontja, a P pont O-
ra vonatkozé tiikorképe, pedig az A; B1C1 hdromszog magassigpontja, amely, mint meg-
tudtuk az ABC haromszog koréirt korének kozéppontja. Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy
az A1 B1C1 hdromszog DEF talpponti haromszogét a korérirt kor P kozéppontjabdl a két-
szeresére nagyitottuk, igy kaptuk az ABC haromszoget.

Osszesen 62 dolgozat érkezett. 3 pontos 52, 2 pontos 2 tanulé dolgozata. 1 pontot 4,
0 pontot 2 tanulé kapott. Nem versenyszerii 2 dolgozat.

B. 5031. Az ABCD paralelogramma AD oldaldnak D-n tili meghosszabbitd-
sdn vegyiik fel az F pontot. A BF szakasz a CD oldalt a G, az AC dtlot pedig
az E pontban metszi. Mutassuk meg, hogy

1 1 1
_ = 4
BE BG BF

(3 pont)
F Megoldés. Legyen AD=BC=a ¢és
(h—1)a AF = X-a. gy
D G C DF=(\-1)-a.
Az AFFE és CBE héromszogek hason-
a E a 16k, mert megfelel oldalaik parhuzamosak (il-
letve egymds meghosszabbitdsai). A hasonlé-
sdgi ardny g—g = % = A. Ebbdl kovetkezGen
A B £L = X, amibél
BF BE+EF 1 A+1
— =———=A+1 tehat = ——.
BE BE thootehat e = BE

Az FAB és FDG haromszogek szintén hasonlok, mert megfelelé oldalaik
parhuzamosak. A hasonldsagi ardny

GF DF (A-1a A-1

BF  AF ~ a A
amibol
BG _BF-GF _A-(A=1) 1 .0 1 X
BF  BF A N BG  BF’
A fentieket a bizonyitandé ﬁ = % + B—lF egyenléségbe behelyettesitve:
A+l_ A 1
BF  BF BF’

Mivel BF # 0, ez valéban igaz.

Fraknéi Addm (Jedlik Anyos Gimn., Budapest, 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 43 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 40, 1 pontot 3 versenyzé.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(669-673.)

K. 669. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek szomszédos szam-
jegyeibdl kiolvashaté az 1, 2, 3 szamokbdl képezhetS Gsszes olyan haromjegyii szam,
mely kiilonb6z6 szamjegyekbol all7

K. 670. Nagymama két gyertyat vett, a piros szini 2 cm-rel hosszabb volt,
mint a kék. Mindenszentek napjan este 17 éra 30 perckor meggyujtotta a pirosat,
19 6rakor a kéket, és égni hagyta 6ket, amig el nem fogytak. A két gyertya egyforma
hossz1 volt 21 6ra 30-kor. A piros 23 éra 30 perckor, a kék 23 érakor aludt el. Milyen
hosszu volt a piros gyertya eredetileg?

K. 671. Melyik az a legkisebb primszam, amelyik egy pozitiv elemekbdl allé
névekvé szamtani sorozat 5. eleme és a sorozat azt megel6z6 elemei is primek?

K. 672. Egy kiskert 16 parcellira van osztva az dbra
szerint. Minden egyes parcellaba rézsat, tulipant, margarétat SN S A
vagy gerberat iiltetnek gy, hogy minden parcelldba csak egy-
féle virag keriiljon és minden sorban, minden oszlopban és
minden atloban 1év6 négy parcelldban minden virdghdl legyen.
Hanyféleképpen lehet ezekkel a virdgokkal a fenti médon beiil-
tetni a kertet? (Két iiltetés kiilonb6z6, ha van olyan parcella,
melyben nem ugyanazok a virdgok vannak.)

K. 673. Egy osztdly, melynek tanuldi létszamat nem ismerjiik, elhatarozta,
hogy kardcsonyra mindenki mindenkinek vesz valami apré ajandékot, az oket ta-
nité 11 tanarnak pedig kozosen vesznek egy-egy ajandéktargyat. Az ajandékozas
sajnos elmaradt, ezért igy dontottek, hogy az ajandékokat szétosztjdk az osztaly
tanuléinak testvérei kozott igazsdgosan. (Minden testvér ugyanannyi ajandéktar-
gyat kap.) Lehetséges-e ez, ha 15 testvér van osszesen?

*

Bekiildési hatarid6: 2020. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1630-1636.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1630. Egy sakktabla fehér mezdire rairtuk a szadmokat 1-tél 32-ig gy,
hogy minden mezobe csak egy szamot irtunk, és az Gsszes szamot felhasznéltuk.
Ezt kovetben a fekete mezbkre beirtuk a szomszédos mezdkben taldlhaté szamok
Osszegét. Mekkora a fekete mezékbe irt szamok Osszegének lehetséges legkisebb és
legnagyobb értéke?

C. 1631. Egy egységsugari koron adott az AB huar. Erre két derékszogii
héromszoget emeliink: ABC-t ugy, hogy C csicsa a koron helyezkedik el és B-
nél van a derékszog, az ABD haromszoget pedig ugy, hogy AB az atfogdja, és
egyenl6 szard. Mekkora az AB hir hossza, ha a két haromszog teriilete megegyezik?
Mekkora ez a teriilet?

Feladatok mindenkinek

C. 1632. Hany olyan kiilonb6z6, pozitiv egészekbdl allé végtelen szamtani
sorozat 1étezik, melynek elemei a 24, a 744 és a 2844 is? (Két szdmtani sorozatot
kiilonbozének tekintiink, ha kiilonb6z6 a kezdéelemiik vagy a differencidjuk.)

C. 1633. Egy egységnyi oldali négyzet egyik oldaldnak bels6 pontja P. Te-
kintsiik azokat a P csucsu paralelogrammakat, amelyek minden csicsa a négyzet
egy-egy kiilonbozo6 oldalara esik. Igazoljuk, hogy ha P nem oldalfelez6 pont, akkor

(i) pontosan két téglalap van a paralelogrammak kozott, és

(i) ezen két téglalap teriiletének osszege 1.

C. 1634. Igazoljuk az alabbi egyenlétlenséget:

I S : ot ! <1
4728770 T Bk—2)Bk+1) T 2017-2020 3

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1635. Adott két egymast metsz6 kor. Egyik metszéspontjukon at szer-
kessziink® olyan szelét, amelynek a két kor altal hatarolt szakaszat a kiszemelt
metszéspont harmadolja. irjuk le és indokoljuk a szerkesztés 1épéseit (az elemi szer-
kesztési 1épéseket, mint pl. szog felezése, tengelyes tiikrozés, nem kell részletezni).

*korzével, vonalzdval: papiron, vagy szamitégépes geometriai szerkeszté programmal
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C. 1636. Kosztolanyi Dezs6 didkkordban néhany hetet Parizsban toltott. Ha-
mar szembesiilt azzal, hogy raséztak egy forgalombdl kivont 10 fillérest. Persze
szeretett volna megszabadulni az értéktelen pénztol, de mondani sem kell, hogy si-
kertelentil. Kosztolanyi ezt annak tulajdonitotta, hogy a boltosok mar az arcardl
leolvastak a szandékat. Ezért azt eszelte ki, hogy a rossz érméhez hozzakevert ki-
lenc jo 10 fillérest. Ezeket a zsebébe siillyeszti és oda se néz, amikor kiad egy-egy
érmét. Végiil a zsebében mar csak egy darab maradt — a forgalombdl kivont 10
filléres. Mekkora ennek a val6szintisége?

Bekiildési hatarid6: 2020. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5126-5133.)

B. 5126. Bizonyitsuk be, hogy ha n > 3, akkor megadhaté n kiilénb6z6 pozitiv
egész szam gy, hogy reciprokaik sszege 1 legyen.

(3 pont)

B. 5127. Adott egy konvex szogtartomany és egy k hosszusdgu szakasz. Mi
a mértani helye azon P pontoknak a szogtartomanyban, amelyeken keresztiil hiz-
haté olyan egyenes, amely éppen k keriiletii haromszoget metsz ki az adott szog-
tartomanybol?
(4 pont)

B. 5128. Adjuk meg az &sszes olyan (x,y) relativ prim egészekbdl all6 szdm-
pért, amelyre 22 + z = > + 9/°.

(4 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszl6 (Budapest)

B. 5129. Két jatékos az x> + ax® + bz + ¢ polinom a, b és ¢ egyiitthatéi koziil
felvaltva vélaszt egyet, majd annak egy tetszoleges egész értékeket ad. Bizonyitsuk
be, hogy a kezd§ el tudja érni, hogy (a hdrom 1épés utdn) a polinom mindhdrom
gyoke egész szédm legyen (vagyis a polinomot fel lehessen bontani hdrom elséfoki,
egész egyiitthatdés polinom szorzatéra).

(3 pont)
B. 5130. Adott a sikban n pont tgy, hogy barmely k& (k > 2) darabbdl ki-

valaszthaté kettd, amelyek tévolsdga legfeljebb egységnyi. Mutassuk meg, hogy
a pontok lefedhetok k — 1 darab egységnyi sugaru korlappal.

(5 pont)

B. 5131. Legyen H egy egységnyi teriiletii szabdlyos haromszog, O egy rogzi-
tett pont, s tetszoleges P pontra jelolje Hp a H haromszog O P-vel vett eltoltjat.
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Tekintsiik azon P pontok N halmazat a sikon, amelyekre a H N Hp metszet teriilete
legaldbb 4/9. Mennyi N teriilete?

(5 pont) Vigh Viktor (Székkutas) 6tlete alapjan
B. 5132. A, B és C-bet{ikbol hdany olyan 2021 hosszisagi szd készitheto,
amelyben az A-betilik szdma péros, és a B-betilik szama 3k + 2 alaku?
(6 pont)
B. 5133. Adott a térben hat pont, semelyik négy nem esik egy sikra. Bizonyit-

suk be, hogy a pontok szétvalaszhatok két harmas csoportra gy, hogy az altaluk
meghatarozott két haromszoglap messe egymaést.

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2020. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(786-788.)

A. 786. Egy origdt tartalmazoé konvex S alakzatban meg lehet rajzolni n darab
diszjunkt egységkort igy, hogy az origébdl nézve semelyik egységkor se takarja ki
semelyik mdsik egy darabjit (vagy az egészet). Bizonyitsuk be, hogy S teriilete
legaldbb n?/100 teriiletegység.

Javasolta: Pdlvdlgy: Démdtor (Budapest)
A. 787. Jelolje p, az n-edik primszdmot, és legyen v egy adott pozitiv irra-
ciondlis szdm. Legyen tovdbbd a,, = [p,v]. Egy k pozitiv egész szdm érdekes, ha

py0 ‘ (2;:) teljesiil minden ¢ = 1,2,...,2020 esetén. Lehetséges-e, hogy csak véges
sok érdekes k létezik?

Javasolta: Abhishek Jha (Delhi, India) és Ayan Nath (Tezpur, India)
A. 788. Oldjuk meg az

1 1 1 1
T+ — =2y, y+— =2z 2+ — = 2w, w+ — =2z
T y z w

egyenletrendszert.

Bekiildési hatarid6: 2020. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Kacifantos kerités — 1. rész

Ezen a néven jelent meg a CEOI (Kézép-Eurépai Informatikai Didkolimpia)
idei elsé feladata. A teljes szoveg elérheto a kovetkezd cimen:

http://ce0i2020.inf.elte.hu/contest/tasks/.

1. feladat: Olvassuk el és értelmezziik a problémat, készitsiink néhany példat,
rajzoljunk, majd probaljuk meg egy-két mondatban Gsszefoglalni, hogy pontosan
mit kérdez a feladat.

A feladat téglalapok megszamoldsat kéri. Kombinatorikai feladatok kozott
lathattunk mar hasonlét: szamoljuk meg, hogy az A(ay,a,) és B(bs,b,) pontok
mint szemkozti csuicsok altal meghatérozott, a koordinatatengelyekkel parhuzamos
oldalu téglalapban hany olyan téglalap van, amelynek csticsai egész koordinatakkal
rendelkeznek és oldalai szintén a koordindtatengelyekkel parhuzamosak.

2. feladat: Adjunk mdédszert a téglalapok megszédmoldsira egy a x b oldali
téglalap esetén.

A

Viélasszunk a téglalap keriiletén vagy belsejében tetszélegesen két egész koor-
dinat4ju pontot. Ha a vélasztott pontok egyenese nem parhuzamos egyik tengellyel
sem, akkor meghatéroznak egy téglalapot gy, hogy ezt a két pontot tekintjiik két
szemkozti csticsnak. gy az els cstics elhelyezésére (a+1)-(b+1) lehetdség adddik,
mig a mésodikra a - b. Ezen a médon minden téglalapot négyszer szamoltunk: kivé-
lasztottuk a bal fels6-jobb alsé cstucspart kétszer, és a bal alsé-jobb fels6 cstucspart
is kétszer. Ezért a téglalapok szama

(a+1)-(b+1)-a-b
1 .

A Kkacifantos kerités téglalapokbdl épiil fol, de a megszamolandd téglalapok
atnyulnak a keritést alkoté téglalapokon, tehat a problémat még nem oldottuk
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meg. A tovdabbiakban vizsgédljuk a kovetkez6 bemenethez tartozo keritést. Az elsd
sorban a keritéselemek N szama, a méasodikban azok h; magassaga és a harmadik
sorban az elemek w; szélessége taldlhat6 (1 <@ < N):

1
5 4
11

N W~

26433151
22112122

Helyezziik el a kerités bal alsé sarkat a koordinata-rendszer kozéppontjaba.
Nézziik, hogyan lehetne a téglalapoknak cstucsokat valasztani a keritésen. Latjuk,
hogy példdul a (3,2) és (11,1) pontok, mint (bal, fels§) és (jobb, alsé) csticsok
meghatdroznak egy megszamolando téglalapot, mikdzben az egyik cstiics a masodik
(vagy harmadik), mig a masik csics a nyolcadik keritéselemen taldlhato.

J K

ot

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

3. feladat: Taldljunk ki egyszerli algoritmust, ami megszamolja a keresett
téglalapokat.

Ha a kerités méretei a példahoz hasonldéan kis szamok, akkor nem is olyan
nehéz algoritmust késziteni. Tekintsiik a kerités egész koordinatdju csucsai koziil
azokat, amelyek lehetnek egy téglalap bal fels6 csiicsai, és valasszunk mindegyikhez
megfelels jobb alsé cstcsokat. Példdul a (3,3) ponthoz jobb alsé csicsként kivé-
laszhatjuk a (4,2), (4,1), (4,0) pontokat. De az (1,2) ponthoz méar sokkal tobb
jobb alsé csics valaszhato, a legtdavolabbi a (12,0). Az el6bbi kombinatorikus gon-
dolatmenethez hasonléan megszamolhatjuk minden bal felsé csicshoz a lehetséges
jobb alsé csticsokat. Az (1,2) pont esetén a jobb alsé csicsok z koordindtdja 2-t61
12-ig, mig y koordinataja 0-tdl 1-ig terjedhet. fgy a meghatarozott téglalapok szama
11-2=22.

A feladat tehdt megoldhaté gy, hogy minden lehetséges bal felsd (b, f) csiics-
hoz meghatdrozzuk a téle legtavolabbi olyan jobb alsé (4, a) csicsot, amivel olyan
téglalapot alkot, melynek minden pontja a keritésen van. A bal fels6 csticshoz rajzol-
haté Osszes téglalap benne van ebben az elébbi, legnagyobb téglalapban. Az fenti
kombinatorikai gondolatmenethez hasonléan ezek szdma (j —b+1)-(f —a+1).
A jobb alsé cstics mindig a kerités aljan van, tehat a = 0, mig a jobb oldali utolsé
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megfelel6 pont x koordinatajat ugy kapjuk, hogy elindulunk az X tengely pozitiv
irdnyaban a (b, f) pontbdl, és az els6 olyan keritést alkoté téglalapnal megdllunk,
amelynek magassaga kisebb, mint f. Ha mind megfelel§, akkor a kerités végéig
megyiink.

Nézziik a megoldas algoritmusat. A bemenet beolvasasakor értéket adunk az N
egész valtozénak, valamint a h[0..N — 1] és w[0..N — 1] egészeket tartalmazé N mé-
retl tombnek. Ezeket, valamit a tovdbbiakban haszndalt tomboket 0-tdl indexeljiik.
Ezt a miiveletsort végzi el a Beolvas() eljards, amit nem részleteziink.

Mivel a lehetséges bal fels6 csicsoktol az X tengely pozitiv irdnyaban elindulva
keresni fogunk, ezért tudnunk kell az egyes keritést alkoté téglalapok abszolit
helyzetét az X tengelyen. Ehhez hozzunk létre az el [0..N] témbét, amelynek k-adik
eleme megadja a k-adik keritéselem bal oldaldnak x koordindtdjat (0 < k < N),
mig N-edik eleme az utolsé keritéselem jobb oldalanak helyét, azaz a kerités végét.
Természetesen Ugy is nézhetjiik, hogy az el [k + 1] a k-adik keritéselem jobb vége,
vagyis jobb oldaldnak = koordindtdja. A tomb értékeinek szamitdsat a kovetkezd
eljaras végzi:

Eljaras TeglalapokEleje(N,w[0..N-1],el[0..N])
ell0] :=0
Ciklus k := 0-tél N-1-ig
ellk+1] := el[k]+wlk]
Ciklus vége
Eljaras TeglalapokEleje vége

A tovabbiakban megszdmoljuk mindegyik keritéselemnél azokat a téglalapo-
kat, amelyek bal felsé csticsa a keritéselemen, de nem annak jobb szélsé oldalan
talalhaté. Utébbiakat a kovetkezd keritéselemhez soroljuk. Mivel az utolsé keri-
téselem jobb oldaldn nem lehetnek bal fels6 csicsok, {gy minden lehetséges bal
fels6 csucsot pontosan egyszer szamolunk. A szamitast a k-adik keritéselemre a
KeritesElem() fiiggvény végzi. Feliilrdl lefelé haladunk, mivel a bal fels§ csicsok
h[k]-t6l 1-ig helyezkedhetnek el. Minden felso szinthez (y értékhez) megnézziik,
hogy meddig lehet jobbra elmenni a KeresJobb() fiiggvény segitségével, majd a ke-
ritéselem minden lehetséges bal értékétél kiszdmoljuk a (bal, felso) koordinatakbdl
kiindulé téglalapok szamat.

Fiiggvény KeritesElem(N,h[0..N-1],w[0..N-1] k,el[0..N]) : Egész
darab :=0
Ciklus felso := 1-t6l h[k]-ig
meddig := KeresJobb(N,h,k,felso)
jobb := el[meddig]
Ciklus bal := el[k]-tdl (el[k]+w[k]-1)-ig
darab := darab + (jobb-bal)*(felso-0)
Ciklus vége
Ciklus vége
KeritesElem := darab
Fiiggvény KeritesElem vége
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A KeresJobb() fiiggvény megadja, hogy a k-adik keritéselem felso magassagu
pontjabdl meddig lehet jobbra menni gy, hogy a keritésen maradjunk. Minden
m > k-adik keritéselem megfelel6, amely nem alacsonyabb a felso magassdgnél.
Ha mindegyik megfelels, akkor a kerités jobb végénél allunk meg. A fiiggvény
visszaadja az els6 nem megfelelo keritéselem indexét, illetve N-et, ha a kerités
végéig minden elem elég magas.

Fiiggvény KeresJobb(N,h[0..N-1],k,felso) : Egész
m = k+1
Ciklus amig m < N és h[m| > felso
m = m+1
Ciklus vége
KeresJobb := m
Fiiggvény KeresJobb vége

A KacifantosKerites fiiggvény adja a feladat megoldasat: a beolvasés és az el6-
készité muveletek utdn megszamolja az egyes keritéselemekbdl bal felsé csucsokkal
készitheto téglalapokat, és visszaadja azok 1000000 007-tel vett osztasi maradékat.

Fiiggvény KacifantosKerites() : Egész

Beolvasas(N,h,w)

TeglalapokEleje(N,w,el)

darab :=0

Ciklus k := 0-tdl N-1-ig

darab := darab + KeritesElem(N,h,w,k,el)

Ciklus vége

KacinfatosKerates := darab MOD 1000000007
Fliggvény KacifantosKerites vége

Feltételezziik, hogy az algoritmusbdl készitett programban az esetlegesen nagy
szamértékek elférnek a hasznélt egész tipusban és a miiveletek nem okoznak tilcsor-
duldst. A megoldds azonban a nagy szamu és nagysdgrendii bemenetekkel sajnos
ettol fiiggetleniil nem boldogul. A versenyen kevés pontot kapott volna, mivel a fu-
tasidd nagyobb h[ ] és N értékek esetén meghaladja az idékeretet. Ez érthetd, hiszen

N1
a KeresJobb() fiiggvény > h; alkalommal hivédik meg, vagyis az y = 0 kivételével
=0

minden keritéselem magz;sségnél, mig a benne szerepld ciklus atlagos lépésszama
a keritéselemek N szamaéaval ardanyos. Tehat hatékonyabb algoritmusra lesz sziiksé-
giink, amiben nem szerepel a KeresJobb fiiggvényhez hasonlé keresés.

Az el6z6 algoritmus keritéselemeken valasztott bal fels§ cstucsokat, és a jobb
alsé cstcsokat tole jobbra, a tobbi keritéselemet vizsgalva kereste. Ne ragaszkodjunk
feltétleniil a kerités pontjainak ilyen csoportositasahoz.

4. feladat: Prébaljuk olyan téglalapokra bontani a keritést, ahol magatdl
adddik egy-egy bal felsé csuicshoz a legtdvolabbi jobb alsé cstcs.

Vegyiik észre, hogy ha egy keritéselem mindkét szomszédjandl magasabb, akkor
azok a csucsai, amelyek mindkét szomszéd magassagandl nagyobb y koordinataval
rendelkeznek, csak olyan csucsokkal alkothatnak a keritésen téglalapot, amelyek
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az adott keritéselemen vannak. Példaul tekintsiik a vizsgdlt bemenetnél a (6,4),
(8,4), (8,6) és (6,6) csucsok altal meghatarozott téglalapot. Az ezen fekvé bal
fels6 csucsokhoz — kivéve az als6 oldalélt — csak ezen a keritéselemen 1év6 csicsok
koziil valaszthatunk jobb alsét, tehdt csak a 6 < x < 8 értékek johetnek szamitasba.
Ez éppen az adott keritéselem két vége, tehat ekkor semmilyen X tengely irdnyt
keresésre nincs sziikség.

Gondoljuk tovabb a dolgot. Ha az elobbi keritésrészre es6 bal felsd csucsokkal
alkotott téglalapokat megszamoltuk, akkor gyakorlatilag elhagyhatjuk ezt a részét
a keritésnek, hiszen jobb alsé csicsként is megszamoltuk minden pontjat. Amennyi-
ben tovabbi, hasonléan kiemelked6 részek vannak a keritésen, akkor azokban is
szamolhatunk. fgy a példdban a (2,4) és a D, E, F pontok &ltal alkotott vagy
az RSTU téglalap esetében. Az alabbi dbrdn satirozassal jeloljiik a széban forgd

kiemelkedéseket.

6 J K

) D E S T

A F G L M

5 B C N 10 P

H I

2

. QR U Vv
A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Ezeket a keritésrészeket elhagyva ismét olyan kerités keletkezik, amelynek vagy
vannak kiemelkedései, vagy egyetlen téglalap az egész kerités. igy a szamolas foly-
tathaté pl. a (6,3), N, M, (6,4) téglalappal. Amennyiben 1épésrol-1épésre minden
kiemelkedést a szamolds utan elhagyunk, akkor végiil egy téglalap marad, amivel
készen is vagyunk. A megolddshoz tehat csak arra van sziikség, hogy minél egysze-
riibben meghatarozzuk a kiemelkedéseket.

5. feladat: Gondolkozzunk olyan algoritmuson, ami az adatok alapjan végig-
megy a kiemelkedéseken és megszamolja azokat a téglalapokat, amelyek bal fels6
csucsa ezeken taldlhato.

A cikk folytatasdban valaszt adunk az 5. feladatra és hatékony algoritmust
készitiink a versenyen kit{izott probléméhoz. Természetesen a leirt gondolatmene-
ten kiviil mas otlet alapjan is lehet megoldast késziteni. Az utébbi évek CEOI
feladatai szerepelnek a http://mester.inf.elte.hu adatbédzisaban, igy progra-
munk helyességét és hatékonysigat ellenérizhetjiik a segitségével.

Schmieder Laszlé
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Informatikabdl kittizott feladatok

I. 520. A primszamok hires és jol ismert egészek. Néha azonban 6k is szivesen
elrejtéznek. Ilyenkor belebtjnak egy Osszetett szam ruhajaba. Ez gy lehetséges,
hogy a szamjegyeik helyét egy vagy tobb forgatassal megvéltoztatjdk. A forgatas
azt jelenti, hogy a szdm utolsé szamjegye atkeriil a szdm elejére. Példdul a 347
forgatdsai a 734 és a 473. A 347 prim, de a két elforgatasa Osszetett szam, ezért
mindkett6 lehet a 347 dlruhdja, tehat ez egy olyan prim, ami el tud rejtozni.

Mivel a szamok elején a vezet6 0-kat nem irjuk ki, ezért a 107 forgatdsdnak
csak a 710-et tekintjiik, a 71-et nem. Ha egy prim minden elforgatottja prim, akkor
egyikiik sem tud elrejtozni. Ha egy szam és minden elforgatottja Osszetett, akkor
Ok nem lehetnek egy prim alruhai.

Készitsiink programot, amely a legfoljebb négyjegyli pozitiv egészek kozott
megkeresi azokat, amelyek a fent leirt médon elrejthetnek egy primet.

A program a standard kimenet els6 soraba irja ki az elrejtésre alkalmas egészek
szamat, masodik sordba novekvo sorrendben, vesszovel elvédlasztva az elbujtatasra
alkalmas egészeket.

Bekiildend6 egy i520.zip tomoritett allomanyban a forrdsprogram és egy
rovid dokumentacio, amely megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben
futtathato.

1. 521. Egy lapra A, B, C, D és E jeloléssel 5 darab ldmpa van egy sorban
elhelyezve. A lampék fiiggetlenek egyméstdl, mindegyikhez egy-egy kapcsolé tarto-
zik, amellyel csak a hozza tartoz6 ldampa be- és kikapcsolasa végezhetd. Kezdetben
minden kapcsol6 kikapesolt dllapotban van. A kapcsolékat véletlenszertien kapcsol-
juk egyik allasbdl a maésikba, és figyeljiik az ég6 lampak szamat, majd kell szamu
kisérlet utan ezen szamok gyakorisagat.

A kisérletet szimulaljuk és értékeljiik ki tablazatkezelével.

1. Hozzunk létre egy munkafiizetet 1521 néven és mentsiik a tabldzatkezels alap-
értelmezett formatumaban, majd abban nevezziink el egy munkalapot lampak
néven.

2. Elokészitésként adjuk meg a tablazat 1. sorat és A oszlopat a minta szerint.
A feliratokkal a szimuldcid értelmezését segitjiik.

3. Az A oszlopban a kapcsoldk megnyomasdnak sorszamét, mig a B oszlopban
a véletlenszerlien valasztott kapcsold betiijelét jelenitsiik meg fliiggvény segit-
ségével. A szimulacié 100 kapcsoldst tartalmazzon.

4. A C:.G oszlopokban az ég6k be-, illetve kikapcsolt allapotat jelenitsiik meg Eg
felirattal, illetve iires cellaval.
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5. A H2:H100 celldkban minden kapcsolds utdn irjuk ki, hogy aktualisan hany
ldmpa ég.

6. Feltételes formazassal emeljiik ki azokat a sorokat, ahol mind az 6t ldmpa ég
(lasd a mintét). Az J6-o0s celldban {rjuk ki, hogy hdnyadik kapcsoldsnél fordult
el6szor el az 6t ldmpa egyidejii bekapcsolt allapota.

7. Az 13:14 cellak feliratat készitsiik el és mellette a J3:G4 celldkban hatarozzuk
meg masolhaté fiiggvény segitségével az ég6 lampak szdmanak gyakorisagat.

8. A gyakorisdgot feliratokkal ellatott diagramon dbrézoljuk a minta szerint a fe-
lette 1év6 adatok oszlopainak szélességében.

9. Az A:H oszlopok tartalmét igazitsuk kozépre. Az Al:B1 celldkban az irdsiranyt
allitsuk fliggblegesre.

Bekiildend6 egy i521.zip tomoritett allomdnyban a megoldast adé munka-
fiizet és egy rovid dokumentacio, amelybdl kideriil az alkalmazott tablazatkezeld
neve és verzidszama.

I. 522. A Very Hard Fegyintézet fegyérei és rabjai kizardlag egyetlen adat
alapjan itélik meg magukat és egymast: kinek mekkora a bicepsze. Adataikat a
fegyorok.txt és a rabok.txt szoveges allomany tartalmazza: egy szdkozzel el-
vélasztva el6bb a fegy6rok (illetve rabok) azonositéja, majd bicepszének keriilete
szerepel centiméterben kifejezve. A fegyérok azonositéja haromjegyii egész szam,
amely el6tt egy R betli van, mig a rabok azonositéja egy négyjegyl egész szam. Pél-
dédul a fegyorok. txt dllomdnyban az R162-es azonositdji fegyér bicepsze 50,2 cm:

R162 50,2
R176 21,5
mig a rabok.txt alloményban:
1717 26,6
2563 40,5
a 2563-as rabé 40,5 cm. A fegyhdzban legfeljebb 40 fegyér, és legfeljebb 100 rab
van.
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1. Olvassuk be és taroljuk el az adatokat két adatallomanybdl.

2. Hany fegyér, és hény rab van az intézetben? Irassuk ki a képernydre a 1ét-
szamokat.

3. Kérjiik be egy rab azonositéjat, majd irassuk ki bicepszének méretét.
Ha nincs ilyen azonositdju rab, akkor jelenjen meg egy erre utal6 iizenet.

A fegyhdzban a rabok egyenként sétdlnak. Minden rabot egy sétéra fegyérnek
kell kisérni, de olyannak, akinek a bicepsze nagyobb, mint az adott rabé.

4. Kérjiik be egy fegydr azonositdjat (feltehetjiik, hogy van ilyen), és irassuk
ki, hogy hany olyan rab van, akit elkisérhet sétdlni.

5. Van-e olyan rab, aki sohase mehet sétdlni? Ha igen, frassuk ki a képernyére
az azonositéjat! Ha nincs, akkor {rassuk ki: ,Minden rab mehet levegéznil”

6. A rabok titokban ,,Szokésel6készité Tandcsot” alakitanak. A tandcsnak a hé-
rom legnagyobb bicepszii rab lesz a tagja. Irassuk a tandcs tagjainak azonositéjat
a titok.txt szoveges dlloményba (feltehetjiik, hogy nincsenek azonos bicepszii ra-
bok).

Bekiildendo egy 1522.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathaté.

I/S. 48. Egy sakktéblara szeretnénk minél t&bb vezért elhelyezni gy, hogy
egyik se iisse a mésikat. Valaki méar el is helyezett K vezért a tablara dgy, hogy
egyik se iiti a masikat. Adjuk meg, hogy legfeljebb hany vezért helyezhetiink még
el a tablara gy, hogy a tablan levé vezérek koziil egyik se iisse a masikat.

Bemenet: az els§ sor tartalmazza a K szamot. A kovetkez6é K sor mindegyike
egy x és egy y szamot tartalmaz: az adott vezért az x-edik sor y-adik oszlopaba
tették le.

Kimenet: adjuk meg, hogy legfeljebb még hény vezért tehetiink a tablara gy,
hogy egyik se iisse a masikat.

Példa:

Bemenet (a / jel sortoérést helyettesit) Kimenet
3/27/62/76 5
Korldtok: 1 < K < 7,1 < z,y < 8. Idékorldt: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphato, ha K = 7.

Bekiildendo egy 1s48.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathaté.

S. 147. Ha egy szamitogépes rendszerben egyszerre tobb program fut, akkor
zarakat haszndlnak a megosztott ercforrasok biztonsigos kezelése érdekében. Mi-
el6tt egy program pl. k6z6s memoriateriiletet hasznélna, megvizsgalja, hogy a hozza
tartozo zar nyitva van-e. Ha igen, akkor zarja azt, hasznalja az er6forrast, majd ha
mar nincs ra sziiksége, akkor a zarat kinyitja. Amig a program hasznélja az er6for-
rast és az ahhoz tartozé zar be van zarva, addig mas program nem tudja az er6for-
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rast hasznalni, igy varakoznia kell, amig az eroforras szabadda nem valik és a zar
Gjra nyitva nem lesz.

Van két programunk, melyek énmagukban determinisztikusak, azaz véges idén
beliil lefutnak és pontosan tudjuk, hogy az egyes utasitdsaikat milyen sorrendben
hajtjak végre. Mindkét program esetében ismerjiik, hogy mely eréforrdsokat és
milyen sorrendben probaljék lefoglalni és elengedni, tehat azok zarjait milyen sor-
rendben nyitjak és zarjék.

Dontsiik el, hogy kialakulhat-e holtpont, ha csak ez a két program fut a rend-
szerben. Holtpontnak nevezziik azt az allapotot, amikor a rendszerben futé Gsszes
program olyan eréforrasra var, amelyet egy masik program mér hasznal, ezért egyik
program sem tud tovabb futni. Készitsiink programot, amely T' programpar eseté-
ben meghatéarozza, hogy kialakulhat-e holtpont.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a programparok T szamat. Minden prog-
rampart harom sor ir le. Az els6 sor tartalmazza az N és M szédmokat, melyek
az elsé és a masodik program zar miveleteinek szamat adja meg. A kovetkezé két
sor az els6 és a masodik program eréforrds miiveleteit irja le a programfutas sze-
rinti sorrendben. Egy « > 0 szdm azt jelenti, hogy a program a kévetkez6 1épésében
az x-edik er6forrast haszndlna, mig egy = < 0 szam azt, hogy az x-edik erdforrast
a program mar nem hasznalja tovabb. Ha a program futdsa végére ér, akkor elen-
gedi az Osszes lefoglalt eréforrast, tehat minden &ltala lezart zar kinyilik. Ez nem
feltétleniil jelenik meg a bemenetben.

Kimenet: T sort kell kifrni, amelyek mindegyike az ,, Igen” vagy a ,Nem” szoveg
aszerint, hogy keriilhet-e holtpontba a rendszer.

Példa:
Bemenet (a / jel sortoérést helyettesit) Kimenet
2 Igen
63/123-3-2-1/132 Nem
45/12-23/23-2-31

Korldtok: 1 < T < 10,1 < N, M <100, 1 < z < 108, Idékoridt: 0,2 mp.

Bekiildendo egy s147.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

Javasolta: Erben Péter és Darabos Daniel

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2020. december 15.

*
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Beszamolo a 4. Eurépai Fizikai

{ZEEWPhO 2020, o1 qe s s
T Diakolimpiardl

A 4. Eurépai Fizikai Didkolimpia (EuPhO) az eredeti tervek szerint Szatmérné-
metiben (Roménidban) keriilt volna megrendezésre, a verseny azonban a COVID-19
jarvany miatt majusban elmaradt. Helyette 2020. julius 20. és 26. koz6tt a verseny
nemzetkozi bizottsadga egy online versenyt rendezett. A versenyen 30 eurdpai és
24 Eurépén kiviili orszdg Osszesen 258 didkja vett részt. A versenyzdk a legtobb
orszagban egy helyen, tanari feliigyelettel irtdk meg a dolgozatokat, amelyeket be-
szedés utan beszkenneltek, és elkiildtek a verseny szervezdinek, akik azt a szokdsos
médon kijavitottdk. A verseny tisztasdga érdekében az egész folyamatot (dolgozat-
irds, szkennelés) vide6n kozvetiteni kellett.

Az online forma semmilyen nehézséget nem jelentett az elméleti forduléban,
viszont nagyon nehézzé tette a mérési fordulé megrendezését. A verseny szervezdi
azonban — nagyon helyesen — nem akartak lemondani a mérésekrol. Eloszor az volt
az elképzelés, hogy a méréshez sziikséges egyszerii eszkozok listdjat elére megadjak,
és azokat minden orszag beszerzi, illetve a versenyre a szervezok altal 6sszeallitott
csomagokat mar kordbban elkiildik a résztvevd orszagoknak. Egyik megoldas se
problématlan, és végiil az ido is kevés volt. Végiil — kompromisszumként — szamito-
gépen szimulalt méréseket kellett a versenyzoknek elvégezniiik és kiértékelniiik. Ily
médon persze kimarad a mérési elrendezés 6sszeallitasa, a sokszor kéziigyességet is
igényld beallitas, a minél pontosabb leolvasas. Ugyanakkor a modern mérések — nem
online esetben is — egyre inkdbb szamitégép segitségével torténnek, ahol a mostani
versenyhez hasonléan billentytizet segitségével kell beallitani a mérés paramétereit,
az eredményeket pedig egy adatfajl formajaban lehet megkapni. Tehat valdjdban
a {6 kiilonbség csak az volt, hogy most a bevitt adatok nem egy valédi eszkoz be-
allitdsai, hanem egy szoftveres szimuldcié paraméterei voltak. A szervezOk arra is
figyeltek, hogy a program — a valédi mérésekhez hasonléan — az eredményeket egy
véletlen hibdval kicsit ,elrontsa’.

A moderdcid, a javitok altal adott pontok esetleges megnovelése (amelyet
az EuPhO-n nem a csapatvezet6k, hanem a didkok maguk végeznek el), valamint
az eredményhirdetés szintén online tortént. A szocidlis programok, kirandulasok és
a személyes talalkozdsok viszont sajnos elmaradtak. A verseny abszolit gy6ztese,
az indonéz Peter Addison Sadhani a maximdlis 50 pontbdl 40-et ért el, a leg-
jobb eurdpai versenyz6 (és egyben abszolit mésodik) a szerb Bogdan Rajkov lett
38,5 ponttal. Az aranyéremhez 26 pontot kellett elérni, ezt 27 didk (koziiliik 14 hi-
vatalos eurdépai induld) érte el. Ezen kiviil 49 eziistérmet, 59 bronzérmet és 40 di-
cséretet osztottak ki.

A magyar csapatot a 2020. jinius 2-3-an megrendezett — szintén online —
Kunfalvi-versenyen valogattuk ki, minden didk a sajit otthonaban dolgozott.
(Az eredeti mérciusi idépontban a versenyt nem lehetett megtartani. A véloga-
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toverseny feladatait a szeptemberi szdmban ismertettiik.) Az EuPhO-n résztvevé
csapat és eredményeik:

Bokor Endre (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és Gim-
ndzium, 11. oszt.) ezistérem (17,9 pont), felkészitd tandra: Schramek Anikd;

Pécsonyi Péter (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimndzium, 12. oszt.) bronz-
érem (16,1 pont), felkészitd tanédra: Pdlovics Rdbert;

Fajszi Bulcsu (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és Gim-
ndzium, 12. oszt.) bronzérem (15,6 pont), felkészit6é tandra: Horvdth Gdbor;

Marozsak Tadé (Obudai Arpad Gimnazium, 12. oszt.) dicséret (9,3 pont),
felkészito tanara: Gdrtner Istvdn;

Janosik Aron (Révai Miklés Gimnézium és Kollégium, 12. oszt.) (8,1 pont),
felkészit6 tandra: Juhdsz Zoltdn.

A magyar csapat vezet&je Szdsz Krisztidn volt, a feladatokat a versenynapok
reggelén Vanko Péter forditotta le magyarra, Vigh Mdté pedig a versenybizottsag-
ban, valamint az els6 elméleti feladat szerzGjeként képviselte hazankat. Az aldb-
biakban kozoljitkk az elméleti forduld feladatait és a kisérletek révid ismertetését,
az eredeti, teljes angol feladatszovegek és a megoldasok a verseny honlapjan érhe-
tOk el: https://eupho.ee/eupho-2020/.

Elméleti feladatok

1. Szolenoid és hurok. Egy r sugard, zart, kor alaka hurok egy idedlis,
& elektromotoros erejii telepbdl és egy R ellenédllast huzalbdl &ll. Egy hosszu, vé-
kony, légmagos szolenoidot a hurok tengelyébe helyeziink (z tengely). A szolen-
oid hossza £ > r, keresztmetszetének teriilete A (v/A < ), a menetek szdma N.
A szolenoidon egy idedlis aramforrasbol allandé I aram folyik. Az dramok irdnya
a szolenoidban és a hurokban megegyezik (az 1. dbrdn az éramutaté jardsdval meg-

egyezd).

1. dbra

a) Hatdrozd meg azt az F; erét, amely a szolenoidra hat, amikor annak O eliilsd
végét a hurok O kozéppontjaba helyezziik! Mekkora Fy erd hat a szolenoidra,
amikor annak Os hatsé vége van a hurok kozéppontjaban?
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b) Most tegyiik fel, hogy a szolenoid alland6 v sebességgel lassan mozog a z ten-
gely mentén, a huroktdél nagyon nagy tavolsagbdl indulva athalad annak ko-
zéppontjan, és tovabbhalad jobbra a pozitiv z iranyba. Abrazold a hurkon
atfolyé J dramot az ido fiiggvényében! A grafikonon jelold be a fontos jel-
lemzoket és értékeket. A v sebesség olyan kicsi, hogy a hurok 6nindukciéjat
elhanyagolhatjuk.

2. Mechanikai gyorsito. Egy elhanyagolhaté tomegli fondl N-szer van felte-
kerve egy all6 helyzetben rogzitett hengerre, ahogy a 2. dbrdn lathaté. Kezdetben
a fondl szabad (feltekeretlen) végei parhuzamosak az X tengellyel. Ekkor egy si-
lyos, pontszerii P testet rogzitiink a fondl egyik végéhez, a fondl masik végét pedig
allandé u sebességgel htzzuk az X tengely mentén. Hatdrozd meg a sulyos test
maximalis sebességét!

Pm%L)

2. dbra

A fonél nytjthatatlan és hajlékony. Tegyiik fel, hogy a fondl menetei szorosan
egymés mellé vannak tekerve, és lényegében egy, a henger tengelyére merdleges
sikban helyezkednek el. Hanyagolj el minden surlédédst. A gravitdcids erét ne vedd
figyelembe.

3. Macskaszem. Megfigyelhet6, hogy ha egy macska egy fejlampa fénynyalab-
jéba keriil, szemei nagyon fényesnek latszanak (ldsd a 3. dbrdn a fot6 bal oldaldn).
Ezt a jelenséget modellezhetjiik egy lencse-0sszeallitdssal, ahogy az a fotd jobb ol-
dalén és a 4. dbrdn lathato.

3. dbra

A jobb oldali foté egy digitalis, tiikorreflexes fényképezdgéppel késziilt. A fény
intenzitasat a fényképezégép érzékelbjének pixelein (amelyek a fenti fotén fehér vo-
nal jelol) az 5. dbrdn lathatd grafikonon dbrazoltuk. A fény intenzitdsénak (amelyet

492 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/8



EE 2020.11.4 — 15:02 — 493. oldal — 45. lap Ko6MalL, 2020. november ?

—®

fokuszsik
|
l
fejlampa }
|
- - lencse |
" -
.y ‘
| |
kamera i |

1 L

papirlap
4. dbra

az adott pixelre beérkez6 fotonok szdma ad meg) 10-es alapi logaritmusét dbrézol-
tuk az x koordindta fiiggvényében. A hosszisag egysége egy pixel oldalhossza.
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5. dbra

A macskaszemet modellezé lencsét egy idedlis vékony lencseként kezelhetjiik,
melynek fékusztavolsdga f = 55 mm és atmérdje D = 39 mm. Azonban figyelembe
kell venni, hogy a grafikon val6di mérési adatokat mutat, a lencsének pedig vannak
nemidealis tulajdonsdgai. A legfontosabb, hogy a lencse fényesen megvilagitott
tertileteirdl torténd részleges visszavertdés csokkenti a kontrasztot: a sotét teriiletek
a lencsén at nézve kevésbé sotétnek latszanak, mint amilyenek valdjaban. Ezt
a hatast a fényképez6gép lencséjénél elhanyagolhatjuk, a macskaszemet modellezd

lencsénél viszont nem.

A megadott adatok alapjan becsiild meg (kb. 20% pontossdggal) a fényképe-
z6gép tengelye és a (pontforrasnak tekinthetd) lampa tengelye kozotti h tdvolsdgot,
ha a fényképez&gép és a papirlap tavolsdga L = 4,8 m.
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Kisérleti feladatok

1. Rejtett toltés. Ebben a feladatban egy rogzitett, ismeretlen @) ponttoltés
nagysagat és helyét kellett meghatdrozni allithaté sebességli és helyzet(i (szimuldlt)
elektronnyaldbok szérédésa alapjan. A rejtett toltésrol ugy szerezhettek informa-
ciot a versenyzok, hogy valtoztathattak az elektronok kezdeti mozgdsi energidjat,
valamint a z tengellyel parhuzamos elektronsugar kezdeti x; és y; koordinatait, és
,mérték” azokat a x¢ és yr koordindtakat, ahol az elektronok becsapédnak a z ten-
gelyre merdéleges, z = 0 helyen 1év6 sik, véges méretli ernyébe.

A feladat szovegében megadtdk a Rutherford-szorédéas képletét. Ugyanakkor
az egész méréssorozatot (milyen helyekrdl milyen energigji elektronokat inditanak)
a versenyzoknek kellett megterveznie, és a szimuldcids programmal végrehajtania,
majd a program altal adott adatokbdl (a becsapéddsok helyébdl) a leheté legpon-
tosabban meghatérozniuk a rogzitett Q) toltés helyének (zqg,yq, 2¢) koordindtait,
valamint a toltés nagysagat és eléjelét. Az eredményhez egy durva, nagysagrendi
hibabecslést is adni kellett (az elektronsugér kezdeti helyzetének 0,5 mm nagysag-
rendli Gauss-eloszldsi hibdja volt).

AF 2. Feketedoboz. A maésodik mérési fel-
adatban egy mechanikai feketedobozt vizsgal-
tak a versenyz6k. A merev, m; tomegli do-

mi - N i .
T - boz belsejében egy mo tomegi test van felfiig-
 ky

lg gesztve egy elhanyagolhaté tomegi, k1 rugd-
allandéju rugdval. Egy masik mg tomegi test
pedig az mo tomegi testre van fliggesztve egy
masik, szintén elhanyagolhat6 tomegii, ko ru-
gbéallanddju rugéval. A testekre hat egy kis
viszkézus kozegellenallas, amely fiigg a testek

LAAAAAAALS
M)

EI

sebességétol. A nehézségi gyorsulds nagysaga
g = 9,81 m/s?, irdnya parhuzamos a doboz fa-
laval.

A tartély felfelé vagy lefelé mozgathatd, szakaszonként dllandé gyorsuldssal.
A gyorsulds mintdzata programozhaté az idétartam és a gyorsulds megadasaval
minden lépésben. A szimulédcié ,valds id6ben” mutatja a dobozra haté F' erét,
amely az adott pillanatban sziikséges a megadott gyorsulashoz, valamint az idét.
A szimulécié az adatokat egy text fajlba is kiirja.

A szimulaciot egy valédi méréshez az tette hasonléva, hogy az F' erd mérésé-
nek van egy kicsi véletlenszerti hibdja, valamint a rugék linedrisan viselkednek ha
a deformécidk észszerlien kicsik, de nagy deformacidk esetén nemlinearisak. Ezen
kiviil a doboz oldalainak hossza és a , kisérletnek” helyet ad6 szoba véges méretei is
adottak (ha a testek iitkoznek egymdssal vagy a dobozzal, illetve a doboz a szoba
padléjdval vagy mennyezetével, akkor a szimuldcié ledll).

A feladat minden paraméter (az mq, mo és ms tomegek, valamint a kis meg-
nyuldsokra vonatkozé ki és ko rugéédllandék) meghatarozdsa. Ehhez az el6z6 fel-
adathoz hasonléan egy méréssorozat megtervezése és annak kiértékelése volt a cél.
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Mivel a rendszernek nagyon sok szabad paramétere van, nem koénnyt megtaldlni,
hogy érdemes elindulni. Hibaszamitast ebben a feladatban nem kellett végezni.
Vanké Péter

Fizika gyakorlat megoldasa

talajszint

— P

G. T11. Egy zdrt, fold alatti tireg eqy kiirtével csatlakozik a kiilvilaghoz. Az tireg

C és D pontokban!
levegs (po = 10° Pa)

bizonyos részeiben viz van. Hatdrozzuk meg a nyomdst az abran feltintetett A, B,

talajszint
g
[an)
E N
g &
S
=
o
S 2
I, B
N NG
(4 pont)
Megoldas. Tudjuk, hogy 10 méter mélyen a vizben koriilbeliil ugyanak-

viz hidrosztatikai nyomésa egyiitt, ami
pa=po+4po=5py=5-10° Pa.

kora a hidrosztatikai nyomas, mint a kiils6 légkori nyomas, vagyis po = 10° Pa.
Az A pontban tehat a nyomds értéke a kiils6 1égkori nyomads és még 40 méternyi

Az A pontot tartalmazé viztdmegben egy-egy szinten (azonos mélységben)
ugyanakkora a nyomas, a leveg6t tartalmazo iiregben pedig mindenhol gyakorlatilag
495
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ugyanakkora a nyomas. Emiatt a B pontot tartalmazé légtérben mindenhol, igy
mindkét, vizzel érintkezo feliileténél éppen annyi a nyomds, mint az A-t tartalmazo
viztomeg bal oldalan 20 méter mélyen. Ott pedig a fentiek szerint a nyomas

pB =po+2po=3py =3-10° Pa.

A C pontban a nyomés a B-ben mért nyomasndl 30 — 15 = 15 méternyi viz-
nyomaéasnyival nagyobb, tehat

pe =pe+1,5p0 = 4,5p9 = 4,5-10° Pa.

A D pontot tartalmazé tiregben mindenhol, igy a vizzel valé érintkezési felii-
leténél is annyi a nyomds, mint a C-t tartalmazé viztémeg bal oldaldn 25 méterrel
a foldfelszin és 10 méterrel a bal oldali 4ganak a felszine alatt. Ennél a vizfeliiletnél
pedig a nyomds — mint ldttuk — pp = 3 - 105 Pa. A C-t tartalmazé viztomeg jobb
oldali felszinénél a nyomas

pp =pB +po =4py =4-10° Pa.

Sebestyén Jozsef Tas (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

34 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 7 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5216. Egy fiiggilegesen dllo hengeres tartdlyban egy sulyos dugattyid alatt
n mol, Ty hémeérsékletd levegd van. A tartdly és a dugattyd jo hdszigeteld, kiviil
vakuum van. A dugattyit lassan emelni kezdjik, majd amikor mdr W munkdt
végeztiink, hirtelen elengedjiik. A dugattyid lengésbe jon, és idével (a levegd belsd
surldddsa miatt) megdll.

Mekkora lesz a levegd hémeérséklete az 1j eqyensulyi helyzetben? Hogyan vdltozik
az eredmény, ha a dugattyit nem emeljik, hanem W munkavégzéssel lenyomjuk,
magd hirtelen elengedjik?

(5 pont) A Kvant nyomdn

Megoldas. Mivel a tartaly és a dugattyt is jé hészigeteld, kiviil pedig vakuum
van, ezért az altalunk végzett W munka a dugattyd megalldsa utdn két helyre
keriilhet: novelheti a gaz bels6 energiajat és novelheti a dugattyd helyzeti energidjat.

Jeloljiik a géz kezdeti nyomdsat po-lal, a kezdeti térfogatat Vp-lal. A dugattyu
tomege legyen m, keresztmetszete pedig A. Ekkor a dugattyu altal a gazra kifejtett
nyomas:

_mg
Pdugattys = 7
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Kezdetben a dugattyu egyensilyban volt, kiviil pedig vakuum van, igy

mg
Po = Pdugattyn — 7

Miutén 1étrejott az 1j egyensilyi helyzet, a gdz nyomaésa pi, a térfogata V; és
a homérséklete Ty értékekre valtozik. Mivel kivill még mindig vakuum van, ezért
a gaznak ebben az Gj egyensulyi helyzetben is csak a dugattyut kell tartania, tehat
a gaz nyomasa:
_ _, _mg
P1 = Pdugattya = Po = 7

Az idedlis géz belsé energidja:

Eyelss = ng,

ahol f a gazmolekuldk szabadsagi fokainak szama.

Miutén a csillapodd rezgémozgast végzé dugattyd végiil megdll, az altalunk
végzett W munka valamennyivel noveli a gaz bels6 energiajat. Mivel a gdz nyomésa
az 0j egyensulyi helyzetben ugyanannyi, mint kezdetben volt, a géz térfogatanak
meg kellett nénie, vagyis a dugattyi megemelkedik, és emiatt a gravitdcids helyzeti
energidja is megno.

A dugattyu megemelkedése az eredeti helyzetéhez képest legyen Ah. Ekkor
a helyzeti energidjanak novekedése

(].) AEwhelyzeti = mgAha
a gaz belsd energidjanak névekedése pedig
_f _f
(2) A-Ebels.c'i - §A(pv) - EpoAva

ahol AV =V; — V = AAh a giz térfogatvéltozasa.

Az altalunk végzett W munka a kétféle energiaviltozas Gsszegével egyezik meg:

(3) W = AEBhelyzeti + AEpelss-
Helyettesitsiik be az (1) és (2) egyenleteket a (3)-ba, majd alakitsuk &t:
W = mgAh + ngAV - %AAh + gpoAV = poAV + ngAv,
ami igy is felirhaté:
_ (! _(f

(4) W= §+1 po(Vi — Vo) = §+1 (PoV1 — poVo).

Hasznaljuk fel az idealis gaz allapotegyenletét a kezdeti és az 1j egyensilyi
helyzetre.
(5) poVo = nR1Ty,
(6) poV1 = nRIx,
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ahol R az egyetemes gazallandé. Helyettesitsiik be (4)-be az (5) és (6) egyenleteket:

W = (J; + 1) (nRT, — nRT,) = (J; + 1) nR(T, — Tp).

A tartdlyban levegd van, aminek f = 5 a szabadsédgi foka, tehat:

2W

2W
— + Ty = — +Tp.
(f+2)nR+ 0 + 1o

hi= TnR

Ez az eredmény akkor sem véltozik, ha a dugattyit ugyanennyi munkavégzés-
sel nem megemeljiik, hanem lenyomjuk, hiszen a W > 0 munka ekkor is csak a gaz
belsd energidjat és a dugattyi helyzeti energidjat noveli. (A tartély és a dugattyi
jO hoszigeteld, ezért a rendszer nem ad le hot, tovabba a kiilsé térben nincs gaz,
igy annak mozgasba hozataldval és a mozgasi energidjanak esetleges megnovelé-
sével sem kell foglalkoznunk.) Tehat a lenyomott dugattyd esetében — a rezgések
lecsillapodasa utdn — ugyanaz az egyenstlyi helyzet alakul ki, mint a megemelt
dugattyunal, vagyis

2W

T =
YT 7nR

+ Ty

lesz a tartalyban 1évé levegd homérséklete az 1j egyensiilyi allapotban.
Toronyi Andrds (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., 10. évf.)

9 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Fekete Andras Albert, Sas Moér, Szabd
Laszlé és Toronyi Andrds megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos (1-2 pont)
2 dolgozat.

P. 5221. Egy piciny (pontszerinek tekinthetd) jatékautonak épitink egy sirlo-
ddsmentes palydt, amely vizszintes szakasszal indul, azutdn egy r sugari, figgdleges
stkd, kor alaku hurokban folytatodik, majd a hurok kezdetéhez visszaérve ismét viz-
szintess€ vdlik. Legyen v az a legkisebb inditdsi sebesség, amellyel a kisautd mdr
végighalad a pdlydn. Ezen v sebesség hdnyad részével kell elinditani az autdt, hogy
a hurokszakaszrol levdlva éppen a kor dtellenes pontjdaba csapddjon majd be?

(5 pont) Kozli: Vass Miklés, Budapest

Megoldas. Az auté hurkon valé athaladasanak kritikus pontja a pélya legfelsé
pontja. Ha itt a nyomdero éppen nullara csckken, akkor még nem viélik el az autd
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a palyatol. A kormozgas feltétele, hogy a testre haté erék ereddje létrehozza a cent-
ripetéalis gyorsulast. Ha a jatékauté sebessége a palya legfels§ pontjaban vy, akkor
hatéresetben (amikor a test még éppen nem vilik el a kor alakd palydtdl):

02
mg =m—L, tehat vf =rg.
r

A folyamat sordn a disszipativ erdk hatasa elhanyagolhatd, igy a mechanikai
energia megmarad.

1 1
§mv2 = 2mgr + imvf = 2mgr + imgr = imgr,
vagyis

v =4/01g.

Az auté a kormozgds mésodik negyedében tud levalni a palydjardl (elétte
— nem elegendden nagy kezd8sebességnél — csak visszacsuszna a korviven). Legyen
a levalaskor a jatékautd sebessége u, a hozza huizott sugar fiiggélegessel bezart
szoge « (lasd az dbrdt). Ekkor még éppen korpdlyan halad (a pdlya nyomdereje
mar éppen nulldra csokkent), igy a mozgdsegyenlet sugédr irdnyd komponense:
u? ) 9
mgcos o =m-, vagyis u® = rgcos a.

2rcosa

2rsina

A szemkozti pontba valé becsapédédsaig mozgasa ferde hajitas.

Vizszintesen:

. 2r sin «

2r sina = u,t = ut cos a, azaz t=——ro.
U COS Qv
Fiiggolegesen:
g .
2rcosa = 5152 — ut sin a.
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A tre és u?-re kapott kifejezések behelyettesitésével, majd 2r-rel egyszeriisitve
kapjuk:
cos? o + sin? avcos® o — sin? a = 0.

Innen (a trigonometrikus Pitagorasz-tételt kihasznalva):

1
cos* a + cos? a — cos* v — 1 + cos? o = 0, (308204:57 cos o =

-

tehét
a = 45°.

Az energiamegmaradds torvénye szerint:

1 1
imfu’2 = (1 + cosa)mgr + imu2,

1
v? = (2+\/§)rg+rgﬁ,

3V2
U/: (2"‘\2/»)7‘97

és végiil a keresett arany:

5

3
—— ~0,91.
+ 10 ’

v
v

(G218 \V)

Horvdth Aniké (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn., 11. évf.)

31 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 9, hibds 2, nem értékelhetd 1 dolgozat.

P. 5225. Egy 10 dm? alapteriletd fazékban 5 liter, 998 kg/m3 stiriséqi,
20 °C-o0s viz taldlhato. A wizet felmelegitjiik 80 °C-ra. A wviz térfogati hétaguldsi
egyttthatojat a 20 °C és 80 °C kozdtti homérséklet-tartomdnyban tekintsik dllandd,
Botz=4-107* 1/K értékiinek. A fazék rozsdamentes acélbdl késziilt, melynek térfo-
gati hétdaguldsi egyiitthatdja Baca = 5- 1075 1/K. A wviz pdrolgdsdt hanyagoljuk el.

a) Mekkora kezdetben a viz hidrosztatikai nyomdsa az edény aljdn? Mennyivel
vdltozik meg ez az érték a melegités sordn?

b) Mennyivel emelkedik meg a melegités soran a fazékban a vizszint?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

Megoldas. Ismert adatok:
A fazék alapteriilete kezdetben: Ag = 10 dm? = 0,1 m?;
a viz térfogata kezdetben: Vy = 5 liter = 5 dm® = 0,005 m?;
a viz stiriisége (kezdetben): oo = 998 kg/m?’;
a kezdeti hémérséklet: T, = 20 °C;
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a végs6 hémérséklet: T7 =80 °C (tehdt a hoémérséklet megviltozdsa: AT =
=T} — Ty = 60 °C);

a viz (atlagos) hétaguldsi egyiitthatéja: Byy, =4 - 1074 K1

az acél (térfogati) hétdgulasi egyiitthatéja: Bacsl = 5-107° K~ 1; a linearis hétagulas
egyiitthatdja aace) = % Bacel, & keresztmetszet (teriilet) relativ tdguldsénak egyiitt-
hatéja pedig 20tacet = 2 Bacel.

a) Kezdetben a nyomds az edény aljan:

_ 00Voyg
0

Po = 4895 Pa.

A melegités sordn a viz tomege nem valtozik meg, a sulya tehat ogVpg marad,

az edény keresztmetszete viszont megno, Ao(l + % /BacélAT) nagysagu lesz. Ezek
szerint a hidrosztatikai nyoméds a melegités utan

1%,
pr= g0 109 — 4885 Pa,
AO(I + §ﬂacé1AT>
az eredeti értéknél 1 Pa-lal kevesebb lesz.
b) Kezdetben a viz magassdga
Vo
h = — =
0 A 0,05 m

Az edény megvaltozott keresztmetszete:
2
Al = AO 1+ gﬁaCéIAT )

a viz megvéltozott térfogata pedig
Vl = Vb(]- + 5v1’zAT)
lesz. Ezek szerint a felmelegitett viz magassaga a felmelegitett fazékban

‘/1 o VO(I + /BVIZAT) _ 1+ /BvizAT

1=——= = ho =5,11-10"2 m,
Al AO(l + gﬁacélAT) 14 gﬁacélAT

az eredeti értéknél kb. 1,1 mm-rel magasabb lesz.
Gdbriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)

35 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds, kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos (1-2
pont) 12 dolgozat.

P. 5227. a) Két doboz mindegyikében egy-egy 1 kQ-o0s, 2 kQ-0s, 3 kQ-os,
4 kQ-o0s és 5 kQ-o0s ellendllds taldlhato. A két dobozbdl taldlomra kivesziink egy-
egy ellendlldst, és sorosan kapcsoljuk ezeket. Mekkora valosziniséggel lesz az eredd
ellendllas 2 k2, 3 kQ, 4 kQ, 5 kQ, 6 kQ, 7 kQ, 8 kQ, 9 kQ, illetve 10 kQ?
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b) Madsik két doboz mindegyikében egy-egy 60 kQ-o0s, 30 kQ2-o0s, 20 kQ2-0s, 15 k-
0s és 12 kQ-os ellendllds talalhato. A két dobozbdl taldlomra kivesziink egy-egy el-
lendlldst, és parhuzamosan kapcsoljuk ezeket. Mekkora valészintiiséggel lesz az eredd
ellendllds 30 k2, 20 kQ, 15 kQ, 12 kQ, 10 kQ, illetve 10 kQ2-ndl kisebb értéki?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

Megoldas. Két dobozbdl vesziink ki ellenallasokat. Mivel egy-egy dobozban
5 ellendllds van, a valasztési lehetdségek szdma mindkét esetben 52 = 25.

a) Soros kapcsolds esetében az ellendllasok dsszeadédnak.

A 2 kQ-os ered6 csak egyféleképpen kaphaté meg: ha mindegyik dobozbdl
1 kQ2-os ellenéllast vesziink ki. Ugyanez a helyzet a 10 kQ-os eredménnyel, az csak
5 k2 + 5 kO esetén valdsithaté meg. Ezek valdsziniisége (a kedvez6 lehetGségek
szdma osztva az Osszes lehet&ség szdmaval):

1
— =0,04 = 4%.

P2 = P1o = 55

(A p-vel jelolt valdsziniiség indexe a soros eredd kiloohmban mért értékére utal.)

A 3 kQ-os ereddre mér két lehetSségiink van (1 kQ 4+ 2 kQ vagy 2kQ + 1 kQ2).
A 9 kQ-os eredd ellendllds is kétféleképpen dllhat el (4 kQ +5 kQ vagy 5 kQ +4 k),
ezek valdszintisége tehat

2
P3 = P9 = % —0,08—8%.

A 4 kQ-o0s ered6hoz haromféle valasztas vezethet (1 kQ + 3 kQ vagy 3 kQ+1kQ
vagy 2 kQ 42 kQ), és ugyancsak hdromféleképpen &llhat eld a 8 kQ-os eredd
(3 k2 + 5 k2 vagy 5 kQ + 3 k2 vagy 4 kQ + 4 k). Ezek valdsziniisége:

3
= = — =0,12 = 12%.
Pa=ps = o 0, %

Hasonl6 médon kapjuk, hogy

4
—pr = — =016=1
P5s =P1= o2 0,16 6%,

és végiil (mivel 6 kQ-os eredd stféleképpen allithaté eld)

)
= — = 0,20 = 20%.
Pe = o 0,20 0%

fgy valéban minden lehet&séget figyelembe vettiink, hiszen

4% + 8% + 12% + 16% + 20% + 16% + 12% + 8% + 4% = 100%.

b) Pérhuzamos kapcsolds esetében az eredd ellendllas a kapcsolds barmelyik
ellenalldsandl kisebb értéki.
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Az ered§ ellendllas képlete:

1 1 1 Ry Ry
— = — 4+ — bbél Re = ——F—-.
R R TR " TR R
A 30 kQ-os ereddt csak néla nagyobb értéki ellenallasok parhuzamos kapcsolé-
sédval kaphatunk. Erre csak egyetlen egy lehet6ség van: mindkét dobozbdl a 60 k2-os
ellendllast hizzuk ki. Ez j6 valasztas, hiszen

60 kQ - 60 kO

= —————— =30 k.
60 kQ 4 60 kQ2

R

Eszerint a valdszintiség:

1
= — =0,04 = 4%.
P30 25 ) %

A 20 kQ-os eredét csak a néla nagyobb, vagyis a 30 és/vagy a 60 kiloohmos
ellenallasbdl kaphatjuk meg. Ez kétféleképpen valésulhat meg:

30 kO - 60 kQ2
o= P 90 kO
fe=3ka 60k~ 20
o 60 kS - 30 kQ2
= " — 20 kA,
Be= S rsoka ~ 2

(A két egyforma ellendllds eredéje vagy nagyobb, vagy kisebb lenne 20 k2-nal.)
A kérdéses valoszinliség:
2
D20 = % = 0,08 = 8%.
Hasonlé médon lathatjuk be, hogy

3
P15 o5 , %,
_ 4 0,16 = 16%
P12 = 25 — Y, - 0,
és végiil
5
= — = 2 = 2 .
P1o 9% 0, 0%

A fenti esetek a 10 kQ2-nal nem kisebb ered6jli kapcsolasok mindegyikét tartal-
mazzak, gy p>10 = Pso + P20 + P15 + P12 + p1o = 0,6 = 60%. Annak valdszintisége,
hogy az ered§ ellenallds 10 kQ2-ndl kisebb, a ,hidnyzé” 40%-kal egyenld:

P<io =1 —p>10 = 0,4 = 40%.

Endrész Baldzs (Pépa, Tirr Istvan Gimn. és Koll., 12. évf.)
dolgozata felhaszndlasaval
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Megjegyzés: Az els6 esetben az ellendllasok nagysiga, a masodik esetben pedig az el-
lenéllasok reciprokdnak nagysaga szamtani sorozatot alkot. Ez tette lehetévé, hogy kii-
16nboz6 ellenéllasparok ereddje éppen ugyanakkoranak bizonyuljon.

(G. P.)
37 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hibas 1 dolgozat.
P. 5233. Egy levelibéka egy tdle vizszintesen s tavolsdgra, de h magassdgban

lévé levélre akar a talajrdl felugrani. Milyen irdnyba és mekkora sebességgel kell
elrugaszkodnia, hogy a legkevesebb energidra legyen ehhez sziiksége?

(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest
Megoldas. Jeloljiik az elugré levelibéka kezdGsebességének vizszintes kompo-

nensét vy-szel, a fliggbleges Gsszetevot vy-nal, a mozgds idejét pedig t-vel. A ferde
hajitas képletei szerint

vt =5 és h= —th + vyt,

vagyis
s ) h+(g/2)t2 h g
= - S = —-—— - 7t

(o es Uy . ; + 9
Ezek segitségével kiszamithatjuk a béka elrugaszkodasakor végzett munkajat, ami
a kezdeti mozgasi energidjaval egyenlé:

_ M2 2
E = ) (vr + vy).

Ennek a kifejezésnek keressiik a minimumat a ¢ valtozé fliggvényében. A minimum
Hhelye” szempontjabol az m/2-es tényezd érdektelen, tehét elhagyhaté. Tekintsiik a

2 2 2 242
9 9 5)2 h g 5“4+ h gt
o240l = (3 +<t+2) T+ Tty

kifejezést! Az utolsé tag t-t6l fliggetlen allandd, tehdt a minimum keresésénél el-
hagyhatjuk. Méasrészt a szdmtani és mértani kozepekre vonatkozo egyenlGtlenség
szerint

24+ h? g2 2+ h2 g22 Vs + h2
+ > 2 =g

12 4 7 12 4 g

Az egyenlség a legkisebb elrugaszkodasi energidnak felel meg, amihez tartozo
t = to id6tartamra

s2 + h? gzt%

B 2oV 52 + h?
t% 4 o g ’
A levelibéka kezdGsebességének a vizszintessel bezért a szogére (vagyis az el-

rugaszkodds irdnyara) fendll:

h
_Uy_%+%t0_h g, h Vh? + 52
tga_i_ S —7+7t0—7+77
Vg 7 s 2s S s
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vagyis
h++Vh?+s?
S .

« = arctg

(h = 0 esetén a jol ismert o = 45°-0s eredményt kapjuk.)

Az elugras sebességének nagysdga (optimadlis esetben):

2 2 22
=, /vZ+v2 = \/h s —t+gh \/g (V/s2+h2+h).

Vakaris Klyvis (Briisszel, Belgium, 12. évf.)

35 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos (1 pont)
12, hibas 2 dolgozat.

P. 5249. Az AA jeli akkumuldtor hossza 5 cm, dtmérdje 1,4 cm.

a) Mekkora energidt tdrol egy 1,2 V-os, 2800 mAh-s akku?

b) Mekkora sebességre gyorsulna fel ez a 17 grammos akku, ha az eltdrolt
energidjat teljesen a sajat mozgdsi energidjivd alakitand?

¢) Hdnyszor kevesebb energidval lehetne ugyanekkora térfogati vizet 20 °C-rdl
100 °C-ra melegiteni?

d) Mennyi energia van ugyanekkora térfogati kristdlycukorban, amelynek si-
riisége kb. 0,77 g/cm?®, energiatartalma pedig 1680 kJ/100 gramm?

(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

Megoldas. a) A tarolt (elektromos) energiat gy kaphatjuk meg, hogy a fe-
sziiltséget, az aramer6sséget és a miikodés idejét Osszeszorozzuk. A 2.8 Ah-s ak-
kumulator 2,8 ampert tud leadni 1 6ran, vagyis 3600 masodpercen keresztiil, igy
a tarolt energia

Eg=U-T-t=12V-28A-3600s=12096J ~ 12 kJ.

b) Egy m = 17 g = 0,017 kg tomegi test %va mozgési energiaja akkor egyezik
meg a fenti Fy energiaval, ha a sebessége

—,/ 212kJ—1190— 12k—m
! 0,017 kg ~

¢) Az r sugari, £ hossziisdgi akkumuldtor térfogata:
V =r?rl = (0,7 cm)® - 7 -5 cm = 7,70 cm®.
Ekkora térfogati viz tomege

Myiz = 7,70 g = 0,0077 kg.
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A viz fajhGje ¢ = 4,2 kgk—ﬂc, a hémérsékletének emelkedése AT = 80 °C, a felmele-

gitéséhez sziikséges ho

Q = cmyi; AT = 2,59 kJ,

ami az Ej elektromos energiandl 4,6-szer kevesebb.

d) Az akkumulétor térfogatdval megegyez6 térfogati kristalycukor témege kb.
6 g. Ezt a megadott ,energiatartalommal” 6sszeszorozva Figmiai =~ 100 kJ értéket
kapunk, ami az Fy elektromos energidnak mintegy nyolcszorosa.

Kovdcs Kinga (Kecskemét, Katona J. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. A feladat az ugyanakkora helyen ,tdrolhaté” kiilonb6z6 fajtdju (elekt-
romos, mechanikai, termikus és kémiai) energia nagysigrendjének Ssszehasonlitdsa szem-
pontjébdl tanulsdgos. (A Szerk.)

74 dolgozat érkezett. Helyes 40 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos
(1-2 pont) 18, hibas 5 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 399. Hiitoszekrény fagyasztojaban készitsiink kiilonbozo alakd jégdarabo-
kat, és ezek felhaszndlasdval mérjiik meg a jég siirtiségét!

(6 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

G. 721. Egy épitékocka-készletben minden elem tomor fabdl késziilt, egyforma
tomegi és téglatest alakd. Minden téglatest egyik éle 6 cm, a mésik kettd lehet el-
tér6. Lali négy elemet egymasra rakott, legfeliilre egy kocka alaku darab kertilt, és
minden elem teljes alsé lapjaval tdmaszkodott az alatta lévore. Elgyonyorkodott
a toronyban, és azt is észrevette, hogy a torony kiilonleges: minden emelet alatt
ugyanakkora a nyomds. Rajzoljuk le a tornyot, és tiintessiik fel a rajzon a mérete-
ket is!

(3 pont)

G. 722. Feliil nyitott edényben gézlangon vizet forralunk. Kozvetleniil a géz
elzarasa és a lang kialvasa utan fehér gozfelhot figyelhetiink meg az edény felett.
Magyarazzuk meg ezt a jelenséget!

(3 pont)
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G. 723. Van egy 5 dioptrias gytijt6lencsénk és egy —8 dioptrids szdérdlencsénk.
A s6tét szobéaba a lyukas fliggonyon at parhuzamos, vizszintes fénynyalab érkezik,
és kerek foltot vetit a falra. Melyik lencsét és hova kell helyezniink, hogy a falon
a folt ponttd zsugorodjon Gssze?

Ha most a méasik lencsét is a fény utjaba allitjuk, hova tegyiik, hogy ismét par-
huzamos fénynyalabot nyerjiik, és ismét kerek fényfoltot lassunk a falon? Ez a fény-
folt kisebb vagy nagyobb lesz az eredetinél?

(3 pont)

G. 724. Egy kisérletnél azt halljuk, hogy az 50 Hz-es valtéarammal téplalt
vasmagos tekercs zug. Mi az oka a ziugasnak? Mekkora frekvencidju hangot hallha-
tunk?

(3 pont)

P. 5261. A 2017. évi Tour de France hetedik szakaszdnak gy6ztesét célfotd
segitségével allapitottak meg: Marcel Kittel 6 milliméter elénnyel 3 tizezred mé-
sodperccel hamarabb ért a célba, mint Edvald Boasson Hagen.

a) Mekkora sebességgel érkeztek a kerékparversenyzok a célba?

b) A hivatalos eredménylista szerint az els§ hérom versenyz& azonos, 5 éra
3 perc 18 mésodperc alatt tette meg a 213,5 kilométeres tavot. Mekkora a kerék-
péarosok egész tavra vonatkozd atlagsebessége?

¢) Mi az oka annak, hogy az els6 hiarom befuté eredményét azonos id6vel
rogzitették?

(3 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5262. Forma 1-es pilétak olyan versenyen vesznek részt, ahol nem a legna-
gyobb sebességgel lehet eredményesen szerepelni. Egy kijelolt, d = 1250 m hosszi-
sagu tavolsagot allandd sebességgel kell megtenni, majd mindenkinek a = 2 m/s2
lassuldssal kell megéallni. Az gy0z, aki az indulastdl szamitva a legrovidebb idé alatt
all meg.

a) Mekkora sebességgel kell haladnia az dllandé sebességii szakaszon a gy6ztes
pilétanak, ha a lehetd legrovidebb id6 alatt akar megallni?

b) Mekkora utat tesz meg ekkor az induldstél a megallasig?
(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

7”2

P. 5263. A magyar el8irasok szerint engedély nélkiil csak olyan fegyver tart-
haté, melynek torkolati energidja (tehdt az az energia, amivel a l6vedék a cs6 torko-
latat elhagyja) nem haladja meg a 7,5 J-t. Ennek az el6irdsnak pontosan megfeleld
légpuskank csévének hossza 480 mm, cséatmérdje 4,5 mm és 16vedéke szabalyos
6lomgolyd.

a) Mekkora a golyét gyorsité erd dtlaga egy 1ovés alatt? Mekkora az atlagos
nyomads a cs6ben?
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b) Mekkora a goly6 torkolati sebessége?
¢) Mekkora a golyoéra hat6 kozegellendlldsi erd roviddel a cs6 elhagydsa utdn?

(4 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5264. Egy versenyauté 60 m sugaru, kor alaku tesztpalyan allé helyzetbol
indul. Erint6leges gyorsuldsa a mozgas elsé négy masodpercében allandd, nagysiga
6 m/s”.

a) Hatdrozzuk meg és dbrdzoljuk vizlatosan az id¢ fiiggvényében, hogy mek-
kora szogsebességgel forog az auté gyorsuldsvektora a menetirdnyhoz képest!

b) Mennyi id6 milva lesz ez a szogsebesség a legnagyobb? Mekkora lesz ez
a maximalis szogsebesség?

(5 pont) Kozli: Szabd Endre, Vagfiizes, Szlovékia

P. 5265. Vizilabdaz6 70 cm keriiletii, 400 g tomegi vizilabdéat tart a vizszint
felett gy, hogy a labda éppen érinti a vizfelszint. Legaldbb mennyi munkéat kell
végeznie a vizilabdazdénak, hogy a labdat teljes egészében a viz ald nyomja?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5266. Az f szabadsdgi fokd molekulakbol 4116 idedlis gdz valamely egyen-
sulyi folyamata soran dgy tagul ki, hogy kozben nyomésa a térfogatdval egyenes
ardnyban novekszik. A végzett munkéanal hanyszor tobb hét vesz fel ilyenkor a géz?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5267. Pista vizsgdlgatja szemiivegét. A szemiiveg a Nap fényét a lencsétol
50 cm-re fokuszélja. Eszreveszi, hogy a Nap fényét visszaverve két fényesebb pont
(fékuszpont) is taldlhatd, az egyik 17, a mésik 7 cm-rel a lencse eltt. Mekkora
a lencse anyaganak torésmutatoja?

(5 pont) Kozli: Tichy Géza, Budapest

P. 5268. Egy d; = 3 mm és egy do = 1,5 mm &tmé-
r6ji rézvezetéket gy forrasztunk ossze, hogy az egyes
vezetékdarabok félkoroket alkotva r = 4 cm sugard korré
egészitsék ki egymdst. A zért kor egyik forrasztdsi pont-
jahoz (A) és a vékonyabbik huzalbdl késziilt félkor fe-
lezépontjahoz (C) egy-egy igen hosszi egyenes vezeték
csatlakozik. Hatdrozzuk meg a korvezeté kézéppontjé-
ban a méagneses mez6 indukciovektorat, ha a csatlakozo
vezetékekben I = 25 A erdsségii dram folyik!

Kozli: Holics Ladszlo, Budapest

508 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/8



ﬁ} 2020.11.4 — 15:02 — 509. oldal — 61. lap Ko6MalL, 2020. november gf

— P

P. 5269. Mekkora frekvenciaju szinuszos valto-
arammal szemben képvisel az abrdn lathato osszedllitas
végtelen nagy ellenéllast?

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5270. A radon 222-es izotopjanak felezési ideje
5508 perc. Hany nap elteltével csokken egytizedére a ra-
don aktivitdsa?

(4 pont) Tankonyvi feladat nyomdn

P. 5271. Egy pontszerii test az dbran lathaté kétféle uitvonalon juthat el
az A pontbdl az £ tavolsdgban 1év6 B pontig. Az a) esetben a test vizszintes egyenes
palydn mozog, a b) esetben pedig egy fiiggbleges sikban elhelyezkedd, h mélységii
koriv mentén. Mindkét mozgéds kezddsebessége vg. Melyik mozgas tart hosszabb
ideig? (A surlédés és a légellendllas elhanyagolhat6.)

a)
»44—% G J—h ¢ 5
Vo

Adatok: vo=1m/s, £ =1m, h =25 cm.
(6 pont) Kozli: Berke Martin, Budapest

*

Bekiildési hatarid6: 2020. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 8. November 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 477): K. 669. Let us
consider the set of 3-digit positive integers containing all the digits 1, 2, 3 exactly once.
Find the smallest positive integer that contains each number from the previous set as
consecutive digits. K. 670. Grandma bought two candles: the red candle was 2 cm longer
than the blue one. On All Saints’ Day she lit the red candle at 5:30 p.m. then she lit the
blue candle at 7 p.m. and let them burn all the way down. The two candles were equal
in length at 9:30 p.m. The blue candle burned out at 11 p.m and the red one finished at
11:30 p.m. What was the initial length of the red candle? K. 671. We know that the first
five terms of an increasing arithmetic sequence are all positive primes. Find the smallest
prime at the 5" position. K. 672. A garden is divided into 16 patches as shown in the
figure. In each patch, either roses or tulips or daisies or gerberas are grown: only one type
of flower in each, but every row, every column, and both diagonals contain every type of
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flower. In how many different ways is it possible to arrange the flowers in this way? (Two
arrangements are considered different if there exists a patch that contains a different kind
of flower.) K. 673. The students in a class (we do not know how many of them there are)
decided that everyone would buy some small present to everyone else for Christmas, and
they would also buy some present together for each of their 11 teachers. Unfortunately, the
Christmas party was cancelled. Then they decided to divide the presents equally among
all the siblings of the students. (Each sibling gets the same present.) Was that possible if
the total number of siblings was 157

New exercises for practice — competition C (see page 478): Exercises up to
grade 10: C. 1630. The numbers 1 to 32 are written in the white fields of a chessboard,
using each number once. Then the sum of the numbers in the adjacent fields is entered
in each black field. What are the smallest and largest possible values of the sum of the
numbers in the black fields? C. 1631. Let AB be a chord in a unit circle. Triangle
ABC is right-angled at B, and vertex C lies on the circle. Triangle ABD is isosceles
right-angled, and AB is the hypotenuse. How long is the chord AB if the two triangles
have equal areas? What is this area? Exercises for everyone: C. 1632. How many
different infinite arithmetic sequences of positive integer terms are there in which 24,
744 and 2844 all occur? Two arithmetic sequences are considered different if they have
different first terms or different common differences. C. 1633. Let P be an interior point
of one side of a unit square. Consider all parallelograms with one vertex at P, and one
on each side of the square. Prove that if P is not the midpoint of the side then (i) there
are exactly two rectangles among these parallelograms, and (ii) the sum of the areas of
these two rectangles is 1. C. 1634. Prove the following inequality: % + % + % + -+

1 1
(B3k—2)(3k+1) T T 3017-2020
two intersecting circles, construct™ a secant through one of the intersection points such
that the segment bounded by the two circles is divided 1 : 2 by the intersection point.
Write down and explain the steps of the construction. (Elementary steps like bisecting an
angle or reflecting a point in a line do not need to be described in detail.) C. 1636. The
Hungarian poet Dezs6é Kosztoldnyi spent a few weeks in Paris when he was a student.
When he was given for change a ten-centime coin not in circulation any more, he wanted
to give it away. He did not succeed, which he explained to himself by the expression on
his face revealing his intentions. Therefore he decided to get 9 valid ten-centime coins,
mix them with the worthless coin in his pocket, and by not looking at them he pays with
one of them in a shop. He continued doing so until he had a single coin in his pocket: the
coin out of circulation. What is the probability of this?

< % Exercises upwards of grade 11: C. 1635. Given

New exercises — competition B (see page 479): B. 5126. Prove that if n > 3,
then there exist n distinct positive integers such that the sum of their reciprocals is 1.
(3 points) B. 5127. Given a convex angle and a line segment of length k, determine
the locus of those points inside the angle through which there exists a line cutting off
a triangle of perimeter k from the angle. (4 points) B. 5128. Find all pairs of relatively
prime integers (z,y) such that 22 + 2 = y> 4+ y>. (4 points) (Proposed by L. Surdnyi,
Budapest) B. 5129. Two players are taking turns in selecting one of the coefficients a, b
and ¢ of the polynomial 23 + az? + bx + ¢, and giving it some integer value of their choice.
Prove that the starting player can achieve that (after the three steps) all three roots of
the polynomial should be integers (i.e. that the polynomial can be expressed as a product
of three polynomials of integer coefficients). (3 points) B. 5130. There are n points in

*with straight edge and compasses on paper, or with appropriate geometric construc-
tion software
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the plane. We know that for any k points (k > 2), it is possible to select two of them with
distance at most 1. Show that the points can be covered with k — 1 disks of unit radius.
(5 points) B. 5131. Let H be an equilateral triangle of unit area, let O be a fixed point,
and for any point P let Hp denote the triangle obtained from triangle H by a parallel
shift with vector O? Consider the set N of points P for which the area of the intersection
H N Hp is at least 4/9. What is the area of N? (5 points) (Based on the idea of V. Vigh,
Székkutas) B. 5132. How many different strings of 2021 letters can be made of letters
A, B and C such that the number of A’s is even and the number of B’s is of the form
3k + 27 (6 points) B. 5133. Given six points in the space, no four of which are coplanar,
prove that they can be divided into two sets of three such that the two triangular plates
spanned by the two sets of three points should intersect each other. (6 points)

New problems — competition A (see page 480): A. 786. In a convex set S that
contains the origin it is possible to draw n disjoint unit circles such that viewing from
the origin non of the unit circles blocks out a part of another (or a complete) unit circle.
Prove that the area of S is at least n?/100. (Submitted by: Démétor Pdlvilgyi, Budapest)
A. 787. Let p, denote the n'" prime number and define a,, = |pnv ]|, where v is a positive
irrational number. Is it possible that there exist only finitely many & such that (2;:)

divisible by pi° for all i = 1,2,...,2020? (Submitted by: Abhishek Jha, Delhi, India and
Ayan Nath, Tezpur, India) A. 788. Solve the following system of equations: x + x% =2y,

is

1 1 1
y+y—3:2z,z+z—3:2w,w+m:2x,

Problems in Physics
(see page 506)

M. 399. Make different shapes of ice pieces in the freezer of a refrigerator and use
them to measure the density of ice.

G. 721. In a building block set, every element is made of solid wood. Each of them
has the same mass and has the shape of a cuboid. One side of each cuboid has a length of
6 cm, but the other two sides of the cuboids may be different. Luis put four blocks on top
of one another, at the top there was a cube-shaped block. The whole bottom face of each
block touched the face of the block below. Luis was amused by the tower, and also noticed
that the tower is special for the pressure at the bottom face of each block is the same.
Draw the sketch of the tower and also indicate in your figure the lengths of the sides of
the cuboids. G. 722. In a pot, open at its top, water is boiled on a gas stove. Right after
turning off the burner of the gas stove and after the flames ceased, white vapour cloud
can be observed above the pot. Explain the phenomenon. G. 723. We have a converging
and a diverging lens of powers of 5 dioptres and of —8 dioptres, respectively. A horizontal
and parallel light beam enters into a dark room through a hole of a curtain, and a circular
bright spot is created on the wall of the room. Which lens and where should be placed in
order that the spot shrinks to a point? Then the other lens is put into the light beam as
well. Where should it be placed in order that again a parallel beam of light be gained?
Will this spot on the wall be smaller or greater than the original spot was? G. 724. In an
experiment we can hear the humming sound of the iron core coil when 50 Hz AC current
is given to it. What is the reason of the humming sound? What is the frequency of the
humming sound?

P. 5261. The winner of stage 7 of the 2017 Tour de France was judged by photo
finish. According to the photo finish Michael Kittel was only 6 millimetres ahead of Edvald
Boason Hagen, the second, and their time difference was only 3 ten-thousands of a second.
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a) At what speed did the cyclists travel at the finish? b) According to the official results the
first three riders covered the 213.5 km distance during the same time of 5 hours 3 minutes
and 18 seconds. What was the average speed of the riders for the whole distance? ¢) What
may be the reason that the time of the first three riders was recorded to be the same?
P. 5262. Formula One car drivers are participating in a race in which reaching the greatest
speed is not the best tactic to win. A designated distance of d = 1250 m is to be covered
at a constant speed, then each car has to stop at a deceleration of a = 2 m/sz. The winner
is the driver who can stop in the least time, measured from the start of the car. a) What
should the speed of the winning car be at the constant speed stage of the motion, if the
driver wants to stop in the least time? b) How much distance does the winning car cover
in this case from the start to the stop? P. 5263. According to the Hungarian gun law only
those guns can be possessed without a license whose muzzle energy (the kinetic energy of
the bullet as it is expelled from the muzzle of the gun) does not exceed 7.5 J. The length
of the barrel of our air gun, which just satisfies the above rule, is 480 mm, the diameter
of the barrel is 4.5 mm, and the bullet fired is a spherical lead shot. a) What is the mean
force which accelerates the bullet during a shot? What is the average pressure in the
barrel? b) What is the muzzle speed of the bullet? ¢) What is the drag force exerted on
the bullet short after it leaves the barrel? P. 5264. A racing car starts from rest and goes
along a circular race track of radius 60 m. Its tangential acceleration is constant in the
first four seconds of its motion, its magnitude is 6 m/ s2. a) Determine the angular speed
at which the acceleration vector rotates with respect to the direction of the motion of the
car. Sketch this angular speed as a function of the time. b)) How much time elapses until
this angular speed becomes the greatest?” What is this greatest angular speed? P. 5265.
A water polo player holds a ball above the water such that it just touches the surface
of the water. The mass of the ball is 400 g, and its perimeter is 70 cm. At least how
much work does the player have to do in order to push the ball totally under the water?
P. 5266. A sample of ideal gas of degree of freedom f expands in an equilibrium process
such that its pressure increases proportionally to the volume of the gas. By what factor
will the absorbed heat by the gas be greater than the work done by the gas during the
process? P. 5267. Steve is observing his eyeglasses. The lens of his glasses focuses the
light of the Sun at a distance of 50 cm from the lens. He also observes that if the light
of the Sun is reflected then two bright spots (foci) can be seen in front of the lens, one
at a distance of 17 cm, and the other at a distance of 7 cm from the lens. What is the
refractive index of the material of the lens? P. 5268. T'wo pieces of copper wires are
soldered together, such that the two pieces form semicircles and together the wires form
a circle of radius r = 4 cm. The diameters of the wires are d; = 3 mm and do = 1.5 mm.
To one of the solder points of the closed circle (A) and to the midpoint of the semicircle
made of thinner wire (C) very long straight wires are connected (one to each point).
Determine the magnetic induction at the centre of the circular wire, when the amperage
in the straight wires is I = 25 A. P. 5269. What frequency sinusoidal AC supply is to be
connected to the assembled elements shown in the figure in order that the arrangement
have infinite resistance? P. 5270. The half life of the isotope radon-222 is 5508 minutes.
How many days elapses until the activity of the radon sample decreases to one-tenth of
its original value? P. 5271. A point-like object can move from point A to point B along
the two paths shown in the figure. The distance between the two points is £. In the case
of a) the object moves along a horizontal straight path, and in the case of b) the object
moves along a circular path in a vertical plane. The depth of the circular path is h. The
initial speed of the object in both cases is vg. Which motion lasts longer? (Air drag and
friction is negligible.) Data: vo =1 m/s, { =1 m, h = 2.5 cm.
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