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A 63. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia
feladatainak megoldasa I.

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljiikk a nyari matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; lényegében ugy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és ezuton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztoség

Els6 nap*

1. Oslo bankja kétféle tipusi érmét bocsdt ki: aluminiumot (jele A) és bronzot
(jele B). Mariann elétt n aluminiumérme és n bronzérme van egy sorban elrendezve
valamilyen tetszdleges kezdeti sorrendben. Lancnak nevezzik eqymdst kozvetlendil
kovetd, azomos tipust érmék tetszdleges sorozatdt. Rigzitett k < 2n pozitiv egész
szam mellett Mariann ismételten végrehajtja a kovetkezd mdveletet: meghatdrozza
a leghosszabb olyan ldncot, amely tartalmazza a balrdl szamitott k-adik érmét, és
az ezen ldnchoz tartozo 0sszes érmét dtteszi a sor bal szélére. Példdul, ha n = 4 és
k=4, akkor az AABBBABA elrendezésbdl kiinduld folyamat:

AABBBABA — BBBAAABA — AAABBBBA — BBBBAAAA —
— BBBBAAAA — --- .

Hatdrozzuk meg mindazon, 1 < k < 2n tulajdonsdgi (n, k) pdrokat, amelyekre min-
den kiindulasi elrendezés esetén lesz olyan pillanat a folyamat sordn, hogy a balrdl
szamitott elsé n érme mind azonos tipusi.

Terjék Andras Jozsef megoldasa. Eloszor megmutatjuk, hogy ha k< n —1
vagy k > %n + 1, akkor van olyan kiindulasi helyzet, amely utan sosem lesz az els6
n érme azonos tipusu.

Legyen el6szor k£ < n — 1 és legyen az érmék elrendezése a kovetkezo:
n—1db A, 1dbB, 1db A, n-1db B.
Ekkor a kivélasztott ldnc mindig az els6 lanc lesz, igy egy lépés nem valtoztat
semmit, tehat sosem lesz az els6 n érme azonos tipusu.
Ha pedig k£ > %n + 1, tekintsiik a kovetkezd elrendezést:

5] A [Zlaws [T wa |5 ws

Ekkor a kivélasztott ldnc mindig a legutolsé lesz (mert k > %?’L+ 1>2. ’_g—l +

+ L%J ). Tehét az érmesor valtozdsa egy 4 hosszui ciklust fog kovetni és sosem lesz

n hosszu lanc.

* A mésodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szémban kozoljiik.
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Vegyiik észre, hogy ha egy 1épés soran olyan lancot valasztunk ki, amely nem
az els6 vagy utolsé, akkor ezen lanc athelyezésével a két szomszédja egy lancca
valik, és nem keletkezik 1j lanc, tehat csokken a ldncok szama az érmesorozatban.

Nem lehet végtelen sok olyan 1épés, amely csokkenti a ldncok szdmat (mert
nincs olyan 1épés, amelynek sordn j lanc keletkezik), igy egy idé utdn barmilyen
kiindul6helyzetbdl mindig az elsé vagy az utolsé lancot vélasztjuk ki.

k=mnés k=n+ 1 esetén, ha legszéls6 lancot valasztunk ki, az csak n hosszi
lehet, tehat ezt az elejére helyezve az els6é n érme azonos tipusu.

n+1l1<k< %n + 1 esetén egy id6 utdn mindig az utolsé lancot vélasztjuk,
és ezt helyezziik a sorozat legelejére. Ilyen lépésekkel elobb-utébb minden lancot
ki kell hogy vélasszunk (mert egy ldnc, amely hatulrdl az ¢-edik, ¢ — 1 1épés utdn
az utolsé lanc lesz). Ez azt jelenti, hogy minden lanc hossza legaldbb 2n — k + 1.

Mivel k < %nJr 1, gy 2n—k+1 > % Tehat minden lanc hossza nagyobb,
mint %; tehdt egy érmébdl nem lehet 2 kiilonb6zo6 lanc. Vagyis az egész sorozat egy
n hosszi A és egy n hosszi B lancbdl 4ll.

Teh&t pontosan azok az (n, k) parok felelnek meg, ahol

3
n<k<§n+1.

2. Jelolie Rt a pozitiv valds szdmok halmazdt. Hatdrozzuk meg mindazon
f: RY = RT fiigguényeket, amelyekre minden x € RY esetén pontosan egy olyan
y € RY létezik, hogy
zf(y) +yflz) <2

Németh Marton megoldasa. A feltétel szimmetridja miatt, ha x-hez y az egyet-
len megfelel§ érték, akkor y-hoz az x, vagyis a feltétel meghatdroz egy olyan g :
RT — R involiiciét, melyre barmely « € R esetén g(g(x)) = , és z-hez y = g()
az egyetlen érték, mely kielégiti a feladat egyenlOtlenségét.

El8szor beldtjuk, hogy g(x) = 2 minden pozitiv valds a-re. Tegyiik fel indirekt,
hogy nem, vagyis létezik = # y € RT, melyekre

zf(y) +yflx) <2
Ekkor az értékek egyértelmiisége miatt a kovetkezok is igazak:

zf(z) +xf(r) >2 és yf(y) +yfly) > 2,
xf(z) >1 és yf(y) > 1.

Hasznaljuk a szdmtani-mértani kozepek egyenlotlenségét:

2> xf(y) +yf(e) > 2/euf @) ) = 2/ (2 (@) - (v () > 2T 1=2.

Ezzel ellentmonddsra jutottunk, vagyis g(z) = «.
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Tehat zf(x) < 1 minden z € RT esetén. Ezutdn belatjuk, hogy

1
flz) = -
Vildgos, hogy f(x) < % Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan x € RT, melyre
fz) < % Legyen ¢ = % — f(z) > 0. Igy minden z-nél kisebb y-ra (ahol y € RT)
teljesiilnie kell, hogy:
) 1
of) +yf@)>2 & fly) <.

Végiil legyen még z = x — y. Vizsgdlni fogjuk, hogy mi torténik, amikor z > 0
nagyon kis értéket vesz fel. x f(x — 2) + (z — z) f(z) > 2, ekkor f(x—2) < z—iz miatt

miz+(x—z) <313—5)>2

X

is teljesiil, ebbdl
e bl b —— 4+ 1>24 7 4ae,
T —z x

z
zZ€ +

z
> — + x¢,
Tr—z T

2
z

2zxe + — > 2% + ZQE,
x

22
2zxe + — > xze,
T

ami azonban nem teljesiil, amikor z > 0 megfelelGen kicsi, hiszen minden tag po-
zitiv, és a jobb oldal allandé marad. Ellentmondésra jutottunk, vagyis az indirekt
feltevés nem igaz, tehat f(x) = % teljesiil.

Végiil beldtjuk, hogy ez eleget tesz a feltételeknek. A szamtani-mértani kdzepek

egyenlGtlenségével:
Ty¥so [ o
y x Ty

Egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, amikor % = %, tehat . =y > 0.

3. Legyen k pozitiv egész, és legyen S pdratlan primszimoknak egy véges hal-
maza. Bizonyitandd, hogy (elforgatdstol és tikrizéstdl eltekintve) legfeljebb egyféle-
képpen lehet az S elemeit eqy kor mentén elrendezni gy, hogy bdrmely két szom-
szédosnak a szorzata 2 + x + k alaki legyen valamilyen pozitiv egész x-szel.

Kovacs Tamas megoldasa. El6szor azt fogom beldtni, hogy a legnagyobb prim-
nek csak kétféle szomszédja lehet, azaz minden lehetséges elrendezésben ugyanaz
a két prim kell hogy mellette alljon. Legyen p a legnagyobb prim, és az egyik elren-
dezésben a szomszédai ¢ és 7; és legyen pq = a® +a + k, és pr = b% + b + k. Mivel
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p a legnagyobb szam, p? > pq, és p? > pr, tehat p > a, és p > b, és nyilvan a # b,
mert p # ¢q. Ez azt jelenti, hogy a és b is megoldédsai a modulo p testen értelmezett
22 + x + k = 0 egyenletnek. Azonban ez egy masodfoki egyenlet, tehat legfeljebb
két megoldasa lehet. fgy nem lehet p-nek egy harmadik s szomszédja, mert akkor
az ahhoz tartozoé c érték is ugyanigy egy b-t6l és c-t6l kiilonb6z6 megoldas lenne.

Masodszor azt fogom belatni, hogy a legnagyobb prim ¢ és r szomszédaira qr
is el6dll 22 + z + k alakban. Ehhez el6szor vegyiik észre, hogy feltéve, hogy q > r, és
fgya>b, (g—r)p=a’+a+k—-b>—-b—k=(a—b)(a+b+1). Mivel 0 < b < a < p,
azért pta — b, ésigy p | a+ b+ 1. Felhasznalva megint, hogy a,b < p, kapjuk, hogy
0<a+b+1<2p, tehat p=a+b+1. Ekkor g—r = a—b, dtrendezvea—q=b—r.
Nevezziik ezt a kiilonbséget d-nek. A pg = a? + a + k egyenléségbe behelyettesitve
eloszér a p=a+ b+ 1, majd az a = q + d, illetve b = q + r kifejezést:

gg+r+2d+1) = (qg+d)?+q+d+Ek,
C+aqr+2qd+q=q¢ +2¢d+d*+q+d+k,
gr=d*+d+k.

Innen végtelen leszalldssal fogjuk befejezni a bizonyitdst. Tekintsiik az S hal-
maz elemszamat, és tegyiik fel, hogy egy n elemil halmazra létezik két kiilonbo-
z6 konstrukcié. Azonban az eddigiek alapjan tudjuk, hogy a legnagyobb primnek
mindkét konstrukcidoban ugyanaz a két szomszédja, riaadasul ha ezek szomszédosak
lennének, teljesitenék a feltételt. Tehat ha az S halmazbdl kihagyjuk a legnagyobb
elemét, akkor egy n — 1 elemii halmazt kapunk, amire szintén van konstrukcio, hi-
szen ha az el6z6 konstrukciébdl kivessziik a legnagyobb primet, akkor a két szom-
szédja egymas szomszédjava valik. Ez teljesiti a feltételt, és igy minden szamnak
ugyannnyi szomszédja marad. A végtelen leszéllast folytatva tehat taldlhatnank
haromelem( S’ halmazt is, aminek van kétféle felirdsa. Ez azonban ellentmondaés,
hiszen harom szamnak minden lehetséges felirdsa egymas elforgatottja vagy tiikro-

zése.
Négyszin-sejtés I1: | |
Hol a hiba Kempe bizonyitasaban?* | \

Az el6z6 részben leirtuk Kempe hibas bizonyitasat a négyszin-sejtésre, az ol-
vasoOra bizva, hogy megtalalja a hibat. Ezt a hibat Heawood vette észre 11 évvel az-
utéan, hogy Kempe publikélta a bizonyitasat. Heawood jott ré arra is, hogy Kempe
érvelése segitségével annyit azért be lehet ldtni, hogy tetsz6leges (hurokélmentes)
sikgréfot jol lehet szinezni 5 szinnel. Most mi is lefrjuk, hogy hol van a hiba Kempe
érvelésében, és hogy hogyan lehet belatni az 6tszin-tételt.

* Az {ras az Innovéciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszami Uj Nemzeti
Kivalosag Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovéciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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Hol van a hiba a Kempe-féle bizonyitasban? Ahogy azt mar az el6z6 részben
elarultuk, a hiba az utolsé esetben van, mégpedig akkor, ha a P csticsot nem tudtuk
sem sargara, sem zoldre atszinezni. Ekkor az volt a médszeriink, hogy a K1 csucsot
atszineztiik sdrgédra, a K2 cstcsot pedig zoldre. Azt dllitottuk, hogy a K1 sérgara
szinezésekor az S csucs nem szinezdédik at kékre. Ez valoban igy igaz, hiszen a piros-
zold kor elvilasztja a K1-et S-t6l. Viszont megtorténhet, hogy az dtszinezés soran
a piros-sarga kor néhany sarga csicsat is atszinezziik, igy a K1 atszinezése utan
a piros-sarga kor megszlinik létezni. Ezért a K2 zoldre szinezésekor méar nem tudja
a piros-sarga kor garantalni, hogy a Z cstcs nem szinezodik at kékre.

Hogy ez a probléma valéban bekovetkezhet, azt az 4. dbra mutatja. A v cstcs
fehér, a tobbi cstics 4 szinnel j6l van szinezve. A piros szomszédot nem lehet sem
sargara, sem zoldre dtszinezni (az ezt tanudsité piros-sdrga és piros-zold utakat
sziirke vonal jelsli).

4. dabra 5. abra

Az 5. dbra mutatja, hogy mi torténik, ha a K1 csicsot sdrgara szinezziik.
Ekkor a piros-sarga it egyik csiicsa kékre szinezodik, tehat eltlinik a piros-sarga
tt. Es valéban, ellendrizhetjiik, hogy ha ebben a szinezésben most a K2 csicsot
zOldre szinezziik, akkor mar a Z cstcs kékre fog szinezédni.

Tehat Kempe médszere nem miikédik minden esetben, azaz nem sikeriilt belat-
nunk a négyszin-sejtést. Persze (ahogy azdta Appel és Haken megmutatta) minden
hurokélmentes sikgrafot jol lehet szinezni 4 szinnel. De sajnos Kempe mdédszerénél
agyafurtabb moddszerekre van sziikségiink, hogy egy ilyen 4 szinnel valé j6 szine-
zést mindig megtalaljunk. Viszont ha egy konkrét sikgrafot szeretnénk 4 szinnel
jol szinezni, akkor érdekes médon Kempe mddszere a gyakorlatban sokszor haté-
kony. Viszonylag ritkak az olyan G — v grafok és részleges szinezések, amiket nem
lehet Kempe mdédszerével befejezni. (Nyilvan ezért is tartott 11 évig, amig valaki
felfedezte a bizonyitasban a hibdt.)

A 6-szin tétel és az 5-szin tétel

Mikor Heawood megtaldlta a hibat Kempe bizonyitasaban, arra is rajétt, hogy
az Otszin-tételt azért be lehet bizonyitani Kempe mddszerével. Nézziik meg hogy
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is megy ez a bizonyitas, de elotte jegyezziik meg, hogy a hatszin-tételt egészen
meglepden egyszerii bebizonyitani.

1. tétel. Tetszdleges hurokélmentes sikgrdf jol szinezhetd 6 szinnel.

Bizonyitas. Ismét elég a tételt egyszeri sikgrafokra bizonyitani, mert a tobb-
szoros éleket egyszeres élekkel helyettesitve a jo szinezések ugyanazok maradnak.

Egyszer sikgrafokra pontszéamra vonatkozd indukciéval latjuk be a tételt. Ha
legfeljebb 6 pontja van a grafnak, akkor nyilvan ki tudjuk szinezni 6 szinnel, hiszen
akar minden pontnak sajit szin jut. Tegyiik fel, hogy minden legfeljebb k-pontu
egyszeril sikgrafot ki lehet szinezni 6 szinnel. Vegyiink egy (k4 1)-pontid egyszerti G
sikgrafot. Mint az el6z8 részben megmutattuk, egy egyszeri sikgrafban mindig van
legfeljebb 5-foktu pont. Vegyiink egy ilyen pontot, és jeloljiikk v-vel. A v torlésével
kapott G — v tovabbra is sikgraf, de mar k csiccsal. Tehét ezt a grafot az indukcids
feltevés szerint ki lehet szinezni 6 szinnel. Szinezziik ki (jol) 6 szinnel. Most rajzoljuk
vissza a v pontot és a ré illeszkedd éleket. Mivel v-nek legfeljebb 5 szomszédja
van, a szomszédai legfeljebb 5 szint hasznalnak el. Mindenképp marad tehat egy
szabad szin, amit v-nek adhatunk. fgy jol szineztiik G-t 6 szinnel, tehat befejeztiik
az indukcios 1épést. O

Most lassuk be, hogy 5 szin is elég a jé szinezéshez!
2. tétel. Tetszdleges hurokélmentes sikgrdf jol szinezhetd 5 szinnel.

Bizonyitas. Ugyanigy, mint a hatszin-tételnél, most is elég, ha a tételt egy-
szerl stkgrafokra bizonyitjuk. Megint pontszdmra vonatkozé indukciét hasznélunk.
Legfeljebb 5-pontu grafra a jé szinezhet&ség vildgos. Tegyiik fel, hogy legfeljebb
k-ponti gréfokra mér tudunk 5 szinnel jé szinezést adni. Vegyiink egy (k4 1)-pontd
G gréfot. Ujra vehetiink egy legfeljebb 5-foki v pontot. A v torlésével kapott gré-
fot az indukcios feltevés szerint ki tudjuk jol szinezni 5 szinnel. Nézziik, hogy ki
tudjuk-e szinezni a v csicsot, miutan visszarajzoltuk.

Ha a v-nek legfeljebb 4 szomszédja van, vagy 5 szomszédja van, de ezek a G — v
szinezésekor nem mind kiilénb6z6 szint kaptak, akkor v szomszédai legfeljebb 4 szint
hasznalnak el, és marad a v-nek szabad szin. Probléma csak akkor van, ha a v-
nek pontosan 5 szomszédja van, és a G — v szinezésében ez az 5 szomszéd mind
kiilonboz6 szineket kapott. Megmutatjuk, hogy ilyenkor Kempe moddszerével meg
lehet egy kicsit valtoztatni a G — v szinezését gy, hogy tovabbra is jo szinezés
legyen, de v szomszédai mar ne legyenek mind kiilonbozé szintiek.

Tegyiik fel, hogy v szomszédai az éramutato jarasa szerint piros, sarga, kék,
z0ld és fekete szineket kaptak. Probaljuk meg a piros szomszédot kékre atszinezni,
majd ennek kék szomszédait pirosra, stb. Ha v kék szomszédja nem szinezddik at
pirosra, akkor v lehet piros. Ha a kék szomszéd atszinezodik, akkor van egy piros-
kék Ut a v piros és kék szomszédja kozott, ami v-vel egyiitt egy kort alkot. Ez
a kor elvalasztja a sarga szomszédot a zold és fekete szomszédoktdl. Tehat ekkor
a sarga szomszédot atszinezve példaul zoldre, a zold szomszéd mar nem fog sargéra
atszinez6dni. Vagyis v lehet sarga, és készen vagyunk. O
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Vegyiik észre, hogy az 5 szinnel val6 szinezés megtaldlasdban egész sok szabad-
sagi fokunk volt, példaul az utolsé lépésben a sarga szomszédot feketére is szinez-
hettiik volna, de kezdhettiik volna gy is, hogy a piros csicsot feketére szinezziik at.
Tehat az ember Ggy érzi, hogy 5 szinnel j6 szinezést taldlni nem tilsdgosan nehéz
dolog. 6 szinnel jé szinezést taldlni pedig végképp nagyon egyszerti volt. 4 szinnel
jO szinezést taldlni mégis olyan nehézzé valik, hogy 120 év kellett a bizonyitéshoz,
és még ebben a bizonyitasban is rengeteg grafrol szamitégéppel kellett ellendrizni
hogy van jé szinezése.

A kovetkezo részben egy masik utat mutatunk be, amelyen keresztiil matemati-
kusok a négyszin-sejtést probaltak bebizonyitani. Ez a masik Gt a szinezési polinom
médszere volt, ami arrdl szolt, hogy ahelyett, hogy csak megprébéljuk bizonyitani
a 4 szinnel val6 jé szinezések létezését, inkabb prébaljuk meg megszamolni Sket.
Bar végiil nem a szinezési polinom segitségével lett bebizonyitva a négyszin-tétel,
a szinezési polinom kutatdsa nagyon sok érdekes dolgot feltart, és valamennyire azt
is megmutatja, hogy miért olyan nehéz a négyszin-tétel.

Hivatkozasok

[1] https://web.stonehill.edu/compsci/LC/Four-Color/Four-color.htm

[2] Alfred Bray, Kempe’s “proof” of the four-color theorem, MATH horizons, 2002.
https://mathweb.ucsd.edu/ ssam/0ld/19W-154/kempe . pdf

Toé6thmérész Lilla

ELTE
.’
61. Ratz Laszlo Vandorgyiilés
Eger, 2022. jilius 5-8.
BOLYAI
TARSULAT

Eger mar harmadik éve késziilt megrendezni a vandorgytilést, de a pandémia
kozbeszolt: két éve elmaradt az esemény, tavaly pedig online rendezték meg. fgy
mar nagyon vartuk, hogy végre tjra személyesen vehessiink részt rajta, talalkozhas-
sunk a rég nem latott kedves ismerésokkel. A Bolyai Janos Matematikai Térsulat
oktatdsi bizottsdga nagyon sokat faradozott azért, hogy minél tobb fiatal, palya-
kezdo, vagy éppen még tanarjelolt hallgaté pedagdgus vegyen részt. Ebben nagy
segitség lehetett a tarsulat dltal kiirt palyazat, amely pont a fiatal korosztély rész-
vételét tamogatta.

A megnyitén hagyoményosan dtadtdk a Beke Mané-emlékdijakat, és idén el6-
szor a Reményi-dijakat is. A Reményi-dij a Graphisoft-dij utdda.

Eger egy nagyon hangulatos varos, akar a templomait, a varat, vagy a Szép-
asszony-volgyet, akdr a vandorgytilésnek otthont add Eszterhazy Karoly Katoli-
kus Egyetem campusat tekintjiik. A pazar szakmai programkinalat mellett egyéb
kulturalis programokban is bovelkedtiink: egész nyaron zajlottak az Agria Nyari
Jatékok, illetve pont a vandorgytilés napjaiban az Egri Bor Unnepe.
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A véandorgytilésrél hosszi beszamold olvashaté az Erinté Elektronikus Ma-
tematikai Lapok szeptemberi szdméban'. Az eladdsok anyagai megtekinthetdk
a véandorgytilés honlapjin?.

A 2023-as vandorgyfilésre ismét nagy létszdmban véarja a matematikatanarokat
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat.

Miklés Ildiké

A kozépiskolai tanarok® versenyének feladatai

1. Az RLV20 és RLV 22 alaki 6tjegy(i szamok Osszege 123442. Mennyi az R+ L+ V
értéke?  (A) 10; (B) 11; (C)12; (D) 13; (E) 14.

2. A 16384 legnagyobb primosztéja a 2, mivel 16384 = 2'*. Mennyi a 16 383 leg-
nagyobb primosztdjidban a szdmjegyek osszege? (A) 3; (B) 7; (C) 10; (D) 12;
(E) 22.

3. Egy bizonyos napon Gyodrben délelétt n fokkal melegebb van, mint Szegeden
(n € Nt). Délutdn 16 érara Gydrben a hémérséklet 5 fokkal csckkent, mig Szegeden
3 fokkal nétt. Ekkor a két varos hémérséklete 2 fokkal kiillonbozik egymadstél. Mennyi
az n Osszes lehetséges értékének szorzata?  (A) 10; (B) 30; (C) 60; (D) 100;
(E) 120.

4. Mennyi az alabbi kifejezés értéke?

log, 80  log, 160
log,, 2 logsg 2

)0 B L (©F D2 (E)logs.

5. Az dbrdn lathato ABCD és BF DFE rombuszok ha- D C
sonlék. Tapcp = 24, DAB< = 60° és DE1 AB. Mekkora /
a BFDE rombusz teriilete? (A) 6; (B) 4v3; (C)8; oF

(D)9; (E)6vV3.

A B

6. Egy 8 egész szambdl all6 adathalmaz dtlaga, medidnja, egyetlen médusza és terje-
delme is 8. Mekkora lehet legfeljebb az adathalmaz legnagyobb eleme? (A) 11; (B) 12;
(C)13; (D) 14; (E) 15.

7. Andris, Baldzs és Dani jatszanak. Mindannyian tébbszér egymads utan feldobnak
egy-egy pénzérmét. Mindegyikiik addig teszi ezt, amig meg nem kapja az els6 fejet. Ekkor
befejezi a dobéssorozatat. Mennyi a valdszintisége, hogy mindhdarman ugyanannyiszor

. . . 1 1 1 1 1
dobjék fel az érméjiiket? (A) g5 (B) 73 (C) 55 (D) 55 (E) 3.
8. Egy korbe frhat6 ABCD négyszogben CAB< = T70°, BDA< =40°, DA =4,

BC = 6. Mekkora az AC 4tl6? (A) 3++5; (B) 6; (C) %5; (D) 8 —V2;
(E) 7.

! https://ematlap.hu/tanora-szakkor-2022-19/1220-sikeres-vandorgyules-
egerben.

2https://www.bolyai.hu/61-ratz-laszlo-vandorgyules-eger.

3 Az 4ltaldnos iskolai tandrok versenyének feladatait késébb kozoljiik.
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9. Ot kiilonb6z8 szinii korongot elhelyeziink egyméstSl egyenls tavolsigra egy kor
keriiletén. Elészor Dia kivalaszt két szomszédos korongot és felcseréli azokat, majd ezutin
t6le fliggetleniil testvére, Viki teszi meg ugyanezt. A két csere utdn mennyi lesz az eredeti
helyiiket elfoglalé korongok szdménak varhaté (dtlagos) értéke?  (A) 1,6; (B) 1,8;
(C)2,0; (D)22; (E)24.

10. Mekkora azon ¢ értékek Osszege (0° < ¢° < 360°, ¢ € R), melyekre a sikbeli ko-
ordindtarendszer (cos40°;sin40°), (cos60°;sin60°) és (cost®;sint®) pontjai egy egyenld
szaru haromszog csicsai lehetnek?  (A) 100; (B) 150; (C) 333; (D) 360; (E) 380.

11. Legyen n =34 -34-63-270. Mennyi az n paratlan és péaros osztdéi Osszegének
ardnya? (A)1:16; (B)1:14; (C)1:8 (D)1:4; (E)1:2.

12. Egy bolha mozog a sikbeli derékszogii koordindtarendszerben. A (0;0) pontbdl
indul, 5 egység hosszisagu ugrdsokkal halad, és minden ugrasa végén egész koordinataju
pontokba érkezik. Legkevesebb hdny ugrassal juthat el az (1;0) pontba? (A) 2; (B) 3;
(C)5, (D) 7; (E)nem juthat el.

13. Az egész szdmok halmazdn hény (z;y) megolddsa van az aldbbi egyenletnek?

2022 2
x

+y° =2y

(A)1; (B)2; (C)3; (D)4; (E) végtelen sok.
14. Egy kalapba beletesziink 40 kartyat, amelyeken egy-egy szdm szerepel 1-t6l 40-ig.

Viki és David becsukott szemmel kihiz a kalapbdl egy-egy kartyat, és az azon szerepld
szamot nem mondjak meg egymasnak, majd kozottitk a kovetkezo beszélgetés zajlik le:

Viki: Nem tudom megmondani, hogy ketténk koziil ki huizott nagyobb szamot.

Ddvid: En viszont most méar ezt tudom.

Viki: Primszamot huztal?

Ddvid: Igen.

Viki: Nos, akkor a szdmodat 100-zal megszorozva, és az eredményhez az enyémet
hozzdadva négyzetszamot kapunk.

Mennyi a beszélgetés alapjdn a két kihtizott kdrtyan levs szdm Osszege?  (A) 27,
(B) 37, (C)47; (D) 57; (E) 67.

15. Nevezzitk az £ nem feltétleniil redukalt tortet kiilsnlegesnek, ha a és b pozitiv
egész szamok és a + b = 15. Hany kiilonboz6 egész szam irhaté fel két nem feltétleniil
kiilonboz6 killonleges tort osszegeként? (A) 9; (B) 10; (C) 11; (D) 12; (E) 13.

16. Egy épitész a vizszintes talajon kijelolt ABCDEF szabéalyos hatszog cstcsaiban
kiilonb6z6 magasségu, fiiggbleges oszlopokat &llit, majd ezek tetejére erdsit egy talajjal
nem parhuzamos hatszog alakd napelemet. A napelem billegés nélkiil illeszkedik a tar-
téoszlopokra. Ha az A, B, C pontokban elhelyezett oszlopok magassaga rendre 12, 9 és
10 méter, akkor hany méter az E pontban elhelyezett tartéoszlop? (A) 9;  (B) 6v/3;
(C)8v3; (D)17; (E) 12V3.

17. Az a, b, ¢, d, e olyan pozitiv egész szamok, melyekre a + b+ c+ d + e = 2022.
Legyen M az a+b, b+ c, c+d, d+ e 6sszegek maximuma. Mekkora M legkisebb lehetséges
értéke? (A) 674; (B) 675; (C) 807; (D) 808; (E) 809.

18. Egy matematikaversenyen az egyes iskoldk 3-3 f&s csapatokkal vettek részt.
Az egyéni versenyben minden résztvevd kiilonbozd egész pontszdmot kapott. A Bolyai
Iskola tanuldi koziil Réka érte el a legjobb eredményt. Az 6 pontszama az Gsszes pontér-
ték medidnja volt. Réka csapattarsai koziil Petra 37. helyezett, Vivien pedig 64. helyezett
lett. Hény iskola vett részt a versenyen? (A) 22; (B)23; (C)24; (D)25; (E)26.

o
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19. Egy egyfordulds kérmérkézéses asztalitenisz torndn minden jatékos 10 mérkézést
nyert meg és 10-et veszitett el. Dontetlen mérkdzés nem volt. Hény olyan (A4; B; C) trié
volt a versenyz6k kozott, amelyeknél A legyGzte B-t, B legyézte C-t és C' legybzte A-t7
(A) 385; (B) 665; (C)945; (D) 1140; (E) 1330.

20. Legyen P és @ rendre az ABCD négyzet DA és AB oldaldnak egy-egy bels6
pontja. A PB és QC' szakaszok merélegesek egymaésra, és az R pontban metszik egymaést.
Mekkora a négyzet teriilete, ha PR=17 és BR=67 (A) 85; (B) 96; (C) 100;
(D) 117;  (E) 136.

21. A rendezett alakban megadott f(z) és g(x) mésodfokd fiiggvényeknél a f8egyiitt-
haték rendre 2 és —2. Mindkét fiiggvény grafikonja athalad a (16;54), (20;53) pontokon.
Mennyi az f(0) + g(0) dsszeg szdmjegyeinek osszege? (A)8; (B) 10; (C)12; (D) 14;
(E) 16.

22. 10 ember all kor alakban, egymastol egyenld tavolsagra. Koziilitk mindenki 3 mé-
sikat ismer a tobbiek koziil, a két szomszédjat és a vele szemkoztit. Hanyféleképpen oszt-
hatjuk el az embereket 5 parba gy, hogy az egyes parok tagjai ismerjék egymdst? (A) 8;
(B)11; (C)12; (D) 13; (E)18.

23. Az R, L, V pozitiv valds szdmok teljesitik az

1
R+ 4
1
L+==1
+y =1
1 7
Vit s=3

feltételeket. Mekkora az RLV szorzat értéke?  (A) 3, (B)1; (C)5; (D) 2, Eg

3>
24. Egy gépi forgacsold szerszam kése egy /50 cm sugaru korala-
ki lemezbdl késziilt oly médon, hogy annak egy darabjat kivagtak.

Formajit az dbra mutatja. Mekkora a B pontnak O-tdl valé tavol- O.
séga, ha AB =6 cm, BC =2 cm és ABC< =907 (A) 3v2; B*IC
(B) 2v6; (C)5 (D) +v26; (E)S6. /

25. Adottak a sikbeli derékszogili koordindtarendszerben az O(0;0) ponton 4thaladé e
és f egyenesek. Az e egyenes egyenlete 5x —y = 0. A P(—1;4) pontot elébb az e, majd az
f egyenesre tiikrézve rendre a P; és P»>(4; 1) pontokhoz jutunk. Mi az f egyenes egyenlete?
(A) —z+5y=0; (B)2z—-3y=0; (C)3z+2y=0; (D)z—3y=0; (E)5r—3y=0.

26. Egy zsakban kezdetben 1 piros és 1 kék golyé talalhato, a kdzelében levé dobozban
pedig nagyszamu ugyanilyen piros és kék golyé van. Vivi négyszer hajtja végre a kovetkezd
miiveletsort:

— véletlenszeriien kihuz a zsdkbdl egy golydt,

— majd kivesz egy ugyanilyen szinii golyét a dobozbdl,

— végiil mindkettot visszarakja a zsakba.

Mennyi a valésziniisége annak, hogy a végén a zsdk mindkét szinii goly6bdl azonos
szémit tartalmaz? — (A) 35 (B) ;. (O) 1 (D) 55 (B) 3.

27. Egy korbe szabdlyos 5, 6, 7, 8 oldali sokszoget irunk tgy, hogy barmely két
sokszog cstcsai paronként kiilonbozéek, és nincs olyan pont, amely illeszkedne legalabb
hdrom sokszog oldaldra. A koron beliil hany kozos pontja van az oldalaknak?  (A) 52;

(B) 56; (C) 60; (D) 64; (E) 68.
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28. A 13 sorbdl és 17 oszlopbdl allé6 négyzethalds tdblazat minden mezGjébe egy-
egy szamot frunk 1-t6l 221-ig. Eldszor soronként feliilrdl lefelé haladva balrél jobbra
irjuk be egyesével névekedve a szdmokat. A masodik kitoltés esetén oszloponként balrél
jobbra haladva feliilrél lefelé irjuk be egyesével novekedve a szamokat. Mennyi azoknak
a szamoknak az Osszege, amelyek a kétféle kitoltés esetén ugyanabba a mezSébe keriilnek?
(A) 222; (B) 333; (C) 444; (D) 555; (E) 666.

29. Egy kort 20 pont segitségével egyenld hossziusagu ivekre osztunk fel, majd a pon-
tokhoz az egyiktdl elindulva az éramutatd jardsanak megfeleléen haladva az 1-tél 20-ig
terjed6 szdmokat rendeljiik. Ezutdn berajzoljuk a kor azon hurjait, amelyek olyan pon-
tokat kotnek Ossze, amelyeknél a hozzajuk rendelt szamok kiilonbsége egy primszammal
egyenld. Mennyi a berajzolt szakaszok &ltal meghatdrozott hdromszogek széma?  (A) 20;
(B) 36; (C)40; (D) 72; (E)96.

30. Baldzsnak, Bednak és Daninak az év ugyanazon napjan van a sziiletésnapja.
Dani ma 1 éves, Balazs pedig 1 évvel idésebb Beandl. Ma van az els6 olyan sziiletésnapja
Daninak, amikor Bea életkora tobbszorose Daniénak, és 100 éves kordig Gsszesen a mai
napot is beszamitva 9 ilyen alkalom lesz. Mennyi lesz Baldzs életkordban a szamjegyek
dsszege, amikor életkora legkdzelebb tobbszorose lesz Daniénak?  (A)7; (B)8; (C)9;
(D) 10; (E) 11.

A feladatsort Fonyéné Németh Ildiké és Fonyé Lajos éllitottak ossze, és Kiss Géza
lektoralta.

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

. Koncz Levente (Budapest, Obudai Arpéd Gimn.),

. Magyar Zsolt (Budapest, Szent Istvan Gimn.),

. Fridrik Richérd (Szeged),

. Baloghné Cseh Judit (Szolnok, Varga Katalin Gimn.),

. Kallés Béla (Nyiregyhdza, Szent Imre Katolikus Gimn., Alt. Isk., Koll. és Ovoda),
. Molnar Istvan (Békéscsaba, Andrassy Gyula Gimn. és Koll.),

Vértes Judit (Budapest VI. Keriileti Kélesey Ferenc Gimn.),

8. Balga Attila (Budapest V. Keriileti E6tvos Jézsef Gimn.),

9. Tulipan (jelige).

S U W N -

A 2022. évi Beke Man6 Emlékdijasok

A Beke Mané Emlékdij Bizottsdg dontése alapjan 2022-ben a dij mésodik
fokozataban részesiilt Burom Maria (Egri Szildgyi Erzsébet Gimn. és Koll.),
Géncfalviné Cseh Eva (Eger, Eszterhdzy Kéroly Egyetem Gyakorléisk.), Kiss
Zoltan (Pécsi LeSwey Klara Gimn.), Nagyné Lelkes Aniké (Kecskeméti Kodaly
Zoltén Enek-zenei Alt. Isk., Gimn., Szakgimn. és Alapfoki Miivészeti Isk.),
Szant6 Zsuzsanna (Budapest, Zugléi Herman Otté Tudédskézpont Alt. Isk.),
Székeli Andrea (Kecskemét, Petéfi Sandor Katolikus Alt. Isk. és Ovoda) és Téth
Mariann (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.).

A részletes indoklds a honlapunkon (www.komal.hu) olvashatd.
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A 2022. évi Reményi-dijasok

Adam Réka (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Arki
Tamds (Gy6r, Révai Miklés Gimn. és Koll.), Baldzs Ferenc (Kiskunfélegyhazi Szent
Benedek PG Két Tanitdsi Nyelvli Techn. és Koll.), Baldzs Tivadar (Debreceni
Fazekas Mihdly Gimn.), Balga Attila (Budapest V. Keriileti E6tvos Jézsef Gimn. ),
Barati Akos (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn. és Koll.), Cs. Nagy Andras
(Véci SzC Boronkay Gyorgy Miiszaki Techn. és Gimn.), Gadl Istvdnné (Debreceni
Fazekas Mihaly Gimn.), Gyenes Zoltan (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk.
és Gimn.), Holl6 Gabor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Horvath
Orsolya (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Kotél Tamas (Budapest,
Békasmegyeri Veres Péter Gimn.), Lanyi Veronika (Pécsi Janus Pannonius Gimn. ),
Lenger Daéniel (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Szalahov
Mairia Zsuzsanna (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn. és Koll.), Szdmad6né
Békéssy Szilvia (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Szlobodnikné Kiss
Edit (Vaci SzC Boronkay Gyorgy Miiszaki Techn. és Gimn.), Tassy Gergely
(Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Téth Tibor (Miskole, Féldes Ferenc
Gimn.), Varga Attila (Balassagyarmat, Balassi Balint Gimn.).

Gyakorl6 feladatsor ‘
emelt szintii matematika érettségire
I. rész L J

2_ _
1. Adott az f(x) = % fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya

Dy =R\ {2}, és a g(x) = 3|z — 1| — 3 fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya
D, =R.

a) Oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenletet.

A K és L halmazokat értelmezziik a kovetkezOképpen: K := {x | z € Dy és
f(@)>0}; L:={z |z €D, ésg(z) >0}

b) Adjuk mega K NL, K\ Lés (KUL)\ K halmazokat. (12 pont)

2. Egy hdromszog csticsai: A(—2;—2), B(7;1), C(5;5).

a) Mekkora a hdromszog teriilete?

b) Szamitsuk ki a hdromszog silypontja és magassidgpontja tavolsdgdnak pon-
tos értékét. (12 pont)

3. a) Hatédrozzuk meg az alabbi kijelentések logikai értékét, dllitdsainkat indo-
koljuk.

A) Minden pozitiv egész szdmra teljesiil, hogy az ©sszes pozitiv osztéjdnak
atlaga kisebb a szam felénél.

B) Van olyan n csticsu teljes graf, amelynek hdromszor annyi éle van, mint
az n csucsu fagrafnak.
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b) Fogalmazzuk meg a kovetkezd &llitdas megforditdsit: ,Ha P és @, akkor
nem R.”

¢) Tegyiik fel, hogy ,Ha P és @, akkor nem R.” Igaz-e most a ,Ha R, akkor
nem P és nem (Q.” allitds? Vélaszunkat indokoljuk. (13 pont)

4. A 32 lapos magyar kirtya egyik legérdekesebb jatéka az ulti. (A magyar
kartyaban a szinek: makk, piros, tok, zold; szinenként &sz, kirdly, felsd, alsé, 10-es,
O-es, 8-as és T-es alkotja a 32 lapot.) Ha pl. Béldnak a jaték elején leosztott
10 lapjabdl egy Gtlapos piros ultija van, ez azt jelenti, hogy ndla van a piros hetes
és még négy piros, tovabbé 6t masik, nem piros lap.

a) Mennyi a valészintisége, hogy Béldnak 6tlapos piros ultit osztottak a jaték
elején?

Képzeljiik el, hogy 10 jol megkevert magyar kartyacsomag van el6ttiink és
mindegyikrdl levessziik a legfelso lapot.

b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a 10 lapbdl pontosan 5 piros?

¢) Ha az elébbi huzdskor 6t piros lapot huztunk, mennyi a valdszintisége, hogy
kozottiik legalabb egy hetes van?

Minden végeredményt négy tizedesjegyre kerekitve adjunk meg. (14 pont)
II. rész
5. a) Vizsgiljuk meg monotonitds és korldtossig szempontjabol az

n2+3n+2

i 5 neZt
sorozatot.

a;“ hatérértékét, ha n — +oo.
n

b) Hatérozzuk meg

2
¢) Mennyi az z, ha a b, sorozatrdl a kiovetkezéket tudjuk: b, = "7 +z-n
(x € R, n € ZT), valamint (b,41 — bp)? = by, + bpi1? (16 pont)

62022 g tizes szdmrendszerben felirva és

6. a) Milyen szdmjeggyel kezd6dik a 1
mi az utolsé két szamjegye?

b) Igazoljuk, hogy 22922 + 1 oszthaté 43-mal. (16 pont)

7. Két kozépiskola sakkbajnoksagot rendezett gy, hogy a versenyzok el6szor
a sajat iskolajukon beliil lebonyolitott haziversenyen vettek részt, melynek soran
mindenki mindenkivel egy partit jatszott. Ezutan keriilt sor az iskolak egymaés
elleni kiizdelmére, ahol minden versenyz6 a masik iskola mindegyik versenyzéjével
egy mérkézést vivott. Az egymas elleni mérkézések szama éppen annyi volt, mint
a két haziversenyen Gsszesen.

a) Iskoldnként hanyan vettek részt a bajnoksdgban, ha az egyikben kétszer
annyian indultak, mint a masikban?

Két rivalis asztalitenisz csapat gy donti el, melyikiik a jobb, hogy kivalasztjak
sajat maguk koziil a legjobbat, majd a két legjobb megkiizd egymédssal a cimért.
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A csapaton beliili kivdlasztds Un. egyenes kieséses rendszerben torténik, amelyben
minden fordulé el6tt parokba sorsoljak a résztvevoket. A par jatszik egy mérkdzést,
a gybztes tovabbjut a kovetkezd forduldba, a vesztes kiesik. Akinek a sorsolaskor
nem marad pédr, mérkézés nélkiil jut a kovetkezd forduléba. A pingpongban nincs
dontetlen, az utolsé mérkézés gyéztese lesz a csapat legjobbja. Osszesen 24 mérké-
zést jatszottak, mire kideriilt, hogy melyik csapat lett a gyOztes.

b) Héany jatékos nevezett a versenyre az egyik, illetve a mdasik csapatbdl, ha
az egyikben 6ttel kevesebben voltak, mint a mésikban? (16 pont)

8. Egy szdmtani sorozat els6 6t tagjanak Gsszege 30; a sorozat els6, masodik
és negyedik tagja egy mértani sorozat harom szomszédos eleme.

a) Mennyi a szdmtani sorozat elsé tagja és kiilonbsége?
Egy mértani sorozat tagjaira fennall, hogy a1 +as +as = 182 és ay + a4 = —60.

b) Hatdrozzuk meg a sorozat elsd tagjat és hanyadosét. (16 pont)

9. Az ABCD téglalap 4tl6i 30°-0s szoget zdrnak be egymadssal.
a) Mekkora az AB és BC oldal, ha AC =12 cm?
b) Milyen messze van a B cstcs az AC' atl6tol?

Egy KLM N téglalap LN atldja a téglalapot két derékszogli haromszogre bont-
ja. A KLN héromszég K-bol indulé magassaga, bels§ szogfelezdje és sulyvonala
legyen rendre m, f, s.

¢) Mekkora szoget zar be egymaéssal az LN 4t16 és a KL oldal, ha 3f2 = 2ms?
(16 pont)

Németh Laszlé
Fonyod

Megoldasvazlatok a 2022/6. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:
a) z-(1—1gb)=2-1g(2* —2), (7 pont)
b) 1+ 2 cos? x = sin(2z). (6 pont)

Megoldas. a) Mivel a logaritmusfiiggvény értelmezési tartoménya a pozitiv
valds szamok halmaza, ezért 2 — 2 > 0, azaz

(1) 27 > 2, wvagyis = > 1

A logaritmus azonossagait felhaszndlva:

10
z-(1-1gh)=z-(1gl0o—1gh)==z"1g (5> =z -lg2=1g(2%),
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illetve:
2-1g(2° — 2) =1g (2" — 2)?).

Vezessiik be az y = 2% 1j ismeretlent, igy az eredeti egyenletet ilyen alakra hoztuk:

lgy =g ((y—2)*).
A logaritmusfiiggvény monotonitiasa miatt:
y=(y—2)°
y? — 5y +4=0,

A mésodfoki egyenlet gyokei y =1 és y =4. Mivel (1) miatt y = 2% > 2, ezért
az elsé eset nem lehetséges, vagyis y = 27 = 4, ahonnan x = 2. Minden 1épésiink
megfordithatd és a kapott gyok eleme az értelmezési tartomanynak.

b) I. megoldds. Hasznéljuk ki, hogy sin?  + cos? 2 = 1, illetve sin(2x) = 2-sinz -
-cosx. Az egyenlet rendezése utan a kovetkez6, igynevezett homogén egyenletet
kapjuk:

2

sinz —2-sinx - cosz + 3cos? z = 0.

Ha cosz = 0, akkor az egyenlet alapjan sinz = 0, ekkor azonban sin® z + cos? 2 = 0,
ami nem lehetséges, tehat ebben az esetben nem adddik megoldas. Ezek szerint
cosx # 0, igy az egyenlet mindkét oldaldt oszthatjuk cos? 2-szel:

tg?r —2-tgz +3=0.

A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa negativ, tehdt nincs valds gyoke, vagyis
az eredeti egyenletnek sincs valds gyoke.

II. megoldds. Vizsgaljuk meg az egyenlet két oldalan allé kifejezések érték-
készletét. Tudjuk, hogy cos? z > 0, ezért 1+ 2 - cos® x > 1. Mivel sin(2z) < 1, ezért
az egyenlség csak akkor teljesiilhet, ha az egyenlet mindkét oldalan all6 kifejezés
értéke egyenld 1-gyel.

Ha 1+ cos?z = 1, akkor cosz = 0, azaz © = % + k7, ahol k egész szam.

Ekkor azonban sin(2x) = sin(m 4+ 2k7) = 0, vagyis ha az egyenlet bal oldaldn
allo kifejezés értéke egyenld 1-gyel, akkor a jobb oldali kifejezés értéke nem egyenld
1-gyel, tehat az egyenletnek nincs valds gyoke.

2. Az e egyenes egyenlete 4x — 3y = 15. Mennyi a sugara annak a kornek, amely
érinti az e egyenest, tovdbbd az origdban érinti az y tengelyt? (12 pont)

Megoldas. I. megoldds. Ha a kor az origéban érinti az y tengelyt, akkor kozép-
pontja az z tengelyre illeszkedik, koordindtéi O(u;0), és a kor sugara r = |ul, ezért
a kor egyenlete:

(SL’—U)2—|—y2 :’U,Q,

z? 4+ y? — 2uz = 0.
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Ha az egyenes érinti a kort, akkor az egyenes és a kor egyenletébdl allé egyenletrend-
szernek egy megoldésa van. Az egyenes egyenletébdl y-t kifejezve, a kor egyenletébe
helyettesitve:

4x .
x2+<3—5) — 2ux =0,

252% — (18u + 120)z + 225 = 0.
Az egyenletnek akkor van egy megolddsa, ha diszkrimindnsa 0:

(18u + 120)* — 22500 = 0,
18w + 120| = 150.

Ha 18u + 120 = 150, akkor u = 37 ha pedig 18u + 120 = —150, akkor u = —15. Két
kor felel meg a feladat feltételeinek: az egyiknek a koézéppontja O (g, 0) és sugara
r = g, a mdsiknak pedig a kozéppontja Oy(—15;0) és sugara ro = 15.

II. megoldds. Ha a kor az origéban érinti az y tengelyt, akkor kozéppontja
az x tengelyre illeszkedik, koordindtdi O(u;0). A fiiggvénytabldzatban is megta-
lalhat6 Osszefiiggés alapjan a Po(xo;yo) pont és az Ax + By + C = 0 egyenletli
e egyenes tavolsidga igy szamithaté ki:

A B
d(Py; e) = ‘W"_

VAT T B2

Az O(u;0) pont egyenld tdvolsdgra van a 4x — 3y — 15 = 0 egyenleti egyenestdl és
az y tengelytol:

4u — 15
)
\/ 4%+ (-3)

|[4u — 15|
5o

Ha 4u — 15 = —bu, akkor u = %, ha pedig 4u — 15 = 5u, akkor u = —15. Két kor
felel meg a feladat feltételeinek: az egyiknek a kozéppontja Ol(g; 0) és a sugara
ry = g, a masiknak pedig a kozéppontja O(—15;0) és a sugara ro = 15.

Megjegyzés. Egy, a masodik megoldastdl nem 1ényegesen kiilonb6z6 harmadik megol-
dés gondolatmenete: a keresett korok kozéppontjai illeszkednek az e egyenes és az y ten-
gely éltal meghatdrozott valamely szog szogfelezdjére. A szogfelezOk egyenlete felirhatd
tobbféle mddszerrel, példdul a méasodik megolddsban haszndlt képlet segitségével. A két
szogfelez6 egyenlete: 3z —y =5 és x + 3y = —15, a korok kozéppontjat a szogfelezdk és
az x tengely metszéspontjai adjik.
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3. A Fabol Vaskarika Kft. logdjdn lathatd ABCD négyzet
oldalai 4 cm hossziak, a BE koriv kizéppontja a D pont, K
az ED koriv kozéppontja pedig a B pont. A logé mind a négy

részét pirosra, kékre, sdrgdra vagy zoldre festik gy, hogy ha D ¢
két rész keriiletének van kozos szakasza, akkor azok kiilonbozd
szintek lesznek.

a) Hdny négyzetcentiméter a lefestendd terilet? (6 pont) A B

b) Hdny kiilonbizd kifestés lehetséges? (8 pont)
Megoldés. a) A korivek sugara a négyzet BD at-
E  16ja: BE = DE = BD = 4+/2. Ez azt is jelenti, hogy
a BED haromszog szabdlyos, ezért belsé szogei 60
D fokosak. A BD &tlé az alakzatot két részre osztja,
igy az alakzat teriilete a részek teriiletének Osszege.
Az egyik rész az ABD derékszogi haromszog: tapp =
?4 =8 cm?. Hatdrozzuk meg a mésik rész teriiletét.
Ha a B kozéppontu, BD sugari, 60° koézépponti szo-
gli korcikk teriiletéhez hozzaadjuk a D koézéppontu,

A B DB sugart, 60° kézépponti szégi korcikk teriiletét, ak-
kor a BED haromszog teriiletét kétszer szamoltuk, igy
ezt a kapott 6sszegbdl ki kell vonni:

2 2
4/2)" -7 4v2)" -3 32
tBED:2~(\f) —(f) \[:—77—8\/5%19,65cm2.

6 4 3

A lefestend§ teriilet tehat 27,65 cm?.

b) A festésre minimum két szint fel kell hasznédlni. Bontsuk szét az eseteket
annak megfeleléen, hogy hany szint hasznalunk.

Ha a szinek szama ketts, akkor az ABC rész szine 4-féle lehet, ugyanilyen
szinnel viszont csak a CED rész szinezheté. Az ACD rész szinére 3 lehetdség
maradt, a BEC rész szine pedig ezzel megegyez6 lesz. Ebben az esetben tehat
a lehet6ségek szama 4 - 3 = 12.

Ha a szinek szama héarom, akkor az egyik szint nem fogjuk hasznélni, ezt
4-féleképpen valaszthatjuk ki, egy maésik szint viszont két rész festésére is hasz-
nalunk, errél a szinrél 3-féleképpen donthetiink. Azt, hogy melyik két rész lesz
egyforma, az el6z6 esetnél latottak miatt 2-féleképpen donthetjiik el, mint ahogy
az liresen maradt részek festésére is 2 lehetOség van a megmaradt két szin felhasz-
naldsdval. A lehet6ségek szdma tehdt: 4-3-2-2 = 48.

Viégiil, ha mind a négy szint felhasznaljuk, akkor a lehet&ségek szama 4! = 24.
A lehetséges kifestések szama Osszesen 12 + 48 + 24 = 84.

4. Az iskolai focicsapat edzésén az edzd megkérdezett minden jelenlévd didkot,
hogy hany osztalytdrsuk tagja a csapatnak. Ketten 1-et, hatan 2-t, egyvalaki 3-at,
oten 4-et és harman 5-0t vdlaszoltak a kérdésre.

a) Mennyi az elhangzott vdlaszok médusza, medidnja, dtlaga és terjedelme?
(7 pont)
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b) Miutdn a matematika—testnevelés szakos edzd nagyon elcsoddlkozott a vdla-
szokat hallva, a csapat tagjar eldrultdk neki, hogy néhdny csapattag matematikaver-
senyre ment, ezért nem tudott eljonni a mai edzésre. Legaldbb hdanyan hidnyoztak?

(5 pont)

Megoldas. a) A médusz 2, mert ezt mondtdk a legtébben.

A median megallapitdsahoz rendezziik az elhangzott valaszokat névekvé sor-
rendbe:

1; 15 25 25 25 25 25 25 35 45 45 4; 4; 4; 5; 5; 5.
A 17 szdm koziil a kozépso a 9-edik, ami 3, {igy ennyi a median.

A szamok atlaga:

2-1+6.2+1-3+5~4+3~5_2+12+3+20+15_QN306
17 - 17 T T

A terjedelem a legnagyobb és a legkisebb elhangzott vélasz kiilonbsége: 5 — 1 = 4.

b) Ha egy osztdlybdl n gyerek tagja a csapatnak, akkor az osztdly mindegyik
tagjanak n — 1 osztdlytarsa tagja a csapatnak. Ha tehat mindenki ott lenne az edzé-
sen, akkor m-nel oszthaté lenne azoknak a szdma, akik azt mondjak, hogy n — 1
osztalytarsuk tagja a csapatnak. Ekkor azonban még legaldbb 3 olyan gyerek van,
aki 3-at mondana, és legalabb 3 olyan gyerek, akinek 5 lenne a vélasza, tehat leg-
alabb 6 gyerek hidnyzik az edzésrdl. Ez az eset lehetséges, ha egy osztalybdl 2, két
osztalybol 3-3, egy osztdlybdl 4, egy osztalybdl 5 és egy osztalybdl 6 gyerek lenne
a csapat tagja.

I1. rész

5. A tavasszal hdrom nagy sportversenyt rendeztek a nekeresdfalvi dltaldnos
iskoldban. Az asztalitenisz bajnoksdgban 120 gyerek indult. A fociligiba 8 csapat
nevezett, mindegyik csapatban 9 jdtékos lépett pdlydra. Az uszéversenyen 81-en
teljesitették a tdvot. 23 gyerek mind a hdrom sportdgban versenyzett. Osszesen 45-en
voltak azok, akik egynél tobb szdamban is indultak.

a) Hdnyan vettek részt legaldbb az egyik sportdg versenyén? (6 pont)

A fociligaban mindegyik csapat mindegyik mdsik csapattal egyszer jatszott.
Az elsd héten dsszesen 13 mérkdzésre keriilt sor.

b) Bizonyitsuk be, hogy volt olyan csapat, amely az elsd héten legaldbb négyszer
lépett pdlydra. (4 pont)

Az asztalitenisz bajnoksdgban négy olyan gyerek jutott be a legjobb nyolc kozé,
aki a Futrinka utcdban lakik. A versenyzékbdl sorsoldassal négy part alkottak, akik
megkiizdhettek eqymdassal a legjobb négy kozé jutdsért.

¢) Mennyi a valdszindisége, hogy nem wvolt olyan pdr, ahol mindkét gyerek
a Futrinka utcdban lakik? (6 pont)

Megoldas. a) Ha osszeadjuk a harom sportdgban induldk szdmat, akkor 45 ta-
nulét legalabb kétszer, 23 tanul6ét pedig pontosan haromszor szamoltunk, igy a leg-
alabb egy szamban induldk szama 120 + 8 - 9 + 81 — 45 + 23 = 251 f6.
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b) Indirekt mdédszerrel végezziik el a bizonyitast. Tegyiik fel, hogy nincs olyan
csapat, amelyik az els6 héten legalabb négyszer jatszott. Ez azt jelenti, hogy mind
a nyolc csapat legfeljebb haromszor lépett palyara. Mivel mindegyik mérkézésen két
csapat 1ép a palyara, igy ebben az esetben a mérkozések szama legfeljebb % =12
lett volna. Ellentmondashoz jutottunk, mivel 13 mérkdzésre kertilt sor. Indirekt
feltevésiink tehat hamisnak bizonyult, vagyis van olyan csapat, amelyik legalabb
négyszer 1épett palyara.

(Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet ennél a bizonyitdsnél egy tipikus és hibds gondo-
latmenetre. A bagnoksagokat igy szoktdik szervezni, hogy egy forduléban mindegyik csapat
jatszik egy meccset. Mivel nyolc csapat van, igy mindegyik forduléban mégy meccset ren-
deznek. Hdrom forduld esetén ez 12 meccset jelent. Vagyis a 13. meccs mdr a negyedik
forduloban keriil megrendezésre. Mi a hiba a gondolatmenetben? Az, hogy nem tudjuk,
hogy ezt a bajnoksigot hogyan bonyolitjdk le, és azt kell belatnunk, hogy tetszdleges sor-
rendben rendezziik is meg a meccseket, az allitas akkor is igaz lesz, nem csak egy konkrét
lebonyolitasi forma esetén.)

¢) 1. megoldds. Képzeljiik el, hogyan zajlik a negyeddont6k sorsoldsa. Az elsé
par kisorsolasakor a nyolc jatékos koziil hiznak ki kettot, és a péarositas akkor lesz
csak a végén jé, ha a négy Futrinka utcai koziil és a négy mashol lako koziil is egyet
hiznak, a par kihizasdnak sorrendje nem szamit. Hasonléan folytatva a masodik
és a harmadik par kihuizasakor, a keresett valdszintiség:

OO 0000 s ..
p= 8 ' 6 ’ 4 T g5 T e
9 B Y B ¢
1I. megoldds. Képzeljiik el, hogyan zajlik a negyeddonték sorsolasa. Az elsé név
kihtzdsanal még nem dolt el semmi, nézziikk a masodik hizast. Ha az els6 kihizott
jatékos Futrinka utcai, akkor a lehetséges ellenfelek koziil 3 Futrinka utcai, 4 pedig
nem. Ha az els6 kihuzott jatékos maéshol lakd, akkor a lehetséges ellenfelek koziil
3 mashol laké, 4 pedig nem. Mivel mindegyik parba egy Futrinka utcai és egy
mashol laké versenyzonek kell keriilnie, ezért a masodik név kihuzasakor % annak
a valoszinlisége, hogy az els6 par kisorsolasa jol sikeriilt. Hasonléan gondolkodva,
a negyedik név kihuzéasakor %, a hatodik név kihuzasakor pedig % valdszintiséggel
sikeriil a feladat feltételeinek megfeleléen a sorsolds. Mivel ekkor mar csak egy
Futrinka utcai és egy mashol laké marad a negyedik péarba, igy az egész sorsolas
a feladat feltételeinek megfelelen sikeriilt. A keresett valdsziniiség:

4 3 2 8

=—.-.-=—=~0,229.
75 3 35 0229

p

6. a) Egy szabdlyos hatszég alapi egyenes hasdb alapélei 6 cm, oldalélei 5 cm

hossziak. Milyen hosszu testdtloi vannak a hasdbnak, és melyik fajtabol hdny darab?

(8 pont)

b) Legyen p, annak a valdsziniisége, hogy egy szabdlyos n oldald hasdb csi-

csai kozil kettdt véletlenszerien kivdlasztva, azok egy lapdtlo végpontjai lesznek.
Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrértéket:

lim p,. (8 pont)

n— oo
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Megoldas. a) Legyenek a hasab alapjai az ABCDEF és az A'B'C' D'E'F' hat-
szogek. Az ABCDFEF hatszog felbonthat6 hat darab egybevagd szabalyos harom-
szogre. Ezt felhasznalva az AD &atl6 hossza az alapél hosszanak kétszerese, vagyis
12 ecm. Az AC és AE &tlok hossza egyenld, hiszen egymds tiikorképei az AD &t-
léra nézve. Az AC 4tl6 hossza kiszamolhaté koszinusztétellel, vagy kihasznélva
azt, hogy az ABCO rombusz 4t16i merdlegesen felezik egymdst. Azt kapjuk, hogy
AC = AE = 6v/3. Az oldalélek merélegesek az alapokra, igy azok minden egyene-
sére is, ezért az ACC’', ADD’', AEE' haromszogek derékszoglick. Mivel mindkét
befogéjuk hossza ismert, igy Pitagorasz-tétellel az dtfogdk, vagyis a hasab A csics-
bol indulé testatléinak hossza kiszdmolhato:

AC = AE' =/ (6v/3)” + 52 = /108 + 25 = V133 ~ 11,53 cm,
AD' =+/122 + 52 = 13 cm.

Szimmetria-okokbdl az ABC DEF alap mindegyik csticsabdl két 11,53 cm hosszi
és egy 13 cm hosszu testatld hiizhato, igy a hasdbnak Gsszesen 12 darab 11,53 cm
hosszu és 6 darab 13 cm hosszu testatldja van.

D

E
A

b) I. megoldds. Szadmoljuk ssze az egy csicsbol hizhatd lapatlékat. Az n oldald
alapon n — 3 darab, mig az adott pontra illeszked6 két oldallapon tovabbi 1-1 darab
lapatlé huzhaté, igy az egy csicsbdl hizhaté lapatlék szama n —34+2=n — 1.
Mivel a hasdbnak 2n csiucsa van, és mindegyik lapatlot kétszer szamoljuk, igy

(12 . .. 2n-(n—1 . . . . 2 . .
a lapatldék szama Osszesen % Mivel két cstcsot Osszesen (2n ) -féleképpen
lehet kivalasztani, ezért a keresett valdsziniiség:

2n-(n—1)
9 n-(n—1) n—1
p,n = = = .
m 2n-(2n —1) o2n—1
2 2
A keresett hatarérték pedig:
1
-1 1—= 1
lim p, = lim n = lim no—_
n— oo n—oo 2n — 1 n—oo 9 _ 1 2
n
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1I. megoldds. Barmelyik csticsot is védlasztjuk ki els6ként, minden esetben a mé-
sodik cstcs kivalasztasa donti el, hogy lapdtlét hatdroz meg a két csics vagy sem.
A masodik csucs kivélasztdsara Gsszesen 2n — 1 lehet6ség van. Hatarozzuk meg,
hogy ezek koziil hany olyan van, amely az elséként kivalasztott csticsbol huzott
valamelyik lapatlénak a végpontja. Az n oldald alapon n — 3 darab, még az adott
pontra illeszkedd két oldallapon tovabbi 1-1 darab lapatlé hiizhaté, igy az elséként
kivalasztott csticsbdl huzhaté lapatlok szama n — 3 + 2 = n — 1. Ezen lapatloknak
az els6ként kivalasztott ponttdl kiilonbozé végpontjai a megfelel6 valasztasok ma-
sodik pontként, ezért a keresett valdsziniiség:

~ n—1
P = on =1
A keresett hatdrérték pedig:
. oon—1 11
lim p, = lim = lim =—.
n—oo n—o0 27’), — 1 n—o0 2 _ l 2
n

7. Vizsgdljuk az a,, = n® + 4n + 9 sorozatot.
a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat szigorian monoton névd. (3 pont)
b) Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak egyik tagja sem négyzetszam. (5 pont)

¢) Hdnyféleképpen lehet a sorozat elsé 100 tagja kozil kivdlasztani két kilon-
boz6t ugy, hogy azok Gsszege oszthatd legyen 5-tel? (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Mivel a, = n®+4n+9 = (n + 2)*> 45, ezért a sorozat
grafikonja a valds szdmokon értelmezett f(z) = (z + 2)2 + 5 fiiggvény grafikonjara
illeszked® pontokbdl all. Az f figgvény grafikonja T'(—2;5) tengelypontd, normal
allasi parabola, ezért az f fiiggvény szigorian monoton novo, ha x > —2, igy
minden n pozitiv egész szdm esetén n+1 > n > —2, ezért a1 = f(n+1) > f(n) =
= an,, vagyis a sorozat szigortian monoton névé.

II. megoldds. Mivel apy1 = (n+1)> +4(n+1) +9 = n2 + 6n + 14, ezért
Uni1 —ap = (N?+6n+14) — (n* +4n+9) =2n+5>0

minden n pozitiv egész szamra, vagyis an41 > an, tehat a sorozat szigorian mono-
ton noéve.

b) I. megoldds. Mivel n > 0, ezért
m+2°=n’+4dn+4<n’+4n+9<n®+6n+9=(n+3)>

A sorozat n-edik tagja az n + 2 négyzeténél nagyobb, és az eggyel nagyobb szam,
az n + 3 négyzeténél kisebb, igy nincs olyan egész szam, amelynek a négyzetével
egyenlo lenne, tehdt nem négyzetszam.

II. megoldds. Tegyiik fel, hogy a,, = k2, ahol k pozitiv egész szdm.
(n+2)%+5=Fk,
5=k~ (n+2)>°
5=(k+n+2)-(k—n-—-2).
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Mivel az els6 tényezd pozitiv, és a szorzat is pozitiv, ezért a masodik tényezének is
pozitivnak kell lennie. Ez pedig csak ugy lehetséges, hak+n+2=5ésk—n—2=
= 1. A két egyenletbdl all6 egyenletrendszernek egy megoldédsa van: n =0 és k = 3.
Mivel a sorozat definicidja szerint n pozitiv egész szam, igy ez a megoldds nem
megfeleld, vagyis a sorozatnak egyik tagja sem négyzetszdm. (Megjegyzés: sok he-
lyen elfogadott, hogy a sorozatnak legyen nulladik tagja, ebben az esetben egyetlen
olyan tagja van a sorozatnak, amely négyzetszam, hiszen ag = 9.)

c) Ha n = 5h + m alakd, akkor
an = (5h+m+2)° +5="5- (5h%+ 2hm + 4h + 1) + (m + 2)°.

Tehét annyi az a, 6tés maradéka, mint amennyi az (m + 2)° 6tés maradéka. Ha
tehat az n 6t6s maradéka 0, 1,2, 3,4, akkor az a,, 6t6s maradéka rendre 4,4,1,0,1.
A sorozat els6 100 tagjéabdl igy 20 darab 6tos maradéka 0, 40 darab 6tos maradéka
1 és 40 darab tag 6tos maradéka 4. Kétféleképpen kaphatunk két kivédlasztott tag
Osszegeként 5-tel oszthatd szamot: vagy két olyan szamot adunk Gssze, melynek 0
az 0t0s maradéka, vagy két olyat, melyek koziil az egyik 1, a mésik 4 maradékot
ad 5-tel osztva. Az Gsszes eset szama tehat:

(220) 440 - 40 = 190 + 1600 = 1790.

8. Egy kis teherszdllité hajé 100 kilométeren 0,1 -v?% liter gdzolajat fogyaszt,
ha a sebessége v km/h. Egy liter gdzolaj dra 500 forint, a legénység fizetése pedig
ordnként dsszesen 27000 forint.

a) Milyen sebességgel haladjon a hajd, hogy a lehetd legolesébban tudja teljesi-
teni az 500 km hosszi tdvot? (10 pont)

b) A hajo tobbek kézott 15 birkat szdllit. Sajnos, az egyik birkdt betegen vitték

fel a fedélzetre. Tudjuk, hogy ez a beteg birka bdrmelyik egészséges birkdt 10%

valoszintiséggel fertézi meg. Az igy megfertézott birkdk mdr nem fertéznek tovdbb.
Mennyi a valdszintsége, hogy legfeljebb 2 tovabbi birka kapja el a fertézést?

(6 pont)

Megoldas. a) Ha a hajé sebessége v kTm, akkor a menetid6 5?}—0 h. Mivel
az iizemanyagkoltség 5-0,1-v2-500 Ft, ezért a teljes koltséget forintban a kovetkezd
fiiggvény adja meg (v > 0):

=250 - v 4+ 13500000 - v~ .

13500000
k(v) = 250 - v + —

A fiiggvénynek akkor lehet minimuma, ha elsé derivaltja 0:

K (v) =500 - v — 13500000 - v~ 2 = 0,

00 b — 1350(2)0007
v
v3 = 27000,
v = 30.
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Mivel k" (v) = 500+ 27000000 -v=3 > 0, ha v > 0, igy a fiiggvénynek v = 30 esetén
tényleg minimuma van, tehdt az idedlis sebesség 30 km /h.

b) A 14 maésik birka mindegyike 0,1 valésziniiséggel fert6z6dik meg, és 0,9 vald-
szinliséggel marad egészséges. A fert6zést elkapd birkdk szdma binomidlis eloszlast
alkot, és azt kell meghatdroznunk, hogy a szamuk milyen valdszintiséggel lesz 0, 1
vagy 2:

0,94 4+ (114) -0,9%.0,1 + (124> -0,9'2.0,12 ~ 0,229 + 0,356 + 0,257 ~ 0,842.

Koriilbeliil 84,2 szdzalék a valdszinlisége annak, hogy legfeljebb 2 tjabb birka
fertéz6dik meg.

9. A hagyomdnyos, ugynevezett otds lotton a szelvényen 1-t6l 90-ig szerepelnek
a szamok, és ezek koziil kell kivdlasztani azt az b szamot, amit a sorsoldson kihiznak.

a) Hdny olyan szdmdtis van, amelyben a szamok szdmtani sorozatot alkotnak?
(6 pont)

b) Hdny olyan szdmdtds van, amelyben a szdmok mértani sorozatot alkotnak?
(10 pont)

Megoldas. a) Legyen a legkisebb kihtzott szdm a, a szdmtani sorozat differen-
cidja pedig a d pozitiv egész szdm, ekkor a legnagyobb kihtizott szam a + 4d < 90,
tehat 4d < 90, igy d < 22,5. Szamoljuk Gssze a lehetséges eseteket gy, hogy d ér-
tékét rogzitjiik, és megszamoljuk minden esetben a lehetséges értékeit. Ha d = 22,
akkor a < 90 — 4d = 90 — 4 - 22 = 2, vagyis a értéke 2-féle lehet.

Ha d = 21, akkor a < 90 — 4d = 90 — 4 - 21 = 6, vagyis a értéke 6-féle lehet.

Eszrevehetjiik, hogy ha d értékét 1-gyel csokkentjiik, akkor a lehetséges értéke-
inek szama 4-gyel n6, vagyis az esetek szama egy 22 tagi szamtani sorozatot alkot.
Kérdésiink ezen tagok Osszege, ehhez hatarozzuk meg a 22-edik tagot: ha d =1,
akkor a < 90 —4d =90 — 4 - 1 = 86, vagyis a értéke 86-féle lehet.

Most mar elvégezhetjiik az tsszegzést, a megfeleld szamotosok szama:

2+ 86

Soo = 22 =44 - 22 = 968.

b) Legyen a legkisebb kihizott szdm a, a mértani sorozat hényadosa pedig
a q pozitiv raciondlis szam, ekkor a legnagyobb kihtizott szdm a - ¢* < 90, tehat
q* <90, igy q < V90 ~ 3,08. Vizsgaljuk elészor azt az egyszeriibb esetet, amikor ¢
egész szam, ekkor értéke csak 2 vagy 3 lehet.

Ha ¢ = 2, akkor a < % = 5,625, tehat a értéke csak 1,2,3,4,5 lehet.

Ha ¢ = 3, akkor a < g—(l), ami csak akkor teljesiil, ha a = 1.

Egész q esetén tehdt Osszesen 6 esetet taldltunk. Mi a helyzet, ha g = IE’, ahol
b és c relativ prim pozitiv egész szamok és b > ¢? Ekkor a legnagyobb szdm
b¥toa-b?

C C
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Mivel ez a szam is egész, ezért ¢* osztéja a - b*-nek. Mivel azonban (04;b4) =1,
ezért az euklidészi lemma miatt ¢* osztéja a-nak. Ebbdl az is kovetkezik, hogy
c* < a <90, igy c értéke csak 2 vagy 3 lehet.

Ha ¢ = 2, akkor a a ¢* = 16 tobbszorsse. Ha a > 2 - 16, akkor b > ¢ = 2 miatt

a-b* _32-3"  32.81

> — 162 > 90,
91 16 =

e
vagyis ellentmondéshoz jutottunk. Azt kaptuk, hogy a = 16 lehet csak.
Ha b = 3, akkor ebbdl kapunk is egy megfelel6 szamotost: 16,24, 36, 54, 81.
Ha b > 4, akkor viszont

a-b* _ 16-4%
>

> 5 = 16-16 = 256 > 90,

vagyis nincs t6bb megfelel6 szamotos, ha ¢ = 2.
Mi a helyzet, ha ¢ = 37 Ekkor a > 81 és b > 4 miatt

a-b* _ 81-4%

T > g = 256> 90,

C

vagyis ebben az esetben nem kapunk megfelel§ szamokat.
Talaltunk tehat 6t olyan szamotost, ahol ¢ = 2, egy olyat, ahol g = % és egy
olyat, amelyben ¢ = 3, igy Gsszesen 7 megfelel6 szamotos van.

Erdés Gabor
Nagykanizsa

C gyakorlatok megoldasa

C. 1680. Egy négyszig eqyik oldaldnak hossza 5 cm, a rajta fekvd két szig 90°
és 60°. Tudjuk tovdbbd, hogy a négyszdg hir- és érintdnégyszog is. Hogyan lehet ezek
alapjan megszerkeszteni a négyszoget? frjuk le és indokoljuk a szerkesztés lépéseit
(az elemi szerkesztési lépéseket, mint pl. szdg felezése, tengelyes tikrizés, nem kell
részletezni).

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

Megoldas. Nem sérti az altalanossagot, ha feltessziik, hogy az ABCD négy-
szogben AB =5 cm és DAB<t = 90°, illetve ABC'<t = 60°. Mivel ABC D hiirnégy-
sz0g, ezért a szemben levd szogeinek Osszege paronként 180°, igy BC' D< = 90° és
CDA< =120°. A feltétel szerint ABCD érinténégyszog is, ezért van beirt kore,
tehdt bels6 szogfelez6i egy pontban metszik egymast, ez a pont a beirt kor O ko-
zéppontja.
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Tekintsiik az dbrdt.

Az AO szakasz felezi a DAB<-et,
a BO szakasz pedig felezi az ABC<-et,
ezért OAB< = 45°, illetve ABO< = 30°.
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az ABO
haromszogben az édbra a szogére o =
= BOA< =105°. A DO szakasz felezi
a CDA<-et, ezért ODA< = 60°, és igy
a DAO haromszoghben § = AOD< = 75°.

452X o Eszerint
[30°

A 5 cm B o+ f =105° + 75° = 180°,

ez pedig azt jelenti, hogy a B, O és D pontok egy egyenesen vannak, vagy masként:
a BDA és BDC' derékszogli haromszogek kozos atfogdja a BD szakasz, amelyre
illeszkedik az ABC'D négyszog beirt korének O kozéppontja. A BDA és BDC' de-
rékszogil haromszogek megfelel6 szogei megegyeznek, tovabba a derékszoggel szem-
ben levé BD &atfogd kozos benniik, ezért ez a két haromszog egyrészt egybevago,
masrészt a BD egyenesére vonatkozoan egymas tiikorképei.

Ennek alapjan az ABD haromszog megszerkeszthet6, hiszen AB adott és
a rajta fekv6 90°-os és 30°-o0s szogek szerkeszthetok.

Az A pontnak a BD &tlé egyenesére vald tiikrozésével megkapjuk a négyszog
hidnyzé C csucsat.
A szerkesztés a fentiek alapjan mindig végrehajthaté és csak egy megoldéas van.
Bencsik Bendegiz (Szeged, Radnéti Miklds Kisérleti Gimndzium, 10. évf.)
és masok dolgozata alapjan
Osszesen 238 dolgozat érkezett. 5 pontos 71, 4 pontos 30, 3 pontos 39, 2 pontos 40,
1 pontos 43 dolgozat. 0 pontot 15 versenyzd kapott.

C. 1686. Az ABC' derékszoqii hdromszdg dtfogdja az AB szakasz. Az A csiicsbdl
kiinduld f belsd szdgfelez6 a BC oldalt a D pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
az AB — BD és AC + CD szakaszok hosszdnak mértani kézepe éppen az f = AD
szogfelezd hossza.

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

1. megoldas. Jeloljiik a haromszog oldalait a szokasos médon, legyen BC' = a,
CA =0bés AB = c. A bels6 szogfelezd tétele szerint

BD AB ¢

DC T CcA b
Eszerint van olyan A > 0 valds szdm, hogy a BD és DC szakaszok hosszara
(1) BD =Xc, DC=MXb

teljesiil. Tekintsiik az 1. dbrdt.
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Az ABC derékszogli haromszogben felirhat-

juk, hogy cos2a = g, az ADC' derékszogli ha-

romszogben pedig cos o = ?, illetve sin @ = %
2

Felhasznaljuk a cos 2a = cos? a — sin® « tri-

gonometrikus azonossagot, ezzel

) I A
c f2f

A (2) egyenlet jobb oldaldt dtalakitjuk:
b (b—M)(b+Ab)  b(1—N)(b+Ab)

¢ f? f? ’

ahonnan b-vel val6 osztds és rendezés utdn f2 = (c — Ac)(b + \b) kovetkezik.

Nyilvanvald, hogy az ABD hédromszogben a D csicsnél tompaszog van, ezért
c > Ac, vagyis ¢ — Ac > 0, mésrészt b+ A\b > 0, tehat

3) F=/(c=Xe)(b+ Ab).

Mivel ¢ — Ac = AB — BD, illetve b+ Ab = AC' + CD, ezért a (3) egyenlet éppen
azt jelenti, amit bizonyitani akartunk:

f=+/(AB — BD)(AC + CD),

tehdt az AB — BD és AC + CD szakaszok hosszénak mértani kézepe valéban az f
szogfelezd hossza.

Sipeki Mdrton (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimndzium, 11. évf.)

II. megoldas. Bocsdssunk merdlegest a D pontbdl az AB atfogéra, a merdleges
talppontja legyen C’. Az AB egyenesére mérjiik {61 a C’ pontbdl kiindulva a B
irdnydba a C' D’ = C'D szakaszt, a B pontbdl kiindulva az A pont felé a BD"” = BD
szakaszt.

A 1)”6&/D’ B

2. dbra

Tekintsiik a 2. dbrdt. Az AD szogfelez6 minden pontja egyenld tavolsiagra
van a szogszaraktol, ezért CD = C'D, és {gy C'D’' = C'D, tehdt D' DC" egyenld
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szaru derékszogli haromszog. A szogfelezd egy mésik tulajdonsdga szerint a C AB<
szarain az AC és AC' szakaszok is egyenld hossziak.

A D' és D" pontok konstrukciéjabdl az el6zbek szerint koévetkezik, hogy
(4) AD' = AC'+C'D'=AC+CD; AD" = AB - BD" = AB — BD.

A DD" D’ hdromszdg, és ezzel annak k koriilirt kére mindig 1étrejon, ez csak akkor
nem lenne lehetséges, ha a D” és D’ pontok azonosak lennének. Ez azonban azt
jelentené, hogy AD"” = AD’, amibdl (4) alapjan az kovetkezne, hogy AC + CD =
= AB — BD, azaz AB=AC+CD+ BD = AC + BC, de ez az ABC haromszogre
felirt haromszog-egyenlétlenség miatt lehetetlen.
Bizonyitani fogjuk, hogy a 2. dbran jelolt ADD" < szdgre § = 45°.
Nyilvanvald, hogy

ADC< = 90° — %

a BDD" héromszogben pedig BD = BD", emiatt

180° —
BDD"«=BD"D« = Tﬁ,
felirhatjuk tehat, hogy
180° —
(5) 90°—%+5+80T5:180°.

A (5) egyenletben a miiveletek elvégzésével és o+ § = 90° felhasznélasdval
valéban azt kapjuk, hogy § = 45°.

A k kérben a DD” hirhoz 45°-os keriileti szog tartozik, a ¢ szog egyik szdra
a DD" szakasz, igy § = 45° csak tgy lehetséges, hogy a ¢ szég AD széra a k kor
érintdje.

A koérhoz huizott szelé- és érintészakaszok tételébdl kiovetkezik, hogy AD? =
= AD'- AD", amelybél (4) szerint

AD? = (AC +CD) - (AB — BD),

ebbdl pedig négyzetgyokvonds utan a feladat allitdsa adodik.

Megjegyzés. A D' pont az AB egyenesen a B ponton til is elhelyezkedhet, ez azonban
a megolddst menetét nem befolydsolja, mert a (2) 6sszefiiggés ebben az esetben is felirhato.

Jarmai Roland (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., (10. évf.)
dolgozata alapjan

II1. megoldas. Tiikrozziikk a D pontot a B csucsbdl indulé BE bels6 szogfe-
lezdre, a szogfelez6 tulajdonsiga miatt a D’ tiikkorkép az AB atfogd belsd pontja.
Jeloljitk meg tovdbba az AC egyenesen, a C ponton til azt a D" pontot, amelyre
CD" =CD.

Mivel a tiikrozés miatt BD = BD’, ezért egyrészt AD’ = AB — BD, mdsrészt
AD" = AC + CD.
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A 3. dbra jeloléseivel 2a 4 28 = 90°,
igy a+ B = 45°. Egyszeriien belathaté, hogy
BD'D< =90° — 3, és ezért

AD'D< = 90° + 8.

A DD"C egyenld szard, derékszogli
hdromszog, tehdt D" DC< = 45°, és mivel
ADC< =90° — a, ezért

ADD" < =90° — o + 45°,

ebbél a+ B = 45° alapjan ADD"< =90°+8 D"
kovetkezik. 3. dbra

Az AD'D és ADD" héromszogek két-két szogének nagysaga a és 90° + 3,
igy a haromszogek harmadik szoge is nyilvdn megegyezik, ez pedig azt jelenti,
hogy a két haromszog hasonlé. Hasonl6 haromszogekben a megfeleld oldalak ardnya
megegyezik, ezért

AD"  AD

AD = m, azaz AD2 = AD/ . AD/I.

Mivel AD = f, AD' = AB — BD, illetve AD"” = AC + CD, el6z6 eredmé-
nyiinkb8l f2 = (AB — BD) - (AC + CD) kovetkezik, ez éppen a feladat allitasa,
hiszen ebbdl a nyilvanvaléan pozitiv AB — BD és AC + CD szamok mértani ko-
zepe:

f=+/(AB - BD)-(AC +CD).
(A KéMaL-honlapon is megtaldlhaté a I1. megoldds)

Osszesen 116 dolgozat érkezett. 5 pontos 67, 4 pontos 13, 3 pontos 7, 2 pontos
9 dolgozat. 1 pontot 7, 0 pontot 12 versenyzo6 kapott. Nem versenyszerti: 1 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5193. Az ABC' hegyesszogi haromszogben BC A< = 45°, a magassdgok talp-
pontjai a BC, CA, AB oldalakon rendre D, E, F, a hdromszég magassagpont-
ja M. Tudjuk, hogy az F pont az AB szakaszt AF : FB = 2 : 3 ardnyban osztja.
Az AC oldalon megjeldljik azt a G pontot, amelyre CG = BM. Mutassuk meg,
hogy az ABG hdromszdg sulypontja M.

(4 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/7 413



Megoldas. Eloszor azt fogjuk bizonyitani, hogy
az ABG haromszognek BM silyvonala, majd pedig
azt, hogy az M pont harmadolja a BM szakaszt.

Az ADC egyenl6 szaru derékszogii haromszog,
igy DAC< = 45°. Az AM E haromszogben E-nél de-
rékszog, E-nél 45°-0s sz0g van, tehat az AMFE ha-
romszog szintén egyenld szaru és derékszogl, AE =
= MEFE =2xz. Az eredeti ABC haromszogben C-nél
45°-0s szdg van, igy az is azonnal addédik, hogy a BEC
haromszog is egyenlo szard és derékszogl. A feladat-
ban szereplé feltétel alapjan CG = BM = y. Mivel
y+x=BE=CFE=y+ EG, ezért EG = z.

Az eddigiek alapjan az ABG héromszogben az E pont az AG oldal felezépont-
ja, ezért BE a sulyvonala, tehat az M pont rajta van a stulyvonalon. Azt kell még
belatni, hogy BM : ME =y :x=2:1.

Tudjuk, hogy AF :FB=2:3. Legyen a szdmoldsainkhoz AF =2z és
FB =3z

A BFM derékszogli haromszog hasonlé a BEA derékszogli haromszoghoz,
mert tovabbi egy szogiik, a B-nél fekvd szog egybeesik. A megfelel$ oldalak ardnya
megegyezik:

Y 3z
(1) 5 Tty = 1522 =y(z +y).

Az ACF haromszog is hasonlé az ABE héromszoghoz, mert szogeik megegyeznek.
Az oldalak aranya itt
2z 2x 4y

(2) = = 1022 =22z +y).

Az (1) és (2) egyenletekben szerepld szamok mindegyike pozitiv, a megfelel6 oldalak
osztasaval:

3 ylz+y)
2 z(2zx+vy)’

622 + 3zy = 2y° + 2y,
62% + 2y — 24> = 0.

Szorzattd alakitva: (2z —y)(3x 4+ 2y) = 0. Az x és y szakaszok hosszai, igy a mésodik

tényezd biztosan pozitiv, tehat

2z —y =0 < 2z =y. Ezzel belattuk, hogy az M pont 2 : 1 ardnyban osztja ketté
a BFE sulyvonalat, vagyis az M pont az ABG haromszog silypontja.

Fiilop Csilla (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., Szeged, 11. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 97 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 58 versenyzd, 3 pontos 16, 2 pontos
13 tanulé dolgozata. 1 pontot kapott 8, 0 pontot 2 tanulé.
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B. 5218. Legfeljebb hdany vdlaszthatd ki az elsd 2022 pozitiv egész szdm kézil
gy, hogy semelyik két kivalasztott szam kilonbsége ne legyen primszdam?

(5 pont)

Megoldas. Segéddllitds: Nyolc egymast kovetd egész szam koziil legfeljebb ketto
véalaszthato ki tgy, hogy semelyik két kivalasztott szam kiilonbsége ne legyen prim.

Bizonyitds: Barmely két kivdlasztott szdm kiilonbsége 1, 4 vagy 6 (mivel
8 egymdst kovetd szdmrdl van sz6 és a kiilonbség nem lehet 2, 3, 5 vagy 7). Tegyiik
fel, hogy ki tudunk valasztani hdrmat gy, hogy barmelyik kett6 kiilonbsége 1, 4
vagy 6. Legyenek ezek a szdmok a < b < ¢ és legyenek = b —a, y = ¢ —b. Ilyenkor
x,y,és x+yisaz 1, 4, 6 szdmok valamelyike. Ez nem lehetséges. Ellentmondéasra
jutottunk, tehdt nem tudunk kivalasztani harom szamot.

Az els§ 2022 pozitiv egész szédmot feloszthatjuk 252 ilyen 8-as csoportra (1-8,
9-16, ..., 2009-2016) és egy 6-os csoportra (2017-2022). Egyik csoportbdl sem

valaszthatunk ki 2-nél t6bb szamot. fgy Osszesen nem valaszthatunk ki 2 - 253 =
= 506-nél tobb szamot.

Példa 506-ra: 4-gyel osztva 1 maradékot adé szamok (barmely 2 kiilonbsége
oszthaté 4-gyel, {gy nem lehet prim).

fgy legfeljebb 506 szamot valaszthatunk ki.
Kovdcs Alex (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. Egy tipikus hiba az volt, hogy a megold6 a helyes konstrukciébol
indult ki (4k + 1 alaki szdmok halmaza), és azt mondta, hogy t6bb elemet mar nem lehet
kivalasztani ebbdl a halmazbdl. Ez hibés érvelés, mert pl. ha mohé algoritmussal elkezdjiitk
kivdlasztani a legkisebb szdmot, amit még bevehetiink, akkor az {1,2,10,11,...} halmazt
kapjuk. Igy viszont lényegesen kevesebb elemet valasztunk ki, mint 506, azonban tovabbi
elemet méar nem tudunk a listdnkhoz adni.

2. Szintén hasonlé hiba, hogy feltették, hogy periodikusan kell kivalasztani a sza-
mokat.

3. Egy masik tipikus hiba, hogy lényegeben csak annyit mondtak, hogy ha van két
szomszédos szam, akkor utdna van legaldbb hét nem kivédlaszthaté szdm. Ez az érvelés
azonban nem zérja ki azt az esetet, hogy a vélasztott szdmok halmaza az {1,5,...,2021,
2022}.

88 dolgozat érkezett. 5 pontos 45, 4 pontos 11, 3 pontos 8, 2 pontos 10, 1 pontos 12,
0 pontos 2 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(734-738.) | - &

K. 734. Sanyi és baratai a focimeccsen az egyik héten 6 zacskd szotyit és
4 zacské tokmagot vettek, ezért Gsszesen 1900 Ft-ot fizettek. A kovetkezd héten
4 zacské szotyit és 2 zacskd tokmagot vettek, és 6sszesen 1100 Ft-ot fizettek. Egy
zacsko szotyi és egy zacské tokmag dra mindekoézben nem valtozott. Hany forintba
kertilt egy zacské szotyi, illetve egy zacsko tokmag?
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K. 735. A logikai készletet Dienes Zoltan fejlesztette ki. Peti kiveszi a kész-
letbol a piros és a zold koroket és négyzeteket, tsszesen 16 darab sikidomot. Ezen
alakzatok mindegyike kiilonbozik valamiben a t&bbitél. Az alakzatok négy szem-
pont alapjan is két egyforma darabszamu csoportra oszthatdk:

— kicsi vagy nagy,

— piros vagy zold,

— korlap vagy négyzet,

— lyukas vagy sima.

El tudja-e Peti helyezni a 16 sikidomot egy kér mentén gy, hogy a szomszédos
alakzatok pontosan egy tulajdonsagban egyezzenek meg?

K. 736. Egy cégnél 120 alkalmazott dolgozik: vizvezeték-szerelok, burkolok, ké-
miivesek és festok. A vizvezeték-szerelOk és a kémiivesek mindannyian rendelkeznek
jogositvannyal, a tobbiek pedig nem. A kémiivesek és a festék a Pipacs utcdban
dolgoznak, a tobbiek a Kankalin utcdban. A jogositvannyal nem rendelkez6 alkal-
mazottak szdma 64, a Kankalin utcdban dolgozdké 84. A vizvezeték-szerelok szama
a festok szamanak kétszerese. Melyik foglalkozastu alkalmazottbdl hany dolgozik
a cégnél?

K/C. 737. Ha van két ismert hossziisdgu zsinérunk, akkor lemérhetjiik és ki-
jelolhetjiik a két zsinér hosszdnak Osszegét, kiilonbségét, illetve egy zsinér hosszat
félbehajtassal felezhetjitk. Van egy 2240 centiméteres és egy 1760 centiméteres vé-
kony zsinérunk, ezek segitségével szeretnénk kijelolni egy 10 centiméteres tavolsagot
csupén egyetlen méréssel. (Az eljards sordn tehét félbehajtassal felezést akdarhany-
szor végrehajthatunk, de 6sszeg vagy kiilonbség lemérését csak egyetlen alkalommal
tehetjiik meg.) Adjunk meg egy megfelel6 eljérést.

K/C. 738. A falinaptdron a hénap napjait hét oszlopba rendezve tiintetik fel.
Balrdl jobbra és utdna fentrol lefelé haladva az egyes oszlopok a hét napjainak
megfelel6 napok sorszamat tartalmazzak egymas utan. Egy ilyen falinaptarban egy
n X n-es négyzetes elrendezésben taldlhaté napsorszamok Osszege 198. Mekkora
lehet az érintett napsorszamok kozott a legkisebb?

Bekiildési hatarid6: 2022. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(737-738., 1733-1737.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 737. A szovegét lasd a K feladatoknal.

K/C. 738. A szovegét lasd a K feladatoknél.
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Feladatok mindenkinek

C. 1733. Legfeljebb hany kiilonb6z6 pozitiv primosztdja lehet egy olyan ha-
romjegyli szamnak, amelynek a harom szamjegye valamilyen sorrendben harom,
egymds utani pozitiv egész szam?

Berkd FErzsébet (Szolnok) javaslata alapjan

C. 1734. Az AB atmérdji k kor kozéppontja O. Megrajzoljuk az OB dtmérdj
ky kort, illetve a ky kort C' pontban érintd, AB-vel parhuzamos egyenest, amely
a k kort a D és Dy pontokban metszi. Hatdrozzuk meg a COD1< és CODy<
szogek nagysaganak pontos értékét.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1735. Oldjuk meg a valés szamparok halmazan a

Vi +/y =6,

egyenletrendszert.

(The Mathematical Association of America)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1736. Az ABCD paralelogramma C D oldalan felvessziik a P bels6 pontot,
a CD-vel parhuzamos AB oldalon a @ belsé pontot. A PA és QD szakaszok
metszéspontja M, a PB és QC szakaszok metszéspontja N.

Hatérozzuk meg annak a feltételét, hogy M N || AB.

(Amerikai versenyfeladat dtletébdl)

C. 1737. Aladar a 32. sziiletésnapjara kapott két kockat. Az egyik kocka lap-
jait 1-t6l 6-ig megszamozta, a masikra rendre a 0; 1;2; 7; 8; 9 szdmokat rta. Ezekkel
a kockdkkal 10-t6l kezdve éppen az életkordig, azaz 32-ig barmelyik pozitiv egész
szamot kirakhatja, de a 33-at mar nem. Kobiiki kockdk helyett szabdlyos oktaé-
dereket hasznélt. Az oktaéderek lapjaira egy-egy szamjegyet irt, igy 10-t6l kezdve
a sajat — években mért — életkordig az Osszes egész szamot kirakta. Hany éves most
Kobiiki, ha ez egy év milva mér nem sikeriilne?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)

*

Bekiildési hatarid6: 2022. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5262-5269.)

B. 5262. Lenke leirt egy lapra egy természetes szamot, amely nem tartalmaz
0-t, de tartalmaz legaldabb két kiilonb6z6 szdmjegyet. Ezutdn a szam ald leirta
az Osszes olyan szdmot, amely az eredeti szdm jegyei sorrendjének megvaltoztata-
saval létrehozhato. Legfeljebb mekkora lehet a lapon szerepl6 szamok legnagyobb
koz6s osztoja?
(3 pont) Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyér)

B. 5263. Igazoljuk, hogy a hiaromszog sulyvonalainak négyzettsszege nem ki-
sebb a félkeriilet négyzeténél.

(3 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonydd)

B. 5264. Ketten a kovetkezo jatékot jatsszak. Eloszor Kezdo eloirja egy 0-1
sorozat tetszOleges szamu (akdr végtelen sok) elemét gy, hogy végtelen sok elem
még ne legyen eléirva. Ezutan Masodik el6irja a sorozat legkisebb indexiti még nem
eloirt elemének értékét. Majd ezeket a lépéseket ismételgetik felvaltva a végtelensé-
gig. Kezdd nyer, ha a kapott sorozat valahonnan kezdve periodikus, Masodik nyer,
ha nem az. Van-e valakinek nyer6 stratégidja (és ha igen, kinek)?

(4 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5265. Nagyitsuk kétszeresére egy derékszogii haromszog beirt korét a de-
rékszogi csucsbdl. Mutassuk meg, hogy a kapott kor érinti a hdromszog koriilirt
korét.

(4 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Szeged)

B. 5266. Néhany focista egyiitt nyaral. Osszesen k klubbdl és n nemzetbél
valék, ahol k£ < n. Bizonyitsuk be, hogy van kozottitk legaldbb n — &k + 1 olyan
focista, aki tobb klubtérsidval nyaral egyiitt, mint honfitarsaval.

(5 pont)

B. 5267. Adott egy p és egy q hosszusagu szakasz, valamint egy ABC harom-
sz0g, amelynek oldalegyenesei a, b és ¢ a szokdsos betiizés szerint. Szerkessziik meg
az ABC koriilirt korén azt a P pontot, amire P, a P, P, szakaszt p : ¢ ardnyban
osztja, ahol P, a P pont meroleges vetiilete az x oldalegyenesre.

(5 pont)
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B. 5268. Az ABC héromszog beirt korének kozéppontjat jelolje I. Az ABC ha-
romszog belsejében, az ABI koron vegyiink fel egy P pontot. Az AP egyenes Al-re
vett tiikorképe az ABI kort az A-n kivill még a ) pontban metszi. Bizonyitsuk be,

hogy CP = CQ.
(6 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

B. 5269. Legyen p > 19 egy paratlan szdm. Szinezziik kia 0,1,...,p— 1 szamo-
kat két szinnel. Legyen 1 <4 < p esetén x; a {0,1,...,p — 1} halmaz egy véletlen-
szerlien vélasztott eleme (egyenletes eloszlds szerint, egyméstol fiiggetlenek a va-
lasztésok). Igazoljuk, hogy legaldbb 3/(2Pp) annak a valésziniisége, hogy 1, ..., x,
egyforma szintiek és p | z1 + ... + .

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

ES

Bekiildési hatarid6: 2022. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

S

| < |

Az A pontversenyben kitiizétt
nehezebb feladatok
(833-835.)

| |

A. 833. A koordindta-rendszer néhany racspontjat kiszinezziik pirosra, a tobbit
fehérre. Egy ilyen szinezést végesen univerzdlisnak neveziink, ha tetszoleges véges,
nemiires A C Z esetén létezik olyan k € Z, hogy az (z, k) pont pontosan akkor van
pirosra szinezve, ha x € A.

a) Létezik-e olyan végesen univerzélis szinezés, hogy minden sorban véges
sok réacspontot szineziink pirosra, és minden sort kiillonbézéképpen szineziink meg,
tovabba a pirosra szinezett racspontok halmaza Gsszefiigg6?

b) Létezik-e olyan végesen univerzalis szinezés, hogy minden sorban véges sok
racspontot szineziink pirosra, tovabba a pirosra és a fehérre szinezett racspontok
halmaza is 6sszefiiggs?

A récspontok egy H részhalmazat akkor neveziink Gsszefiiggének, ha barmely
x,y € H-ra létezik egy olyan racsvonalakon haladé dt, amely csak H-beli pontokon
megy at, és x-et Osszekoti y-nal.

Javasolta: Kocsis Anett (Budapest)
A. 834. Legyen A1 A, ... Ag konvex hirnyolcszog, és i = 1,2...,8 esetén B; =

= A;A;13NAir1Ai+4 (az indexek modulo 8 értendé8k). Igazoljuk, hogy a B, ..., Bs
pontok egy kupszeleten vannak.
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A. 835. Jelolje f(")(z) az f fiiggvény n-szeres iteraltjat (azaz f)(z) = f(x),
FOD (@) = f(f™ (@)

Legyen p(n) egy adott egész egyiitthatés polinom, amely pozitiv egész
n-ekre pozitiv egész értéket vesz fol. Lehet-e az f(™)(n) = p(n) fiiggvényegyenletnek
pontosan egy f : Z1t — Z7T fiiggvény a megolddsa?

Javasolta: Matolcsi David és Szabd Kristof (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2022. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

S

Informatikabdl kitlizott feladatok

1. 571. Sokan szivesen jdtszanak a pozitiv egész szamokkal és azok szdmjegye-
ivel. Egy jatékban a pozitiv egészeket egyszeriisitjiik tobb 1épésben a kovetkezdk
szerint:

1. Az egyjegyil szamokat nem egyszertisitjiik tovabb.

2. A nem egyjegyli, de paros szamu szamjegybdl all6 szamok esetén megvizs-
galjuk, hogy a szam utolsé szamjegye osztdja-e a szam utolsé szamjegyének
elhagyasaval keletkez6 szammnak. Ha osztéja, akkor a szamot egyszertisitjiik
arra szamra, amelyet az utolsé szamjegy elhagyasdval kapunk.

3. A nem egyjegyti, de paratlan szdmu szamjegybdl 8116 szdmok esetén megvizs-
galjuk, hogy a szam els6 szamjegye osztdja-e a szam els6 szamjegyének elha-
gyasaval keletkezd szamnak. Ha osztdja, akkor a szamot egyszerisitjiik arra
szamra, amelyet az els6 szamjegy elhagyasaval kapunk.

Példaul az 1208 esetén a 120 osztdja a 8, igy a szdmot elGszor a 120-ra egysze-
risitjiik, majd a 20-nak osztéja az 1, igy a kovetkezo 1épésben 20-ra egyszeriisitjiik,
végiil a 2-nek nem osztdja a 0, vagyis tovabb nem egyszeriisithetd, igy az 1208
egyszerlsités utan 20 lesz.

Készitsiink programot, amely megadja az [a; b] intervallumba esé (10 < a < b <
< 10000000) egyjegyli szdmra egyszeriisithetd pozitiv egészek szdmét. A program
a standard bemenet elso sorabdl olvassa be a és b értékét, majd a standard kimenet
els6 soraban adja meg a keresett egészek szamat.

Példak: Bemenet Kimenet
20 80 15
10000 20000 415
1000000 3000000 7831
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Bekiildendd egy tomoritett 1571.zip dllomanyban a program forraskédja, va-
lamint a program révid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldés rovid leira-
sat, és megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

1. 572. Sok sportag lebonyolitasi forméaja részben, vagy teljesen kormérkézéses
rendszerben torténik. Az ilyen versenyek soran minden résztvevo az Osszes tobbi
résztvevével egyszer megmérkozik.

Készitsiik el n = 8 résztveviére a kormérkozés parositdsait tablazatkezeld al-
kalmazas segitségével a minta alapjan. A mintan ldthaté sarga mezékbe szabad
a csapatneveket begépelni, a tobbi cella értékét fiiggvényekkel allitsuk el6. A meg-
oldas anndl tobb pontot ér, minél t6bb a fliggvények kozott a mésolhato.

A B C D

1 Csapatok Mérkozések
2 1|Voros Rokak Voros Rokak - Computerbontok
3 2|Computerbonték Polimer Buksi - Agressziv Mohdk
4 3|Polimer Buksi Nyerdm( - Real Margit
5 4|Agressziv Mohak Egri Csillagok - Arvak
6 5|Nyerémi Voros Rokak - Arvak
7 6|Real Margit Computerbonték - Polimer Buksi
8 7|Egri Csillagok Agressziv Mohak - Nyer6m
9 8|Arvak Polimer Buksi - Agressziv Mohak
10 oros Rokak - Egri Csill k

P N N P N e ot

A tablazat szerkezetét, a celldk formazasat allitsuk be a minta szerint. Ugyel-
jiink a megfeleld celldk szélességére, szegélyezésére és a tartalom igazitasira. Segéd-
szamitasokat végezhetiink az E oszloptdl jobbra, amelyek értelmezését feliratokkal
segitsiik el6 vagy a dokumentacioban irjuk le. A megoldasban sajat fiiggvény vagy
makré nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett i572.zip allomanyban a megoldast tartalmazé
munkafiizet és a megoldds rovid leirasat bemutaté dokumentécio.

.

I. 573 (E). Az atomok.txt egyszeril szoveges dllomdny az egyes atomok izo-
tépjainak tablazatdt tartalmazza. A tabldzat minden soraban egy atom egy izo-
tépjanak adatai szerepelnek az alabbi minta szerint:

10 10,012 936 95(41) 0,199(7)

11 11,009 305 36(45) 0,801(7)

12 12,000 000 00(00) 0,9893(8)

13 13,003 354 835 07(23) 0,0107(8)

14 14,003 241 9884(40)

14 14,003 074 004 43(20) 0,996 36(20)
15 15,000 108 898 88(64) 0,003 64(20)

~N~No oo oo
=Z==2=a0qQ W w-

Az elsb szém az elem rendszdma (Z), a mésodik a vegyjele (jeloljiik V-vel),
a harmadik az elem izotépjanak tomegszédma (A), a negyedik szdm az izotSp relativ
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atomtomege (m), az 6todik szdm — amennyiben van — az izotép eléforduldsdnak
ardanya (jeloljik ea-val) egy adott elem esetén. A zaréjelben 1évé mennyiségek
az értékek utolsd egy-két szamjegyének hibajat jelentik, de a feladatban ezekkel
nem kell szamolni.

Készitsiink szamitégépes programot, amely beolvassa a tablazatot tartalmazo
szoveges dllomanyt, majd megoldja az alabbi feladatokat. A képernydre irast igény-
16 részfeladatok esetén — a mintahoz tartalméaban hasonléan — irjuk ki a képernydére
a feladat sorszdmat (példdul: 2. feladat:), és utaljunk a kifrt tartalomra is. Ha
a felhasznalotdl kériink be adatot, akkor jelenitsiik meg a képernyén, hogy milyen
értéket varunk. Mindkét esetben az ékezetmentes kiirds is elfogadott.

1. Olvassuk be az atomok.txt szoveges dllomanybdl az izotépok adatait. A zaré-
jelben 1évé mennyiségeket a szamitas sordn nem fogjuk haszndlni, igy azokat
nem kell eltarolni. Az egy sorban 1év6 értékek kozott szokoz az elvalasztdjel.
Ugyeljiink arra, hogy a szamok egész- és tortrésze kozott tizedesvesszé szere-
pel, illetve a legtobb esetben ezres tagolassal vannak megadva az értékek, tehat
itt is szO0koz talalhaté. Amennyiben egy izotopndl az el6fordulds ardanya nincs
megadva, igy ott az ea értéket tekintsiik nullanak.

Helyes beolvasés esetén a fenti mintaban szereplo izotépok szamadatai feldol-
gozas utan igy néznek ki:

10 10.01293695 0.199

11 11.00930536 0.801

12 12.0 0.9893

13 13.003354835069999 0.0107
14 14.003241988400001 0.0

14 14.00307400443 0.99636

15 15.00010889888 0.00364

~N~No oo oo,
== W w -

2. Kérjiik be a felhaszndlétol egy elem vegyjelét, és irjuk ki az elem Gsszes izo-
tépjanak adatait a kdvetkezd formaban:

2. feladat:

Kérem egy elem vegyjelét: C

Z=6 A=12 m=12.0 ea=0.9893

Z=6 A=13 m=13.003354835069999 ea=0.0107
Z=6 A=14 m=14.003241988400001 ea=0.0

3. Adjuk meg, hogy melyik elemeknek szerepel a tabldzatban a legtobb izotépjuk,
és mennyi ez az érték.

3. feladat:

A legnagyobb izotépszam: 10

Az elemek: Sn

4. Készitsiink fiiggvényt tomeg néven, amely megadja egy elem relativ atomto-
megét figyelembe véve az izotopjainak relativ atomtomegét és el6fordulasok
aranyat.
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A fiiggvény bemenete az elem vegyjele, visszaadott értéke egy valds szdm
legyen. Példaul a szén (C) esetén az elem relativ atomtomege a hdrom izotép adatai
alapjan (1dsd a mintdt):

12,0 - 0,9893 + 13,003 354 835069 999 - 0,0107 + 14,003 241 988 400 001 - 0,0
3 =

= 12,010 735896 735 248.

5. Készitsiink tomegek.txt néven egyszerii széveges allomanyt, amely azon ele-
mek relativ atomtomegét tartalmazza, amelyeknél legalabb egy izotop ardnya
0-t6l kiilonboz6 érték. Egy sorban egy elem vegyjele és relativ atomtomege sze-
repeljen. Az dllomanyban minden megfelel6 elem csak egyszer forduljon el6.

Minta a tomegek.txt allomanyrdl:

H 1.0077091323512934
He 4.002601932120928
Li 6.94003660291572

Be 9.012183065

B 10.811028046410001
C 12.010735896735248
N 14.006703211445798

Bekiildend6 egy tomoritett 1573.zip allomanyban a program forraskodja, va-
lamint a program révid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldés rovid leira-
sat, és megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

I/S. 65. Adott egy N csticsbdl és M élbol allé irdnyitatlan graf. A csdcsokat
1-t61 N-ig indexeljiik. A grafot az aldbbi médon tobb 1épésben bévitjiik élek hozza-
adasdval: egy 1épésben keresiink egy olyan x és y csucspart, amely nincs 0sszekotve,
de létezik olyan z csics, ami Ossze van kotve x-szel és y-nal is (1 < z,y,2z < N).
Ha taldltunk ilyen z,y cstcspart, akkor 6sszekotjitk oket egy éllel, ha nem, akkor
befejez6dott a graf bovitése.

Adjuk meg, hogy a grafbovités befejeztével hany él van a grafban. Mivel ez
a szam nagyon nagy is lehet, ezért a szam (10° + 7)-tel vett osztédsi maradékét kell
megadni.

A standard bemenet els¢ sordban az N és M szédmok szerepelnek székozzel
elvalasztva. A tovabbi M sor mindegyike 2 szdmot tartalmaz székozzel elvalasztva:
egy adott él két végpontjanak indexét.

A standard kimenet egyetlen sordban egy szam szerepeljen: a grafbévités be-
fejeztével a grafban levd élek szdma modulo 10° + 7.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
85/12/24/32/67/738 9

Korldtok: 2 < N, M < 10°. Id8limit: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program az N, M < 500 tesztesetekre
helyes kimenetet ad.
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S. 164. A forditéprogramok nagyon alacsony szinten atrendezhetik a forrds-
programban kiszdmitando kifejezésben az elvégzend6 miiveletek sorrendjét azért,
hogy id6t vagy memoriat spéroljanak. Ez sokat javithat egy programon, de nem
valtoztathatja meg annak jelentését. Ebben a feladatban egy egyszeri szamitas
memoériaigényét probaljuk csokkenteni.

Adott egy csak véltozokat, valamint 6sszeadas és szorzds miveleteket tartalma-
z6 kifejezés. Az egyszeriiség kedvéért forditott lengyel jel6lést hasznalunk. Példdul
az (a+ b) x ¢ kifejezés lengyel formaban ab+ c¢* lesz. Ennek elénye, hogy a szamité-
gép ezt balrdl jobbra haladva egyszertien végre tudja hajtani. Kezdetben az Gsszes
valtozo értéke bent van a meméridban, mindegyik egy egységnyi tarhelyet foglal el.
Egy matematikai miivelet végrehajtdsa utdn az eredmény egy ij (egységnyi) memdo-
riatertiletre keriil. Az el6z6 példdban x = a+b, y = x *c. A program igy 5 egységnyi
memoriat hasznal, kezdetben a, b és ¢ értékének, majd x és y tarolasara.

A Kkifejezés kiértékelése javithatd, ha a kés6bb mér nem hasznélt (egységnyi)
memdriateriileteket minden lehetséges alkalommal feliilirjuk. A példa egy lehetséges
végrehajtasa ezzel a javitassal: a =a+0b, b=ax*c. A program igy 3 egységnyi
memoridt haszndl a kezdeti valtozok miatt. (Nem szamit, hogy az eredmény végiil
melyik véltozéba keriil.)

Készitsiink programot, amely egy lengyelformédban adott kifejezés esetén meg-
adja, hogy hany egységnyi tarhely sziikséges a kifejezés kiértékeléséhez az eredeti
és az optimalizalt mdédszer felhasznaldsaval.

A bemenet els6 és egyetlen sora egy szamitast tartalmaz a forditott lengyel
jelolés szerint. Ennek minden karaktere az angol abc egy kisbetiije, illetve a ,+7 és
»*” karakter lehet.

A kimenet els6 sordba a szamolas optimalizacié nélkiili, a méasodik soraba
az optimalizacié utdni memoriaigényét kell irni.

Minta:

Bemenet Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
ab+bc+kca+x* 8/ 4

Idélimit: 0,5 mp.
Ertékelés: a pontok 20%-a kaphatd, ha a megoldés a kimenet els6 sorét helyesen

hatérozza meg.

Bekiildendo egy s164.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentélt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldéds 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathaté.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkezo cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. november 15.

%
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Nyari matematika- és fizikatabor 2022.
Dombdévar

2022. junius végén Osszesen 39 kozépiskolds didk gytlt 6ssze a Dombovar-
Gunaras tidiilokézpontban. A térsasag egyik fele matematikaval, a masik fizikaval
foglalkozott, a szabadidét pedig kozosen toltotték. A tabort a Kozépiskolai Mate-
matikai és Fizikai Lapokat kiadé MATFUND Alapitvéiny szervezte.

A Nemzeti Tehetség Program keretében fogadta el a Miniszterelnokség az
NTP-TSZM-21-0144 pélyazatot ( ,,Miénk a tér és az id6 — a tomeg K6MaL taborba
jon”.

A szervezok

Nyari tabor 2022.

Ha nyér eleje, akkor K6MaL tébor! En idén masodszor vettem részt a KsMaL
nyari taboraban, ahol a KéMaL. M, P és G pontversenyének eredményes bekiild6i
egy kis fizikdval indithattdk a nyarat, a matek olimpiai csapatok pedig felkésziil-
hettek a megmérettetésekre.

Az els6 kozos programunk egy fizika el6adds volt, amit Honyek Gyula tanér
ur és Baranyai Kldra tanarné tartottak. Az elsé taboromban a rivalizalds jegyében
nem fogadtam kitéré érommel, hogy téavol az iskolatol fizikat kelljen hallgatnom,
de az el6adds gyokeresen megvéltoztatta a véleményem. Mindkét alkalommal sz6-
rakoztaté stilusban hallgathattuk meg kiilonboz6 fizikai kisérletek és jelenségek
magyardzatat. A batrabb vallalkozdk meggytjthattdk szappanos oldatba méartott
tenyeriiket, vagy megkdstolhattak a szaritott jeget.

Az eldadast kovetéen a fizikdasok egy része megprobalkozott a lehetetlen fel-
adattal, hogy megtanitsanak bilidrdozni, amit par kor forgd kovetett. Habar az
IMO-MEMO focimeccs idén elmaradt, a matekosok és fizikdsok szdmos sportban
mérhették Ossze tudasukat.

Mialatt mi az altalunk, illetve Kiss Géza és Dobos Sdndor tanar ur altal hozott
feladatokkal prébaltunk megbirkézni, a fizikdsok krumplidagytval 16ttek, méréseket
és becsléseket végeztek, és kis csapatokban versenyeztek nagy tabla csokikért. Mi,
matekosok két egyéni prébaversenyt is irtunk, mig egy MEMO-jellegti prébacsapat-
versenyt is kiprébalhattunk. Habar nagy meglepetésre senki nem tudta megoldani
a kinai valogatd 6-os feladatat, elégedettek lehettiink az eredményeinkkel. Az ifik
strandolas kozben javitgattdk a dolgozatainkat, igy a medencébdl kilépve betekin-
tést nyerhettiink a javitdasba, és reklamalhattunk is. A fizikdsok az élményfiirdében
sem pihenhettek, csuszasok sebességét kellett mérniiik, amiben igyekeztiink segit-
ségiikre lenni.

Utols6 este sajnos nem rakhattunk tabortiizet, mint tavaly, de a k6zos éneklés
igy is atmelengette sziviinket. Mikor az es6 a fizikasok fahdzaiba szdmiizétt minket,
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kozos térsasozdssal és beszélgetéssel iitottiik el az id6t. Sajnos ennek kovetkezté-
ben fél szandéllal a ldbamon jutottam vissza hajnalban a matekos széallasra, igy
megtanultam értékelni az alsd egészrész fontossagat. Mindezek ellenére Gsszessé-
gében mégis nagyon pozitiv érzésekkel tavoztam Dombdvarrdl, ahol 4j baratokat
szereztem, csodéds élményekkel, és sok-sok tudassal gazdagodtam.

Sztranyak Gabriella

Budapest
Tamogatok:
A [Nemzeti
% Tehetség Program
EMBERI EROFORRASOK A l T B B U D A P E S T
MINISZTERIUMA I == B =
. EMBERI ERQFORRAS” MINISZTERELNOKSEG
=» TAMOGATASKEZELO CsALADOKERT FELELOS TARCA NELKULI MINISZTER
r -1

SE.RO00R Beszamol6 a 6. Eurépai Fizikai Didkolimpiardl

L - |

Két év online rendezés utan ismét hagyomanyos formaban, 2022. majus 20. és
24. kozott Ljubljandban, Szlovénia fovarosdban rendezték meg a hatodik Eurdpai
Fizikai Didkolimpidt (EuPhO). A versenyen 30 eurépai és 7 Eurépdn kiviili orszdg
Osszesen 182 didkja vett részt. A versenyen minddssze 12 aranyérmet osztottak ki,
amelybdl az egyiket egy magyar didk, Kovdcs Baldzs Csaba szerezte meg, aki
az abszolit 6. helyen végzett.

A csapat és eredményeik:
Kovacs Balazs Csaba (Hatvani Bajza Jézsef Gimnézium, 12. oszt.) aranyérem
(34,4 pont), felkészitd tandrai: Maruzsiné Sevella Judit és Kovdcs Ldszld;

Gurz6 Jézsef (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
nazium, 12. oszt.) ezistérem (26,1 pont), felkészité tandra: Nagy Piroska Mdria;

Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Reformédtus Gimndzium, Altaldnos
Iskola és Kollégium, 9. oszt.) bronzérem (18,6 pont), felkészité tandra: Horvdth
Norbert;

Toronyi Andris (Budapest, Badr-Madas Reformétus Gimnézium, Altaldnos
Iskola és Kollégium, 12. oszt.) bronzérem (18,5 pont), felkészité tandra: Horvdth
Norbert;

Molnér-Szabé Vilmos (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalédnos Iskola és
Gimndazium, 11. oszt.) dicséret (14,9 pont), felkészitd tandra: Nagy Piroska Mdria.

A magyar csapat vezetéi Szdsz Krisztidn és Vanko Péter voltak, Vigh
Maté pedig a zsiriben, az elsé elméleti feladat szerzéjeként képviselte hazankat.
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Az alabbiakban kozoljiik a verseny feladatait, a megolddsok a verseny honlapjan
(https://eupho.ee/eupho-2022/) érheték el.

Kisérleti feladat: A megvilagitas fizikaja

Egy izz6 ugy bocsat ki fényt, hogy kelléen magas homérsékletre hevit egy
volframszélat, és igy a feketetest-sugarzas a spektrum lathato részébe esik, de
az energia jelentOs része elvész az infravoros tartomanyban.

Az emberi 1atds szaméra érzékelhet6 fény mennyiségi jellemzésére olyan foto-
metrikus mértékegységet hasznalunk, amely figyelembe veszi az emberi szem hul-
lamhosszfliggo érzékenységét.

Egy forras altal minden irdnyban kibocsdtott teljes lathaté fénymennyiséget
fényaramnak nevezziik, és lumenben [lm] mérjiik. Egy feliilet egységnyi teriilete
altal érzékelt lathaté fénymennyiséget megvilagitasnak nevezziik, mértékegysége
a lux [Ix = lm/m?], és fénymérével mérhetjiik.

Ha a fény mennyiségét az altala szallitott energia alapjan jellemezziik, akkor
radiometrikus egységeket haszndlunk, amelyek a teljesitmény hagyoményos egy-
ségeivel fejezheték ki. A fénydram radiometrikus megfeleléje a sugarzasi fluxus,
mértékegysége a watt [W], a besugarzas [W/m?] pedig a megvilagitds megfelel6je.

A feladatban a fényforrasok termikus és vilagitastechnikai tulajdonsagaival
fogsz foglalkozni. A harom feladat nagyrészt fiiggetlen egymastol. Vazold fel a mé-
rési elrendezésedet mindegyik feladathoz! Az 1. és 2. feladatnél nem kell hibasza-
mitast végezned.

Mérési eszk6zok (lasd az 1. abrat!)

A — Fekete és fehér, 3 mm vastag miianyag le-

mez tartéval. Mindkét lemez jol elnyeli az infravoros A o
sugarzast.

B — Fényméré tartéval. A fénymér6 6 perc utan - G
automatikusan kikapesol — az on/off gomb hosszan
tarté benyoméasaval tudod ujra bekapcsolni. Figyelj k Cizz0)) C weD) J(D

az egységekre: (Ix legyen, ne fc)! A HOLD gombbal
tudod a kijelzett értéket rogziteni.

C — Kerek talpa tarté a fényforrasok rogzité-
sére, egy nehezék a stabilizdlasara és két cserélhe-
t6 fénymodul: egy izzéldmpa (maximalis fesziiltség
12 V) és egy LED (maximalis fesziiltség 3,0 V), ne
1épd tul a 400 mA dramot). A modulok beékelésé-
hez hasznalhatod a fogpiszkalét. A fekete papirral
védheted a szemed a miiszer leolvasasakor.

1. dbra. Fénykép a kisérleti

D - Infravoros hdmérd. A mért érték a ravasz o
feladatok eszkozeirdl.

megnyomasa utdn kis késéssel jelenik meg. A mé- A szbgmérd és a fekete
réseknek lehet egy jelent8s, de dllandé (szisztemati- &rnyékolé papir nincs rajta

kus) hibéja. a fényképen

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/7 427



E — Nagy papir, amin dolgozhatsz, tavolsag- és szogbeosztasokkal.

F — Szogméro.

G — Voros, zold és kék szinsziird boritékban. (Ha szintéveszt6 vagy, kérj a tdb-
laddal segitséget!)

A sziirok érzékenyek a hore. Tartsd tavol azokat a fényforrastol!

H - Tdpegység. Nyomd meg tibbszor a fesziiltség/dram gombot a bedllitani
kivédnt szdmjegy kivdlasztdsdhoz (a szdmjegy alatt villogd fény jelzi), és a gomb
tekerésével allitsd be a szamértéket. Par masodperc mulva a villogds abbamarad, és
a kijelz6 az aktudlis fesziiltség/dramértéket mutatja. A fényforras szabdlyozdsihoz
az aramot valtoztasd. Ha a kivant aram nem érhetd el a fesziiltséglimit tullépése
nélkiil, akkor a tdpegység atvalt dllandé fesziiltségli (fesziiltséggenerator) médba,
és korldtozza az dramot. Csatlakoztasd a vezetékeket a megfelel negativ (fekete)
és pozitiv (voros) csatlakozéba a tédpegységen. A zold csatlakozét ne haszndld!

A fényforras védelme érdekében el6szor allitsd be a fesziiltséget a megengedett
maximalis értékre, az aramot pedig nullara, miel6tt csatlakoztatod a vezetékeket!

Ha kiég a fényforrasod, kérhetsz helyette masikat. (Csak korldtozott mennyiség
all rendelkezésre.)

1. Szin és hdmérséklet (4 pont)

A feketetest-sugarzas szine a homérséklettdl fiige. A csillagdszatban a csillagok
homérsékletét a szinindexiik alapjdn hatdrozzak meg, ami két kiillonb6z6 szinszi-
rovel mért megvilagitas hanyadosa.

T [K] || vores [Ix] | zold [lx] | kék [Ix] || T [K] || voros [lx] | zold [Ix] | kék [1x]
1570 2 0 0 1940 120 91 36
1600 4 0 0 2000 165 130 53
1610 5 1 0 2060 230 194 80
1620 6 2 0 2120 310 274 118
1630 8 3 01 2160 379 348 155
1640 10 4 0 2220 484 460 210
1660 12 5 0 2260 586 570 264
1670 14 6 0 2310 753 748 348
1700 18 9 1] 2350 888 929 440
1730 24 14 31 2390 1032 1107 527
1780 37 23 71 2460 1292 1452 697
1820 51 34 11 2500 1577 1826 879
1880 80 57 21 2540 1811 2198 1078

1. tabldzat. Ismert hémérsékleten miikodo izzé megvilagitasa
hérom kiilonb6z0 szint, a fényforrastdl és a fénymérstol
rogzitett tavolsagban 1évd szinszlirével megmérve.

A mérés pontossdga +2 Ix

a) Az 1. tdbldzat tartalmazza egy izzéldmpa voros, zold és kék szinsziir6n
keresztiil mért megvilagitasat a hémérséklet fiiggvényében. Vélassz megfelel6 szin-
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sziiréket, és a tablazat alapjan készits egy kalibracios gorbét, amely megadja a ki-
valasztott szinindexet a hémérséklet fiiggvényében!

b) Mérd meg, milyen 6sszefiiggés van az izzdszélra kapcsolt elektromos telje-
sitmény és az izzdszal hémérséklete kozott! Abrdzold eredményedet a mért tarto-
manyban.

2. Fényhasznositas (8 pont)

Egy fényforrast a fényhasznositas jellemez, amit lumen/watt egységekben mé-
riink, azaz a fényaram és a felhasznalt teljesitmény hanyadosaként. Osszehasonli-
tasként a Nap fényhasznositdsa 93 lm/W.

Mérd meg a fényhasznositdst a rakapcsolt elektromos teljesitmény fliggvényé-
ben mindkét fényforras esetében a mérhetd fénykibocsatas tartomanydban! Abra-
zold eredményeidet fényforrasonként kiilon-kiilon grafikonon. Ird le az 6sszes szé-
mitasi lépést, és add meg az Gsszes mért adatot.

3. Sugdrzé fiités (8 pont)

Ez a feladat id6igényes. Ennek megfeleléen tervezd meg az id6beosztasodat!

Ha egy testre fény esik, akkor annak egy része elnyelodik. Ha a test és a kérnye-
zet kozott nem til nagy a hOmérséklet-kiilonbség, a test héleadasat a kornyezet felé
a h héatadasi tényezével jellemezhetjitk, P/A = h(T — Tj) forméban, ahol T a fe-
lillet hémérséklete, Ty a kornyezet hémérséklete, és P/A jeloli az egységnyi feliilet
héleadasat a kornyezet felé.

a) Hatdrozd meg a fekete milanyag h hédtaddsi tényezdjét és A hévezetési
egylitthatdjat, és végezz hibaszamitast! Tételezd fel, hogy a test minden raesd
fényt elnyel, és hogy az izzélampa minden teljesitményt elektromagneses sugarzas
formajaban ad le.

b) Mérd meg a fehér mllanyag albeddjat (azt, hogy a beérkezd sugdrzds mek-
kora hényada verédik vissza, ahelyett, hogy elnyelddne), és végezz hibaszamitédst!

Hasznos osszefiiggés: Egy r sugari géombov teriilete a 61 és 62 polarszogek
kozott (ahol 0 S 01 g 02 g 7T)

AA = 2112 (cos B — cosby).

Utmutaté a tapegység hasznalatiahoz

A mérésen haszndlt tdpegységet fesziiltséggenerdtor és aramgenerdtor iizem-
modban is lehetett hasznalni. A fesziiltség- és dramlimitek bedllitdsanak médjat itt
nem kozoljiik, de megtekinthetd a fent megadott honlapon.

Elméleti feladatok
1. Uszé henger (10 pont)
Egy szilard, homogén, h = 10 cm magas és s = 100 cm? alapteriiletii henger
tiszik egy H = 20 cm magas és S = 102 cm? alapteriiletii, folyadékkal toltott hen-

geres edényben. A henger és a folyadék stirliségének hanyadosa v = 0,70. A henger
alja néhany centiméterrel az edény alja felett van. A henger fligglleges rezgéseket
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végez, mikozben tengelye mindvégig egybeesik az edény tengelyével. A folyadék
felszinének rezgési amplitudéja A = 1 mm.

Hatéarozd meg a mozgds T periédusidejét! A folyadék viszkozitdsdt hanya-
gold el.

2. Hétani rezgések (10 pont)

R Egy ellenallas olyan anyagbdl késziilt, amelynek van
egy fazisatalakulasa olyan médon, hogy az ellenéllasa a ko-
vetkezO két érték valamelyike: R;, ha a hémérséklete ki-
sebb, mint T, és Ry > R, ha a hémérséklete nagyobb,

v L mint T.
Ezt az ellendllast egy L induktivitasi tekercsen ke-
|M resztiil egy fesziiltségforrasra kotjiikk. Azt latjuk, hogy

ha a forras V fesziiltsége két kritikus érték kozé esik,
Vi <V < Vs, akkor az ellendllds hémérséklete oszcillalni
kezd. Tegyiik fel, hogy

(7) az ellenallasbdl a kornyezetbe juté P hédramot a P = a(T — Tp) kifejezés
adja meg, ahol a egy allandé, T az ellenallas hémérséklete, Ty pedig a kornyezet
hoémérséklete;

2. dbra

(i1) az ellenéllds geometriai mérete olyan kicsi, hogy sokkal gyorsabban eléri
a termikus egyensiilyt, mint az L/Rs karakterisztikus idé.

a) (2 pont) Fejezd ki V; és V5 értékét a fent megadott paraméterek segitségével!

b) (6 pont) Feltételezve, hogy Vi <V < Vs, vdzold fel az ellendllas T' hémérsék-
letét a ¢ id6 fiiggvényében, és hatdrozd meg a (Trax — T0)/(Tmin — To) hdnyadost,
ahol Thax és Tmin a T hémérséklet maximalis és minimalis értékét jeloli!

¢) (2 pont) Hatdrozd meg az oszcillicié periédusidejét, ha V = /ViVa és
Ry = 16R;!

3. Dipélus magneses mezében (10 pont)

Y Két kicsiny, egyenként m tomegli, rend-
re +q és —q toltéssel rendelkez6 golyot egy
A d hosszusagu, merev ruddal 6sszekotiink, és
B igy egy dipdlust kapunk. A dipdlus az XY-
© sikban helyezkedik el, és az XY -sikra me-
réleges iranyi, homogén B magneses térben

X  van.

—q,m 4 Ji e+q7 m Kezdetben a dipdlus az X tengely men-
<~ tén helyezkedik el, és wq kezdeti szogsebes-

3. dbra séggel forog az XY-sikban a 3. dbrdn latha-

t6 médon. A dipdlus tomegkozéppontja kez-

detben az origéban taldlhaté, kezddsebessége v, ami szintén az XY -sikban fekvé

vektor.

Tekintsiink hdrom kiilénbozé esetet (a, b és ¢ — d):

a) (2 pont) Hatdrozd meg wy értékét és vy irdnyat ahhoz, hogy a témegkozép-
pont allandé v = vy sebességgel mozogjon!
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b) (3 pont) Adott wy esetén hatdrozd meg azt a ¥y vektort (irdnyt és nagy-
sagot), amelynek eredményeképp a témegkozéppont korpalyan fog mozogni! Hata-
rozd meg a korpalya R, sugarat és kozéppontjanak z. és y. koordinatdit! Nem kell
bizonyitanod, hogy csak egyetlen megoldas 1étezik.

¢) (4 pont) Legyen Uy = 0. Hatdrozd meg azt a legkisebb wg = wmin sz0gse-
bességet, ami ahhoz sziikséges, hogy a dipdlus iranya ellentétessé valjon a mozgasa
soran!

d) (1 pont) Ha a dipdlus tgy indul, hogy ¥y =0 és a szigsebessége a c)
részben meghatarozott wg = wmin, akkor a tomegkozéppont pdlydjanak van egy
aszimptotdja. Hatarozd meg az aszimptota D tdvolsdgat az origotél!

Hasznos vektorazonossdg:

Ax(bxd)=b(@ o) —ac@-b),
ahol a ,x” és a ,,-” rendre a vektoridlis, illetve a skalaris szorzatot jeloli.

Szasz Krisztian, Vanko Péter

Ifju Fizikusok
' Nemzetko6zi Versenye

!
L Versenyfelhivas és beszamolé

Ha szereted a fizikat, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és eqy életre szdlo
élményre vdgysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksdgnak is nevezett IYPT (Ifji Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senye, angolul International Young Physicists’ Tournament) egy angol nyelvi, ki-
sérleti fizikai csapatverseny, ahova a vildg minden t4jardl (t6bb mint 30 orszégbdl)
érkeznek kozépiskolasok, hogy Gsszemérjék tudasukat. Az IYPT a XXI. szazad ki-
hivasainak megfelel6 készségeket var el az induloktol: nemcsak a fizikdban kell
jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentalni és megvédeni is tudni kell.
A résztvevo didkok a versenyt megel6zéen elvégzett fizikai méréseiket és kutatasa-
ikat egy — angol nyelven eléadott — tudoméanyos prezentacié formajaban mutatjik
be a rivalis csapatoknak.

Az IYPT verseny magyarorszégi els6 forduléjara (Hungarian Young Physicists’
Tournament, HYPT) az hypt.elte.hu oldalon val regisztracié hatdrideje:

2022. november 1. éjfél.

A jelentkezé didkoknak egy kivalasztott IYPT problémérdl 10 perces angol
nyelvili eloadést kell késziteni és felvenni, majd 2022. november 29-ig bekiildeni.
Ezen eldadéasok alapjan a legjobb bekiildék az ELTE TTK-n, december kézepén
megrendezésre keriild szébeli fordulén vehetnek részt. Az indulé didkoknak itt
az altaluk bekiildott el6adast éloben kell el6adniuk.

A decemberi szébeli fordulot kovetéen a 10 legmagasabb pontszamot elér6 didk
az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi kutatdsait. A felkésziilés
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sordn nyujtott teljesitmény alapjan 3 didk indulhat az osztrdk AYPT versenyen,
az b5 legjobb didk pedig bekeriil a Pakisztanban megrendezésre keriil6 36. IYPT
magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szévege és tovabbi informécidk az hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az hypt@ttk.elte.hu email cimen.

Néhany példa a 2023-ra kitlizott IYPT problémék koziil:

3. Sziréna. Ha levegot fujunk egy forgd, lyukakkal ellatott lemezre, hang hall-
haté. Magyardzd meg ezt a jelenséget, és vizsgald meg, hogyan fiiggnek a hang
tulajdonsagai a relevans paraméterektol!

14. Vizsugdrtorés. A fiiggbleges vizsugdr megtorhet, ha egy ferde szitdn halad
keresztiil, melynek finom a hélézata. Irj fel egy torvényt, mely leirja a torést, és
vizsgald meg a relevans paramétereket!

17. Fékezd sdv. A homokkal teli mélyedés elnyelheti egy mozgé jarmi kinetikus
energigjat. Milyen hosszisdgu fékez8 sdv képes egy passzivan mozgd targyat (pl.
egy labdét) teljesen megdllitani? Milyen paraméterektdl fiigg ez a hosszisdg?

Eziistérmesek lettek az ifji fizikusaink Romaniaban

2022. julius 15-23. kozott kertilt megrendezésre 35. alkalommal az Ifja Fizi-
kusok Nemzetkozi Versenye (IYPT — International Young Physicists’ Tournament,
https://www.iypt.org/). A koronavirus utdn végre ismét sok orszig tudott részt
venni. A magyar csapat 25 orszag koziil végiil a 8. helyen végzett, ezzel eziistérmet
szerzett.

11 kutatasi témaéaval érkeztiink Temesvarra, melybol 5-6t mutattunk be a verse-
nyen. A megmérettetésen a sajat kutatasi eredmények prezentaldsa mellett a tobbi
orszdg eredményeinek oppondlésa és értékelése (review) is a verseny része.

Tovabbi informéaciokért latogasd meg, és kovesd Facebook-oldalunkat:
www.facebook.com/hypt.elte.hu, ahol a csapat részletes élménybeszamoldjat, ké-
peit és eseményeit taldlod, amelyek tobbet mondanak minden szonal.

A magyar csapat tagjai:

Bodor Emma (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
nézium, 10. évf.);

Czehlar Gergely (Békdsmegyeri Veres Péter Gimndzium, 11. évf.);

Kalocsai Zoltan (Szombathely, Nagy Lajos Gimndzium, 12. évf.);

Pesti Patrik (ELTE Bolyai Janos Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimnazium,
12. évf);

Simon Tamas (Budapesti Német Iskola, 12. évf.).

A versenyzdk felkészitése az ELTE Anyagfizikai Tanszékén folyt egyetemi hall-
gatdk, oktatok és kozépiskolai tandrok vezetésével.

— Egyetemi és kozépiskolai oktaték: Homdstrei Mihdly (Budapesti Német Is-
kola, ELTE), Ispdnovity Péter (ELTE), Jenei Péter (ELTE), Szeidemann Akos
(E6tvos Jozsef Gimndzium, Tata), Széchenyi Gdbor (ELTE), Vincze Miklés (ELTE-
MTA).
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— Egyetemi hallgatok és doktoranduszok: Bandczki Timea (BME), Beregi Abel
(University of Oxford), Kadlecsik Addm (ELTE), Lipovics Ddniel (University Col-
lege London), Penc Patrik (BME), Vavrik Mdrton (BME).

A sok nevetéssel és kemény munkéaval toltott év utan most indul a felkésziilés
a 2023-as megmérettetésre, mely Pakisztanban keriil megrendezésre.

az HYPT szervezok csapata

Fizika gyakorlatok megoldasa

L ll

G. 769. Vizszintes ton egyenletesen haladé autd fogyasztismérdje
5 liter/100 km értéket mutat. Ha ugyanez az autd ugyanezen az dton gyorsulva mo-
zog, akkor a fogyasztdsmérd 10 liter/100 km-¢ mutat abban a pillanatban, amikor
a kocsi eléri az egyenletes haladds sebességét. Ha az autd ugyanekkora sebességgel
egy emelkeddén halad, akkor a fogyasztdsa 12 liter/100 km. Mit mutat a fogyasztds-
mérd, ha az autd ugyanezen az emelkedon az eldzdekben leirt gyorsuldssal mozog
felfelé, és a sebessége is éppen megegyezik az el6zdekben leirtakkal?

(3 pont)

Megoldas. Az autd fogyasztasa egyenesen ardnyos a motor P = Fv teljesit-
ményével, ahol F' a motor (dttételeken keresztiil érvényesiild) ,hizéereje”, v pedig
az autd sebessége. Az F er6 egy része az egyenletes mozgasnal legyézendd erdk
ereddjével egyezik meg, a maradék pedig az autd gyorsitasdhoz sziikséges er6.

Az auté sebessége mind a négy esetben ugyanakkora, igy a sebességtél fiiggd
kozegellenéllasi erdk is ugyanakkora nagysaguak. A kovetkezo egyenleteket irhatjuk
fel:

P, = Fyv, I = Fisge.

P, = Fyo, Fy = Figgeg. + Feayorsit,

Py = Fyo, F3 = Figgeg. + Flejts,

Py = Fyv, Fy = Fispeg. + Flejts + Fayorsit-

A fenti egyenletekbdl P, = P, — P, + P3 kovetkezik, vagyis ezekkel aranyosan
az emelked6n gyorsité autéd fogyasztdsara 10 — 5 + 12 = 17 liter /100 km adddik.

Sés Addam (Sopron, Berzsenyi D. Ev. (Liceum) Gimazium és Koll., 9. évf.)

28 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldéds. Hibas 9, nem versenyszerii 1 dolgozat.
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G. 779. Ha a Hold felszinét écedanok és szdrazulatok boritandk, akkor lenne-e
a Holdon apdly és dagdly?

(3 pont)

Megoldas. Az drapaly a kozeli égitestek egymasra gyakorolt tomegvonzasa dltal
létrehozott alakvaltozdsok osszessége. A Foldon az arapdly jelenségeket nagyobb-
részt a Hold, kisebbrészt a Nap gravitaciés hatdsai okozzak.

A Hold altal létrehozott f6ldi arapalyt két erd ereddje hozza létre: a Hold gravi-
técids vonzasa (amely a Fold felszinén helyrél helyre valtozik), valamint a Féldnek
a Fold—Hold rendszer tomegkozéppontja koriili keringésébél szarmazo centrifugé-
lis er6. E két erd vektoridlis eredéjeként a Foldnek a Hold fel6li és azzal ellentétes
oldalén tébbleterd jelenik meg, itt megemelkedik az écednok vize (dagdly). (Az &r-
apalyt okozo6 erék nemcsak a vizre, hanem a Fold szilard kérgére és a légkorre is
hatnak, de ennek hatdsa nem okoz megfigyelhetd valtozast.) A Nap hasonlé médon
hoz létre arapélyt a Foldon, és az drapalyjelenségek 6sszegzédnek.

A Hold esetében ugyanezek az er6k fenndllnak, tehdt a Holdon is lehetne
arapaly, ezt azonban nem a Foéld, hanem csak a Nap okozna.

Mivel a Hold 27,3 napos keringési ideje és tengely koriili forgasanak ideje
megegyezik (ezt épp az Un. drapalysirlédés jelensége alakitotta ki), ezért a Holdnak
mindig azonos oldala fordul a Fold felé. Emiatt a Fold okozta dagaly a Holdnak
mindig ugyanazon a helyén lenne a legnagyobb, tehat a Holdnak egy adott helyén
nem valtakozna a Fold keltette dagdly és az apdly.

A Nap azonban okozna a foldihez hasonlé drapédlyt a Holdon, hiszen a hely-
zete a Hold egy adott pontjabdl nézve 29,5 napos periédusidével valtozik. Emiatt
a Holdon kb. 15 naponta lenne dagdly, illetve apaly.

Hruby Laura (Budapest, Veres Pdlné Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

33 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 8, hibds 14, nem ver-
senyszerii 2 dolgozat.

G. 780. Zavarja-e a halakat, ha a parttél 2 méter tdvolsigban beszélgetnek
a horgdszok? (A hang terjedési sebessége levegdben 340 m/s, vizben pedig 1500 m/s.)

(4 pont)

Megoldas. A vizben gyorsabban terjednek a hanghullamok, mint leveglben,
tehdt a hangterjedés szempontjabdl a viz ritkdbb, a levegd siliriibb kozegnek szé-
mit. (Az akusztikai értelemben vett silirliség természetesen lényegesen kiilonbozik
a tomegsliriiségtol.)

A leveg6bdl a viz felé terjedé hang esetében hangtanilag siriibb koézegbol
hangtanilag ritkdbb kdzegbe lépiink at, igy felléphet a teljes visszaverddés jelensége.
Az a beesési szoggel érkezé hulldm olyan [ torési szoggel halad tovédbb, amelyre

Cyiz,

sin 8 = sin av.

Clevegé
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Mivel sin 8 < 1, megtort (a vizben is terjed§) hang-
hullam csak akkor alakulhat ki, ha

h
. c 3 .
sina < 2ol — 0,227, vagyis « < 13,1°. o
Cyiz,
It 24
Ezek szerint az aig = 13,1°-ndl nagyobb beesési szog- 2m | e
ben érkezé ,hangsugdr” mar nem hatol be a vizbe, D

hanem teljes egészében visszaverodik.

A vizparttol 2 méter tavolsagra 1évo ember hangja akkor érne a vizhez ap-nal
kisebb szogben, ha a horgasz szaja a talajtdl szamitva legalabb

h=2M _S6m
tg ap

magasan lenne. Ilyen magas ember nincs, tehat a halakat nem zavarja a horgaszok
beszélgetése.

Birdé Kata (Miskolc, Foldes F. Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A teljes visszaver6dés jelensége nem azt jelenti, hogy a hulldm semennyire
nem jut be a mésik kézegbe, hanem csak azt, hogy a hulldm eréssége (intenzitdsa) nagyon
erésen (exponencidlis iitemben) lecsokken, {gy egy bizonyos ,behatoldsi mélységet” elér-
ve a hanger6sség elhanyagolhatéan kicsivé valik. A behatoldsi mélység nagysdgrendileg
a hanghulldm hulldmhosszaval egyezik meg, tehat sok méter is lehet, vagyis elképzelhetd,
hogy a halakat még a parttdl viszonylag messze beszélgeté horgaszok hangja is elriaszt-
hatja.

(G. P)

21 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos (1 pont) 1,
hibas 7 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5386. Fgy a = 30°-0s lejtésti, d = 2 méter hosszu, szigeteld anyagbol késziilt
valyi aljahoz Q = 5,55 uC toltést kis golydt rogzitink. A valyi tetejérédl m = 100 g
tomegti, ¢ = 10 pC toltést kis golyot engediink el. Milyen messzire jut el ez a golyo,
ha tisztan gordil? (A mozgdsa sordn a golyd téltése nem vdltozik meg.)

(3 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros

Megoldas. Jeloljiik a toltott goly6é altal megtett utat s-sel. A goly6 helyzeti
energidja az induldsatol a megallasdig

AEhpelyzeti = —mgssina
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értékkel valtozott meg (ennyivel csokkent). A tolt6tt golyé elektrosztatikus poten-
cilis energidja (a Coulomb-energia)

qQ qQ s
AE, oulomb = v 75— — = = TN
Coutomb = k72 = k=7 = MaQrr—

értékkel nétt. A tiszta gordiilés miatt surlodasi energiaveszteség nincs, igy az 0ssz-
energia nem véltozik meg:

AFEpelyzeti + AECoulomb = kqQ ]

%) —mgssina = 0.
-5

Ennek az egyenletnek s # 0 megoldasa:

kqQ
mgdsin o

(9-10° Nm?/C2) - (10 C) - (5,55 - 1076 C)

:(2m)— —

s=d- (0.1 kg) - (9,81 N/kg) - (2 m) - 0,5

= 1,49 m.

A toltott golyo tehat kb. 1,5 m utat tesz meg a valytiban a megallasdig.
Waldhauser Miklés (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)

56 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 15, hibds 12, nem
versenyszeri 7 dolgozat.

P. 5391. Egy mély kitba kovet ejtiink. A csobbands hangjdt 4,25 s-mal az elejtés
utdn halljuk meg. Milyen mélynek taldljuk a kutat, ha g = 10 m/s?-tel és Vhang =
= 320 m/s-mal szdmolunk? Mekkordnak adddik a kit mélysége, ha g = 9,81 m/s?-
tel €s Unhang = 340 m/s-mal szamolunk? (A kozegellendllds hatdsdt hanyagoljuk el.)

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz
Megoldas. Legyen a k& esési ideje t1, a csobbands pillanatatél a hang érzéke-

1éséig eltelt id6 to. Tudjuk, hogy t1 +to =T = 4,25 s. A szabadon es6 k6 és a hang
ugyanannyi utat tesz meg:

g
§t% - vhang(T - tl)a
azZazZ
gt2 T =
5 1 + vhangtl — Uhangd = 0.

a) Szamoljunk el6szor g = 10 :—21 €S Vhang = 320 % adatokkal. A ¢;-re vonatkozdé
mésodfoki egyenlet (mértékegységek nélkiil):

5t2 +320t, — 1360 = 0,
amelynek pozitiv megolddsa: t; = 4 (s), és innen a kit mélységére a

g
h:§t§:80m

eredményt kapjuk.
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b) Hasznaljuk most a pontosabb g = 9,81 S% €s a Vpang = 340 ? adatokat.
A fenti mdsodfoku egyenlet (mértékegységek nélkiil) most igy néz ki:

4,905t2 4+ 340t; — 1445 = 0,

aminek a pozitiv gyoke: t; =~ 4,02 (s). A kit mélysége ilyen adatok mellett kb.
79,2 m-nek adédik.

Elekes Dorottya (Budapest-Fasori Evangélikus Gimn., 9. évf.)

68 dolgozat érkezett. Helyes 47 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 10, hibds 3, nem versenyszer(i 4 dolgozat.

P. 5394. Egy m tomegid, homogén tomegeloszldsi, ellipszis alaki lemez félten-
gelyeinek hossza a és b. Mekkora a test tehetetlenségi nyomatéka a 2a hosszusdgu
nagytengely végpontjin dtmend, a lemez sikjdra merdleges tengelyre vonatkoztatva?
(A feladat elemi iton is megoldhatd.)

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

Megoldas. Szamitsuk ki el6szor az ellipszis- Yy
lemez ©¢ tehetetlenségi nyomatékat az O témeg-
kozéppontjan (geometriai koézéppontjan) atme- ’[T
no, a lemez sikjara meréleges tengelyre vonat-
koztatva. Osszuk fel — gondolatban — a lemezt b
kicsiny m; tomegi darabkédkra, amelyek tavolsa- A = =
ga a forgastengelytdl ;. Ekkor a tehetetlenségi
nyomaték definicidja szerint

ellipszis

Op = E mm2
i

Helyezziik el a lemezt egy olyan sikbeli koordinata-rendszerben, amelynek
origdja a tomegkozéppont, tengelyei pedig parhuzamosak az ellipszis tengelyeivel.
Mivel a Pitagorasz-tétel szerint 72 = 27 + y2, fenndll

ellipszis ellipszis ellipszis

2 2 2
Op = Z m;r; = g m;x; + Z m;y; .
i i i

Vegyiik észre, hogy a jobb oldal els6 tagja nem fiigg az y; koordinataktol,
vagyis hogyha az ellipszist y irdnyban a/b ardnyban megnytjtjuk, tehdt a sugart
korré alakitjuk, az a tag nem fog megvéltozni, vagyis

ellipszis kor

i %
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De azt is tudjuk, hogy a korlemez szimmetrikus az x és az y tengelyek felcserélése,
és igy

kor kor

1 . 1
Zmi-r% _ Zmzy? — §®léorlemez — Zma?'
[ [

Ugyanezt megtehetjiik y irdnyban, b/a ardnyt nytdjtassal b sugari korré ala-
kithatjuk az ellipszisiinket:

ellipszis kor

Z myy? = Zmlyz2 = imbz.

Ezeket Gsszeadva kapjuk, hogy

1
Op = Zm(a2 +v?).
A feladat nem ezt, hanem az A ponton dtmend tengelyre vonatkoztatott tehetet-

lenségi nyomatékot kérdezte, amit a Steiner-tétel segitségével hatdarozhatunk meg:
2 1 2, 32 2 1 2, 32
©4 =00 +ma zzm(a +b%) +ma zzm(5a +b7).

Gdbriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
10 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Hidnyos (2 pont) 1, hibds 1 dolgozat.

P. 5401. Egy kicsiny (pontszeriinek tekinthetd), de nehéz testet két egyforma
hosszi, kizel azonos teherbirdsi fondlon tartunk. A fonalak felsd végét egy vizszintes
egyenes mentén lassan eltavolitjuk eqymdstol. Amikor a fonalak 2a szdget zdrnak
be eqgymdassal, az eqyik fondl elszakad, és a test a mdsik fondl régzitettnek tekinthetd
vége koril ingaként lengeni kezd. Mekkora lehetett o, ha a mdsik fondl a lengések
sordn nem szakad el?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. Amikor a fonalak fels§ végét eltdavolitjuk egymastdl, a szimmetrikus
elrendezés miatt a fonalakat feszit6 er6k egyforma nagysaguak lesznek:

F =F,=F,

ahol F' a fonalak szogének novekedtével egyre nagyobb lesz. Ha a kicsiny test tomege
m, akkor a fliggbleges erdk egyensilya miatt az elszakadast megel6z6 pillanatban
(1. dbra)

mg = 2F cosa,

vagyis a fonalak ,szakitészilardsdga”

(1)

mg

2cosa
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mg cos @

mgV--"

1. dbra 2. dbra

(A bekiildstt dolgozat nem tartalmazott dbrakat, azokkal a jobb érthet8ség kedvéért
egészitettiik ki a megolddst. — A szerk.)

Az egyik fonal elszakadasa utan a masik test £ hosszisdgi matematikai inga-
ként lengeni kezd. Amikor a fondl ¢ szoget zar be a fiigglegessel (2. dbra), a test
v sebessége az energiamegmaradds tétele segitségével szamolhato:

1
mgh = mgl(cos ¢ — cosa) = §mv2,

ahonnan

v = 1/2gl(cos ¢ — cos ).
Ebben a helyzetben a test centripetélis gyorsulasa:

2
(2) Qep = % = 2g(cos p — cos ),

a nehézségi er6 fonalirdnyd komponense pedig mg cos ¢. Ha a fonalat valamekkora
K er6 fesziti, akkor a fonalirdnyd mozgas dinamikai egyenlete:

K — mgcos p = macp,
vagyis (2) felhaszndldsdval
K(p) =mg(3cosp —2cosa).

Latszik, hogy a fonalban ¢ = 0-nél ébred a legnagyobb erd, vagyis amikor a kis test
éppen a palya legalsé pontjan halad at:

Kiax = mg(3 — 2cos ).
A fonél biztosan nem szakad el, ha K.y kisebb, mint az (1) dltal megadott

szakitoszilardsag:
mg

3-2 < ,
mg( cos @) 5 oon 0l
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f(x) vagyis

—4cos?a+6cosa—1<0.
r  Ez x = cos a-ra nézve masodfoku egyenlétlenség:

0@y 1 \zg 2 f(z) = —42® + 62 — 1 < 0.
Mivel a f6 egyiitthaté negativ, a fiiggvény képe egy alul
3 b nyitott parabola (3. dbra), melynek zérushelyei:
. aora

3+v6 . ~3-6

xr1 = 1 ~ 1,3 és T9 1 ~ 0,19.

Az egyenlStlenség megolddsa: cos > x1 > 1 (ez nyilvan értelmetlen), illetve
cosa < x2 =~ 0,19, vagyis o > arccos T &2 79°.

Ha tehat a széthuzott fonalak szoge az egyik fondl elszakaddsanak pillanatdban
legalabb 158°, akkor a tovabbi lengések soran a masik fonal biztosan nem fog
elszakadni.

Beke Bdlint (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn. és Koll., Gimn.,
11. évf.)

39 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 7, hidnyos
(1-3 pont) 4, hibas 3, nem versenyszer(i 3 dolgozat.

P. 5407. A CERN egyik linedris gyorsitdjaban kezdetben dllonak tekinthetd pro-
tonokat gyorsitanak L = 30,0 m hosszu iton U = 500 MV fesziiltséggel. Feltehetjiik,
hogy a gyorsitéban az elektromos tér homogén. Mennyi idd alatt teszik meg a pro-
tonok az L tavolsdgot?

(5 pont) Svéjci versenyfeladat

Megoldas. Newton 2. torvénye szerint (ami ebben az alakjidban a relativisztikus
fizikdban is érvényes):
_Ap

F=3p

ahol p a relativisztikus impulzus, F' = e% pedig az e toltésti protont gyorsitd erd.
Mivel homogén elektromos erétérben F' allando, tovabba a protonok kezddésebessége
nullanak tekinthetd, a gyorsitas ideje:

ahol p a felgyorsitott proton impulzusa. Feladatunk tehat az, hogy ezt az impulzust
meghatiarozzuk; bel6le a gyorsitas ideje konnyen kiszamithato.
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A proton (nyugalmi) energija kezdetben Ey = mgc?, a gyorsitds végén pedig
E=FEy+eU= mc2,

ahol m (a szokdsos széhaszndlattal) a proton ,megnévekedett tomege”, ¢ pedig
a vakuumbeli fénysebesség. A megadott és tdblazatbdl kikereshetd adatok szerint

U
m=mo+ 5 = 2,56- 1077 kg = 1,53mo.
c
Masrészt igaz, hogy
mo
V11— vz/cz’

ahonnan a felgyorsitott proton végsebessége:

2
v=rcy/1- 28 —2974.10% =,
m S

Ennek megfeleléen a keresett idétartam:

. 10727 . . 108 .
T - mul _ (2,56 - 10~=" kg) - (2,274 - 10° m/s) - (30 m) 918107 s,
U (1,6 - 10-19 C) - (500 - 106 V)

A relativisztikus impulzust (a sebesség kiszdmitdsa nélkiil) az energia-impulzus
relaciobdl is kiszamithatjuk:

E? = (moc® + eU)2 = (m002)2 + (pc)z,

U\
p= \/2m06U+ (6c>,

2
7= 1420 918 s,
c eU

ahonnan

a keresett id6 pedig

Kiirti Gergely (Kiskunfélegyhézi Szent Benedek PG Két Tanitdsi Nyelvii
Technikum és Koll., 12. évf.) és

Téglds Panna (Révkomdrom, Selye Janos Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan

25 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek, Gabriel Taméas, Hauber Henrik, Kiirti
Gergely, Téglas Pannha és Toronyi Andrds megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 11, hibds 4, nem versenyszerii 2 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 416. Akasszunk egy kilincs végére egy kis méretii targyat, és fokozatosan
noveljiik a terhelést tovabbi testek rahelyezésével. Mérjiik meg a kilincs egyensu-
lyi szoghelyzetét a raakasztott tomeg fliggvényében! A lehetséges legnagyobb szog
elérése utdn fokozatosan csokkentsiik a terhelést, és mérjiitk meg ebben az eset-
ben is a szoghelyzetet a tomeg fliggvényében. Adatainkat ugyanazon a grafikonon
abrazoljuk!

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

G. 789. Becsiiljiik meg, hogy mennyivel csokken testiink témege, mikdzben
nyolc oran keresztiil, egyfolytaban, nyugodtan alszunk! Hasznéljuk a kovetkezd
adatokat:

— Egy lélegzetvétel soran 0,5 1 levegd cserélédik Kki.
— Percenként 15-6t 1élegziink.

A kilélegzett levegd szén-dioxid-tartalma 5 V/V%.
A kilélegzett levegd 6 V/V% vizgézt tartalmaz.

(3 pont)

G. 790. Egy auté &tlagos fogyasztédsa 6 liter /100 km. Teljesen iires, kanyargds,
kétsavos autépalyan 300 km-t tesz meg a gépkocsi. Az tutszakaszon a kanyarok
Osszhossza 50 km, a kanyarok sugara atlagosan 1 km, a savok szélessége pedig 4 m.
Becsiiljitkk meg, hogy mennyivel cstkken a jarmi fogyasztdsa, ha egy felelotlen sof6r
minden kanyart a belsd {ven tesz meg!

(3 pont)

G. T91. Zsonglorkodo elméleti fizikus a kovetkezd mutatvanyt talalja ki. Egy-
mas tetejére helyez n szamu, tokéletesen rugalmas labdat, kozottik igen kicsiny
résekkel. A labdatornyot kemény feliiletre ejti, ahova a labddk v sebességgel ér-
keznek meg. A sorozatos pillanatszerii iitkozések utéan a legfelsé labda kivételével
minden lejjebb 1évé labda megéll, a legfels6 viszont nv sebességgel pattan fel. Bi-
zonyitsuk be (példaul a teljes indukcié médszerével), hogy ez a mutatvany akkor
teljesiilhet, ha a labddk tomege kielégiti a kovetkez6 formulat:

— 2m0
T k(14 k)
ahol mg a legalsé labda tomege, valamint k =1,2,3,...,(n —1),n.

(4 pont)
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G. 792. Az dbrdn lathaté dramkorben

egyforma izzélampdk vannak. A kapcsol6 ®
zarasat kovetben az A és a B ldmpa fénye-
sebben vagy halvanyabban fog vildgitani? @ ® ®
(Tekintsiink el az izzéldmpdk ellendlldsa- B C

nak hémérsékletfiiggésétol.)

(3 pont)

P. 5427. A fenti dbrdn lathat6 daramkorben taldlhatd 230 V névleges fesziiltségii
volframszélas izzélampak egyformak, melyeknek aram—fesziiltség karakterisztikdjat
az alabbi grafikon mutatja. Az dramkorben taldlhaté fesziiltségforras 230 V-os.

0,5

0,4

0,3 >

l\

dramer&sség [A]

0,1

50 100 150 200 250
fesziiltség [V]

100 W-os villanykorte dram—fesziltség karakterisztikdja

a) Mekkora egy ilyen izzéldmpa elektromos ellenélldsa a névleges fesziiltségen?

b) Mekkora ellenalldsi az A és a B ldmpa izz6szdla a kapcsolé nyitott alla-
sdban?

¢) Mekkora ellendllastiak az izzészdlak a kapcsold zardsa utdn?
d) Mekkora teljesitményt adnak le az izz6lampédk a fenti esetekben?

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5428. Képzeljiik el, hogy nap-éj egyenl6ség idején egy egyenlitoi orszag ten-
gerpartjan hason feksziink a homokban, és figyeljiik a naplementét. A tenger tiikor-
sima, az ég tiszta kék, és abban a pillanatban, amikor a Nap utolsé sugara eltiinik
a horizonton, hirtelen feldllunk, és igy még djra lathatjuk a Nap fels6 kariméajat.
Becsiiljitkk meg, hogy feldllasunk utdan mennyi idével tiinik el djra a napkorong!

(4 pont) Amerikai feladat nyoman
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P. 5429. Egy elektromos auté allé6 helyzetbdl indulva 10 s alatt egyenletes
gyorsuldssal 108 km/h sebességet ér el. Kerekeinek sugara 0,4 m, a keréktdrcsdn
talalhato6 egy 0,2 m sugari diszitégytri. Az induldstol szamitva mennyi id6 mulva
lesz ennek a vékony gyturiinek olyan pontja, amely nem gyorsul? Mekkora ebben
a pillanatban az auté sebessége?

(5 pont) Kézli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5430. A klimavaltozds egyik okaként szoktdk emliteni az ,intenziv hister-
melést”. Egy szarvasmarha naponta 160-320 liter metangédzt bocsat ki. A globalis
allattenyésztésben egymillidrd marhat tartanak nyilvan. Becsiiljiik meg, hogy mi-
lyen vastag réteget alkotna az allatok egy évi metangaz-kibocsatasa a Fold felszinén!
(A Foldet tekintsiik 6370 km sugart gombnek.)

(3 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5431. Egy 10 cm sugard, gomb alakd, homogén, tomor testnek egy bizo-
nyos t tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka 10%-kal nagyobb, mint
a gémb lehet6 legkisebb tehetetlenségi nyomatéka. Milyen messze van a t egye-

nes a gomb koézéppontjatol? (Lasd még a ,Merev testek mozgasegyenletei” c. rovid
cikket a KéMaL honlapjan*.)

(3 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

P. 5432. Egy fiiggdleges helyzetben rogzitett, vékony szigetel6pédlcdara héarom
egyforma tomegi és egyenld toltést szigetel6gyongyot fliztiink fel. Az alsé gyongy
rogzitett, a folotte 1évé masik ketté szabadon elcsiszhat a palcan. Egyensilyi
helyzetben hényszor messzebb van a legfelsé gyongy a kozépsotol, mint a koézépsd
a legalsotél?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
L P. 5433. Egy vizzel toltott, téglatest ala-

ku, elhanyagolhat6 falvastagsdgi akvarium ha-

d rom fiiggdleges oldala a vizbdl rajuk esé fényt

hossza L = 120 cm. Az akvéarium révidebb olda-
ldhoz vizszintes sikban valamekkora beesési sz6g-
ben lézersugér érkezik. Az dbra feliilnézetet mu-
tat. (A viz torésmutatdja: n = 4/3.)

\ visszaveri. Az akvdrium szélessége d = 50 cm,

A kilépé fénysugar — tobbszori titkkrozédés utdn — éppen a bees6 fénysugar-
ral parhuzamosan haladva hagyja el az akvariumot. Legfeljebb hany tiikrozodés
torténhetett?

(5 pont) Zsigri Ferenc (Budapest) feladata nyomdn

*https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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P. 5434. Az dbran szerepld fesziiltségforrds elekt-
romotoros ereje bekapcsolds utan idében linearisan no- R
vekszik fel a kezdeti 0 voltos értékrél; U(t) = UO%.

A K kapcsold segitségével barmelyik pillanatban ra-

kapcsolhat6 a fesziiltségforras az aramkorre. A fesziilt- U(t) L
ségforras bekapcsolasa utdn mennyi idovel kell zarni K

a kapcsolot, hogy ezutdn az ellenallason dtfolyé aram

ertssége idében linedrison néjon? Milyen iitemben né

ekkor az dramerdsség?

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5435. Egy cs6 bels6 sugara R, tengelye a szbget zar be a vizszintessel.
A csovet dllando w szogsebességgel forgatjuk a tengelye koriil.

A cs6be egy pontszeriinek tekinthetd, kicsiny testet helyeziink. A cs6 fala és
a kis test kozotti csuszési surlddasi egytitthatd p (pu > tg ). Azt tapasztaljuk, hogy
kell6en hossza id6 elteltével a kis test egyenes vonali egyenletes mozgast végez.
Mekkora a mozgés sebessége?

(6 pont) Kozli: Balogh Péter, G6dolls

Bekiildési hatarid6: 2022. november 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 72. No. 7. October 2022)

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 415): K. 734. Alex and his
friends bought 6 bags of sunflower seeds and 4 bags of pumpkin seeds for 1900 HUF. Next
week they bought 4 bags of sunflower seeds and 2 bags of pumpkin seeds for 1100 HUF.
How much does a single bag of each type cost (assuming that the prices did not change
during the week)? K. 735. Logic blocks were developed by Zoltdn Dienes. Peter takes all
the red and green disks and squares out of a set of blocks, altogether 16 pieces. No two
pieces are identical, and they can be classified into two groups having the same number
of elements according to each of the following properties: — either small or large, — either
red or green, — either a disk or a square, — either hollow or not. Can Peter place the
16 blocks along the perimeter of a circle such that any two neighbors have exactly one
of the above properties in common? K. 736. A company has 120 employees: plumbers,
tilers, bricklayers and painters. All plumbers and bricklayers have a driving license, the
others do not. The bricklayers and painters work in Pipacs street, the others in Kankalin
street. The number of employees without a driving license is 64, and 84 employees work
in Kankalin street. There are twice as many plumbers as painters. How many employees
of each kind are there at the company? K/C. 737. Given two threads of known length, we
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can measure and mark off the sum or difference of their lengths, and also the half length of
a thread by folding it into two. We are given two threads of length 2240 cm and 1760 cm.
Describe a procedure to mark off a length of 10 cm by using a single measurement (that
is, measuring the sum or difference of lengths is allowed only once, but halving a length
by folding can be performed many times). K/C. 738. In a certain calendar, the days of
a month are arranged in 7 columns. Read from left to right and then from top to bottom,
each column contains the same day of the week. For a certain integer n, we select an n X n
square array of days and find that their sum is 198. What is the smallest number in this
square?

New exercises for practice — competition C (see page 416): Exercises up to grade 10:
K/C. 737. See the text at Exercises K. K/C. 738. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1733. At most how many different positive prime divisors can a 3-digit
number have, if its digits are consecutive positive integers in a certain order? (Based on
the idea of Erzsébet Berkd, Szolnok) C. 1734. A circle k with diameter AB has center O.
We draw the circle k1 with diameter OB, and the line parallel with AB that touches the
circle k1 at point C. This line intersects the circle k at points D; and D>. Determine the
angles ZCOD; and ZCOD; exactly. (Proposed by Bdlint Bird, Eger) C. 1735. Find the

real solutions of the system /z + /7 = 6, i + i = % (The Mathematical Association of
America) Exercises upwards of grade 11: C. 1736. Let P be an interior point of side C'D
of a parallelogram ABCD, and let @ be an interior point of side AB (being parallel
with CD). The line segments PA and QD intersect each other at M, while the line
segments PB and QC intersect each other at N. Find a condition to have MN || AB.
(Based on a U.S. mathematics competition problem) C. 1737. Dick got two dice for his
32" birthday. He labelled the faces of one die with the numbers 1,2, ...,6, and the faces
of the other one with 0,1,2,7,8,9. By using these dice, he can form all integers from 10
up to his age, 32, but the next number, 33, cannot be formed. Octavia uses two regular
octahedra instead. Similarly, she wrote a digit on each face of both octahedra, so she can
also form all integers from 10 up to her current age (in years), but not the next one. How
old is Octavia now? (Proposed by Katalin Abigél Kozma, Gy6r)

New exercises — competition B (see page 418): B. 5262. Louisa wrote down a natural
number, not containing 0 but containing at least two different digits. Then she also listed
all the numbers which can be formed by permuting the digits of the original number.
What is the maximum of the greatest common divisor of all the numbers (including the
original one)? (& points) (Proposed by Katalin Abigél Kozma, Gy&r) B. 5263. Prove that
the sum of the squares of the medians of a triangle is not less than the square of the
semiperimeter of the triangle. (&8 points) (Proposed by Ldszlé Németh, Fony6d) B. 5264.
First Player and Second Player play the following game. First Player starts and prescribes
arbitrarily many (even infinitely many) terms of a binary sequence (i.e., any term is 0 or 1)
in a way that infinitely many terms can still be determined. Then Second Player sets the
value of the first digit which has not been prescribed yet. They then repeat this procedure
forever by taking turns. First Player wins if the binary sequence is periodic from a certain
term, otherwise, Second Player wins. Is there a winning strategy, and if yes, who has it?
(4 points) (Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest) B. 5265. Enlarge the incircle of a right-
angled triangle by a scale factor of 2, where the center of enlargement is the vertex at
the right angle. Show that this circle touches the circumcircle of the triangle. (4 points)
(Proposed by Viktor Vigh, Szeged) B. 5266. Some football players are on holiday together.
Altogether they are from k clubs and from n nations where k& < n. Show that there are
at least n — k + 1 players having more club fellows than compatriots. (& points) B. 5267.
We are given two line segments of length p and ¢, and a triangle ABC determined by the
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lines a, b and ¢ (where the usual convention is used: points B and C' lie on line a, and
so on). Construct the point P on the circumcircle of the triangle for which the point P,
divides the line segment P, P, in a ratio p : ¢, where P, is the orthogonal projection of the
point P onto the line z. (5 points) B. 5268. Let I denote the incenter of the triangle ABC.
Let P denote an arbitrary interior point of the triangle on the circle ABI. The reflection
of the line AP about the line Al intersects the circle ABI at a point @ different from
the point A. Prove that CP = CQ. (6 points) (Proposed by Szilveszter Kocsis, Budapest)
B. 5269. Let p > 19 be an odd integer, and color the numbers 0,1,...,p—1 with two colors.
For 1 < i < p, let ; denote a random element of the set {0,1,...,p — 1} (the choices are
independent, and have uniform distribution). Prove that the probability of the event that
Z1,...,Tp have the same color and p divides z1 + -+ + x,, is at least 3/(2Pp). (6 points)
(Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest)

New problems — competition A (see page 419): A. 833. Some lattice points in the
Cartesian coordinate system are colored red, the rest of the lattice points are colored
blue. Such a coloring is called finitely universal, if for any finite, non-empty A C Z there
exists k € Z such that the point (z, k) is colored red if and only if x € A. a) Does there
exist a finitely universal coloring such that each row has finitely many lattice points
colored red, each row is colored differently, and the set of lattice points colored red is
connected? b) Does there exist a finitely universal coloring such that each row has a
finite number of lattice points colored red, and both the set of lattice points colored
red and the set of lattice points colored blue are connected? A set H of lattice points
is called connected if, for any x,y € H, there exists a path along the grid lines that
passes only through lattice points in H and connects z to y. (Submitted by Anett Kocsis,
Budapest) A. 834. Let A1 Az ... As be a convex cyclic octagon, and for i =1,2...,8 let
B; = A;jAitr3 N Aiy1Ai+4 (indices are meant modulo 8). Prove that points Bi,..., Bs
lic on the same conic section. A. 835. Let f(™ (x) denote the n'® iterate of function f,
ie f(1>(ac) = f(=), f("“)(x) = f(f<")(m)). Let p(n) be a given polynomial with integer
coefficients, which maps the positive integers into the positive integers. Is it possible
that the functional equation f(">(n) = p(n) has exactly one solution f that maps the
positive integers into the positive integers? (Submitted by Ddvid Matolcsi and Kristdf
Szabd, Budapest)

Problems in Physics
(see page 442)

M. 416. Hang a small object on the end of a door handle and gradually increase
the load, with placing additional bodies on the load. Measure the angular position of the
handle in equilibrium as a function of the mass hung on it. After reaching the maximum
possible angle, gradually reduce the load and measure the angular position of the handle
as a function of mass. Plot your data on the same graph.

G. 789. Estimate how much your body mass decreases while you sleep for eight hours
peacefully! Use the following data: e During one breath 0.5 I of air is exchanged. e We
breathe 15 times in a minute. e The carbon dioxide content of the exhaled air is 5 V/V%.
e The exhaled air contains 6 V/V% water vapour. G. 790. The average consumption of
a car is 6 litres/100 km. On a completely empty, winding two-lane road the car can travel
300 km. The total length of the curves on this road segment is 50 km, the radius of the
curves is on average 1 km and the width of the lanes is 4 m. Estimate the reduction in fuel
consumption if a careless driver makes every turn on the inside curve. G. 791. A juggling
theoretical physicist invents the following stunt. He puts n perfectly elastic balls on top
of each other with very small gaps between them. He drops the ball tower onto a hard
surface, where the balls arrive at a speed of v. After a series of momentary collisions, all
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the balls except the top ball stop, and the top ball bounces up at a speed of nv. Prove (for

example using the method of mathematical induction) that this stunt can be performed

if the mass of the balls satisfies the following formula: mg = ﬁkﬁ’

mass of the lowermost ball and k = 1,2,3,...,(n — 1),n. G. 792. In the circuit shown in
the figure below there are identical incandescent lamps. After the switch is closed, will
lamp A or B be brighter or dimmer? (Do not consider the temperature dependence of the
resistances of the filament lamps.)

where mg is the

P. 5427. The voltage rating of each of the identical tungsten filament incandescent
lamp of the circuit shown in the figure above is 230 V. Their current-voltage characteristics
are shown in the graph below. The voltage supply in the circuit is 230 V. a) What is the
resistance of an incandescent lamp at its rated voltage? b) What is the resistance of the
filaments of lamps A and B in the open position of the switch? ¢) What is the resistance
of the filaments after the switch is closed? d) How much power is dissipated by each
incandescent lamp in the above cases? P. 5428. Imagine that on a day of an equinox you
are lying in the sand on the beach of an equatorial country and observe the sunset. The
sea is very smooth, the sky is clear blue, and at the moment when the last ray of the
Sun disappears over the horizon, you suddenly stand up, so you can see the Sun’s upper
rim again. Estimate how long it takes for the Sun after you stand up to disappear again.
P. 5429. An electric car accelerates uniformly from rest and reaches a speed of 108 km/h
in 10 s. The radius of its wheels is 0.4 m, on the wheel there is a decorating ring of radius
0.2 m. How much time elapses from the start of the car until this narrow decorating ring
will have a point which does not accelerate? What is the speed of the car at this moment?
P. 5430. “Intensive meat production” is often cited as one of the causes of climate change.
A single cow emits 160-320 litres of methane per day. There are one billion cattle in global
livestock production. Estimate the thickness of the methane layer that would be formed
on the surface of the Earth. (Consider the Earth as a sphere of radius 6370 km.) P. 5431.
The rotational inertia of a spherical, uniform-density solid body of radius 10 cm with
respect to a certain axis ¢ is 10% greater than the minimum possible rotational of inertia
of the sphere. How far is the axis ¢ from the centre of the sphere? P. 5432. Three isolating
beads having the same mass and given the same charge are stringed to a thin insulating
stick fixed in a vertical position. The bottom bead is fixed and the above two beads are
free to slide on the stick. At equilibrium, how many times further is the top bead from the
middle bead than the middle bead from the bottom bead? P. 5433. The three vertical sides
of a cuboid-shaped aquarium filled with water, with negligible wall thickness, reflect the
light from the water. The aquarium has a width of d = 50 cm and a length of L = 120 cm.
A horizontal laser beam is incident on the shorter side of the aquarium at a certain angle
of incidence. The figure shows the top view. (The refraction index of water is n = 4/3.)
The light beam — after being reflected several times — emerges from the aquarium parallel
to the original incident light beam. At most how many reflections could occur? P. 5434.
The electromotive force of the voltage supply shown in the figure increases linearly in
time after switching on, from an initial value of 0 volts; U(t) = Uoti. The switch K can
be closed at any moment to connect the voltage source to the circuit. After the voltage
source is turned on, how much time should elapse till the switch is closed so that the
current flowing through the resistor also increases linearly in time? At what rate does the
current increase then? P. 5435. A tube has an internal radius of R, and its axis makes
an angle of a with the horizontal. The tube is rotated at a constant angular speed of w
about its axis. A small point-like body is inserted into the tube. The coefficient of kinetic
friction between the wall of the tube and the small body is p (> tg o). We find that after
a sufficiently long time the small body undergoes uniform straight line motion. What is
the speed of the motion?
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Megyei / Févarosi
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Kiirschak Jozsef Matematikai
Tanuléverseny

2022. oktéber 7. 14:00

Bolyai Csapatverseny, matematika
3-8. osztaly / 9-12. osztaly

2022. oktéber 14. 14:30
Erdély 15:30 /

2023. jan. 17.13:30
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Matematikai Tanuléverseny 14:00-18:00 ~ : X X
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2023. mAjus 26-27.
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2023. februar 25.

Programozas kategoria:
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2. korcsoport: 9-10. osztaly
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14:00-16:00
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Nemes Tihamér Nemzetkozi
Informatikai Tanulmanyi Verseny 1. kes.: 2022. nov. 9. 2023, jan. 7. 2023 febr. 25.
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2-3. Kkes.: 8.30-13:30

1. kes.: 10:00-13: 00
2-3. kes.: 10:00-16:00

Alkalmazas kategoéria:
1. korcsoport: 7-8. osztaly
2. korcsoport: 9-10. osztily

1. kes.: 2022. dec. 7.
14:00-16:00

2. kes.: 2022. dec. 8.
14:00-17:00

2023. januar 28.
1. kes.: 8:30-11:30
2. kes.: 8:30-13:30

2023. marcius 25.
1. kes.: 10:00-14:00
2. kes.: 10:00-16:00

Orszagos Grafikus
Programozasi Verseny

2023. januar 25.
14:00-16:00

2023. marcius 17.
14:00-16:00

2023. aprilis 15.
10:00-13:00

Eotvos Lorand Fizikaverseny

2022. oktober 14.

OKTV

2022. november 10. 14:00

2023. februar 2. 10:00

2023. aprilis 1.

Oveges Jozsef
Karpat-medencei Fizikaverseny
7-8. osztaly

https://ovegesfizikaverseny.samfules.hu/oveges

Mikola Sandor Orszagos Tehetségkutato

2023. februar 14.

2023. marcius 21.
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