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A 65. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia
feladatainak megoldasa, 1.

I

A hagyoméanyoknak megfeleléen kozoljiilk a Nemzetkozi Matematikai
Didkolimpia feladatainak megolddsait. A megolddsok leirdsara idén is
a magyar csapat tagjait kértiik meg. Kozremiikodésiiket koszonjik, és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztoség

Els6 nap**

1. feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes « valds szamot, amelyre minden pozitiv
egész n esetén teljesiil, hogy n osztja a kévetkezd egész szamot:

la] + [2a) + -+ + |na].

(A |z] a legnagyobb egész szamot jeloli, amely kisebb vagy egyenld, mint z. Példdul
|-7|=—-4és 2] =12,9]=2.)

Megoldas (Varga Boldizsar). Beldtjuk, hogy a feltételeknek pontosan a paros
egész szamok felelnek meg. Ezek jok, ugyanis ha o péaros egész szam, akkor

n(n+1)

5 :(g(n+1))~n,

la) + [2a] +-+ |na) =a+2a+--+na=a- 5

ami oszthaté n-nel (ugyanis § egész).

Most belatjuk, hogy mds megoldds nincs. Ehhez legyen |a] = k. Két esetet
kiilonitiink el k paritasa szerint.

1. eset: k péros. Ekkor teljes indukciéval beldtjuk, hogy |na| =nk minden n
pozitiv egészre. A n =1 kiindul6 esetben ez trividlis, mert |a| = k.

Tegyiik fel, hogy minden m < n-re mar belattuk, hogy igaz az allitas. Ekkor

(n+1)a=na+a=|na|+{nat+|a]+{a} =n+1)k+{na} +{a}

(kihasznalva, hogy az indukcids feltevés miatt |na| =nk). Mivel 0 < {na}, {a} <
<1, ezért (n+1Dk<(n+1la<(n+1)k+2, vagyis [(n+1)a] = (n+ 1)k vagy
[(n+1)a] = (n+1)k+ 1. Az utébbi esetben azonban az indukcids feltevést hasz-
nalva

la] +2a|+--+[(n+Da|=k+2k+---+nk+(n+1)k+1=

MM—!—l:(n—i—l)-((n—i—Z)-k)—i-l,

2 2

* Sajndlatos médon szeptemberi szdmunkban hibdsan jelent meg az IMO beszdmolé cime.
Helyesen: Beszamolé a 65. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiarol. Az elirdsért elnézést kériink.
** A mésodik nap feladatainak megolddsdt a novemberi szdmban kozoljiik.
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ami nem oszthaté (n+ 1)-gyel (hiszen 1-gyel nagyobb egy (n+ 1)-gyel oszthaté
szamnal, és n+1> 1), ami ellentmond a feladat feltételeinek. Igy csak [ (n+1)a =
= (n+ 1)k lehet, amivel az indukcids 1épést befejeztiik.

Ezutan, mivel |na| =nk minden pozitiv egészre, na < nk +1 is teljesiil, amibél
a<k+ % Mivel % tetszOlegesen kis pozitiv értéket felvehet, ebbdl kovetkezik, hogy
a <k, és mivel |a| =k, ez csak tgy lehet, ha a =k, vagyis o paros egész szam.

2. eset: k paratlan. Ekkor azt latjuk be indukciéval, hogy |na| =n(k+1) —1.
Ez n = 1-re megint csak teljesiil, mert || = k. Tegyiik fel, hogy n-ig mér minden
pozitiv egészre belattuk az allitast.

Az eléz6hoz hasonlé gondolatmenettel |(n+1)a] = |[na) + |a| =n(k+1) -1+
+k=(Mn+1)(k+1)—2vagy |(n+1)a] =|na]+|a]+1=(n+1)(k+1)—1. El8bbi
esetben azonban az indukcids feltevést hasznalva

la] +[2a] 4+ [na] + [(n+1)a] =
=(k+1)—-1)+2k+1)=1)++ (n(k+1)—1) + ((n+1)(k+1)—2) =
(n+1)(n+2) _(n+2)=

(n+1).((n+22).’“;11>1,

ami nem oszthaté (n+ 1)-gyel, hiszen egy (n+ 1)-gyel oszthaté szdmnél 1-gyel
kisebb, és ez ellentmond a feladat feltételeinek. Ezzel befejeztiik az indukcids 1épést,
[na| =n(k+1) —1 minden n pozitiv egészre.

= (k+1)-

Igy tehat no > n(k+1)—1 is fenndll minden n pozitiv egészre, vagyis o >
> k+1-— % Mivel % tetszolegesen kicsi lehet, ebbol kovetkezik, hogy a > k+1,
ami ellentmond annak, hogy |«| =k, vagyis ebben az esetben nincs megoldés.

Ezzel belattuk, hogy a csak paros egész szam lehet, és azok tényleg mind
megfelel6ek.

2. feladat. Hatdrozzuk meg az dsszes, pozitiv egészekbdl dllé (a,b) szdmpdrt,
melyre léteznek g és N pozitiv egészek gy, hogy
Inko(a" 4+ b,0" +a) =g
teljesil minden n > N egészre. (Az x és y egész szamok legnagyobb kiozos osztdjdt
Inko(x,y) jeloli.)

Megoldas (Tarjan Bernat). Megmutatjuk, hogy csak az a = b =1 szdmpérra igaz
az allités.

Tekintstik az a,b, N, g szdmoknak egy olyan megvalasztasat, amelyre teljesil a
feladat feltétele, és legyen m = ab+ 1. Vegyiik észre, hogy m relativ prim a-hoz és b-
hez, ezért 1éteznek olyan a1 és b~ maradékok m-mel osztva, amelyekre a=!-a=1
és b1 -b=1 (mod m). Tovabb4, az Euler-Fermat tétel miatt a*¥ (™) = pk-¢(m) =1
(mod m) barmely nemnegativ egész k-ra, ahol p(m) az m-nél nem nagyobb, m-hez
relativ prim pozitiv egészek szama.

Vizsgdljunk egy olyan n=Fk-¢(m)—1 alaki egész szdmot, amelyre n > N.
Vegyiik észre, hogy

a"+b=a""a(@" +b)=a"(a"*"™ tab)=a"'(1+ab)=a"'m=0 (mod m),
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és ugyanigy b" +a =0 (mod m), tehat az m kozos osztdja az a™ +b és b +a
szémoknak. A feltétel a szerint legnagyobb kozos oszté g, ezért m | g.

Most vizsgaljunk egy olyan n =k - p(m) alakd szdmot, amelyre n > N. A feltétel
szerint a™ + b és b™ + a legnagyobb kozos osztdja g, ezért m | g|a™ +bésm|g|b" +
+ a. Ismét az Euler-Fermat tételt alkalmazva,

a"+b=ad"*"™ £ b=1+b (mod m)

és ugyanigy b" +a=1+a (mod m), tehdt m | b+ 1 és hasonléan m | a + 1.

Mivel m | b+ 1, az is igaz, hogy m =ab+1 < b+ 1, de akkor a = 1. Hasonléan
lathatjuk, hogy m =ab+1<a+1, tehat csak b=1 lehet. Igy csak az a =b=1
szampar lehet megoldés.

Az a=0b=1 par és g =2 valdban megoldds, mert a +b= 0"+ a = 2, igy valéban
Inko(a™ +b,b™ 4+ a) = g minden n-re.

3. feladat Legyen a1, ao, as, ... pozitiv egészek egy végtelen sorozata, valamint
legyen N egy pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy minden n > N esetén a, megegyezik
azzal a szammal, ahdnyszor a,_1 az a1, as, ..., an—1 sorozatban szerepel.

Bizonyitsuk be, hogy a1, as, as, ... €s as, a4, ag, ... sorozatok valamelyike egy
1d6 utdn periodikus.

(A by, ba, bs, ... végtelen sorozat egy id6 utan periodikus, ha léteznek p és M
pozitiv egészek, melyekre by, 4, = by, minden m > M esetén.)

Hivatalos megoldas. Legyen M > max(ay,...,an).

El6szor belatjuk, hogy van olyan egész szam, amely végtelen sokszor fordul el
a sorozatban. Ha ugyanis nem lenne ilyen, akkor tetszOlegesen nagy egész szam
el6fordulhatna (hiszen véges sok, egy bizonyos szamnal kisebb szdm csak véges
sok lehet). Marpedig mindannyiszor, ahdnyszor egy M-nél nagyobb szim elészor
megjelenik, azt 1 koveti. Tehdt az 1 végtelen sokszor fordul el6, ami ellentmond
annak, hogy nincs végtelen sokszor el6forduld szam.

Most belatjuk, hogy minden x > M egész szdm legfeljebb (M — 1)-szer fordul
el6. Ha ugyanis nem igy lenne, akkor lenne olyan szam, amely legalabb M -szer
szerepel. Tekintsiik az elsé olyan alkalmat, amikor valamely = éppen M-edszerre
fordul el6. Eddig a tagig x-et minden esetben olyan szam el6zte meg, amelybdl azt
megel6z6leg x(> M) darab volt a sorozatban. Eszerint legalabb M olyan szdm van
a sorozatban, amely legalabb M alkalommal fordult el6, miel6tt x megjelent volna
M-edszer, ami ellentmondas, hiszen z-et gy valasztottuk, hogy az a legelsé olyan
szam, amely M-edszerre jelent meg.

Eszerint véges sok olyan szam van, amely végtelen sokszor szerepel a sorozatban.
Jelolje k a legnagyobbat kozilik. Mivel k végtelen sokszor szerepel, igy végtelen
sok olyan M-nél nagyobb szamnak kell lennie, amely legalabb k-szor fordul el a
sorozatban (a k-t megel6z6 szamok), vagyis 1-t6l (k — 1)-ig az Osszes természetes
szam ugyanugy végtelen sokszor fordul el6. Azonban k+ 1 csak véges sokszor szere-
pel, vagyis csak véges sok szam fordul el k-nal tobbszor. Jeldlje [ azt a legnagyobb
szamot, amely k-ndl t6bbszor szerepel. Erre [ > k, hiszen k-ig minden szam legfel-
jebb (k —1)-szer fordul el8. A tovabbiakban nevezziink egy x pozitiv egész szdmot
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nagynak, ha x > [, kézepesnek, ha | > x >k és kicsinek, ha = < k. Osszefoglalva
tehat: kis szamokbol végtelen sok van a sorozatban, nagyokbdl legfeljebb k.

Vélasszunk egy elegendden nagy N’ > N szadmot gy, hogy apy+ kicsi, tovabb4
az ai, ..., an: tagok kozott

e minden kozepes szdm minden eléforduldsa szerepelt maér;

« minden kis szdm tobbszor szerepelt mar, mint max(k, N).
Mivel minden kis szam k-nal tobbszor szerepelt, ezutdn minden kis szamot nagy
szam koévet. Tovabbd, definici6 szerint, minden nagy szam legfeljebb k-szor jelenik
meg, vagyis az ilyeneket kis szdm koveti. Eszerint a sorozat az an tagot kévetéen
felvaltva &ll kis és nagy szamokbol.

1. lemma. Legyen g egy olyan nagy szam, amely megjelenik ny: utin. Ha g-t a h
kis szam koveti, akkor h azon kis szamok szamdval egyenls, amelyek eddig legalabdb
g-szer szerepeltek.

Bizonyitas. Az N’ index definicidja szerint a kis szdm, amely g-t koveti tobb
mint max(k, N) alkalommal fordult els, tehdt g > max(k, N'). Tovibba, mivel g >
> N, minden kis szdm g-edik el6fordulasa az N-edik tag utan kovetkezik be, tehat
g koveti. Mivel pedig a kis szamok szama k, és g pedig legfeljebb k-szor fordul eld,
igy g pontosan k-szor kell, hogy szerepeljen, és mindig egy ay utani kis szamot
kovet. Vagyis g-nek a h-adik el6fordulasa el6tt pontosan h darab kis szam szerepelt
mar. [

Jelolje aj; j) az ai, ait1, - .., aj részsorozatot.

2. lemma. Ha ¢ és j olyan indexek, amelyekre teljestil, hogy

(a) j>i>N'+2,

(b) a; és aj is kis szdm és egyenldk,

(c) semmilyen kis szdm nem fordul elé egynél tobbszor az af; ;_11-ben,
akkor a;—2 valamely aj; j_1)-beli kis szammal egyenld.

Bizonyitas. Jeloljiik Z-vel azon kis szamok halmazat, amelyek legaldbb a;_1-szer
szerepelnek az ay ;_q); illetve J-vel azon kis szdmokét, amelyek legaldbb a;_;-szer
fordulnak el6 az af; ;) részsorozatban. Akkor az 1. lemma alapjén a; = [ J|, ezért a
(b) feltétel szerint |Z| = |7 |, tovabba Z és J definicidja miatt a;—o € Z és a;_2 € J.

Tegyiik most fel, hogy az a;_» kis szdm nincs az 7 halmazban. Ez azt jelentené,
hogy a;_1-nél kevesebbszer szerepelt az aj; ;1) részsorozatban. A (c) feltétel szerint
a;j—o legaldbb a;_i-szer fordult el6 az ap,j—1)-ben, tehat a;_1 < a;—1. Tekintetbe
véve azt, hogy ap ;—1) C ap j—1], €z azt jelenti, hogy Z C J. Viszont mivel a;_o €
€ J\Z, ez ellentmond annak, hogy |Z| = |J|. Ezért a;_o € Z, igy tehat legalabb
a;—1-szer szerepel az afy ;_1j-ben, és még egyszer az aj; ;_q)-ben. Tehdt a;_1 > a;—1.

A (c) feltétel szerint barmely kis szdm, amely legaldbb a;_1-szer szerepel az
afy,;—1)-ben, legaldbb a; 1 —1 > a;_; alkalommal fordult el6 az af; ;_1)-ben. Vagyis
J C1Z,amib8l T =7, tehédt a;_o € J, ezért legaldbb még a;_1 —a;—, =1 alkalom-
mal szerepel az a; ;_1)-ben. O]

Minden olyan kis a,, szdmra, amelyre n > N’ + 2 teljesiil, legyen p, a legkisebb
olyan szam, amelyre a,y,, = a; is kis szdm valamely i-re, ahol n <7 <n+p,. Mas
szoval, legyen a,p,, = a; a legels6 olyan kis szdm, amely kétszer fordul el6 a,,—1-et
kovetéen. Ha i > n lenne, akkor a 2. lemma alapjan (j = n+p,, szereposztdssal) a;_o
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ismét eléfordulna a4 p,, elétt, ami ellentmond annak, hogy p,, volt a legkisebb ilyen
tulajdonsagu szam. Vagyis i =n. A 2. lemmabdl az is kovetkezik, hogy pp, = pr_o-
Eszerint p,, pnt2, Dntda, --- sorozat nem csokkend sorozat, feliilrél korldtos (egy
korlat a 2k, hiszen csak k darab kis szdm van). Ezért a p,, pnt2, Pnta, - .. sorozat
egy tagtol kezdve konstans, és ettdl kezdve a kis szamok sorozata periodikus,
mégpedig legfeljebb k a periédusa.

==

Rejtvények, ordoglakatok

E—

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiillonb6z6 kirakds jatékok, topo-
l6giai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

Manapsdag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkjeit mi talaljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiikk el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink 4j feladatokat kitalalni.

A szeptemberi szimban bemutatott feladvanyok (Logi-toli és két atkelés a folyén
tipusi rejtvény) mind az Un. sorozatos mozgatdson alapuld logikai jatékok kate-
t6 allapotokkal rendelkeznek, amelyek kozott a szabalyokban definidlt atmenetek
vannak, amiket dltaldban 1épésnek neveziink. A cél, hogy egy elére meghatdrozott
allapotbdl (kezdéallapot, vagy kezd8éllas) egy szintén jol meghatdrozott masik &l-
lapotba (végallapot, végéllas) jussunk szabdlyos 1épések sorozatéval.

Az ilyen jatékok mind természetes médon leirhatdk egy graffal: a lehetséges al-
lapotok a graf csicsai, és két cstcsot akkor kotiink ossze éllel, ha van kozottik
lépés. Altaldban a lépések megfordithatdk, ezért elegend$ irdnyitatlan grafot hasz-
nalnunk. Nem megfordithaté 1épések esetén iranyitott grafot definidlunk.

1. Békaugratas

Mutatunk egy egyszerti példat egy jaték grafjara. Tekintstink egy 1 x 5 méretii
négyzetracsot, amelynek a bal oldali két mezdjében egy-egy piros (P), a jobb
oldali két mez6jében egy-egy kék (K) béka csiicsiil, a kozépsé mez6 kezdetben
iires (U). A piros békdk jobbra haladnak, a kékek pedig balra. Egy lépésben egy
béka atugorhat az el6tte 1év6 lires mezére, vagy atugorhatja az eltte levé mezén
csiicsiilo békat, ha a kettével elGtte 1év6é mezé tires. A célunk, hogy a piros és a
kék békak helyet cseréljenek. A szabalyok alapjan konnyen felrajzolhatjuk a jaték
grafjat, amely most irdnyitott, hiszen a békak héatrafelé nem ugranak.

Megfigyelhetjiik, hogy a graf szimmetrikus — ez nem nagy meglepetés, hiszen
a jatékban is szimmetrikus a piros és a kék békak szerepe. A jaték végigjatszdsa
— feladat megoldasa — azt jelenti, hogy taldlunk irdnyitott utat a kiindulasi hely-
zetbdl a célként megjelolt allapotba. Eszrevehetjiik, hogy bizonyos, elvileg 1étezd
allapotok nincsenek a grafban, pl. UKKPP vagy UPKKP. Ezek a kezddéallapotbdl
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1. dbra. Szines békdak helycseréje

nem érhetdk el ezért altaldban nem tekintjiik a jaték grafjidhoz tartozdknak &ket,
de specialis elemzéseknél sziikséges lehet hozzavenni.

Hasonléan egyszerii a kdposzta, a kecske és a farkas atszallitasi problémajanak
a grafja, biztatjuk az olvasot, hogy rajzolja fel. Talan az egyetlen aprébb furfang,
hogy nem szabad megfeledkezni azokrél az élekr6l sem, amikor egy mar atvitt
allatot visszahozunk, ezek nélkiil a feladat nem oldhaté meg.

2. Jatékok és grafok

Szamtalan olyan — j6 és kevésbé jo — jaték létezik, amelyikhez grafot rendelhe-
tiink. Tulajdonképpen minden labirintus ilyen: a graf cstcsai itt az elagazasok, az
éleknek pedig a folyosdk felelnek meg. Kelléen nagy labirintus (kellen nagy graf)
esetén a teljes képet egyben latva sem feltétlen konnyii két pont kozott utat taldlni.
Ez a probléma a kiilonb6z8 grafbejarasi algoritmusok [1] tanulmanyozasdhoz vezet,
amivel részletesebben mi itt nem foglalkozunk.

Nehezithet6 a feladat, ha nem latjuk egyszerre az egész t-
vesztOt; egy valddi labirintusban bolyongva mindig ez a hely-
zet. Ilyenkor mar viszonylag kis méretii graffal is meggytilhet
a bajunk, és sok mulik a labirintus fizikai megvalésitdsan is
(vannak-e jellegzetességek, amik tdjékoz6dasi pontként szolgal-
nak, stb.). Ehhez kapcsol6déan két, kereskedelmi forgalomban
is kaphaté jatékot emlitiink meg, a Cast Plate és a Cast Du-
et nevl ordoglakatokat. Mindkét jaték grafja viszonylag kicsi
(kb. 30, illetve 60 csicsi), az ttkeresés nehézsége elsésorban a
jatékok fizikai megvaldsitdsabdl jon. A jatékok részletesebb elemzése, és a grafjaik
rajza megtaldlhaté példaul a [2] prezentdciéban.

A [2] prezen-
téaci6 QR kodja

A fent emlitett két példa esetében nincs igazan gondolko-
désra lehetGség, a megoldas a jaték , kifarasztasaval” torténhet,
emiatt ezek az ordoglakatok a grafjaik ismeretében lényegé-
ben érdektelenné vilnak. A mult hénapban feladott Logi-toli
és nyolc személyes atkelés grafja viszonylag nagy, de még min-
dig ,kézzel” is kezelhetd. A Logi-toli grafjat mar egyaltalan
nem trividlis megadni. Ha gondolkodas nélkiil kezdiink neki,
akkor egy (130) . (;) = 4200 csucsu grafot kezdiink felrajzolni, és
menthetetleniil elvesziink. Némi valédi matematikusi munkéval
a csucsok szama 78-ra redukalhaté, és ezzel kezelhetévé valik a graf. Hogy miként,

A logi-toli blog
([3]) QR kédja
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2. dbra. Cast Plate. A kép forrdsa: 3. dbra. Cast Duet. A kép forrasa:
mypuzzlecollection.blogspot.com mypuzzlecollection.blogspot.com

arrél részletesen olvashatunk a [3] cikkben. A grafbdl természetesen a megoldés is
kiolvashaté.

Mindazonaltal a Logi-toli és a nyolc személyes atkelés kétségkiviil jé jatékok,
amik a grafok ismerete nélkiil, logikus gondolkodassal is megoldhatok. Példaul az
atkelésnél vildgos, hogy ha az els6 dtkeld felndtt az apa (vagy az anya), akkor
0 kénytelen a hazastarsit magdval vinni, és utdna nincs folytatas, igy az els6
atkel6 csak a renddr lehet, és 6 kénytelen a fegyencet is magéaval vinni. Ezutan a
rendOr visszatér, és ismét az egyetlen szabdlyos lehetdség, hogy atvisz egy gyereket,
mondjuk egy fiit. Ezutdn a rendor a fegyenccel egyiitt kénytelen visszatérni, az apa
atviszi a mésodik fiut is, majd visszatér, és atviteti magat az anyaval.

Ezen a ponton a ,holgyek” az innensé parton vannak a rendorrel és a fegyenccel,
az ,urak” a tulparton, a rendért és a fegyencet pedig allitsuk ra a tutajra. Ez egy
logikailag szimmetrikus allapot: a fitk és lanyok szerepe nyilvan felcserélhetd, és ugy
is gondolhatunk ré, hogy a tilpartrél hoztuk a hélgyeket ide. Erdemes megjegyezni
azt is, hogy minden 1épésiink megfordithaté. Innen tehdt gondolkodhatunk tugy,
hogy mostantol ,a holgyeket visszahordjuk a tulpartra”, vagyis velik a fidk és
apjuk atvitelekor megtett 1épéseket tessziik meg visszafelé — és ezzel a jatékot
megoldottuk. A graf felrajzolasa leginkabb abban segithet ennél a feladvanynal,
hogy moddszeresen haladva, biztosan minden esetre gondoljunk.

3. Jatékok oriasi graffal

A téma két klasszikusaval fe-

jezzuk be a graffal modellezhe-

t6 jatékok sorat. A tizenotos ja-

ték online is jatszhatéd [4], ahogy

a Rubik-kocka is — utobbit azon-

ban senkinek nem javasoljuk, a

kézzel tekergetés egészen mas él-

mény. A tizen6tos jaték torténe-

4. dbra. A tizenétos jaték egy (a Logi-tolihoz te kalandos [5], az 1870-1880-as

hasonléan) Kassa Gyorgytdl szdrmazé dizdjnja a években Gridsi népszertiségnek or-

bal oldalon, egy modern valtozat a jobbon.
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vedett, és azota sem mertilt feledésbe. A Rubik-kocka vilagsikere a mai napig t6-
retlen [6], ez Magyarorszdgon koztudott.

Mindkét jaték tigynevezett permuticiojaték, és természetesen mindketto leirha-
t6 egy-egy graffal. Azonban ezek a griafok mér olyan nagyok, hogy felrajzolni 6ket
szinte lehetetlen, a korabbi példdkban latott médon nem hasznalhatdak, ezért ezek
a feladvidnyok az emberi megoldoknak érdekesek maradtak (de még mennyire!).
Ennek ellenére természetesen nem haszontalan a grafjaik hasznalata, ezek tanul-
manyozasa tovabbi érdekes matematikai problémakhoz, fogalmakhoz vezet. Mind-
két jaték szamos kutatast motivalt, és motival a mai napig, ezekkel kiilon irdsban
foglalkozunk majd.

4. Néhany kapcsolodo feladat

A bemutatott jatékokhoz kapcsolédéan néhany feladvanyt adunk az érdekl6dd
olvaséknak.

1. probléma. Altaldnositsuk a békaugratés jatékot p db piros és k darab kék
békara. (A jaték kezdetén kozottiik mindig egy tres hely van.) Megoldhaté mindig
a feladat? Mit mondhatunk a 1épésszamrol?

2. probléma. Mutassuk meg, hogy a tizenotos jatékban az a kezddéllas, amit a
kirakott allapotbdl a 14-es és a 15-6s elem felcserélésével kapunk, nem megoldhato.

3. probléma. Szamoljuk meg, hany csticsa van a tizen6tos jaték, illetve a Rubik-
kocka gréafjanak.

Irodalomjegyzék
[1] https://hu.wikipedia.org/wiki/GrY%C3%A1fbe %C3%A1r)C3%A1s
[2] https://www.math.u-szeged.hu/~vigvik/morahalom.pdf
[3] https://ordoglakat.blog.hu/2012/06/08/logi_toli
[4] nttps://15puzzle.netlify.app/
[5] https://en.wikipedia.org/wiki/15_puzzle
[6]

6| https://hu.wikipedia.org/wiki/Rubik-kocka

Vigh Viktor

Kincsek a KoMaL muiiltjabol

Ebben a rovatunkban a KéMaL. hasabjain régebben megjelent érdekes, am feledésbe
mertult cikkeket, feladatmegolddsokat vesziink el6 és mutatjuk be. Felfrissitjiikk, a mai
jelolésmbdokhoz, szohasznalathoz igazitjuk a stilusukat, esetenként tovabbi gondolatokat
fliztink hozzajuk.
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Ezuttal a vildghirii matematikus, Erdds Pal emlékének adézunk, aki 14 évesen irta
meg a magasabb rendi szdmtani sorozatokrdl sz6l6 cikkét. (Erdds Pdl: A magasabbrendd
szdmtani sorokrdl, KoMaL, 1929/6, februar, 187-189. oldal)

Két oka is van annak, hogy ezzel az 1927-ben irédott, 1929 februdrjiban megjelent cik-
kel foglalkozunk. Egyrészt az iras két nagyon szép, egyszerii és hasznos eredményt mutat
be, amelyek az id6k soran részben feledésbe meriiltek — nem épiiltek be a kozoktatas-
ba még tagozatokon sem. Ugyanakkor tovabbi érdekes kérdések meriilhetnek fel a cikk
olvasdsa soran, amelyek egy részét meg is valaszoljuk.

A téma izgalmassigat, érdekességét az is mutatja, hogy két évtizeddel késébb némileg
eltérd tartalommal Koncz Kéroly is kozolt cikket a KoMalL-ban. (Koncz Kdroly: Maga-
sabbrendil szamtani sorozatokrdl, KéMaL, 1950/4, november, 179-191. oldal)

Erdés Pal cikkének 1ényegén semmit nem valtoztattunk.

Erdos Pal: A magasabbrendii szamtani sorozatokrol

Definicié. Elsérendii aritmetikai (szdmtani) sorozatnak nevezziik a nem konstans
szamtani sorozatot.

Egy (ay) sorozat kiilénbségsorozata (vagy differenciasorozata) az a (A,,) soro-
zat, amelyre Ay = ap4+1 — ag, masodik kiillonbségsorozata a kiilonbségsorozatanak
a kiilonbségsorozata stb.

Definicié. Egy sorozatot masodrendii aritmetikai (szdmtani) sorozatnak neve-
zink, ha a kilonbségsorozata elsérendi aritmetikai (szdmtani) sorozat, illetve &l-
taldban n-edrendii aritmetikai (szdmtani) sorozatnak nevezzik, ha az elsé diffe-
renciasorozata (n — 1)-edrendii, mésodik differenciasorozata (n — 2)-edrendfi stb.,
(n — 1)-edik differenciasorozata pedig elsérendii aritmetikai (szdmtani) sorozat.

Jelolés. Az (a,) sorozat k-adik differenciasorozatit az eredeti cikkben (A%k))

jeloli. Az egyszeriiség kedvéért mi (a%k))—val fogjuk jelolni. Igy (a,) — a kiinduld

sorozat — jelolhetd (a%o)) modon is.

Definicié. A nem-nulla konstans szamtani sorozatot tekinthetjiik O-adrendii arit-
metikai sorozatnak. Az n-edrendii aritmetikai sorozatot més széval magasabbrendii
aritmetikai (szdmtani) sorozatnak nevezzitk (n=0, 1, 2, ...).

Példa. Legyen (a,) a kobszamok sorozata. Ekkor

(a,): 1 8 27 64 125 216. ..

@My 7 19 37 61 91...

(aslz)): 12 18 24 30... nem konstans szdmtani
(af)): 6 6 6... nem azonosan 0 konstans (szamtani)
(agfl)): 0 0... azonosan 0 konstans (szdmtani)

A kébszdmok sorozata harmadrend(i aritmetikai (szamtani) sorozat, mert a
masodik differenciasorozata elsérendd aritmetikai (nem konstans szdmtani) soro-
zat; a harmadik differenciasorozata nem-nulla konstans — 0-adrendii — aritmetikai
(szdmtani) sorozat; a negyedik (és minden tovabbi) differenciasorozata konstans 0.
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Az aldbbi két feladatra keressiik a valaszt.

1. Fejezzik ki az r-edrendii (a,) aritmetikai (szdmtani) sorozat n-edik tagjat

onmaga, illetve differenciasorozatai elsé tagja segitségével; vagyis az ago)’ agl),
a§2), e aY), agrﬂ), . tagokkal. (Természetesen, mivel a sorozat r-edrendii

aritmetikai, az (r 4+ 1)-edik és minden tovabbi differenciasorozata elsé tagja 0.)

2. Irjuk fel annak az (S,) sorozatnak a képletét (hozzarendelési szabalyét)
szintén (a,,) differenciasorozatai els§ tagja segitségével, amelynek n-edik tagja az
(an) r-edrendii aritmetikai sorozat elsé n tagjanak az Gsszege.

Az 1. feladat megoldasa. Legyen (a,,) egy legaldbb elsérendi aritmetikai sorozat.
Irjuk fel (a,) és a bel6le képezhet6 differenciasorozatok elsd néhany tagjat.

ay a9 as ay as ae ar ...
N N N
e o) oV o(b oV (1)
o2 0 o o2 0
(3) o o o
oD oD 4@

Figyeljiik meg, hogy
(1) o =a”
(2) a2 —a§°)+a§1>
(3) a3 —ag])—i-aél) (a (0)—&—@51)) (agl)—i—a(z)) (())—1—2@(1)—&—(152),
a4 = ago)—i—a(l) { go)—ﬁ—Qagl)—}—agQ)} +agl) =
agl) az elsd differenciasorozat — amely maga is egy magasabbrendii aritmetikai

sorozat — harmadik tagja, igy (3) alapjan a(l) (1)+2a§2)+a(3).
@ =lal”+2a7 +aP] + [af? + 2007 + ] = 0f” +30{" +30{ +a?,
as = aflo) —|—afll) [ago) +3a§1) +3a§2) —|—a(3)} + [ ) —|—3a§2) —|—3a(3) (4)
= a§0)+4ag )+6a§2)+4a§3)+a(4).

Lathato, hogy az an) felirdasdhoz a differenciasorozatok elsé tagjanak binomidlis
egylitthatokkal vett szorzatai Osszegét hasznéljuk, mégpedig a sorozatot magat
0-dik differenciasorozatnak tekintve, az elsé n (a 0-adiktdl az (n — 1)-edikig vett)
differenciasorozat els6 tagjat.

Azt, hogy ez tovabbra is valéban igy van, teljes indukciéval latjuk be.
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Tegyiik fel, hogy az n-edik tag valoban

n—1 0 n—1 1 n—1 2 n—1 1
L ana%0)< 0 )a§)+< ) >a§)+< 5 )a§)+...+(n_1>a§” )

alakban irhato fel.

Akkor a sorozat (n+ 1)-edik tagja az n-edik tag és az elsé kiilonbségsorozat
n-edik tagjanak osszegeként all el. Am az elsé kiilonbségsorozat is egy magasabb-
rendii aritmetikai sorozat, igy annak m-edik tagja — az indukcids feltevés szerint —

felirhato ) ) )
n— 1 n— 2 n—
ag)—< 0 >a§)+< ) >a(1)+...+<n_1)a§")
alakban. E két kifejezés 6sszege adja a,11-et:
n—1 0 n—1 1 n—1 2 n—1 n—1
( 0 )ag)—k( 1 )ag)-i-( 9 >a§)+...+(n_1>ag )+
n—1 1 n—1 2 n—1 ne1 n—1 "
+( 0 >ag)+< ) )a§)+...+(n_2>a(1l )Jr(n_l)a(ll).

Mivel ("5%) = (5), (221) = () & (") + (G2
valens azzal, hogy

n 0 n 1 n 2 n n—1 n n
() (2 ()

ami éppen az indukcids allitds (n + 1)-re felirva. O

() (Pascal tétele), igy ez ekvi-

Erdemes megjegyezni, hogy ha n > r (azaz egy r-edrendii aritmetikai sorozat
r-nél nagyobb indexi tagjat irjuk fel), akkor az r-nél nagyobb sorszdmu differen-
ciasorozatok elsé tagja 0, vagyis itt a nemnulla tagok szama legfeljebb r+ 1.

A 2. feladat megoldasa. S,, els6 tagja a;, masodik tagja So = S + a2, ahonnan
Sy — S1 = ay, illetve altaldban S,_1 + a, = S,, vagyis S, — Sn,_1 = a,. Eszerint
(an) az (S,) els6 differenciasorozata — eltekintve att6l, hogy ai-et nem kapjuk
meg két szomszédos (S, )-beli tag kiillonbségeként. Ezen persze nem nehéz segiteni,
bevezetjiikk az (S,) sorozat O-adik tagjét, és mivel ekkor S; —Sp=a; és Sy =
=ay, igy So =0. (A nulldt szokds tires Gsszegnek nevezni.) Nem szabad azonban
megfeledkezniink arrdl, hogy igy az (S,) sorozat tagjait nem 1-t6l, hanem 0-tél
szdmozzuk.

Ekkor I. alapjédn — nem elfelejtve, hogy az (S,,) sorozatban az elsé tag indexe 0,
vagyis nem az n index(i, hanem az n — 1 indexii tagot adja meg I.

n—1 n—1 n—1 ne n—1 ne
Sn_l( 0 >SO+( . >a1+...+<n_2)a§ 2)+<n_1)a§ b,

ami az n index®i ((n 4+ 1)-edik) tag:

_ (" n n (n—1) ny (n)
II. Sn—(O)So+<l>a1—|—...+(n_1)al —|—(n>a1 .
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Mivel (S,,) els6 differenciasorozata az r-edrendii (a,,) aritmetikai sorozat, igy (Sy,)
(r + 1)-edrendi aritmetikai sorozatot alkot; az (ay)-et megeléz6 magasabbrendii
aritmetikai sorozat, amelynek elsé differenciasorozata (a,,), igy hasznélhatjuk ré

az (a(_l)) jelolést, amely szerint:

_ n 1 n 0 n n—1 n n
al; U:(())ag )+(1>a§)+...+<n_1)a§ )+<n)ag). O

Példak. Szamitsuk ki ennek alapjin a természetes szamok négyzeteinek 6sszegét.
A természetes szdmok négyzetei masodrendii szamtani sorozat, mert a differencia-
sorozata a péaratlan szdmok sorozata (elsérendii aritmetikai sorozat), igy az dsszege
harmadrend{i aritmetikai sorozat. (Az elsd indexet 0-nak véve a sorozat n indexfl
tagja az els6 n négyzetszam Osszegét adja eredményiil.) A sorozat elsé néhdny tagja:
0,1,14+4=514+4+9=14,144+9+16=30, ...

@i™): o 1 5 14 30...
(@): 1 4 9 16.. .
(a): 3 5 7
(a?): 2 2
_ (=1 _ (™). ny . . —
=)0 () 1+ ()0 () org
—1 —1)(n—2
:0-1+1-n+3-n(n2 ) 4.0 6)(n ) -
202+ 3n 40 n(n+1)(2n+1)
B 6 N 6 '

A természetes szdmok kobeinek Gsszege (amely negyedrendil aritmetikai soro-
zat) els6 néhany tagja 0, 1, 1+8 =9, 9427 = 36, 36 + 64 = 100, 100 + 125 = 225.

Kiszdmitva a differenciasorozatokat:

(a=1): 0 1 9 36 100 225. ..
(a®): 1 8 27 64 125...
(aM): 7 19 37 61...

(a®): 12 18 24...
(a®) 6 6..., konstans

(o ()0 () 7 () (oo

n*(n+1)% _ (n(n2—|— 1))2.
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Megjegyzések
FErdds Padl: A magasabbrendi szamtani sorozatokrol
cimii cikkéhez

Erdés Pal cikke két fontos eredményrdl szol. Az egyik szerint ha ismert egy
r-edrendii aritmetikai (szdmtani) sorozat elsé r kiilonbségsorozatanak elsé tagja,
akkor ezekkel kifejezhetd a sorozat n-edik tagja:

n—1 0 n—1 1 n—1 2 n—1 n—1
L. anaflo)< 0 )a(l)Jr( ) >ag)+< 5 )a§)+...+(n_1>a(1l ),

ahol a kitevébe zardjelben azt irtuk, hogy hanyadik kiilonbségsorozat elsé tagjardl
van sz6, és ahol természetesen legfeljebb r + 1 tag lehet 0-t6l kiilonbozé (a 0-adik
kiilénbségsorozattol az r-edikig), hiszen az r-edik kiilénbségsorozat konstans, 4m a
tovabbiak azonosan nullak.

A fenti kifejezésben a binomidlis egytitthatok az n polinomjai: az elsé (a nulladik
kiilonbségsorozat elsd tagjanak egylitthatéja, konstans 1) nulladfokd, a mésodik (az
els6 kiilonbségsorozat els6 tagjanak egytitthatéja, n— 1) elséfoku és {gy tovabb, az
r-edik kolonbségsorozat elsd tagjanak egyiitthatéja n-nek r-edfoki polinomja. Az
(an)-et megadd képlet tehat n polinomja, és mivel agr) nem nulla, de agrﬂ)
igen, a legmagasabb foku tagban az n kitevéje r.

mar

Tehét az r-edrendii aritmetikai sorozat ,képlete”, vagyis az n-edik (&ltaldnos)
tagjat megadé fiiggvény az n-nek r-edfokt polinomfiiggvénye.

Természetesen addodik a kérdés: a kiilonbségsorozatok elsé tagja helyett nem
lehetne-e a sorozat els6 r + 1 tagjaval meghatarozni a sorozatot megadd képletet?

Feladat. Hogyan irhaté fel egy r-edrendi szamtani sorozat dltaldnos tagja a
sorozat elsé néhdany (r+ 1) tagja figgvényében?

Els6ként prébalkozhatunk azzal, hogy kifejezziik a differenciasorozatok els6 tag-
jait a sorozat elsé r 41 tagjabdl, hiszen abbdl I. alapjan mar meg tudjuk hatarozni
a sorozatot el6allité képletet. Anélkiil, hogy részletekbe bocsatkoznank, a cikkben
leirtakhoz hasonléan kapjuk, hogy az n-edik differenciasorozat elsé tagja

n n 0 n n 0 e n 0
N NS Y

alakban irhato fel. Ezutan alkalmazva az 1. 6sszefiiggést, fel tudjuk irni a sorozatot
el6allité polinomot a sorozat els6 r + 1 tagja segitségével.

Ez azonban nagyon komplikaltnak tiinik. Talan van ennél egyszeriibb modszer.

Allitsuk el8 a sorozatot meghatérozé polinomot tagrél tagra gy, hogy minden
lépésben legfeljebb 1-gyel ndjon a polinom fokszama, és a k-adik polinom az elsd
1,2,...,k-ra az ay,as,...,a; értékeket vegye fel.

Igy példdul a polinom elsé tagjara p1(1) = a; — konstans — teljestil.
Keressiik azt a ps polinomot, amelyet igy kapunk, hogy p;-hez alkalmas tagot
adva 1-ben tovabbra is aq, 2-ben ay legyen a felvett érték. Ehhez az kell, hogy az
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a tag, amelyet hozzdadunk p;-hez 1-ben 0-t, 2-ben (as — aq)-et vegyen fel. Ilyen
els6fokt polinom az (a2 —ay)(n—1). Tehdt pa(n) = a1 + (a2 —ay1)(n—1).

A kovetkezd, ps polinomot tgy kapjuk, hogy ps-héz hozzdadunk egy olyan
(legfeljebb) mésodfokn tagot, amely 1-ben és 2-ben is 0 (hogy az 1-ben és 2-ben
felvett érték ne vdltozzon), vagyis valamilyen ¢ konstanssal ¢(n —1)(n — 2) alaku,
de p3(3) = ag legyen. Mivel ekkor p3(3) = a1 +2(ag —a1) +c¢-2, gy c= “3*25%
kell legyen, tehat
asz — 2(12 “+ a1

5 (n—2)(n-1).

p3(n) =a1+ (a2 —a1)(n—1)+

Hasonléan kapjuk py-et:

as — 2as + a;
2

és mivel az kell, hogy p4(4) = a4 legyen, vagyis

a2 —aj

pa(n) =ar + (n—1)+ (n=2)(n=1)+c(n—3)(n—2)(n—1),

ao—ay az—2as + aq

2

pa(4) = a1+ (4-1)+ (4=2)(4=1) +¢(4=3)(4=2)(4-1) = a4,

ayg — 3&3 + 3CL2 —ay
5 .

Azt latjuk, hogy ismét a binomidlis egyutthatdk segitségével lehet kifejezni a
megfelel6 egyiitthatokat. Azt is vegyiik észre, hogy a tortek nevezdjében pedig a
faktoridlisok szerepelnek. (Ezeket az dllitdsokat ismét teljes indukeiéval lehet bizo-
nyitani, ezt azonban az olvaséra bizzuk.) Vagyis az r-edrendii sorozat szabdlya az

innen ¢ =

cl—|—%(n—1)—|—%(n—1)(n—2)—|—%(n—1)(n—2)(n—3)—|—...

Osszeg elsé r 4 1 tagja segitségével adhatd meg, ahol

= (k01>ak_ (kl1>ak_l+..._...+<_1>t(’“t1>ak_t+...+<_1>k1 (Z_i)

Péld4ul a négyzetek 0sszegébdl 4116 harmadrendii aritmetikai sorozat (1, 5, 14, 30,
55, ...) esetén

n®  n?

Tt5 T

| =

an:1+4(n—1)+g(n—1)(n—2)+%(n—1)(n—2)(n—3):

Vegyiik észre, hogy I*. szerint ¢ a k-adik differenciasorozat elsé tagja.
Tehat — gy tiinik — egy Gjabb felirdsat kapjuk a sorozatot el6allité képletnek:

NORNEY e e
anzﬁ—!—%(n—1)—&—#(71—1)(n—2)+ﬁ(n—1)(n—2)(n—3)+...,

de valgjaban csak ismét megkaptuk az I. Gsszefliggést.

Megjegyezziik, hogy az igy megkonstrualt polinomot Newton-féle interpolacios
polinomnak nevezziik, amely a fent leirtakndl sokkal dltalanosabban alkalmazhato.
Ha adott egy fiiggvény n+ 1 (kilénb6z6) helyen felvett értéke, akkor létezik —
és egyértelmiien meghatarozott — egy olyan legfeljebb n-edfokt polinom, amely
az adott helyeken az adott értékeket veszi fel. TetszOleges sorrendben tekintve a
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helyeket, megkonstrualhatok az egyes pontokra illeszkedd polinomok tgy, hogy az
elsd pontra konstans polinomot, az els két pontra (legfeljebb) elséfokut, az elsd
haromra (legfeljebb) mésodfokd polinomot stb. illesztiink. Mindekozben az egyes
lépésekben egy-egy taggal gyarapodik a polinom, amelyhez csak egy-egy linedris
egyenletet kell megoldanunk.

Am ha maér eljardsokrol beszéliink és a sorozatot (polinom)fiiggvényként tekin-
tettik, akkor alkalmas fiiggvénytranszformaciok sorozataval 1épésrol 1épésre 1-gyel
csokkentve a polinom fokszamét eljutunk egy (az eljards sordn kiszdmithaté) kons-
tans polinomig, majd a transzformacios 1épéseket visszafelé elvégezve megkapjuk
az eredeti polinomot. Ezt egy példan mutatjuk be.

Legyen a sorozatot meghatdrozé hozzarendelés az f(x) = 222 — 2z + 1, de te-
gyiink gy, mintha ezt nem ismernénk, csak azt tudjuk, hogy masodfokt — ezt kell
meghataroznunk a hozza tartozd sorozat els6 harom tagja alapjan: a; =1, ag =5,
az = 13.

Célunk, hogy f(x)-en olyan fiiggvénytranszforméciét végezziink, hogy x f1(x)
alakira hozzuk, igy f1 fokszdma 1-gyel kisebb, mint f-é. Mivel zf;(x) a 0-ban 0-t
vesz fel, igy f(z) grafikonjit tgy transzformaljuk, hogy dtmenjen a (0;0) ponton.
Tudjuk, hogy f(1) =1, ezért az f grafikonjat eltoljuk az y tengely irdnydban (—1)-
gyel és az x tengely irdnydban is (—1)-gyel (Osszességében a (—1;—1) vektorral).
Az x tengely irdnya (—1)-gyel valé eltolds az f(x + 1) transzformdciot, az y tengely
irdnyt (—1)-gyel torténd eltolds az f(x+ 1) — 1 transzformaciét eredményezi. Ekkor
tehdt f(x+1)—1 a 0-ban f(1) —1 =0, vagyis olyan polinomfiiggvényt kapunk,
amelynek a konstans tagja 0, ezért kiemelheto bel6le z:

flz+1)—1=zfi(x).
Mivel f(x) mésodfoku volt, fi(x) els6foki. Ezutan fi-en végziink hasonlé transzfor-
méciét. Ha z =1, akkor 1- f1(1) = W =4, eszerint f; grafinkonjét a (—1;—4)
vektorral kell eltolnunk, azaz x fo(x) = f1(z + 1) — 4. fo konstans polinom, és mivel
1+1)—-4 2+1)—-1 3)—1

1 2 2

igy f2(z) =2 (maga a 2 konstans fiiggvény). Most végezziik el fo grafikonjin a
transzformadcios lépéseket visszafelé: az fo(x) =2 fliggvényt z-szel szorozva, majd
eltolva az (1;4) vektorral a 2(x — 1) + 4 = 2z + 2 fuggvényt kapjuk, azutdn ezt z-szel
szorozva, majd (1;1)-gyel eltolva a 2(x — 1)2 +2(x — 1) + 1 = 222 — 22 + 1 fiiggvényt
kapjuk.

4=9,

Valéban ez volt a sorozatot meghatarozé fiiggvény.

Ttlzéas lenne azt mondani, hogy lezartuk a témét, annal is kevésbé, mert tovabbi
kérdéseket is fel lehet vetni. Meg lehet példdul kérdezni, hogy ha ismert az (a,)
magasabbrendli aritmetikai sorozat képlete, akkor ebbél hogyan kaphatd meg az
,osszegsorozat” vagy a kiillonbségsorozat képlete. Ez viszont mar egy kovetkezo cikk
témaja. Talan majd tjabb évek mulva valaki mas tjra eléveszi ezt a cikket is, és
folytatja a gondolatokat.. ..

Fried Katalin
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Gyakorlo feladatsor | |
emelt szintii matematika érettségire | |

I. rész
1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan
a)a Vr+4—+/z—1=+/r—4 egyenletet,
b) a 4* —16 < 6- 27 egyenlStlenséget. (12 pont)

2. A H halmaz elemei azok a kétjegyi pozitiv egész szamok, amelyekben az elsé
szamjegy négyzetébol kivonva a masodik szamjegy négyzetét a két szam Osszegét
vagy kiillonbségét kapjuk.

a) Elemeinek felsoroldsaval adjuk meg a H-t.

b) Széamitsuk ki a H elemeinek atlagit, szérdsat, medidnjat, alsé és felsd kvar-
tilisét. (12 pont)

3. a) Mutassuk meg, hogy ha n paratlan természetes szdm, akkor n®+ 11n
oszthatd 12-vel.

b) Igazoljuk, hogy az ABC haromszog derékszogil, ha a csicsainak koordindtéi
a derékszogli koordindta-rendszerben A(8;2), B(5;7) és C(—2;—4). (18 pont)

4. a) Egy szdmtani sorozat elsd 6t tagjdnak osszege 40, az els§ és otodik tag
szorzata 48.

Szamitsuk ki a sorozat elsé 10 tagjanak Osszegét.

b) Egy szdmtani sorozat négy egymds utdni tagjahoz rendre 4-et, 3-at, 6-ot és
17-et adva egy mértani sorozat egymast kovetd tagjait kapjuk.

Hatarozzuk meg a szamtani sorozat igy kapott négy tagjat. (14 pont)
II. rész

5. Az 4brén egy kétiiléses gyermekhinta vazlatos rajza lathatoé.

A 2 méteres ferde rudak a vizszintes

talajjal ugyanakkora szoget zarnak be. 15m 30°
Két ilyen rid egyméssal bezart szoge pe-
dig 30°-0s. A hintdkat tarté vizszintes
1,5 m-es rid talajra esé meroleges vetiile- 21m
te a téglalap 2,1 m-es oldalaval parhuza-
21 m V

mos kozépvonaldn van, és szimmetrikus a
téglalap kozéppontjara.

a) Mekkora szoget zarnak be a vizszin-
tes talajjal a 2 m-es rudak?

b) Az egyik hinta lengésideje 2,4, a mésiké 2,2 masodperc, mozgdsuk csillapi-
tatlan, periodikus mozgasnak tekintheté. Egyszerre elinditjuk a hintakat.
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Hany maéasodperc mulva lesz el6szor mindkét hinta egyszerre ugyanabban a
helyzetben, mint indulaskor?

¢) Anna, Béla, Cili, Dani és Emi egyttt jatszanak. Kitalaltak, hogy parosaval
fognak hintazni gy, hogy mindenki mindegyik tarsaval hintazik egyszer, két percet.
Minden hintazas utdn mindenkinek le kell szallni, és atadni a hintat két olyan
hintazonak, akik még nem hintaztak egytitt.

Végrehajthaté-e ez a terv? Ha igen, a gyerekek nevének kezd&betiiivel adjunk
meg egy lehetséges sorrendet, ha nem, indokoljuk vdlaszunkat. (16 pont)

d) A gyerekek vdszonnal boritott zarhaté sitrat szeretnének késziteni uigy, hogy
a hinta rudjait hasznaljdk a sator tartoiként.

Legalabb hany négyzetméter anyagra van sziikségiik a sator elkészitéséhez?

6. Egy tajékozodasi sportegyesiilet 100 sportoldja harom sportagban indul az
idei versenyeken. Ebben az évben 85-en tajfutd, 40-en tajbringa és 18-an sitajfutd
szamokban versenyeznek. Mindenki indul legaldbb egy sportagban, pontosan két
szamban 29-en neveznek.

a) Hanyan vesznek részt mindhdrom versenyszdamban?

b) A klub tagjai életkoruk alapjan hérom csoportot alkotnak: junior, feln6tt és
szenior. A tagsdg 25%-a szenior, ezen belil méasfélszer annyi férfi van, mint né.
A felnéttek kozott kétszer annyi a férfi, mint a néi versenyz6, a junioroknal pedig
3-mal kevesebb ldny van, mint fi. A klubtagsag 60%-a férfi.

Korosztalyonként hany néi és hany férfi versenyzdje van a szakosztalynak?

¢) Az egyik versenyzé annyira sikeres, hogy amennyiben elindul egy versenyen,
akkor 70%-os valdszintiséggel dobogén végez. Az idei szezonban 10 versenyen indul
majd.

Mennyi a valdszinlisége, hogy legaldbb négyszer dobogds helyezést ér el?

d) A szezonnyitd Osszejovetelen a legfiatalabb versenyzok kozott vasarlasi utal-
vanyokat sorsolnak ki. A sorsoldson 6 fit és 4 lany nevét egy urndba helyezik, majd
visszatevés nélkiil kihtiznak harom cédulat.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy két lany és egy fit nyer utalvanyt?

(16 pont)

7. Az f:[-2;2] = R; f(x) =4 —2? fiiggvény grafikonja és az x tengely altal

bezart korlatos tartomanyba berajzoltunk egy téglalapot, amelynek oldalai parhu-
zamosak a koordinata-rendszer tengelyeivel.

a) Mekkordk az oldalai a legnagyobb keriilet(i ilyen téglalapnak?

b) Adott az A(0;4) és a B(0;8) pont. Az AB szakaszon véletlenszertien felvett
P pontbdl érintéket htizunk az f(z) figgvény grafikonjdhoz, a két érintési pontot
jeloljiik E-vel és F-fel.

Mennyi a valészinfisége annak, hogy az EF P hdromszog tompaszogli? (16 pont)

8. Egy foci VB dont6jébe jutott 48 csapat nevét négy kalapba helyezik, mind-

egyikbe 12-t, majd ezekbdl egyet-egyet sorsolva alakitjak ki a 4-4 csapatbdl all6 12
csoportot, amelyeket az A, B, C, ..., K, L betlikkel jelolnek meg. A sorsolast az A
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csoport résztvevoinek sorsolasaval kezdik, majd az abécé sorrendjében haladnak a
K-ig.

a) Hanyféleképpen alakulhat ki a 12 csoport? (Két sorsolas akkor kiilénbozé,
ha van olyan csoport, ahova nem pontosan ugyanazok a csapatok keriiltek. A kii-
16nb6z8 betlijelli csoportokat kiillonbozdknek tekintjiik.)

A csoportmérkézéseken minden csapat mindegyik csoporttdarsaval jatszik egy
mérkézést, amelyen a gyOztes 3, a vesztes 0, dontetlen esetén mindkét csapat 1-1
pontot kap. Az egyik csoportban, amelyben a Dzéta (¢), az Eta (1), a Théta ()
és az I6ta (1) csapat volt, a csoportmérkézések végén a ( csapatnak 6, az np-nak 5
és a ¥-nak 1 pontja lett.

b) Hény pontot szerzett az ¢ csapat?

A csoportmérkézések befejezése utan 32 csapat jut tovabb az egyenes kieséses
szakaszba, ahol a mérk6zéseken nincs mar dontetlen, a gydztes tovabbjut a kévetke-
z6 fordulbba, a vesztes kiesik. Az els6 forduléban 16 mérkézést jatszanak, minden
tovabbiban feleannyit, mint az el6z6ben. Az a csapat nyeri a VB-t, amelyik az
utolsé mérkézésen nyerni tud. A donté elott lejatszanak még egy mérkozést a har-
madik helyért az utolso el6tti forduloban vesztes csapatok. A VB utan készitett
elemzésekbdl kideriilt, hogy az Osszes mérkdzés 25%-a végz6dott dontetlennel.

¢) Ha az 6sszes csoportmérkdzés koziil véletlenszertien kivalasztunk egyet, meny-
nyi annak a valészintisége, hogy dontetlennel végz6dott? (16 pont)

3
9. a) Hatdrozzuk meg az f: R = R; f(z) =2% — %

Y

fliggvény zérushelyeit. —
b) Hol van helyi maximuma az f(x) figgvénynek? —2
—1

¢) Mekkora az dbran lathaté szines alakzat teriilete?

e
—r€ [0;4] fiiggvény

=)

A sziirke 1észt a g(z) = 22

grafikonja hatérolja, a pirosat pedig a —g(x), z € [0;4]
fliggvényé. (16 pont)

Németh Laszlo
Fonyé6d

Technikai tudnivalok a bekiildéshez
A megolddsodat az emeltkomal@gmail.com cimre kiildheted be, a hataridé a fel-
adatsor megjelenését kéveté honap 7. napja.

A megoldéast szkennelve vagy fényképezve, lehetéség szerint egyetlen pdf file-
ban mellékeld a leveledhez. A megoldds leirdsakor és szkennelésekor/fényképezése-
kor is iigyelj a jol olvashatésagra! Ha a kép felbontdsa 200 dpi, akkor az altalaban
megfeleld.

A dolgozatbdl egyértelmiien deriiljon ki, hogy ki készitette, tehat tiintesd fel
az elején a nevedet, iskoladat, osztalyodat!

A kijavitott dolgozatot arra a cimre kiildjiik vissza, ahonnan az eredeti érkezett.
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Megoldasvazlatok a 2024./6. szim
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg az log, (64z%) = —4 egyenletet a pozitiv valds szdmok halmazdn.
(5 pont)
(2x 4 14)(z —2)

b) Oldjuk
) jjuk meg a @—T)@19)

> 2 egyenlétlenséget a valds szamok halmazan.

(7 pont)

Megoldas. a) A logaritmus alapja z, ezért = >0 (ez a feladat kikotése is), és

e sz

rendezziik az egyenletet:

-6
640 =27* = =270 — G) =z’ == %
az ekvivalencidk x # 0, valamint a logaritmus-, illetve a hatvanyfiiggvény egy-egy-
értelmiisége miatt teljesiilnek.
Ellendrzés: log (64 - 0,5%) = log 1 (64-1) = log1 (16) = —4, valéban.
b) A nevezd kizardélag nemnulla tényezSket tartalmazhat, ezért @ # 7, és © # —5.
Nullara redukdlunk, majd elvégezziik a kijelolt muveleteket:
22 —4x + 14z — 28
(z—7)(x+5)
222 + 102 — 28 — 2(x — 7)(z +5)
(x —=7)(x+5)
14x + 42 _ 14(z +3) -0
(z—T)(x+5) (z—T)(z+5)

Latjuk, hogy a szamlalé x = —3-ban valt eldjelet, a nevezében pedig x = 7-ben,
illetve © = —5-ben torténik eldjelvaltas. Ezek alapjan elkészitjik a tényezdk elGjelét
tartalmazé tablazatot:

2>0,

>0,

r<—=H | H<<r<-3 | BT | <z
T+5 — + + +
14(z +3) — — + +
x—7 — — — +

A tort értéke pontosan akkor pozitiv, ha paros szami negativ elGjelli ténye-
z0t tartalmaz. Jelen esetben a negativ tényezck szama 0 vagy 2, azaz mindhdrom
tényez6 pozitiv (utolsé oszlop), vagy a nevez masodik tényez8je pozitiv, de a szam-
1416 és a nevezd elsd tényezdje negativ (mésodik oszlop). Ekvivalens dtalakitdsokat
végeztink és a megoldasok megfelelnek a kikotésnek, igy a megoldashalmaz:

M =]-5;-3[U]7;00][.
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2. FEgy kozépiskola tanuloi az elmilt tanév végén matematikabol az alabbi osz-
lopdiagramon szemléltetett osztdlyzatokat szerezték:

tanuléL‘: szama

—400

—300

—200

—100

! osztalyzat
b3 7

a) Szamitsuk ki az osztdlyzatok szérdsdt. (5 pont)
b) Készitsink dobozdiagramot az adatok szemléltetésére. (7 pont)

Megoldés. a) Az oszlopdiagramrdl leolvasott értékek alapjan gyakorisiagtabla-
zatot készitiink: A szoras kiszdmitasahoz sziikségiink van az atlagra:

osztalyzat | elégtelen | elégséges | kozepes | jo | jeles
gyakorisag 100 100 200 400 | 200

100-14-100-2+200-3+400-44200-5 _3500_35

X= = =
100 + 100 + 200 + 400 + 200 1000 ’

Ennek segitségével meghatarozzuk a szérast:

o \/100 (=2,5)2+100- (—1,5)2 4200 - (—0,5)2 +400- 0,52 + 200 - 1,52
- 1000 -
= /1,45 ~ 1,204.

b) A dobozdiagram elkészitéséhez meghatarozzuk az alsé kvartilist, a medidnt
és a fels6 kvartilist. Az adatok novekvd sorrendben szerepelnek a gyakorisag tab-
lazatban. A két kozéps6 az 500. és az 501. elem, mindkettd 4, igy ezek atlaga is,
azaz a median is 4. Hasonloképpen kapjuk, hogy az alsé kvartilis 3, a felsé kvartilis
pedig 4, azaz egyenl6é a medidnnal, igy a medidnt a doboz jobb szélén jeloljiik be
(lasd az d@bran).

i

1 2

w
i~

5

3. a) Hdrom pozitiv egész szam szorzata 33339600. Az elsdt 3-mal, a mdsodikat
4-gyel, a harmadikat 5-tel megszorozva ugyanazt a szdmot kapjuk.

Melyek ezek a szdmok? (5 pont)
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b) Egy paralelogramma dtléi dltal kozbezdrt szog nagysdga 77° 17, az atlék hossza
386 cm és 42 dm.

Adjuk meg (egészre kerekitve) a paralelogramma oldalainak centiméterben mért
hosszdt. (7 pont)

Megoldas. a) Az els§ szdmot a-val, a masodikat b-vel, a harmadikat c-vel jel6l-
jiik. A feltételek alapjan abc = 33339600, és 3a =4b = 5c=xz. Ekkor a = 5, b= 7,
c= %. A hdrom szdm szorzata:

T x x
—-— - —=233339600
3 45 ’
amibdl 23 = 60 - 33339600, ezért x = +/60 - 33339600 = 1260.
A keresett harom szam, rendre: a = 1260 =420, b= @ =315 ésc= @ =

= 252. Ezek valéban kielégitik a feladat feltételeit.

b) Barmely paralelogramma kozépponto-
san szimmetrikus az atlok metszéspontjara,
ezért az atlok két-két egybevagd haromszog-
re bontjék a paralelogrammaét. Jelen esetben
e haromszogek egyik oldala 32@ =193 cm,
masik oldala pedig 472 =21 dm =210 cm
hosszisagi (lasd a mellékelt dbrdn).

193 210 Az 416k altal bezért szog (o = T7°17') is-
meretében alkalmazhatjuk a koszinusztételt,
ezzel megkapjuk a paralelogramma révideb-
bik oldaldanak hosszat:

a® =193% +210% —2-193-210 - cos(77°17") =~ 63505,26,

amibdl a ~ 252 cm.

A paralelogramma hosszabbik oldalat hasonloképpen kapjuk, d&m ebben a hé-
romszogben a 193 és 210 cm hosszisagi oldalak 180° — 77°17" = 102°43’ nagysigu
szoget zarnak be. A koszinusztételt hasznaljuk ismét:

b? = 1932 +210% — 2-193- 210 - cos(102°43') ~ 99192,74,

amibdl b ~ 315 cm.
A paralelogramma oldalainak hossza egész centiméterekre kerekitve 252 és
315 cm.

; 1 42
4. a) Abrdzoljuk az f: ]-3;3[ = R; f(z) = ‘ () — 1| figgvény grafikonjdt

5
koordindta-rendszerben, és adjuk meqg f értékkészletét. (6 pont)
b) Hatdrozzuk meg az [ értelmezési tartomdnydnak azon elemeit, amelyekre
f(z)=0,48. (6 pont)
¢) Hol metszi az f figgvény grafikonja az y-tengelyt? (3 pont)
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Megoldas. a) Filiggvénytranszformdaciok segitségével — az aldbbi dbrdn lathaté —
négy lépésben abrazoljuk a grafikont.

Y

gV

A fiiggvény értékkészlete: R = [0;4].

b) Megoldjuk az (%)IJr2 - 1‘ = 0,8 egyenletet.

1. eset (%)3”+2 —1=0,8, amibdl (1)"*? =1,8, innen z; = log11,8 2~ —2,365.

2. eset ()" —1=-0,8, amibdl (1)*+2 = innen 5 = —1.
Mindkét szdm eleme az értelmezési tartoméanynak, igy az f fliggvény a 0,8
értéket két helyen, az x; = logé 1,8 — 2-ben és az xo = —1-ben veszi fel.

¢) Az y tengelyen x = 0, tehdt kiszamitjuk f(0)-t.

1 0+2
(5) !

.24
25

1(0) = :‘1_1‘_‘ 24| 24

A grafikon az y tengelyt az M (O ) pontban metszi.

II. rész

5. Egy derékszogi hdromszog oldalhosszai szdmtani sorozatot alkotnak (azaz a
hosszabb befogé ugyanannyival nagyobb a rovidebb befogondl, amennyivel az dtfogo
hosszabb ndla).

a) Hdnyszorosa a hdromszog koré irt kor terilete a hdromszogbe irhatd kor
tertiletének? (8 pont)
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b) A hdromszdg dtfogdjihoz tartozé magassigdnak hossza 24 egység. Mekkora a

hdromszdg keriilete? (4 pont)
42n3 — 24n + 2000
¢) Adott az a, = I nt sorozat. Konvergens-e ez a sorozat? Indo-
6n? — 100
koljuk vdlaszunkat. (4 pont)

Megoldas. a) Abrét készitiink, amelyen a hosszabbik befogét a-val, a differenciét
d-vel jeloljiik (0 < d < a a geometriai tartalom miatt). Ekkor a rovidebb befogd
hossza a — d, az atfogdé pedig a + d.

Pitagorasz tételét alkalmazzuk, hiszen derékszogi a haromszog.

(a—d)*+ad* = (a+d)?,
a® —2ad+ d% + a® = a® + 2ad + d°.
4 a+d
a—
Rendezés utdn kiemeliink a-t:
B a® —4ad = a(a —4d) =0,
a

ami azt jelenti, hogy a =0, vagy a —4d = 0.

Mivel a > d > 0, ezért csak a masodik megoldas megfeleld, azaz a = 4d, ekkor a
haromszog oldalhosszai névekvé sorrendben: 3d; 4d; 5d. Ismert, hogy a derékszogii
haromszog koré irhaté korének sugara az atfogd felével egyenld, azaz R = 2,5d.
A beirt kor sugarat tobbféleképpen, példaul akar teriiletképletek segitségével is
meghatarozhatjuk. Egyrészt a haromszog teriilete a befogdhosszak szorzatanak a
fele:

masrészt Ta =7-s, ahol r a beirt kor sugara, s pedig a hiaromszog keriiletének

felével egyenld, azaz
o Kn _ 3d+4d+5d

d.
2 2 6
Kifejezziik r-et:
Tr  6d? d
re=———— = .
s 6d

Vagy masképp, a cstcsokbdl a beirt korhéz huzott érintészakaszok hosszabol:
5d = (3d —r)+ (4d —r) = 7d — 2r, tehat r = d.
A haromszog koréirt, illetve beirt korének teriiletardnya:
R%*m (2,5d)?

r2n d?

= 6,25.

b) Felhasznéljuk, hogy Th = 6d?, és egy tjabb teriiletképletet alkalmazunk:

c-Me
T =
A 2 )

424 Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/7



ahol ¢ az atfogo hossza, azaz esetiinkben 5d, m,. pedig az atfogéhoz tartozé magas-
sag hossza, azaz 24 egység. Mindezek alapjan felirjuk a

5d- 24
? ="
0 2

egyenletet, amibdl d = % =10. A haromszog kertiilete

Ka =3d+4d+5d=12d = 12-10 = 120 (egység).
c) El6szor osszuk a szamlalot és a nevezét is (a pozitiv) n2-tel. Ezutan alkal-

mazzuk a sorozatok hatarértékére vonatkozo tételeket, illetve néhany ismert hatar-
értéket az alabbiak szerint:

[ 4200 = 2402000 | d2n - 24 200 - lim 420 — 5F 4 250
nshe  6n2 — 100 Tnooo 6100 B lim 6 — 192
n—oo

Itt lim 42n— 224+ 2090 — o0, lim 6— 192 =6, azaz a sorozat végtelenhez tart, tehdt

divergens (nem konvergens).

6. Legyen T azon 12-jegyi pozitiv egész szamok halmaza, amelyek tizes szdm-
rendszerbeli alakjdgban legaldbb egyszer szerepel a 2024 blokk. (T eleme példdul a
120245678900 és a 202477772024, viszont nem eleme az 520022444202.)

a) Hany elemd a T halmaz? (8 pont)

b) Pistike a T halmazbdl véletlenszeriien kivdlaszt egyszerre hdrom szdmot. Mek-
kora a valdszinidsége, hogy mindhdrom szam 1-nél tobbszor tartalmazza a 2024 blok-
kot? (5 pont)

¢) Méricka a T halmazbol véletlenszeriien visszatevéssel vdlaszt ki harom szdmot.

Mekkora a valdszintisége, hogy mindhdrom szdm 1-nél t6bbszér tartalmazza a 2024
blokkot? (3 pont)

Megoldas. a) A 2024-es blokkok szdma alapjan végezziik az Osszeszamlaldst. Ha
van egy 2024-es blokk, akkor az lehet a szam legelején, ekkor a maradék 8 helyre
béarmilyen szamjegy keriilhet, igy 10® darab ilyen szdm van. Ha az adott blokk nem
legeldl van, akkor 8-féleképpen rakhatjuk le, az els6 szimjegy nem lehet nulla, igy 9-
féle értéket kaphat, a tobbi 7 helyre 0-t6l 9-ig barmi. Ez 6sszesen 8-9-107 =7,2-108
darab szam.

Az imént a pontosan két 2024-es blokkot tartalmazodkat kétszer, a pontosan
harom ilyen blokkot tartalmazokat haromszor szamoltuk. Ezért egyszer levonjuk a
pontosan két ilyen blokkot tartalmazok szamat, amihez most meghatarozzuk ezek
szamat. Ha az egyik 2024-es blokk legelol van, akkor a masik ilyen blokkot 5-
féleképpen helyezhetjik el (vagy kozvetleniil a méasik utan, vagy 1, 2, 3, illetve
4 helyet kihagyva — tobb helyet nem hagyhatunk ki, mert akkor legalabb 13-
jegyll szamot kapndnk). A maradék 4 helyre barmilyen szdmjegy keriilhet, igy
5-10* = 50000 darab ilyen szam van. Ha pedig nem a 2024 van a szam legelején,
akkor az els6 szamjegy 9-féle lehet, utana a két adott blokkot a maradék 5 helyre
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(az elsé 2024 a balrél 11., 10., 9., 8. helyi értékeken kezdddhet, a masodik ezekhez
rendre 4, 3, 2, 1-féleképpen helyezhetd el) 10-féleképpen helyezhetjiik el, majd a
még iiresen maradt harom helyet tetszélegesen kitolthetjiik, tehdt ilyen szambdl
9-10-10% = 90000 darab van. Végiil 3 darab 4-jegyti blokkot csupan 1-féleképpen,
sorban egymés mellé helyezhetiink el, igy egyetlen szdm van, amely pontosan 3
blokkot tartalmaz. Ebben a lépésben a pontosan két 2024-es blokkot tartalmazé
szémokat egyszer szamoltuk meg (igy tényleg egyszer kell levonni), a hdrom blokkot
tartalmazokat pedig (3) = 3-szor. Ezért hozz4 kell adni egyszer a pontosan 3 blokkot
tartalmazokat, igy (a logikai szita formula alapjén is) dsszesen

10 +7,2-10% — 50000 — 90000 4 1 = 820000000 — 140000 + 1 = 819860001

ilyen 12-jegyii szam van, ami éppen a T halmaz elemszamat adja.

b) Az a) feladatrészben lattuk, hogy olyan 12-jegy(i szdmbdl, amely legaldbb
két 2024-es blokkot tartalmaz nem lehet t&bb, mint 5-10% +9-10* = 140000 darab.
Valéjaban ennél 2-vel kevesebb, azaz 139998 darab van, hiszen a 202420242024 sz4-
mot haromszor is megszamoltuk, més szamot pedig nem szamoltunk meg t6bbszor.

Pistike tehdt 819860001 szém koziil valaszt hdrmat, azaz osszesen (*'9%50) eset

van. A kedvez6 esetek szama (1393998), igy a kérdezett valdsziniiség
(139998) ,
_ 3 ~ -1
p= (819860001) (= 4,97894- 10 ).
3

¢) Méricka visszatevéssel valaszt hdromszor, igy a valdsziniiség

[ 139998
~ \ 819860001

3
) (~4,97905-10712).

7. a) Hatdrozzuk meg az aldbbi dllitdsok logikai értékét. Indokoljuk vdlaszunkat.

(8 pont)
A: Van olyan fiiggvény, amelyet négyszer egymds utdn derivdlva énmagdt kapjuk.
B: Ha egy fiigguény folytonos egy pontban, akkor abban a pontban differencidlhaté.

C: Ha egy fiigguénynek egy pontban az elsé és a mdsodik derivdltja is nulla,
akkor abban a pontban inflexics pontja van.

b) Fogalmazzuk meg az el6z6 feladatrész B dllitdsinak megforditdsdt és dllapit-
suk meg a megforditds logikai értékét. (Indoklds nem szikséges.) (3 pont)

¢) Fogalmazzuk meg a b) feladatrész megolddsaként leirt dllitds tagaddsdt.
(2 pont)
d) Fogalmazzuk meg az a) feladatrész C dllitdsanak megforditdsdt és dllapitsuk
meg a megforditds logikai értékét. (Indoklds nem sziikséges.) (3 pont)

Megoldas. a) A: Igaz, példdul e, sinx, cosz. konstans 0. (Egy helyes példa
elegendé.)
B: Hamis, példdul |z| a O-ban.
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C: Hamis, példaul z* a 0-ban.
b) Ha egy fiiggvény differencidlhaté egy pontban, akkor abban a pontban foly-
tonos. Logikai értéke: Igaz.

¢) Az b)-ben megfogalmazott allitds tagaddsa: ,Van olyan fiiggvény, amely
differencidlhaté egy pontban, de ott nem folytonos.” (Természetesen hamis.)

d) Ha egy fiiggvénynek inflexiés pontja van egy pontban, akkor abban a pontban
az els6 és a mésodik derivédlt is nulla. Logikai értéke: Hamis. (Példdul a sinz
fiiggvénynek a 0-ban inflexiés pontja van, de a derivaltja ebben a pontban nem 0.)

8. Adott a ky: 22 +y? — 202 + 10y — 19 =0 egyenleti; kor. A ko kor keriilete a
k1 kor keriileténél ennek 75%-dval kisebb. A két kor koncentrikus.

a) Irjuk fel a ky kor egyenletét. (5 pont)
b) Mutassuk meg, hogy a P(10;—2) pont illeszkedik a k1 vagy a ko kirre. (3 pont)

¢) Hatdrozzuk meg a ko kor Q(7;—5) pontjdban hizott érintdegyenesének egyen-
letét. (5 pont)

A ky kor belsejében véletlenszeriien kivdlasztunk egy pontot.

d) Mekkora a waldszinisége, hogy a kivdlasztott pont a ko koron kivil van,
ha a kérén barmely alakzat eltaldldisinak valoszinisége egyenesen ardnyos annak
tertletével? (3 pont)

Megoldas. a) A k; kor egyenletét atalakitjuk:
(x —10)% + (y+5)? = 144,

ebbdl latjuk, hogy a kozéppont O1(10;—5), a sugar pedig 11 = /144 = 12. A korck
koncentrikusak, ezért Op = Oq, és ko keriilete 75%-kal kisebb, mint ki-é, ezért a
sugarakra is ugyanez fennéll, azaz ro = 0,25-r, = 0,25-12 = 3. Igy a kisebb, ks kér
egyenlete:

ko: (x—10)* + (y +5)* = 9.

b) A P koordinétéit behelyettesitve azt kapjuk, hogy
(10 —10)? + (—245)* =0%+3% =9,

ahonnan P € ks, azaz igazoltuk, hogy a P pont illeszkedik a ko korre.

¢) A Q(7;—5) pont koordintai kielégitik a ko kor egyenletét, {gy @ valéban rajta
van ezen a korén. A kor érintGje merdleges az érintési pontba hizott sugarra, ezért
a sugarvektor normalvektora az érintéegyenesnek:

n. = QO3 = (10— T;—5— (=5)) = (3;0).

Az érint6é atmegy a ) ponton, igy a normadlvektoros egyenlet felirdsahoz megvan
minden sziikséges adatunk:

e:3-x4+0-y=3-7+0-(=5),

ahonnan x = 7. Az érintéegyenes egyenlete: e: x = 7.
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d) A geometriai valészintiségi modell alapjan a keresett val6sziniiséget a megfe-
lel6 teriiletek aranya adja:
T -Ty 122.7-32.1 _144-9 15
P="p T 122 T T1m 16

9. a) Bizonyitsuk be, hogy barmely trapéz teriletét felezd, az alapokkal pdrhuza-
mos szakasz hossza éppen az alapok négyzetes kozepéuvel egyenlé. (11 pont)

b) Egy trapéz egyik alapjinak hossza 5 cm, a trapéz teriletét felezd, az alapokkal
pdrhuzamos szakasz hossza 45 cm. Szamitsuk ki a mdsik alap hosszdnak pontos
értékét. (5 pont)

Megoldas. a) Készitsiink 4brat, és hasznaljuk a jel6léseit.

A feladat szovegébodl kovetkezik, hogy az x
hosszusagu szakasz két kisebb trapézra bont-
ja az eredeti trapézt, a teriiletét pedig felezi.
Yy Ebbdl az kovetkezik, hogy a nagy trapéz teri-
m lete kétszerese a kisebb trapézok teriiletének,

x B\ igy felirjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

/ N \ (1) a;bm=2-a;my=(a+x)y,

a+b b+x
m=2-
2 2

(2)

(m—y)=(b+z)(m-y).

Kifejezziik y-t az (1)-bél: y = (2‘1(2_?_);; (a geometriai jelentésiikb6l adéddan a és x is

pozitiv), majd behelyettesitjiik (2)-be:

(a+bym = 2(b+ )m <1_ 2{;%) .

Létjuk, hogy mindkét oldalon szorzétényezd a (pozitiv) m, ezért mindkét oldalt
elosztjuk vele, majd rendezziik az egyenletet:

(a+b)(a+x)=(b+2z)2x+22x—(a+b))=(b+2z)(a—b+2x)
a® + ab+ azx + bz = ab — b + 2bz + ax — bx + 22>

a? = —b%+ 222,

amivel egyenértékii, hogy

5 a?+b? : a? +b2
o = CHE vagyis T = 5

Ezzel a bizonyitas végére értiink, megmutattuk, hogy = éppen a és b négyzetes
kozepével egyenld.
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b) Legyen a trapéz nagyobb alapjidnak hossza z. Felhaszndlva az a) feladatrész
eredményét, felirjuk és megoldjuk az alabbi egyenletet

52 + 22

5 =45 <= 22 =2-45% — 52 = 4025 <= z = V4025 cm.

A trapéz masik alapja /4025 cm hosszusagu.

Kozma Katalin Abigél

R
T

Matematika feladatok megoldasa

B. 5390. Léteznek-e olyan ag, ay, ..., an—1 pdros egész szdmok, amelyekre az
L+ an_12" ..+ a1z + ag polinom oszthaté az x? 4+ + 1 polinommal?
(3 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

1. Megoldas. Megmutatjuk, hogy nem léteznek a feladat feltételeinek eleget tevo
ag, a1, --., Qp—1 PAros egész szamok.

Indirekten tegyiik fel, hogy 2%+ x + 1 osztja az 2™ +a,_12" 1 +... + a1z +ag
polinomot, vagyis létezik egy (n — 2)-edfokti b, 2™ 2 +b, 32" 3+ ...+ byx + by
polinom, amelyre

2" a, 12" Faztag= (2 x4+ 1) (byox" 2+ by 32" S bzt by).

Az egységesebb jelolés érdekében legyen a, =1,ésb_1=b_s=b,_1=0b,=0. A z4-
réjeleket felbontva, minden 0 < k < n-re az z* egyiitthatéja az egyenlet két oldalan

ap = by +bp_1 +bp_a.

Most k szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy minden —2 < k < n-re by egy
paros egész szdm. Ez a kiinduldé k= —2 és k = —1 esetekben b_; = b_5 = 0 miatt
igaz. Az indukciés 1épéshez tegyiik fel, hogy 0 < k < n, és allitdsunk igaz (k — 1)-re
és (k—2)-re. Mivel by = bg_1 + bg—2 — ag, és a jobboldalon mindhdrom tag péros
egész szam, a by is egy paros egész szam.

Azonban b, _o=0b,_o+0b,_1+b, =a, =1, ami paratlan, ez pedig ellentmondas.
Tehat az indirekt feltevésiink hamis volt, ezért nem léteznek olyan ag, a1, ..., Gn_1
péros egészek, amelyekre az 2" +a,_12" ' +... + a1z + ap polinom oszthaté az
22 + 2+ 1 polinommal.

Keresztély Zsdfia (Budapest, Szent Istvan Gimn., 11. o0.)
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Megjegyzés. A polinomok maradékos osztdsi algoritmusdban mindig az oszto
polinom f6egyiitthatdjaval kell osztanunk. Ha tehat egy egész egyiitthatos a,x™ +
+ ...+ a1z + ag polinom oszthaté az o2 +x + 1 polinommal (aminek féegyiitthaté-
ja 1), akkor a hdnyadosuk is egész egytitthatés. Erre hivatkozva a megoldds azzal
is kezdheto, hogy by, ..., b1, by egész szamok.

2. megoldas. Azt allitjuk, hogy péaros egész ag,a1,...,a,_1 szdmok esetén
P(z)=a2"+an_ 12" ' +...+a1r +ag nem lehet oszthaté az x2 +x + 1 polinom-
mal.

A komplex szamok korében az x2 + x + 1 polinom szorzatté, alakithaté:
P rr+l=(z—w)(r—n),

ahol w = —% + f S W= —% — —z A megoldés alapotlete az, hogy ha P(x)

oszthaté az x2 + m + 1 =(z— w)(x w) polinommal, akkor P-nek gydke w és w is.

Mivel (22 +2+1)(x —1)=2% —1, az w és az W az 2° — 1 polinomnak is gyokei,
tehat az 1-t6l kiilonb6z6 harmadik egységgyokok.

Eloszor a kovetkezo lemmat igazoljuk:
Lemma. Ha az A, B,C valés szdmokra Aw? 4+ Bw+C =0, akkor A= B =C.

Bizonyités. Legyen Q(z) = Ax? + Bz + C. A feltétel szerint Q(w) = 0, a konju-
galtjat véve pedig Q(w) = Q(w) = 0. Ezzel a — legfeljebb masodfokt — @ polinomnak
mindkét komplex gyokét ismerjik, a ) gyoktényezds alakja tehat

Q(z)=A2*+Br+C=A(z —w) (z—0) = A(® + 2+ 1),

amibdl latjuk, hogy B = A és C = A. Ezzel a lemmat igazoltuk.

Most nézziik, mi torténik a P(x) kifejezéssel, ha behelyettesitiink x = w-t. Mivel
w3 =1, minden tag az 1, w, w? szémok valamelyike, megszorozva a megfelels
egylitthatoval. Legyen ismét a,, = 1; a tagokat az w hatvanyai szerint csoportositva

Pw)=(az+as+...)w>+ (a1 +as+...)w+ (ag+as+...) = Aw® + Bw +C.

Mivel P(w) =0, a Lemma szerint ebbdl kovetkezik, hogy A= B = C. Vegyiik viszont

észre, hogy az A=as+as+...,a B=aj+as4+... ésa C=ag+az+... szdmok

koziil pontosan az egyik paratlan — amelyikben szerepel az a,, = 1 egyiitthatd —, a

masik ketté pedig paros. Emiatt A = B = C nem lehetséges; igy a P(x) polinom
nem lehet oszthaté (22 + x + 1)-gyel.

Tehat nem létezik a feltételeket teljesité polinom.

Aravin Peter (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 7. 0.) és

Bodor Mdtyds (Csikszereda, Marton Aron Liceum, 10. o. t.)

dolgozata alapjan

A feladatra 6sszesen 64 versenyzé és csapat kiildott megoldast. 3, 2, 1, illetve 0 pontos
rendre 42, 12, 6, illetve 4 dolgozat.
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A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(824-828.) | |

K. 824. Az ABABABABABARB betiisorbdl kiindulva minden lépésben felcse-
rélhetiink két szomszédos betiit. Legalabb hany 1épésre van sziikség ahhoz, hogy
eljussunk az AAAAAABBBBBB betlisorhoz?

K. 825. Tekintsiink a stkon 4202 kiilénb6z6 pontot. Van-e olyan kor, amelyik
ezek kozil egyiken sem megy at, tovabba amelynek a belsejébe ezen pontok koziil
pontosan 2024 db esik?

K. 826. Igazoljuk, hogy ha hét egymast kovetd pozitiv egész szam szorzata
oszthatd 1000-rel, akkor kivilaszthaté koziilikk harom, amelyek szorzata szintén
oszthaté 1000-rel.

K/C. 827. Egy hatszog minden szoge 120°. Mutassuk meg, hogy barmelyik két
szomszédos oldal Gsszege megegyezik a szemben fekvé szomszédos oldalak hossza-
nak Osszegével.

K/C. 828. Van-e két olyan pozitiv egész szam, amelyek négyzetdsszege megegye-
zik a legkisebb kozos tobbszorosiikkel?

Bekiildési hataridé: 2024. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(827-828., 1823-1827.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 827. A szovegét lasd a K feladatokndl.
K/C. 828. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1823. Okos Pali kiment egyszer a piacra, hogy ott eladjon 30 darab almat.
Ugy tervezte, hogy hirom almaért egy krajcart fog kérni, vagyis dsszesen 10 krajcar
bevételre szamitott. A piacon taldlkozott egy emberrel, aki ugyancsak almat arult.
Ennek az embernek is 30 eladé alméja volt, de 6 egy krajcarért csak két almat adott,
vagyis Osszesen 15 krajcar bevételt remélt. Okos Pali megunta a piaci nytizsgést,
atadta a maga 30 almajat az embernek azzal, hogy adja el azokat is, mégpedig
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gy, hogy 6t alma ara legyen két krajcar, és azt mondta, hogy a maga bevételéért
kés6bb visszajon.

a) Ha ez az ember Pali gondolatit elfogadva mind a 60 almét eladta és a
sajat maga altal tervezett bevételt megtartotta, akkor hdny krajcar maradt Okos
Palinak?

b) Hany krajcérért kellett volna adni a 60 alma darabjat, hogy mindketten
megkapjik az eredetileg tervezett bevételitket?

Mikszath Kalméan ,,Pali palyaja” cimi elbeszélése alapjan

C. 1824. J6vore Boglarka tiz kiillonbozé konyvet szeretne elolvasni; minél vasta-
gabb egy konyv, anndl hosszabb ideig foglalkozik majd vele. Elhatarozta, hogy 5,
10, 15, ... 45, 50 napot szén az egyes konyvek elolvasisdra. A fennmaradé id6sza-
kot harom egyenld részre osztja, amelyet aktiv pihenésre hasznal. Ezeket a pihend
idészakokat sportoldsra barmikor felhasznalhatja az év sordn (akdr egymds utdn
tobbet is). Ha két konyvet pihend iddszak kozbeiktatasa nélkiil kell elolvasnia, ak-
kor mindig a vastagabbal fogja kezdeni. Hany kiilénb6z6 mdédon oszthatja be a
365 napot Boglarka a konyvek elolvasasara?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél, Gy6r

C. 1825. Az e egyenes a ki kort a kiilonb6z6 A és B pontokban metszi. A ko
kor a C' pontban érinti a ki kort és a D pontban az e egyenest. A C'D egyenes és
a k1 kor masik metszéspontja T'. Mutassuk meg, hogy AT =T B.

Svéajci olimpiai feladat
Feladatok 11. évfolyamtol
C. 1826. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < z < 1, akkor
Vi—z+Vi—z<1+V4-3x.
Javasolta: Hujter Mihdly, Budapest

C. 1827. Bizonyitsuk be, hogy ha két derékszogii haromszog keriilete egyarant
1 egység, akkor az 4tfogdik hossza kozotti kiilonbség kisebb, mint 1,5 — /2.

Javasolta: Czizmazia Norbert, Pécs

*

Bekiildési hataridé: 2024. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5405-5413.)

B. 5406. Bizonyitando, hogy a

\/1234?2;81;2?4321 — 10001
egyenl6ség fenndll az n alapi szamrendszerben, ha n > 9.
(8 pont) Javasolta: Hugjter Mihdly (Budapest)
B. 5407. Melyek azok az a, b, ¢ és d pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil,
hogy
Potid e oy
(4 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5408. Egy haromszog egyik oldala szamtani kozepe a masik kettének. Bizo-

nyitando, hogy ezen kozépso oldalt kettévagd szogfelez6 hossza @—Szerese a masik
két oldal mértani kézepének.

(4 pont) Javasolta: Hujter Mihaly (Budapest)

B. 5409. A magyar kartya minden lapjanak van szine és van értéke. Barmelyik
lap szine lehet ,piros”, ,tok”, ,zold” és ,makk”, és barmelyik lap értéke lehet
SVIT7 ) VIIT?, IX” X7 | alsé”, fels6”, ,kirdly” vagy ,asz”. A kartyacsomag
lapjai kozott minden lehetséges szin-érték pérositds eléfordul. A 32 lapbdl allé
kartyacsomag lapjait véletlenszertien letessziikk egy 4 sorbdl és 8 oszlopbdl allé
elrendezésbe. Legyen A az az esemény, hogy nincs olyan oszlop, amelyben két lap
szine megegyezik, B pedig az az esemény, hogy nincs olyan sor, amelyben két lap
értéke megegyezik. Melyik esemény valdsziniisége nagyobb?

(5 pont) Javasolta: Bertalan Zoltdn (Békéscsaba)

B. 5410. Egy derékszogli haromszog csicsai koré ugy irunk koroket, hogy egy-
mast paronként kiviilrél érintik. Hatarozzuk meg annak a kornek a koézéppontjat
és sugarat, amelyet mindhdrom kor belilrél érint.

(5 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonydd)

B. 5411. Mutassuk meg, hogy minden n > 2 pozitiv egész szdm esetén

nl Vi 2 (n—l)n(3n2—n—1).
> [VF]

6

Az [z] az x valds szdm egészrészét jelenti.

(4 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)
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B. 5412. Egy 0Osszefiiggd véges graf egyik csucsaban van egy szokevény, akit a
graf hdrom masik csticsdban 1év6 rendorok szeretnének elkapni. Eloszor a szokevény
lép egyet egy él mentén, majd a rendérdk is 1éphetnek egyet-egyet, szintén élek
mentén. Ezutan ezt igy folytatjak felvaltva. Biztosan el tudjak-e kapni a rendérok
a szokevényt, vagyis garantalni tudjak-e, hogy valamelyikiik véges sok 1épésen beliil
a szOkevénnyel egy cstcsra keriiljon?

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5413. Legyen az ABC nem szabdlyos haromszog magassagpontja M, stly-
pontja S, beirt kérének kozéppontja I. Mutassuk meg, hogy M I1S5< > 90°.

(6 pont) " Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

Bekiildési hatarid6: 2024. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

] )

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(887-889.)

| |

A. 887. A derékszogii koordindta-rendszerben adott egy dénmagdt nem metsz6
sokszog, melynek a keriiletén nincs racspont, és a csiicsainak nincs egész koordina-
tdja. Egy pontot félegésznek neveziink, ha pontosan az egyik koordinitdja egész.
Jelolje Py, Ps, ..., Py asokszog keriiletén 1évé félegész pontokat. Jelolje n; a P; pont
nem egész koordindtajanak also egészrészét. Bizonyitsuk be, hogy az ni, no, ..., nk
szamokat két részre lehet tigy osztani, hogy a két részben a szamok Gsszege meg-

cgyezzen. Javasolta: Bdn-Szabs Aron (Budapest)

A. 888. Legyen n egy rogzitett pozitiv egész szam. Hatdrozzuk meg a legkisebb
k pozitiv egész szamot, melyre teljesiil a kovetkezo allitas: tetszbleges G egyszeri,
Osszefiiggd graf és Vi, Vs, ..., V,, minimalis vagasok esetén legfeljebb k cstcs
valaszthato ki gy, hogy barmely két kivalasztott cstiicshoz 1étezzen egy 1 <i<n
egész szdm, melyre a két kivilaszott csiicsot elvalasztja V.

A graf V' csicshalmazanak két diszjunkt nemiires részre vald bontdsdt minimdlis

vdgasnak nevezziik, ha a két rész kézdtt halado élek szdma minimdlis.
Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

A. 889. Legyenek W, A, B rogzitett valos szdmok, ahol W > 0. Bizonyitsuk be,
hogy az alabbi allitdasok ekvivalensek.
e Ha az z, y, z > 0 szamokra teljesil, hogy x+y<z24+W, 2 +2<y+ W,
y+z<x+W,akkor Azyz + B > 22 +y? + 22

e B>W?2és AW3+ B > 3W2 )
Javasolta: Somogyi Akos (London)
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Informatikabdl kitiizott feladatok
(635-638.)

I. 635. Kivancsiak vagyunk arra, hogy az N jegyli pozitiv egészek koziil melyik
szam esetében a legnagyobb az osztok 6sszege. Példaul a kétjegyii szdmok esetében
a 10 osztéinak Osszege 18, a 11 osztdéinak Gsszege 12 és igy tovabb. A kétjegyil
pozitiv egészek kozott a 96 az a szdm, amely osztoinak Osszege a legnagyobb, ez az
Osszeg 252.

Készitsiink programot 635 néven, amely bekéri a vizsgalandé pozitiv egészek
szémjegyeinek N szamét (1 <N < 5), majd megadja, hogy melyik szdm esetében a
legnagyobb az osztok Osszege és mekkora ez az Osszeg. Ha tobb ilyen szam van,
akkor azok kozil a legkisebbet adja meg a program.

A program standard bemenetének egyetlen soraban a szdmjegyek szama szerepel.

A standard kimenet egyetlen soraba a keresett szam és a szam osztoinak Gsszege
szerepeljen egy szdkozzel elvalasztva.

Példa bemenet Kimenet
1 8 15

Bekiildend6 egy tomoritett i635. zip dllomanyban a program forraskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithaté.

(10 pont)

I. 636. Néhany tiveghdzhatdsu gaz hazai kibocsatasi adatait vizsgaljuk az 1985-
tol 2021-ig terjed6 idoszakban.

1. Nyissunk egy tures tabldzatkezel6 munkafiizetet.

2. Téltsiik be egy iires munkalapra az Al cellatdl kezdve az UTF-8 kddolas,
tabulatorokkal tagolt uveg. txt fijl tartalmat. Munkankat mentsiik uveghaz
néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

3. Forméazzuk meg az adatokat a minta és a leirds szerint:

a. egyesitsitk az A1:AM1 cellatartomanyt;

b. szélesitsiik ki annyira az oszlopokat, hogy minden adat lathaté legyen;

c. szegélyezziik az A1:AM1 és az A2:A022 cellatartomany adatokat vagy
képleteket tartalmazo cellait;

d. az els6 sor betlimérete legyen 18 pontos, a betiik félkovérek és a cella
balra igazitott;

e. a masodik sor szovege is legyen félkovér és kozépre igazitott;

f. az 1. és 2. sor, illetve az A3:B18 tartomany adatot tartalmazé cellai
kapjanak a minta szerinti hattérszint;

g. a19., a 20. és a 21. sorban egyesitsiik az A és B oszlopokat, tartalmukat
igazitsuk jobbra;

h. a C21:E21 tartomany csak kiils6 szegélyt kapjon.
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4.

&

10.

Készitsiink a Szén-dioxid nevii, diagram tipusi munkalapra halmozott osz-
lopdiagramot a minta szerint a szén-dioxid kibocséatas részleteirdl.

. A tovdbbiakban az eredeti munkalapon minden szamitott adat legyen kézépre

igazitva.

Szamitsuk ki a C19:AM19 tartomanyban minden évre az Gsszes kibocsatast.
A D20:AM20 tartomany celldiba keriiljon ,,+” jel, ha az adott évi Gsszes
kibocsatas meghaladta az el6z6 évit.

Az AN3:AN18 cellaba keriiljon az az évszam, amikor az adott kibocsatési
mod a legnagyobb értékii volt, az AO3:A018 tartomany celldi maradjanak
iiresek, ha a téliikk balra all6 celldban 1985 szerepel. Egyébként, ha az 1985-
0s év adata nagyobb, mint a 2021-es évé, akkor az ,Igen”, maskiilonben a
»2Nem” sz6 jelenjen meg.

Az ENSZ 1992-es, Rio de Janeiro-i konferencigjan elfogadott — az emberiség
katalizalta éghajlatvaltozas miatti — jegyzékonyvet 1997-ben Kiotéban ratifi-
kaltak. Ebben arra kérték az orszagokat, hogy 2008-2012 kozott csokkentsék
az tiveghazhatasi gdzok kibocsatasat az 1990-es szint 5,2%-4val. A szerz6dést
kés6bb a katari Dohaban meghosszabbitottak 2020-ig. Magyarorszag azt val-
lalta, hogy az 1985-1987 évek kibocsatasi dtlagat csokkenti 6%-kal. Szamitsuk
ki az atlagot, csokkentsiik 6%-kal, és egészre kerekitve jelenitsiik meg a D21-
es celldban. A Z21:AL21 tartomény cellaiba keriiljon ,, T” betii, ha az adott
évben teljesiilt a célkitlizés, kiilonben az adott cella maradjon iires.
Készitsiink a Kioté-Doha nevii, diagram tipust munkalapra oszlopdiagramot
a minta szerint az éves kibocsatasokrol, jelenitsiik meg vonalként a Kioto-
Doha kiiszobot.

Segédszamitasokat az AP oszloptdl jobbra, illetve a 23. sortdl lefelé végezhetiink.
A megoldasban sajat fiiggvény vagy makrd nem hasznalhato.

436
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Bekiildend6 egy tomoritett i636.zip allomanyban a tablazatkezel6 munkafiizet,
illetve egy révid dokumentécié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott tab-
lazatkezel6 neve, verzidszama.

Az adatok forrdsa: https://www.ksh.hu/stadat_files/kor/hu/kor0017.html
Letolthet6 fajl: uveg. txt.
(10 pont)

I. 637. A szamitogépes halozatok fejlesztésének héskoraban kiilonféle eljarasokat
talaltak ki a gépek kozotti kommunikacié megvaldsitasara. Az egyik ilyen techno-
logia logikailag kor alakban egymashoz kapcsolt szamitogépek kézotti adatatvitelt
valdsit meg. A kort gytliriinek is hivjék, a technoldégia neve Token Ring, elterjeszt6je
az 1980-as évektdl az IBM volt.

Tekintsiik igy, hogy a szamitégépek kor alakban vannak elrendezve és egy kozos
adatatviteli vonalra csatlakoznak. Ezen a vonalon halad egy iranyba koérbe egy
specialis jel, a token, illetve mogotte az adatok. Ha nincs a vonalon adat, tehat
egyik gép sem kiild a maésiknak, akkor csak a token utazik korbe. Ha van adat,

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/7 437


https://www.ksh.hu/stadat_files/kor/hu/kor0017.html

=f = = =i

=i =h @%ﬁ

akkor az a token mogott van és tartalmazza az adatot kiildé és fogadd szamitégép
cimét is.

A szédmitégépek a vonalat figyelik, és ha elér egy géphez a token, akkor a
kovetkezok egyike torténik:

o Ha a token 0 értékii és nincs mogotte adat, akkor a vonalon éppen nem
torténik adatkiildés. Ha a gép kiildeni akar adatot, akkor megteheti: a tokent
1-re allitja, és elhelyezi mogotte a vonalon az adatot a kiildo és fogadd gép
cimével egyiitt. Ha nem akar kiildeni, akkor csak tovabbkiildi a 0 értéki
tokent a kérben kovetkezo gépnek.

o Ha a token 1 értékii és van mogotte adat, akkor a gép megvizsgalja, hogy ki az
adat cimzettje. Ha 6 a cimzett, akkor kiolvassa az adatot, majd tovabbkiildi a
tokent 0 értékkel és magat az adatot is. Ha nem & a cimzett, akkor tovabbkiildi
a kapott tokent 1-es értékkel és az adatot is.

e Ha a token 0 értéki és van mogotte adat, akkor a gép megvizsgalja, hogy 6
volt-e az adat feladoja. Amennyiben & volt, akkor torli az adatot és tovabb-
kiildi a tokent 0 értékkel. Ha nem 6 volt a feladd, akkor tovabbkiildi az adatot
és a tokent 0 értékkel.

A gépek ilyen szabélyok szerinti miikodése biztositja, hogy a hélézaton mindig
csak egy adat legyen, és ne torténhessen meg, hogy két gép egyszerre kiild adatot,
mert ekkor a vonalon 1év6 elektromos jelek értelmezhetetlenné valnanak. Ezt a
jelenséget iitkozésnek nevezik, amelyet a Token Ring technolégidval igy el lehet
keriilni. A ma legelterjedtebb Ethernet technolégia masként oldja meg az titkozés
problémajat.

A Token Ring miikodésének hatékonysidga fiigg attdél, hogy hany szamitégép
van a korben, illetve ezek a gépek mekkora valdsziniiséggel kivannak adatokat
kiildeni. Készitsiink szamitégépes programot és modellezziik a halézat miikodését:
vizsgaljuk meg, hogy atlagosan mennyi idébe telik egy adatcsomag atvitele két gép
kozott. A modellezés soran feltételezziik, hogy a token és az adat egyik géptol a
mellette 1évé mésik gépig egy idbegység alatt ér at. A szamitogépek a modellben
elhanyagolhaté id6 alatt végzik a tevékenységiiket, tehat a t-edik idGegységben
fogadott tokent és adatot a (t + 1)-edik id6egységben kiildik tovabb.

A szimuldcié soran minden gép, amely éppen nem kivan adatot kiildeni egy vé-
letlenszamtol fiiggben eldonti, hogy a kdvetkezo idoegységtol kezdve kiild-e adatot,
vagy sem. Az adatkiildésre valé hajlandésdgot egy H véletlenszammal adjuk meg.
Ha egy gép egyszer tigy dontott, hogy kiildeni szeretne, akkor egészen addig ebben
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az allapotaban marad, amig az adat elkiildése és annak nyugtdzisa meg nem tor-
ténik. Ez a Token Ring esetében akkor kovetkezik be, amikor egy 0 értékii token
mogott olyan adatot olvas a gép a vonalrdl, amelynek 6 a feladéja.

Példaként egy 10 gépbdl 4ll6 halézatban az egyik gép adatot akar kiildeni egy
tole 4 egységre 1évé masik géphez. Az adatkiildés igényétol kezdve példaként még
varnia kell 15 idGegységet, hogy elérjen hozza a 0 értékii token adatok nélkiil. Ek-
kor feladja az adatot és 1-re allitja a tokent, amely 4 idGegység miilva megérkezik
a fogaddhoz. A fogadd beolvassa a szaméra kiildott adatot, majd 0 tokennel tovab-
bitja azt. A token és az adat 6 id6egység utan visszaérkezik a feladd géphez, amely
nyugtizza a sikeres adatkiildést, ami igy 15+ 4 + 6 idSegységig tartott.

A program standard bemenetének egyetlen sordban a gépek N szama
(2 <N < 255), a gépek adatkiildését jellemz6 H valdszintiség (0 <H < 1), valamint a
szimuléci6 teljes idejét id6egységben megado T érték (1000 < T < 100000) talalhatd
egy-egy szokozzel elvalasztva.

A program a standard kimenetre

egy egész és egy valds szamot {rjon Bemenet Kimenet

szokozzel elvdlasztva: mennyi adatot 10 0.001 2000 18 17.8

sikeriilt a szimuldcié sordn atjuttatni 10 0.002 2000 36 16.3

a l:la’:{ié”zat(ilh lﬂ.letve étla%osan Inf)ny- 10 0.01 2000 148 37.8

nyl 1do telt el egy-egy adat esetén a

kildési hajlandésagtol az adatkiildés 10 0.02 2000 175 60.1

nyugtizasaig. 20 0.02 10000 475 363.1
Példik: 25 0.05 10000 384 612.0

Bekiildend6 egy tomoritett ¢637.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithaté.

(10 pont)

I. 638. A www.balatonihajok.hu portalrél sok olyan balatoni hajézéasra jellemzd
adatot ismerhetiink meg, amely torténetileg és a jelenben érdekes lehet.

A rendelkezésre all6 és letOlthetd adatbazisban a kiillonb6zé kor, tipusi, funk-

c sz

Az adatbéazis a kovetkezé tdbldkat tartalmazzas:

Tablak
hajo (az, nev, tipus, tulaz, uzemel)
az a hajé azonositéja (szdm), ez a kulcs
nev a hajo jelenlegi neve (szoveg)

tipus  a hajé tipusa (szoveg), példdul: komp, személyhajd, uszaly stb.
tulaz  a hajé tulajdonosédnak azonositéja (szdm), kitoltetlen, ha az adat
ismeretlen

uzemel a hajé jelenleg lizemel-e (logikai), ha {izemel, akkor értéke 1, ha
a forgalombol kivontak, akkor 0
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tort (az, hajoaz, nev)

az a hajo torténeti bejegyzésének azonositdja (szdmldls), ez a kulces
hajoaz a hajé azonositéja (szdm)

nev a hajé régebbi neve (szoveg)

tulajdonos (az, nev, varos)

az a tulajdonos azonositdja (szdm), ez a kulcs
nev  a jelenlegi tulajdonos neve (szoveg)

varos a tulajdonos székhelye (szoveg)

A kovetkez6 feladatokat megoldd SQL parancsokat rogzitsiik a bh__megoldas.sql
nevili allomanyban a feladatok végén zardjelben megadott névvel. A javitds soran
csak ennek az dllomdnynak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy a lekér-
dezésekben pontosan a kivant mezok szerepeljenek, felesleges mezot ne jelenitsiink
meg. A feladat megolddsahoz a digitalis kulttira emelt szintii érettségin hasznalhatd
XAMPP hasznélatat javasoljuk.

1. A hajolista.sql dllomany tartalmazza az adatbédzist és a téblikat 1étrehozo,

valamint az adatokat a tablaba besziré SQL parancsokat. Futtassuk a lokalis
SQL szerveren a hajolista.sql parancsfajlt.

. Készitsiink lekérdezést, amely abécérendben jeleniti meg a jelenleg is tizemel6

vitorldsok nevét. (2vitorlas)

. Lekérdezés segitségével irassuk ki azoknak a hajoknak a nevét és tulajdono-

sait, amelyek jelenlegi neve tartalmazza a ,Balaton” szérészletet. (3balaton)

. Készitsiink lekérdezést, amely az ,,Angolna” nevii hajé tulajdonosanak birto-

kéban 1évé hajok nevét és tipusat kilistdzza. (4angolna)

. Készitstink lekérdezést, amely meghatarozza, hogy a ,, Balatoni Hajézasi Zrt.”

az Osszes hajo hény szdzalékédnak tulajdonosa. (5bahart)

. Lekérdezés segitségével hatarozzuk meg azoknak a tulajdonosoknak a nevét

és székhelyét, akik személyhajoval nem, de uszallyal rendelkeznek. A listaban
minden tulajdonosnév egyszer jelenjen meg. (6uszaly)

. Lekérdezés segitségével irassuk ki a legtobb névvaltoztatdson atesett hajok

jelenlegi nevét és tulajdonosait. (7soknev)

. Lekérdezés segitségével adjuk meg azoknak a tulajdonosoknak a nevét, akik

személyhajéval nem rendelkeznek. A listdban a tulajdonosok neve abécé sor-
rendben, ismétlédés nélkiil jelenjen meg. (8nevek)

. Készitsiink lekérdezést, amely megadja, hogy tipusonként hany hajé nem

iizemel jelenleg. A listdban a tipus neve és a darabszam jelenjen meg — az
utébbi szerint csokkenden rendezve. (9tipus)

Letolthetd allomany: hajolista.sql.

(10 pont)
ok
Bekiildési hatarid6: 2024. november 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
ok
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Ifju Fizikusok
Nemzetkozi Versenye
Versenyfelhivas és beszamolo

Ha szereted a fizikdt, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és eqy életre szélo
élményre vagysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksdgnak is nevezett IYPT (Ifji Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senye, angolul International Young Physicists’ Tournament, https://wuw.iypt.org)
egy angol nyelvii, kisérleti fizikai csapatverseny, ahova a vildg minden t4jarél (t6bb
mint 30 orszagbodl) érkeznek kozépiskoldsok, hogy Gsszemérjék tuddsukat. Az IYPT
a XXI. szazad kihivasainak megfelel6 készségeket var el az induloktdl: nemcsak a
fizikdban kell jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentdlni és megvédeni is
tudni kell! A résztvevé didkok a versenyt megel6z6en elvégzett fizikai méréseiket és
kutatasaikat egy — angol nyelven eléadott — tudoményos prezentacié formajaban
mutatjak be a rivalis csapatoknak. Az IYPT verseny magyarorszagi els6 forduldja-
ra (Hungarian Young Physicists’ Tournament, HYPT) a http://www.hypt.elte.hu
oldalon valé regisztracié hatarideje:

2024. oktober 24. éjfél.

A jelentkez& didkoknak a honlaprdl vélasztott IYPT problémdrdl (elérhetéek
itt: http://hypt.elte.hu/hypt/versenyfeladatok/) egy legfeljebb 8 oldalas magyar
nyelvii dolgozatot kell bekiildeniiik. Bekiildési hatarid6: 2024. november 29. Ezek
alapjan a legjobbak az ELTE TTK-4n, 2024 december kézepén megrendezésre ke-
riil6 szébeli fordulén vehetnek részt. Az indul6é didkoknak itt az altaluk bekiildott
dolgozat eredményeit él6ben kell eléadniuk 10 percben, majd kutatasukat megvé-
deniiik.

A decemberi szébeli forduldt kévetGen a 10 legmagasabb pontszamot elérd didk
az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi kutatasait. A felkésziilés
soran nyujtott teljesitmény alapjan 3 didk indulhat az osztrdk AYPT versenyen,
az b legjobb didk pedig bekeril a svédorszagi Lundban megrendezésre keriilé 38.
IYPT magyar csapataba.

Tovabbi informaciokért latogass el a 2024. oktdber 16-an megrendezésre keriild
ny{lt napunkra (http://hypt.elte.hu/hypt-nyilt-nap-2024/). Jelentkezés, a
feladatok szovege és sok hasznos tudnivald a http://hypt.elte.hu weboldalon.

Néhany példa a 2025-re kitlizott IYPT problémék koziil:

3. Lato Lato: Egy madzag mindkét végéhez rogzitsiink egy golyét, és a ma-
dzag kozepét kossiik egy tengelyhez. Amikor a tengely fiigglleges iranyban rezeg,
a golyok litkozni kezdenek és novekvo amplitidoval rezegnek. Vizsgald meg a je-
lenséget!

7. Vonalzéagyi: Két vonalzot szoritsunk egyméshoz szorosan. Egy kerek 16ve-
déket (pl. egy mlianyag palack kupakjat vagy egy golydt) helyezziink kozéjiik az
egyik végiikhoz kozel. Ha a vonalzok feliiletére extra erét fejtiink ki, a 16vedék nagy
sebességgel kilokddik. Vizsgald meg ezt a hatast és a kilovési sebességet befolyasold
paramétereket!

14. Vizipalack-rakéta: Pumpalj levegét egy vizzel részben teli miianyag vizes pa-
lackba. Bizonyos koriilmények kozott a palack elindul és a levegobe repiil. Vizsgald
meg, hogy a felszallas kézbeni gyorsulds hogyan fiigg a relevians paraméterektol!
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Az eddigi legnagyobb IYPT verseny Magyarorszagon

2024. julius 10-17. kozott keriilt megrendezésre 37. alkalommal az Ifju Fizikusok
Nemzetkozi Versenye. A megmérettetés 38 orszag részvételével zajlott, mely az
eddigi legnagyobb IYPT verseny. A magyar csapat csodds versenyzéssel a 10. helyen
végzett, mellyel bronzérmet érdemelt ki.

A felkésziilési id6szak soran a hallgatok kutatasaik folytatdsa mellett a verseny
koriilményeit szimuladlva probaltak el eléadasaikat. A megmérettetésen a sajat ku-
tatasi eredmények prezentilasa mellett a tobbi orszdg eredményeinek oppondldsa
és értékelése (review) is a verseny része. Az ELTE TTK IYPT laborja az év folya-
man megtelt a kisérletekhez és mérésekhez sziikséges eszkozokkel. Ezen komplex
alkotéi munka sordn a didkok a fizikdrdl sokat tanulva megismerték a valdédi ku-
tatdmunka 6romeit és nehézségeit is. A felkésziilés fontos pillanata az edzétabor,
ahol a kutatéi munkat és eldadasok gyakorlasat kozosségi programok és jatékok
valtottak egy idilli balatoni kérnyezetben.

A 2024-es IYPT verseny szervezése az Eotvos Lorand Tudoményegyetem és a
Budapesti Miiszaki Egyetem egytittmiikodése sordn jott 1étre. A szervezést szamos
ipari partner is segitette. A nagy meleg nagyon megnehezitette a hétkoznapokat,
de igy is sikeriilt megmutatni Budapestet, és a csapatok részt vettek a visegradi
varjatékokon. A dont6 a Bosch innovaciés kampuszan keriilt megrendezésre, és az
egész hetes programot egy nagy buli zarta a Diirer-kertben. Tovabbi informaciokért
latogasd meg és kévesd Facebook oldalunkat: www.facebook.com/hypt.elte.hu, ahol
a csapat részletes élménybeszamoldjat, képeit és eseményeit taldlod, amik tébbet
mondanak minden szénal!

A magyar csapat tagjai voltak:

Farkas Laszlé (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altaldnos Iskola és Gimna-
zium, 11. évf.)

Sade Déniel (Lauder Javne Zsid6é Kozosségi Iskola, 12. évf.)

Sindros-Szabé Zsombor (Piarista Gimnazium, 11. évf.)

Szederkényi Kincs6 (Budapesti Német Iskola, 11. évf.);

Sztranyai Milan (Budapest XVII. keriileti Balassi Balint Nyolcévfolyamos Gim-
ndzium, 11. évf.)

A versenyz6k felkészitése az ELTE Anyagfizikai Tanszékén folyt egyetemi hallga-
tok, oktatdk és kozépiskolai tanarok vezetésével. Egyetemi és kozépiskolai oktatdk:
Hémostrei Mihdly (Budapesti Német Iskola, ELTE), Ispinovity Péter (ELTE), Je-
nei Péter (ELTE), Széchenyi Gabor (ELTE), Vincze Miklés (ELTE-MTA), Jéhn
Zoltan (TU Wien), Téth Kristéf (Czuczor Gergely Bencés Gimnazium, ELTE).
Hallgatk és doktoranduszok: Kadlecsik Addm (ELTE), Penc Patrik (BME), Simon
Tamds (ETH Ziirich), Pesthy Sandor Gergely (ELTE Radnéti Miklés Gimndzium),
Kosztyo Péter (Semilab), Varga Szabolcs (Ledvey Klara Gimnazium).

A sok nevetéssel és kemény munkéval toltott év utan most indul a felkésziilés a
2025-6s megmeérettetésre, mely Lundban keriil megrendezésre.

az HYPT szervez6i csapata
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Mérési feladatok megoldasa “
| [ | |

M. 430. Egy hurkapdlca egyik végét fogjuk be vizszintesen, a mdasik végét pedig
kezdjiik el terhelni. Végezzik el a mérést kilonbozé hosszisdgu pdlcdakkal. Hogyan
fiigg a pdlca végének lehajlisa a terhelés tomegétdl és a pdlca szabad részének hossza-
tol? Hatdrozzuk meg a hurkapdlca anyagdnak Young-modulusdt!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

Megoldas. Mérésiink soran egy hurkapélca Young-modulusat igyekeztiink meg-
hatarozni a pélcara akasztott silyok segitségével.

1. Mérési elrendezés, a mérés menete, mérési eredmények

A hurkapélca végétdl nagyjabol 1 cm-re kis bevagast készitettiink (bicskéval),
amelyre kotélbél formalt hurkot rogzitettiink. A hurok mésik végére akasztottuk
a sulyokat, ehhez kampéval ellatott iskolai mérosilyokat hasznaltunk. A palcan
méroszalag segitségével a bevagastol 2,5 cm-enként jelzéseket helyeztiink el. Ezutan
vizszintes asztalra helyeztiik a pélcat, igy, hogy a szélénél legyen épp a hasznalni
kivant jelzés. Ezt kovetGen egyikiink ratenyerelt a palca asztalon talalhaté részére,
oly médon, hogy a palca minden részét az asztalra nyomja. Ez azért volt sziikséges,
mert ha csak egy ponton nyomtuk volna le a péalcat, akkor az asztal folotti része
meggorbiil. Ekézben masikunk raakasztotta a kotélre a sulyt, és megmérte a palca
végének lehajlasat. A lehajlast gy mértiik, hogy az asztalon kozvetleniil az el6z6
palca mellett elhelyeztiink egy terhelés nélkiili hurkapalcat is. Ezutan mérdszalag
segitségével konnyedén meg tudjuk mérni, hogy a terhelt hurkapalca mennyit hajolt
le a vizszinteshez képest. Az 1. dbra képein a mérés folyamata lathato.

1. dbra

A mérés soran egy adott sullyal megmértiink minden lehetséges tavolsagot,
tehdt, amig a pélca el nem torétt, vagy maradandé elvaltozast nem szenvedett.
Ezutan ugyanabbdl a csomagbdl valasztottunk egy masik palcat, és azzal elvégeztitk
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a mérést a kovetkez6 tomeget hasznalva. A mérdsulyok tényleges tomegét mindig
ellendriztiik mérleg segitségével. A mérési eredményeket az 1. tdbldzat tartalmazza.

¢ (cm)
m(g) | 75|10 | 12,5 | 15 | 17,5 | 20 | 22,5 | 25 |27,5| 30 | 32,5
50 030407 1,219 (29| 36 | 45| 61 |75 98
100 {0,509 19 |35 | 47 |64 ]| 86 | 10,8
150 | 0,714 26 |45 6,8 |95
200 {0919 3,8 | 6,7
250 |1,0123| 45 |78
1. tdbldzat. Mért lehajlasok cm-ben

2. Elméleti hattér

A mérés elméletének alapjiul Radnai Gyula KoMaL cikkét vettiik!'. Az itt ta-
lalhatd levezetés alkalmazhato a mérésre, ugyanis a hurkapalca témege elhanyagol-
haté a silyok tomegéhez képest, illetve foként kis lehajlasokkal dolgoztunk, amikor
még alkalmazhaté a gorbiiletre az alabbi kozelités:

_dy
I= 32
Ez alapjan az ¢ hosszisagu hurkapalca végének lehajlasa:
F 3
1 Ay=——
(1) TR

ahol F' a terhelSerd, I a hurkapdlca masodrendii (feliileti) nyomatéka, E pedig
a keresett Young-modulus. Természetesen a levezetés soran azt is feltettiik, hogy
a hurkapalca anyageloszlasa homogén, igy mindenhol j6 kozelitéssel ugyanakkora
a Young-modulus. Levezetheto, de interneten is megtalalhato, hogy egy henger
masodrendil nyomatéka:

7'l"l"4

4

ahol r a henger keresztmetszetének sugara. Ez a hurkapdalcdk esetén 1,5 mm-nek
adédott. Ezt behelyettesitve (1)-be, és azt atrendezve:

@) AR

- 3wAyrt’

I =

3. Szamolt értékek, kovetkeztetések, diszkusszié

Mivel feltessziik, hogy az Gsszes hurkapalca esetén minden hossz — témeg paros-
nal azonos a Young-modulus, igy a (2)-es képletbe a mért értékeket behelyettesitve
kapjuk a 2. tablizatot, amelyben az 1. tablizat egy-egy celldjahoz tartozé Young-
modulusok lathatok.

A 2. tablizat adatait atlagolva, és azok széraséat figyelembe véve:

E; = (10,3+2,3) GPa.

IRadnai Gyula: A hajlitasrél
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¢ (cm)
m(g) 75| 10 [ 12,5 15 | 17,5 20 |22,5| 25 |27,5| 30 | 325
50 5,8110,3 | 11,5 | 11,6 | 11,6 | 11,3 | 13,0 | 14,3 | 14,0 | 14,8 | 14,4
100 (87|91 | 85| 79| 94 |10,3|10,9 | 11,9
150 |74 88| 93 (93| 9,7 |104
200 | 7,7] 87 | 85 | 83
250 | 8,71 89 | 89 | 89
2. tabldzat. Szadmolt Young-modulusok GPa-ban

Lathato, hogy sajnos a mért Young-modulusokban jelentés eltérések adodtak. Az
is észrevehetd, hogy az 50 g tomeggel terhelt palca eredményei ,l6gnak ki” a legjob-
ban. Azt gyanitjuk, hogy ezen mérések soran valamilyen rendszeres hibaval dolgoz-
tunk, emiatt kaptunk konzisztensen nagyobb értékeket. Ezeket az eredményeket
figyelmen kiviil hagyva, is még 22 adatpontunk marad, amelybdl kelléen pontos
kovetkeztetéseket vonhatunk le. Az ezekbél szamolt Young-modulus:

Ey =(9,14+1,0) GPa.
Eredményeinket grafikusan is feltiintettiik. Minden tomeg és hossz esetén a palca-

hossz kdbének fiiggvényében abrazoltuk a lehajlas és a terhelétomeg hanyadosat.
Ekkor (1) alapjan az aldbbi Gsszefiiggést kapjuk:

AY _ 9 3
m  3EI

Ebbdl kiindulva egyeneseket illesztettiink az azonos tomegi terheléshez tartozd

adatpontokra (2. dbra).

Ay (cm
so 7 (%) —— m= S0e
’ m =100 g
— m=150g
—— m=200g
1,54 m=250g

1,0

0,5

23 (cm®)

0 5000 10000 15000
2. dabra

A fenti képlet alapjan minden egyenes meredekségét ugyanakkorara varjuk,
igy ez is jol mutatja, hogy mekkora a mérésiink bizonytalansiga. Természetesen
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a meredekségek atlagabdl is kiszamolhatnank a Young-modulus értékét, azonban
ez nem hordozna tébbletinformaciét a fent kiszamitott eredményekhez képest.

Koénnyen meghatarozhatoé a lehajlasok mérésébél eredd hiba, ez 0,5 mm. Ezen-
kiviil viszont szerintiink sok hiba szarmazhatott az anyagi eltérésekbdl. Miutan egy
palcat terheltiink, akar kis sullyal is, valésziniileg megvéltozik az anyagi Gsszetéte-
le, és mar nem fog akkora Young-modulussal rendelkezni. Emellett természetesen
az is csak kozelités, hogy minden palcanak ugyanolyan, és tokéletesen homogén a
bels6 szerkezete, ezek is mind-mind novelik a mérés pontatlansagat.

Az Ebredd Eré csapat: Cséka Péter, Schiffer Dondt
(Pécsi Janus Pannonius Gimn., 12. évf.)

10 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 5, hidnyos (2 pont)
1 dolgozat.

[t ~]

Fizika gyakorlatok megoldasa

5

ol

G. 855. Newton nem a szokdsos alakjdban (%—I—%: %) irta fel a leképezési

torvényt. 0 a targyoldali fokuszponttol mérte az xy fokuszontuli tdrgytdvolsdgot,
illetve a képoldali fokuszponttol mérte az xy fokuszontuli képtdvolsdgot, ahogy ez az
abran ldthato.

a) Adjuk meg a legegyszeriibb alakban a leképezési torvényt ezekkel a paraméte-
rekkel!

[

Tt f f Tk

b) Hogyan alkalmazhatd ez a képlet szérdlencsékre?
(4 pont)

Megoldas. a) A feladat dbrdjdbol leolvashatéd a kovetkezd két Osszefiiggés:

t:zt+fa
k=xx+ f.
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Ezeket behelyettesitve a leképzési torvény szokasos alakjaba, majd rendezve meg-
kapjuk a Newton-féle alakot:

1
t

RS S
w+f x+f [
zx+ fH+a+ f . 1

(@ + @+ f) f

rory +xf + o f + f2
7 :

+ ¢ + o+ f,

Tkt +2f =

Tt Tk

rx+ e +2f =

Tt Tk

f:f,

zore = f2.

b) Szérolencse esetén a fékusztavolsig negativ, ilyen esetben az xy és xy az dbrdn
lathaté médon, a tuloldali fokuszponttol mérve definidlhato.

Az dbrdrel leolvashaték a kévetkezd Gsszefliggések:

t= Ty — |f|7
t=xy+ fv ~
7
valamint 7
7
7
k| = [f| — zx, F 7 ) F
k= —f—
k = 7 + f Ty |k|
|l If]
(Itt felhasznéltuk, hogy mivel f <0,
|f| = —f, valamint hogy virtudlis kép 7
esetén k < 0 miatt |k| = —k.) Lathatd, t
hogy t és k kifejezései megegyeznek az

a) részben szerepld kifejezésekkel, és
igy a Newton-féle leképezési torvény valtozatlanul érvényes (hiszen f2 eldjele mindig
pozitiv). Az &brardl az is leolvashatd, hogy z és xx minden esetben pozitiv.

Filop Magdaléna (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 9. évf.)
28 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 8, hidnyos (1-2 pont)
16, hibas 1 dolgozat.

G. 856. Budapesten mikor delel magasabban a Hold, eqy decemberi vagy egy
juniust holdtolte idején?

(4 pont)
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Megoldas. Teliholdkor a Nap — Fold — Hold (koriilbeliil) egy vonalban helyezke-
dik el. Nyédron (az északi féltekén) a Fold tengelye az 1. dbrdn 1ldthaté médon a Nap
felé billen, € ~ 23,5° szoggel. Budapest az északi szélesség ¢ = 47,5°-nél helyezkedik
el. Az dbra alapjan meghatdrozhatjuk a nyari budapesti telihold horizont feletti ~y
delelési magassagat (amikor koriilbeliil éjfélkor a legmagasabban jar). A kék fvvel
jelolt szogek egyenl8k, mert meréleges szara szogek. Igy a Hold delelési magasséga
nyaron:

Ymin = 90° —e — p & 19°.

északi sark
,

horizont

O

Hold Nap

ekliptika

Egyenlit6

1. dbra

A 2. dbra a téli helyzetet mutatja. Ekkor (az északi féltekén) a Fold tengelye a
Naptdl elfelé billen. Eszerint a Hold delelési magassaga télen:

Ymin = 90° + € — ¢ =2 66°.

északi sark
\

\

\ s horizont

Egyenlit6 O

ekliptika

Hold Nap

2. dbra

Tehat télen magasabban delel Budapesten a telihold, mint nyaron.

Barth Albert Krisztidn (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)

Megjegyzések. 1. A Hold pélyédja § ~ 5° szoget zdr be az ekliptikaval, ezért teliholdkor
altaldban nincs pontosan a Nappal ellentétes irdnyban. (Emiatt nincs minden hénapban
holdfogyatkozds.) A delelési magassdg igy +5°-kal vdltozhat a megolddsban kiszamitott-
hoz képest, ez azonban nem valtoztat a végkiovetkeztetés helyességén.

2. A déli féltekén — ugyanilyen megfontolasok alapjan — akkor delel magasabban a
telihold, amikor ott tél van, tehat juniusban.

31 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (1-2 pont)
8, hibas 2 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

—

P. 5547. Egy kicsi fagolyot 30 cm hosszi fondlra kétink, és a fondl szabad végét
eqy vodor fenekén, a kézépponttol 20 cm tdvolsagban régzitjik. A voddrbe vizet
toltiink, és a szimmetriatengelye kéril forgatni kezdjik. (A viz mindvégig ellepi a
golydt.) Mekkora szdgsebességgel kell a vidrot forgatnunk, hogy hosszi idd utin a
fondl a fiiggélegessel 30°-o0s szdget zdrjon be?

(5 pont) Quantum Magazine nyomdn

Megoldas. Vizsgaljuk a goly6t a vodorrel egyiitt forgd koordinata-rendszerben.
A V térfogatn golyéra fliggdleges irdnyban hat az
F; felhajtoerd és az mg nehézségi erd, ezekkel tart
egyensulyt a K kotélerd fiiggdleges komponense: Q_jw

Kcosa=Fr —mg = (0viz — 0ta)V g.

Ahogy fiiggblegesen lefelé a nehézségi er6 hat,
agy sugdrirdnyban kifelé — mind a folyadékra,
mind a testre — a centrifugdlis eré hat a forgd rend- F <
szerben. Igy egy vizszintes irdnyu ,felhajtéerd” is
ébred, amely a folyadékra hatd centrifugilis ero-
vel ellentétes irdnyt, tehdt sugdriranyban befelé
mutat. Ennek az erének a nagysaga Arkhimédész
torvényének ,altalanositasaval”:

Ff/ = Qvisz2r7
ahol az dbrdrdl leolvashatdan
r=d—{sina=0,05m.

Ezzel és a golyora hatd centrifugilis erével tart egyensulyt a kotélerd vizszintes
komponense:
Ksina = F} — mw?r = (0viy — 08a) Vw?r.

A két egyenletet egymassal elosztva:

Ksina  (0vi, — 0fa) Vw?r

Kcosa  (ovis—0r)Vg '

£ 1
w=1/LE% Z106-.
T S

Toth Hanga Katalin (Kecskeméti Banyai Jilia Gimn., 10. évf.)

amib6l
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Megjegyzés. A feladat megoldhaté inerciarendszerben is. Ekkor a mozgasegyenletet az
alapjan irhatjuk fel, hogy a fagoly6t a nehézségi erd, a viz altal kifejtett er6 és a kotélerd
eredéje tartja korpalyan. Vektorialis alakban:

—mw’r = mg+ Fyi, + K.

A forgé viz altal a golyéra haté eré meghatiarozdasihoz érdemes végiggondolni, mi
torténik a nyugvé folyadékban. Ha a golyé helyén is folyadék lenne, akkor a korilétte 1é6vo
folyadék &ltal kifejtett nyomberdk eredéjének a test helyén 1évé folyadék silyat kellene
megtartania. Ezért a folyadékba helyezett testre is ugyanez az erd hat, ebbél kapjuk meg,
hogy a felhajtéerd nagysaga a kiszoritott folyadék silydval egyenld, és ellentétes irdnyu.

A forgé folyadékban a folyadék minden kis darabja gyorsul a forgastengely felé, tehat
ebben az esetben a koriilotte 1évé folyadéknak nem csak a folyadék sulyat kell megtar-
tania, hanem a forgastengely felé mutatd vizszintes er6t is ki kell fejtenie, amellyel azt a
forgastengely felé gyorsitja. Ha a goly6t ennek a kis folyadékdarabnak a helyére rakjuk,
akkor arra is ugyanezzel az erével hat a folyadék:

Fut, = —0uisV (g +w’r).
Ezt behelyettesitve a mozgasegyenletbe és rendezve:
K = (0vts — 01) V(g + °r).
Lathaté, hogy a g + w?r vektor parhuzamos a fonallal, amelybél adédik az eredmény.
45 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 20, hibas 9 dolgozat.

P. 5548. Egy kicsiny, lapos hiitémdgnes sulya G. A mdgnest
a hitdszekrény figgdleges oldaldra helyezziik, majd a fémlapra
merdleges, fiiggdleges sikban valamilyen irdnyba hizni kezdjiik.
A legkisebb erd, amivel meg tudjuk mozditani a mdgnest fiiggo-
legesen felfelé, Fy, lefelé pedig Fs.

a) Mekkora a mdgnes és a hiltészekrény oldala kozotti tapa-
ddsi surloddsi egytitthato?

b) Mekkora hizéerdvel hat a fémlemez a mdgnesre, amikor
azt nem hizzuk semerre?

Adatok: G=0,10 N, F; =0,20 N és Fy = 0,05 N.

(Ldsd még a G. 702. szdmi gyakorlatot a KéMalL 2020. évi 3.
szamdban.)

(5 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vacduka
Megoldas.

felfelé lefelé
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a) Vizsgéljuk a hatareseteket, amikor a mégnes épp megmozdul. Felfelé hiizasnal

Nl :Fm*FlsiIlOél,
Ficosay =G+ uNy,
(1) Fi(cosay + pusinay) = G+ pFy,

mig lefelé htuzdsnal

N2 = Fm — FQSiHOZQ,
Fscosas + G = uNs,
(2) Fy(cosag + usinag) = =G + pFy,.
Esetiinkben Fy és F» minimélisak, ehhez (cosay + psinay ) és (cosas + psinag) ér-

tékeknek maximalisnak kell lennie. Ebbol kévetkezik, hogy o = as = a. A kifejezés
maximuma derivalas segitségével meghatarozva:

d
d—(cosa+usinoz) =—sina+pucosa=0 — p=tga.
e

Az (1) és (2) egyenletek kiilonbségébél:

sin? «

(Fy — Fy) (cosa +
cosa

F;
)2G’ — cosa=——— — ar~41,4°,

amibdl a tapadasi surlodasi egyiitthato keresett értéke:
n=tga~0,9.
b) Az (1) egyenlet alapjan:

F— Fy(cosa+ psina) — G ~02 N,
w

Seprédi Barnabds Bendegiz (Obudai Arpad Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A mégnes hizéerd hidnydban nem cstszik le, azaz pFn, > G. Igy a
(2) egyenlet jobb oldaldn 4ll6 kifejezés biztosan nemnegativ.

2. A cosa + psina kifejezés maximuma derivalas nélkil is megkaphat6. Vezessiik be
a = tge jelolést. Ezzel a kifejezés 1j alakja:

sinesina  cos(a—¢)
cosa+ = .
cose cose

A kifejezés (adott e esetén) akkor maximélis, ha o =& = arctgp.

35 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldas. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 6, hidnyos (1-2
pont) 5, hibas 6 dolgozat.
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P. 5555. Vizszintes, nem teljesen sima asztallapon

nyugszik egy T sugard korong. A sikon egy nagyobb,

, —_ R = 2r sugari korong forgismentesen csuszik ugy, hogy
@ a kozéppontja a kis korong érintdje mentén mozog.

Mindkét korong ugyanabbol az anyagbdl készilt és a ma-
gassdguk is ugyanakkora.

A rugalmasnak tekinthetd itkozés utan a nagy korong a surlédds miatt lelassul
és d=>5 cm 1t megtétele utan megdll. Milyen irdnyban és milyen messzire jut el a
kis korong az asztalon? A korongok kézétti surlodds elhanyagolhato.

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. Legyen a nagyobb korong
sebessége az iitkozés pillanataban vy, le-
gyen a nagy korong téomege M, a kisebbé
pedig m. Mivel a nagyobbik korong terii-
lete a kisebb teriiletének négyszerese (R =
= 2r), a magassiguk és a sfirtiségiik pedig
megegyezik, a tomege a kisebbének négy-
szerese: M = 4m. Mivel a korongok ko6zo6t-
ti surlodas elhanyagolhatd, ezért az titko-
1. dbra zés utan sem fognak forogni.

Legyen a nagyobbik korong titkdzés utani sebessége v, a kisebbnek pedig u. Mivel
az litkozés tokéletesen rugalmas, és az iitkozés nagyon rovid ideje alatt a testek
kolesénhatasa a feliilettel elhanyagolhaté, felirhatunk egyenleteket az energia- és a
lendiiletmegmaradasra:

1 1 1
(1) ing = §Mv2 + imu2 —  4vd =407 + P,
(2) Mvog=Mv+mu — 4dvg=4v+u.

A kisebb korong az iitk6zésbél csak a tomegkozéppontokat 0sszekotd egyenes men-
tén kaphat sebességet, ezért az u és vo vektorok dltal bezédrt szoget ismerjik (lasd
az 1. dbrat):
r 1
=- = a=x19,5°
R+r 3

A0, A (2) egyenlet alapjin megrajzolhatjuk a 2. db-

V rdn lathaté vektorhdromszoget. A koszinusztételt
u 10 felirva:

2. dbra (3) (4v)? = u® + (4vp)? — Suvg cos .

sina =

Mivel o hegyesszog,
2v/2
cosa=+V1—sin?a= %7

amit behelyettesitve (3)-ba

16v/2
(4) 1602 = u? + 1607 — ?:[uvo.
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Az (1) és (4) egyenletek u-ra és v-re kétismeretlenes egyenletrendszert adnak.

Mindkét egyenletet elosztva u?-tel (u # 0), és bevezetve az
v v
— és k=—
u U

valtozdkat, az alabbi egyenleteket kapjuk:
(5) 4o =4k +1 —  16k* =162 — 4,

16/2
(6) 16k% =1+ 162% — T\fx

(5)-0t (6)-ba behelyettesitve linedris egyenletet kapunk (a négyzetes tag kiesik),
amibol

- Vo - 15
T T 16v2)
majd ezt (5)-be behelyettesitve
k2 = f — 72 1 — 7
u? 4 512

Legyen a korongok és a feliilet kdzott a cstiszasi surlodasi egytitthaté p. A nagy
korong a feladat szovege szerint d =5 cm tuton all meg, a kis korong &ltal a
megalldsig megtett utat jeloljiik £-lel. A munkatétel alapjan

1

§MU2 = Mgud,
Lo o

5mu =mgul.

A két egyenletet elosztva egymassal

2 v
Rt

amibol ) p
U 512

A kisebbik korong tehat az utkozés utan 26,4 cm-t tesz meg a nagy korong
kezdeti sebességvektorahoz képest 19,5°-0s szoget bezdrd irdnyba (att6l jobbra
eltériilve).

Crirjdk Mdrton Pdl (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

30 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (1-2 pont)
9, hibas 3 dolgozat.

P. 5566. Vizszintes, nem teljesen sima asztallapon egymdst majdnem érintve
nyugszik eqy 2r és eqy v sugarid korong. A sikon egy harmadik, 3r sugari korong
forgasmentesen csiszik gy, hogy a sebességuektora a hdrom korong kézds érin-
téjével parhuzamos (ldsd a felilnézeti dbrat). Mindhdrom korong ugyanabbdl az
anyagbol készilt és a magassdguk is ugyanakkora.
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A rugalmasnak tekinthetd ttkozés utdn a 3r sugard korong a sdrlédds miatt
lelassul és d =5 cm 1t megtétele utdn megdll. Milyen irdnyban és milyen messzire
Jutnak el a kisebb korongok az asztalon? A korongok kozétti surlddds elhanyagolhatd.

Utmutatds: Lisd a P. 5555. feladatot lapunk 2024. mdrciusi szémdban és a
Komplex szdmok a fizikdban I. cikket a jelen szdmban.

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

Megoldas. Mivel a korongok magassiga és anyaga is azonos, ezért a tomegeik
ardnya sugaraik négyzetével aranyos, tomegiik rendre 9m, 4m és m. A legnagyobb
korong sebessége az elso titkozés elétt legyen vg. A feladat megoldasahoz A Komplex
szamok a fizikdban I. cikkben? bemutatott moddszert fogjuk hasznilni mindkét
itkozés lefrasahoz. A valds tengely legyen a vg vektorral parhuzamos.

Hatarozzuk meg az els6 titkozéskor a tomegkdzéppont w sebességét:

_ 9mug gv
T 13m 13

Ez alapjan az elsé test iitkozés el6tti sebessége a tomegkozépponthoz viszonyitva:

9 4
V] =09 —W=vg— —Vy= =V
1 0 0= 3% = 3%,
a masodik testé pedig:
9
Ulszzflig’llo.

A két test titkozés utdni kompler sebessége a tomegkozépponthoz viszonyitva:
V2 = ﬁemaa
Uy = meQia,
ahol a feliilvonas a komplex konjugalast jelenti, o pedig a két kor kozos belsd

érintGjének az x tengellyel bezart szoge. Ebbél a testek iitkézés utdani komplex
sebességei a nyugvé koordinata-rendszerben:

4 2t
V—w—&—vg—ﬁvo—i——lge V0,
9 . 9 .
U= — Ty — a2l 1— i )
w + Uz 137)0 13e Vo 13( e vy

2Megjelent lapunk 2024. évi aprilisi szimaban
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1. dbra

Mivel a két kor kozos kiils6 érintéje a valds tengely, a két kor kozéppontjanak
tavolsaga 3r + 2r = 5r, valamint a kisebbik kor kozéppontja r-rel van kozelebb a
koz6s érintéhoz (1. dbra), ezért

T 1
cosau=— = —
or 5
cos2a =—0,920 és sin2a = 0,392.

1
— = arccos 5= 78,5°,

Ezt felhasznélva az iitkozés uténi (valds) sebességkomponensek értékei:
9

4
V, = 300 4 T3 908 2avg = 0,409vq,

4
V, = Esin?avo =0,121vg,
9
U, = E(l — cos2a)vy = 1,329vy,

U, = —%sinZavo = —0,271vg.

Vizsgédljuk a méasodik titkozést! A 2. és a 3. test kozos tomegkozéppontjinak
komplex sebessége:

4mU 4
= — = —U
2T 5m 5
A 4m tomegii test sebessége a tomegkozépponthoz képest:
1 9 ,
usz = U—U/Q = gU = %(1 —eQZo‘)vo,
a legkisebb test sebessége pedig:
4 36 :
t3 = —Wgo = —gU = —g(l —ezw‘)vo.

A testek komplex sebessége az litkozés utdn a tomegkodzépponti rendszerben:

2i8 — T (1 _ e2ia)yye2f = % (e2iﬁ _ eQi(ﬂ—a)) Yo,

Glo

Uy = Uz€

e 36/ ., ,
ty = t3e?P = —%(1 — e2ia)ype?h = = (e%(ﬁ_a) — ew> Vg,
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ahol B a kozépsd és a kis test belsd kozos érintéjének az x tengellyel bezart szoge. Az
el6z6 esethez hasonléan a két kor kozéppontjanak tavolsdga 2r 4+ r = 3r, valamint
a kisebbik kor kozéppontja r-el van kézelebb a kozos érint6hoz (1. dbra), ezért

1 1
cosBz%zg — ﬁzarccos§=70,5°7
cos2B =—0,778 és sin28 = 0,629,
valamint cos(20 —2a) =0,962 és sin(28 —2«) = —0,273.

A testek litkozés utdni komplex sebességei az inerciarendszerben:

U’=w2—|—u4,
T = wy +14,

majd ebbdl a testek (valds) sebességkomponensei a nyugvo koordindta-rendszerben:

4 9
U, = gUx + o (cos28 — cos(28 — 2a)) vy = 0,823y,
9
U, = gUy + & (sin28 —sin(28 — 2a)) vo = —0,092vy,

4
T, = gUz + % (cos(28 —2a) — cos28) vy = 2,027y,
4 36 . .
T, = 5U9 + & (sin(28 — 2a) —sin2f)) vp = —0, 717vp.

Vizsgaljuk meg, hogy bekévetkezik-e a nagy és a koézepes test kozott egy 3.
titkozés is! A két test relativ sebességének koordindtai (2. dbra):

(UL — Vi, U} — V) = (0,41300, —0,213vp),

a nagy test kozéppontjabdl a kozepes test kozéppontjaba mutatd vektoré pedig
(v24,—1). A két vektor skaldrszorzata pozitiv, eszerint a testek a 2. iitkézés utdn
tavolodnak egymastoél, 3. titkdzés nem kovetkezik be.

2. dabra
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A testek végsd sebességének nagysiga és a v vektorral bezart (el8jeles) szoge:

V, =0,4090,  V,=0,12lu, V| = 0,427y, vy = 16,4°,
U.L=0823v9,  U,=-009209, |U'|=0828v0, o =—64°,
T, =2,02Tvy, T, =—0,T17vy, |T| = 2,150v0, N = —19,5°.

A fékez6déskor a mozgasi energiat a surlédasi munka emészti fel, igy a megtett it
aranyos a sebességek négyzetével®. A feladat szerint a legnagyobb test sy =5 cm
utat tesz meg, a kdzépsé és a legkisebb test altal megtett utak igy:
v
Sirr =
IR

T2
ST = uSV =127 cm.
V2

sy = 18,8 cm,

Dobos Anita (Budapest, Szent Istvan Gimn., 10. évf.) dolgozata alapjin

19 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos (1-3 pont)
9, hibéas 1 dolgozat.

Fizikabol kitiizott feladatok

M. 434. A lejtore helyezett masfél literes, vastag fala PET palack egy bizonyos
hajlasszognél felddl (ha kelléen nagy a tapadas). Mérjiikk meg, hogyan fligg ez a
sz0g a flakonban 1év6 viz mennyiségétol!

(6 pont) Koézli: Szabo Endre, Révkomarom

G. 861. Panni sétdlni vitte Fick6 nevili kutydjit. A sugaraton Panni 0,8 m/s

A

W

4 m 3,6 m

sebességgel haladt, amikor egy harsfa mellett elejtette a lakaskulcsat. Fické ekkor a

3Lasd a P. 5555 feladat megoldésat.
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harsfatél 4 méterre 16v6 szemeteskukandl jart. Fick6 sebessége 1,2 m/s volt. Amikor
Fické a kukéatdol 3,6 méterre 1évé lampaoszlophoz ért, visszafordult, és a kuka és a
lampaoszlop kozott ide-oda szaladt 1,2 m/s sebességgel. Amikor Panni a kukéhoz
ért, észrevette, hogy elejtette a kulcsot, ezért visszafordult érte. 0 végig 0,8 m/s
sebességgel mozgott.

Hogyan valtozott a végig feszes péraz hossza a kulcs elejtésétdl annak kézhez
vételéig? Készitsiink grafikont!

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhaz

G. 862. Egy csigasor n darab, a méretétdl fiigget- . .
leniil G silyt mozgdcsigabol all, a kotél idealisnak ( \
tekinthet6. Mekkora silyt akasszunk a kotél végére, \g
hogy a rendszer egyenstlyban legyen, ha a csigasor

a) linedris és terheletlen (a) dbra),

b) arkhimédészi, és egy G sulyt csigéval terheljiik
(b) abra)? n
(4 pont) 2 n.

G. 863. Egy tomor vasgolyd higanyban tszik. Tér-
fogatanak hany szdzaléka meriil a higanyba? Hogyan

moédosul ez a szazalékos arany, ha a higany tetejére
annyi vizet rétegziink, hogy béven ellepje a vasgolyot? ?

(3 pont) a) b)

)

G. 864. Az dbrdn lathat6 kapcsolasi rajz szerint 6sszedllitott, U =24 V egyen-
fesziiltséget szolgaltato fesziiltségforrasrol taplalt aramkorben a voltmérérdl 10 V,
az A; ampermérérol 0,2 A, az Ay ampermérorél pedig 0,7 A olvashaté le.

a) Hatdrozzuk meg az egyes ellendlldsok
L értékét!

b) Mennyi hé fejlédik 2 perc alatt az dram-
korben?

Mindharom mérémiszer idedlisnak tekint-
hetd. A fesziiltségforras belsd ellenalldsa és
az 0sszekotd vezetékek ellendllasa elhanyagol-
haté.

0 O

(4 pont) Tornyai Sandor Fizikaverseny, Hédmez6vasarhely

P. 5589. Egyenes palyan allandé gyorsulassal mozgd gépkocsi az s; =25 m
hosszisdgi palyaszakaszt t; =2 s id6 alatt, az utdna kovetkezd so = 15 m hosszi
palyaszakaszt to = 3 s id6 alatt teszi meg.

a) Mekkora a jarmi gyorsuldsa?
b) Mekkora a jarmii sebessége az els6 palyaszakasz elején és a masodik pélya-
szakasz végén?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
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P. 5590. Egy pingponglabdat szeretnénk egy motorral egyenletes pattogasra
birni a kévetkez6 modon: a dugattyut fliggbleges tengely mentén mozgatjuk 3 cm-es
amplitudéval, a labda pedig mindig az egyensilyi helyzetben talalja el a dugattyut
periédusonként egyszer. Mekkora legyen a motor frekvenciaja, hogy 1étrejéjjon a
folyamat? Az titkozési szam k = 0,8.

(4 pont) Kozli: Szentivdnszki Soma, Budapest

P. 5591. Harom kiilonbo6zo fizikai ingat készitiink.

a) Egy R sugart korré hajlitott, homogén témegeloszlisi, vékony rudat az egyik
pontjanal egy ékkel belilrdl aldtamasztunk. A kor alakd rad szabadon elfordulhat
az €k koriil a sajat sikjaban.

b) Egy ugyanilyen sugdrban meghajlitott riadbdl félkort vagunk ki, és azt a
hosszanak felénél tamasztjuk ala.

¢) Az el6z6 esethez hasonléan jarunk el, de csak egy viszonylag rovid, nyolcadkor
alakid korivet helyeziink a kozepénél az ékre.

Mindharom ingat kicsit kitéritjiik, és megmérjiik a lengéseik periédusidejét.
Vajon melyik lengésidé lesz a leghosszabb, és melyik a legrovidebb?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5592. Egy elhanyagolhat6 tomegii, nyajthatatlan kotél felfiiggesztési pontjai
az dbrdn lathaté médon egymastdl L vizszintes és H fiiggbleges tavolsagra helyez-
kednek el. Egy hideg téli napon a o sliriségli h6 d szélességben halmozddott fel
a kotélen. A héréteg magassiga pedig zérus, illetve hyay értékek kozott linedrisan
valtozik a vizszintes koordinata fliggvényében. A kialakult egyensilyi helyzetben a
kotél érintdje jobb oldali végpontjanal éppen vizszintes. Hatarozzuk meg a kétélben
ébredo legkisebb és legnagyobb huzderot!

H

h max
*

L

(5 pont) Diirer Verseny feladata nyoman
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P. 5593. Alland6 mennyiségli héliumgazzal tizemeld héerégép korfolyamaténak
részleteit kovethetjiik nyomon a mellékelt nyomas-stiriség diagramon. A géz hémér-
séklete a kiinduld, (1)-es dllapotdban 400 K, a (2)-es és a (3)-as allapotai kozott
végbemend folyamatban pedig nyoméasanak és silirtiségének szorzata allando.

a) Mekkora a géz hdmérséklete a (2)-es és a (3)-as dllapotban?

b) Mekkora ennek a héerdgépnek a hatasfoka?

e (Pa) (2) (1)
2107 --------
| 3)
o (kg/m?)
0,12
(5 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely

P. 5594. Nagy teriileti sikkondenzator lemezei kozott, azokkal parhuzamosan
egy-egy kor alakd, R sugar, toltetlen fémkorong talalhaté, melyeket tobb vékony,
nyUjtatlan fémszal kot ossze. A fels§ korongot vékony szigetel6 palcak rogzitett
helyzetben tartjak. Mindkét korong d < R tavolsagban van a hozza kozelebbi le-
mezt6l (lasd az dbrdt).

szigetel6 péalcak

/ | T~ \L

) T i

kondenzéatorlemezek ) .
fémszalak
fémkorongok _— ~__ U

N v

,,,,, v
1

| 2R |

Mennyivel valtozik a fémszélak egyiittes hizdereje, ha a kondenzatorra U fe-
sziiltséget kapcsolunk?

Adatok: R=10 cm, d=0,5 cm, U = 5000 V.
(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
P. 5595. Két, kis nyilasszogii, f fékusztavolsagi homorn tikrot tiikrozo felilete-

ikkel szemben gy helyeziink el, hogy optikai tengelyeik egybeessenek, és egymastol
valé tévolsdguk 2f legyen (lasd dbra).

i FoT E A kozos optikai tengelyre hova helyezziik a T,
pontszeriinek tekinthetd fényforrast, hogy a belé-

f f e e

le indul6 fénysugarak a két tiikkorrol vald vissza

verddés utan a T ponton menjenek at?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 5596. Ha egy egyenletes tomegstirtiségii, gomb alakil objektum sugara kisebb
egy kritikus értéknél, akkor a felszinén olyan er6s a gravitaci6, hogy onnan még a
fény sem tud eltavolodni, tehat egy fekete lyukként viselkedik. Becsiiljik meg ezt
a kritikus sugarat, ha tudjuk hogy értéke csak az objektum témegétdl, a Newton-
féle gravitacios allandotél és a vakuumbeli fénysebességtol fiigg! Becsiiljiik meg
mekkorara kellene 6sszenyomni egy 7,25 kg tomegii bowling golydt, hogy az fekete
lyukként viselkedjen!

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

P. 5597. Harom egyforma, m tomegi csillag minden pillanatban egy szabalyos
haromszoget alkot. Egy adott idépillanatban a haromszoég oldalhossza Lg, ekkor
mindhérom csillag sebességének nagysiga vy, a sebességvektorok irdnya pedig érinti
a haromszog koré irhaté kort. Hatarozzuk meg a pulzalé ,harmascsillag” periédus-
idejét!

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy
ok

Bekiildési hataridé: 2024. november 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '

FOR SECONDARY SCHOOLS

(Volume 74. No. 7. October 2024) . ‘

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 431): K. 824. Starting from the
string of letters ABABABABABARB, in each step we can swap two adjacent letters. Find
the minimum number of steps needed to obtain the string of letters AAAAAABBBBBB.
K. 825. 4202 points are given in the plane. Is it always possible to find a circle such that
it contains none of the given points, and it contains exactly 2024 of them in its interior?
K. 826. Prove that if the product of 7 consecutive positive integers is divisible by 1000,
then it’s possible to choose 3 of them such that their product is also divisible by 1000.
K/C. 827. Each angle of a hexagon is 120°. Prove that the sum of the lengths of any
two adjacent sides equals the sum of the lengths of the two adjacent sides opposite them.
K/C. 828. Is it possible to find two positive integers such that the sum of their squares
equals their smallest common multiple?

New exercises for practice — competition C (see page 431): Exercises up to grade
10: K/C. 827. See the text at Exercises K. K/C. 828. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1823. Smart Pali once went to the market to sell 30 apples. He planned to
ask for one kreuzer for every three apples, i.e. he expected a total income of 10 kreuzers.
At the market, he met another person who was also selling apples. The other seller also
had 30 apples for sale, but he gave two apples for one kreuzer, so he was expecting a
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total income of 15 kreuzers. Smart Pali got tired of the hustle and bustle of the market
and handed over his 30 apples to the other person, instructing him to sell them so that
five apples would cost two kreuzers. Pali said he would come back later for his share of
the income. a) If this person sold all 60 apples following Pali’s instructions and kept the
income he originally expected, how many kreuzers were left for Smart Pali? b) For how
many kreuzers should the 60 apples have been sold in order for both sellers to receive their
originally planned income? (Based on a short story by Kéalman Mikszath) C. 1824. Next
year, Boglarka wants to read ten different books; the thicker the book, the longer she
plans to spend on it. She has decided to dedicate 5, 10, 15, ..., 45, and 50 days to reading
each of the books. The remaining period of time will be divided into three equal parts,
which she will use for active rest. She can use these rest periods for sports at any time
during the year (even several of them consecutively). If she has to read two books without
inserting a rest period in between, she will always start with the thicker one. In how many
different ways can Boglarka allocate the 365 days for reading the books? (Proposed by
Katalin Abigél Kozma, Gy6r) C. 1825. Line e intersects circle k1 in two distinct points A
and B. Circle ks is tangent to circle k1 at point C and to line e at point D. Line C'D and
circle k1 intersect each other at point T for the second time. Prove that AT =T B. (Swiss
Olympiad Problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1826. Prove that if 0 < z < 1, then
V1—z++4—z <1++/4—3z. (Proposed by Mihdly Hujter, Budapest) C. 1827. Prove
that if two right triangles both have a perimeter of 1 unit, then the difference between the
lengths of their hypotenuses is at most 1.5 — v/2. (Proposed by Norbert Csizmazia, Pécs)

New exercises — competition B (see page 433): B. 5406. Prove that in any base-n number

system, equality w/% = 10001 holds, where n >9. (3 points) (Proposed by

Mihdly Hugter, Budapest) B. 5407. Find positive integers a, b, ¢ and d satisfying g =i=
=% and 2 =b+1. (4 points) (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest) B. 5408. In a

c

triangle the length of one of the sides is the arithmetic mean of the lengths of the other
two sides. Prove that the length of the angle bisector corresponding to the middle side is

@ times the geometric mean of the lengths of the other two sides. (4 points) (Proposed by
Mihdly Hujter, Budapest) B. 5409. Each card in a deck of german suited playing cards has
a suit and a value. The suit can be Hearts, Bells, Leaves or Acorns, and the value can be
VII, VIII, IX, X, Unter, Ober, King or Ace. The deck contains all possible combinations of
the suits and the values. We arrange the 32 cards of a deck in 4 rows and 8 coloumns. Let
A denote the random event that no coloumn contains two cards with the same suit, and let
B denote the random event that no row contains two cards with the same value. Which
of the two events has the larger probability? (5 points) (Proposed by Zoltdn Bertalan,
Békéscsaba) B. 5410. We draw three circles centered at each of the three vertices of a
right triangle such that each two of these circles are externally tangent to each other.
Determine the center and the radius of the circle that is internally tangent to all three of
these circles. (5 points) (Proposed by Ldszld Németh, Fony6d) B. 5411. Prove the following
statement for every n > 2 positive integer: ZZi}l [VE]]2 = w, |z | denotes
the floor of the real number . (4 points) (Proposed by Mihdly Bencze, Brassé) B. 5412. A
fugitive at a vertex of a finite connected graph is being chased by three policemen at
three other vertices. First the fugitive makes a move along an edge, then each of the three
policemen can also make a move along an edge. The game continues by alternating turns
between the fugitive and the policemen. Can the policemen always catch the fugitive in
a finite number of steps, i.e., can they always guarantee that one of them will be on
the same vertex as the fugitive after a finite number of steps? (6 points) (Proposed by
Péter Pdl Pach, Budapest) B. 5413. Let M be the orthocenter, S be the centroid and I
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be the incenter of the non-equilateral triangle ABC'. Prove that ZMIS > 90°. (6 points)
(Proposed by Viktor Vigh, Sdndorfalva)

New problems — competition A (see page 434): A. 887. A non self-intersecting polygon
is given in a Cartesian coordinate system such that its perimeter contains no lattice points,
and its vertices have no integer coordinates. A point is called semi-integer if exactly one

of its coordinates is an integer. Let Py, P», ..., Pr denote the semi-integer points on
the perimeter of the polygon. Let n; denote the floor of the non-integer coordinate of
P;. Prove that integers ni,nz,...,ni can be divided into two groups with the same sum.

(Proposed by Aron Bdn-Szabd, Budapest) A. 888. Let n be a given positive integer. Find
the smallest positive integer k for which the following statement is true: for any given
simple connected graph G and minimal cuts Vi, V2, ..., V,,, at most k vertices can be
chosen with the property that picking any two of the chosen vertices there exists an
integer 1 < ¢ < n such that V; separates the two vertices. A partition of the vertices of G
into two disjoint non-empty sets is called a minimal cut if the number of edges crossing
the partition is minimal. (Proposed by Andrds Imolay, Budapest) A. 889. Let W, A, B
be fixed real numbers with W > 0. Prove that the following statements are equivalent.
e For all x, y, z >0 satisfying t+y<z+W, x+z2<y+W, y+2z<x+ W we have
Azyz+ B> a2 +y*+2% ¢ B>W? and AW? + B > 3W?2. (Proposed by Akos Somogyi,
London)

Problems in Physics
(see page 457)

M. 434. A one-and-a-half litre thick-walled PET bottle is placed on a slope. At a
certain angle of inclination (if friction is big enough) the bottle will topple over. Measure
how this angle depends on the amount of water in the bottle.

G. 861. Anna took her dog Buddy for a walk. Anna was walking on the avenue at
a speed of 0.8 m/s when she dropped her house key near a linden tree. At this instant
Buddy was at the litter bin, 4 m away from the linden tree, and he was trotting at a speed
of 1.2 m/s. When Buddy reached the lamppost, 3.6 m away from the litter bin, he turned
back and began to trot back and forth between the litter bin and the lamppost at the
same constant speed of 1.2 m/s. When Anna reached the litter bin, she noticed that she
had dropped the key, so she turned back to get it. She was moving at 0.8 m/s the whole
time. How did the length of the retractable leash, which was kept taut, change from the
time she dropped the key to the time she picked it up? Plot a graph. G. 862. A pulley
system consists of n pulleys. Regardless of their size each moving pulley has the same
weight of GG, and the rope can be considered ideal. How much weight should be hung on
the end of the rope so that the system is in equilibrium if the pulley system a) is not
loaded, and arranged as shown in figure a); b) is loaded with a pulley of weight G and the
pulleys are arranged as shown in figure b)? G. 863. A solid iron ball is floating in mercury.
What percentage of its volume is submerged in the mercury? How does this percentage
change if water is added on top of the mercury such that it completely covers the iron ball?
G. 864. In the circuit shown in the schematic diagram, a power source supplies U =24 V
DC voltage, the voltmeter reads 10 V, ammeter A; reads 0.2 A, and ammeter A; reads
0.7 A. a) Determine the resistance of each resistor. ) How much heat is dissipated in the
circuit during 2 minutes? All three meters can be considered ideal, and the resistance of
the connecting wires and the internal resistance of the power source are negligible.

P. 5589. A car travelling on a straight track with constant acceleration covers the first
part of the path, which has a length of s;1 =25 m in ¢; =2 s and then it covers the second,
s2 = 15 m long part of the path in > =3 's. a) What is the acceleration of the car? b) What
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is the speed of the car at the beginning of the first part of the path and at the end of the
second part of the path? P. 5590. We want to make a ping-pong ball bounce uniformly with
the help of a motor in the following way: a piston is moved along a vertical axis with an
amplitude of 3 cm, and the ball always hits the piston in the equilibrium position once in
a period. What should the frequency of the motor be in order to achieve this process? The
coefficient of restitution is & = 0.8. P. 5591. We make three different compound pendulums
(physical pendulums). a) A thin rod with uniform mass distribution is bent into a circle
of radius R, and is supported by a wedge at a point on the inner rim of the circle, see the
figure. The circular rod is free to rotate about the wedge in its plane. b) A semicircle is
cut from a similarly bent rod forming a circle of the same radius. This semicircular rod is
supported at the midpoint of its circumference. ¢) The same procedure is followed as in
the previous case, but only a relatively short arc, an octant of the circular arc is placed at
its midpoint to the wedge. All three pendulums are slightly displaced and the periods of
their swings are measured. Which of these periods will be the greatest and which will be
the smallest? P. 5592. The suspension points of a weightless inextensible rope are located
at a horizontal distance of L and a vertical distance of H from each other as shown in
the figure. On a cold winter day, snow of density ¢ accumulated on the rope in width of
d. The height of the snow layer varies linearly as a function of the horizontal coordinate,
between zero and hmax. At the equilibrium position, the tangent of the rope at its right-
hand end is exactly horizontal. Determine the minimum and maximum tension in the
rope. P. 5593. A heat engine is operated with a sample of helium, which has a constant
amount. The pressure-density graph of the different parts of the cyclical process is shown
in the figure. The temperature of the gas in its initial state (1) is 400 K, and during the
process between states (2) and (3) the product of the pressure and the density of the gas
is constant. a) What is the temperature of the gas at state (2) and at state (3)? ) What
is the efficiency of this heat engine? P. 5594. There are two neutral metal disks of radius R
between the plates of a parallel plate capacitor having a large area. The disks are parallel
to the plates of the capacitor, and they are connected with several thin, unstretched metal
threads. The disk at the top is fixed to the top plate of the capacitor with thin insulating
rods. Each disk is at a distance of d < R from the capacitor plate which is closer to it. (See
the figure.) How much does the total tension in the metal threads change when a voltage
of U is applied to the capacitor? Data: R =10 cm, d = 0.5 cm, U = 5000 V. P. 5595. Two
concave mirrors with small aperture angles and with focal length of f are placed opposite
to each other so that their principal axes coincide and their distance from each other is 2 f
(see figure). A point-like light source is placed at a point T" on the principal axis. Where
is the position of point T if the emitted light rays meet at point 7" after they are reflected
from the two mirrors? P. 5596. If the radius of a spherical object, having uniform mass
density, is less than a critical value, then gravity is so strong on its surface that even light
cannot escape from it, so it behaves like a black hole. Let us estimate this critical radius,
knowing that its value depends only on the mass of the object, the universal gravitational
constant and the speed of light in vacuum. Estimate how much a bowling ball of mass
7.25 kg should be compressed, in order that it behaves like a black hole! P. 5597. Three
alike stars of mass m form an equilateral triangle at any instant. At a given instant of
time, the triangle has a side length Lo, the speed of all three stars is vo, and the direction
of each velocity vector is tangent to the circumscribed circle of the triangle formed by the
stars. Determine the period of the pulsating “triple star” system.
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Az Ifjusagi Ankéton minden érdekl6d6t szivesen latunk, az eldadésok nyilvanosak.
A pontversenyek dijazottjai és a dicséretesek koziil az elsé ot helyezett, vala-
mint tanaraik téritésmentes étkezést (két ebéd és dlléfogadds), a nem buda-
pestiek ezenkivil téritésmentes szallast igényelhetnek az tirlapon keresztiil.
Kériink minden érdekl6dét, hogy részvételi szandékat, illetve széllas és/vagy
étkezés igénylését mielébb jelezze az tirlap kitoltésével!

Rovid elozetes program

Szombat — délel6tt 10 6ratol eléadasok, délutan 3-t61 dijkioszté.
Vasarnap — el6adasok.
A programvaltoztatas jogat fenntartjuk.
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