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A 65. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
feladatainak megoldasa, II.

L

A hagyoméanyoknak megfeleléen kozoljiik a Nemzetkozi Matematikai
Didkolimpia feladatainak megolddsait. A megolddsok leirdsara idén is
a magyar csapat tagjait kértilk meg. Kozremiikodésiiket koszonjiik, és
ezuton is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztoség

4. feladat. Tegyiik fel, hogy az ABC hdromszogben AB < AC' < BC'. Jelélje w
az ABC hdromszog beirt korét, I pedig w kozéppontjat. Legyen X a BC' egyenes
C-t6l kiilonbéz6 pontja gy, hogy az X-en dtmend, AC-vel pdrhuzamos egyenes
érinti w-t. Tovdbbd legyen Y a BC egyenes B-t6l kilonbozd pontja igy, hogy az'Y -
on dtmend, AB-vel pdrhuzamos egyenes érinti w-t. Messe az Al egyenes az ABC
hdromszog korilirt korét a P # A pontban. Jeldlje K és L az AC, illetve AB szakasz
felezépontjat.

Bizonyitsuk be, hogy KIL<1+Y PX < =180°.

Megoldas (Bodor Matyas). Legyen F és F az a pont, ahol AC, illetve AB érinti
w-t. Legyen tovabba e # AC és f # AB az a két egyenes, amely parhuzamos AC-
vel, illetve AB-vel, és érinti w-t E’-ben, illetve F'-ben; a feltevés szerint X € e és
Yef.

466 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/8



Tekintsiik az I-re valé tiikkrozést; ez nyilvan E-t E'-be, F-t F’'-be, w-t énmagdba
viszi, igy az E-ben és F-ben w-hoz hiizott érint6k metszéspontjit az E’-ben és F'-
ben huzott érinték metszéspontjaba viszi. Az el6bbi A, az utébbi pedig legyen
A’ =en f, ekkor tehdt A és A’ tikorképek I-re, A’ rajta van AI-n.

Most tekintsiik az A-bdl valé kétszeres nagyitdst: a fentiek alapjan ez I-t A’-be,
K-t C-be, L-t B-be viszi; mivel a nagyitas szogtartd, ezért KIL<t = C A’ B<.

Mivel e parhuzamos az AC egyenessel, BXE'<t = BCA< = BPA< = BPA'«,
ami miatt BPA’X harnégyszog. Hasonléan lathatjuk, hogy PCY A’ is hirnégy-
szog. Innen kovetkezik, hogy YPA'« =YCA'«=BCA' < és APX<=A'BX«a=
= A'’BC«, tehdt az A’C B hdromszog szogeibol

KIL<+YPX<=KIL<1+YPA'«<+APX<1=CA'Ba+BCA <+ A'BC<1=180°,
amit igazolni akartunk.

Megjegyzés. A beirt kor e, BC, f érintéinek sorrendjébdl lathatd, hogy az A’ =
=eN f pont a BC egyenesnek az A-val ellentétes oldalan van, valamint az X és Y
pontok az AB szogfelezének a B-vel, illetve C-vel azonos oldaldra esnek.

Az AB < AC < BC feltétel azt is biztositja, hogy az A’ pont a C' BP hdromszog
belsejében legyen, ehhez elég ellendrizni, hogy AA’ < AP. Ismeretes, hogy IP =
= BP =CP, és mivel a feltétel miatt BAC< a hdromszog legnagyobb szoge,
BAC< > 60°. Ha a koriilirt kor sugara r, akkor

IP=BP =2rsin BAC<

1
> 2rsin30° =r > §AP’
1 1
AP=AI+1P> SAA + AP,

vagyis valéban AA’ < AP.

5. feladat Turbo, a csiga a kévetkezd jatékot jatssza eqy 2024 sorbol és 2023 osz-
lopbdl dllo tdblan, melynek 2022 mezdjén egy-eqy szérny rejtézik. Kezdetben Turbo
nem ismert a szornyek helyét, de tudja, hogy az elsé és utolso sort leszamitva min-
den sorban pontosan egy, valamint minden oszlopban legfeljebb egy szorny taldlhato.

Turbo kisérleteket tesz arra, hogy eljusson az elsé sorbol az utolséba. Minden
kisérlete sordn kivdlasztja, hogy az elsé sor melyik mezdjébdl indul, majd minden
lépésében egy oldalszomszédos mezdre 1ép. (Visszatérhet olyan mezdre, melyen mdr
jart.) Ha olyan mezdre 1ép, ahol szorny rejtézik, akkor véget ér a kisérlete, vissza-
keril az elsd sorba, és uj kisérletet kezd. A szérnyek nem vdltoztatjik a helyiiket,
és Turbo emlékszik, hogy az dltala megldtogatott mezok kozil melyeken volt szérny.
Ha az utolsé sor barmelyik mezdjét eléri, akkor befejezddik a kisérlet, és a jdaték
véget €r.

Hatdrozzuk meg azt a minimdlis n értéket, melyre Turbonak létezik olyan straté-
gidja, amellyel a szornyek elhelyezkedésétdl fiiggetlendil biztosan eléri az utolsé sort
legfeljebb n kisérlettel.
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Megoldas (Szakacs Abel). Megmutatjuk, hogy n = 3.

A tabla mezdit jeloljiik szdmparokkal; az (z,y) par az z-edik sor y-adik mezdjét
fogja jelolni.

El6szor belatjuk, hogy Turbd 2 kisérletbdl nem tud biztosan eljutni az utolséd
sorba. Legyen (2,7) az a mez& a mdasodik sorban, ahova Turbé elészor 1ép az elsé
kisérletben. Ezen a mezén legyen egy szorny, ebben az esetben Turbénak vissza kell
mennie az elsd sorba. Most legyen (3,5) az a mez6 a harmadik sorban, ahova Turbé
elBszor 1ép a méasodik kisérletben. Turbd a (2,7) mezdrdl 1épett ide, igy i # j. Ekkor
a (3,7) mezdn lehet, hogy van szorny, tehat Turbé tényleg nem tudja garantédlni,
hogy 2 kisérletbdl eljut az utolsé sorba.

Most pedig mutatunk egy stratégiat n = 3-ra. Turbd elszor prébaljon végig-
menni a masodik soron:

(1,1) = (2,1) = (2,2) = ... — (2,2023).
Ekkor Turb6 megtaldlja a szornyet a masodik sorban, és az elsé kisérlet befejezddik.

1. eset. A mésodik sorban 1év§ szorny nem a tablazat szélén van.

Legyen a szorny a (2,7) mezén. Ekkor az i-edik oszlopban nincsen t6bb szorny,
tovabba a (3,1 —1) és (3,7 + 1) mez8k valamelyikén sincs szorny, {gy az aldbbi két
ut valamelyikén végig tud menni Turbé:

(Li—1)—=(2,i—1) = (3,i—1) = (3,i) = (4,i) — ... = (2024,1);
(L,i+1)— (2,i4+1) = (3,i+1) = (3,1) = (4,9) = ... = (2024,7).
Ha a méasodik és harmadik kisérletben ezeken az utakon probal végigmenni Turbd,
akkor harom kisérletbdl biztosan eljut az utolsé sorba.

SZ Sz | [

LH O

—— SZ«

1. eset 2. eset

2. eset. A masodik sorban 1év6 szorny a tablazat szélén van; feltehetjiik, hogy
a (2,1) mezén.
Ekkor Turbé prébéljon végigmenni az alabbi uton:
(1,2023) — (2,2023) — (2,2022) — ... — (2,3) = (2,2) — (2,3) — ... — (2,2023)
— (3,2023) — (3,2022) — ... — (3,4) — (3,3) = (3,4) — ... — (3,2023)
...
— (2022,2023) — (2022,2022) — (2022,2023)
— (2023,2023)
— (2024,2023).
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Tudjuk, hogy ha az i-edik sorban taldlkozik egy szornnyel, akkor a (2,1), (3,2),
...y (i—1,9—2) mezékben vannak szornyek, de az (i,7 — 1) mez6ben nincs, igy a
harmadik kisérletben Turbé végigmehet a kovetkezd titon, amellyel biztosan eléri
az utolsé sort:

(Li—=1) = (2,i—1) = ... = (iyi—1) = (i,i—2) = (i+1,i—2) = ... — (2024,i — 2).

6. feladat. Jeldlje Q a raciondlis szdamok halmazdt. Egy f: Q — Q fliggvényt
pimasznak neveziink, ha rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal: minden z, y € Q
esetén fenndll, hogy

fl+fw)=f@)+y  vagy  f(f(@)+y) =z+ f(y).

Mutassuk meg, hogy létezik ¢ egész szam gy, hogy minden [ pimasz fiigguényre
legfeljebd ¢ kilonbozd raciondlis szam dll eld f(r)+ f(—r) alakban, ahol r raciondlis
szam; valamint hatdarozzuk meg c legkisebb lehetséges értékét.

Megoldas (Czanik Pal). Azt allitjuk, hogy c legkisebb lehetséges értéke a 2.

Eldszor megmutatjuk, hogy az f(z) = |z] — {z} fliggvény eleget tesz a feltétel-
nek, tehat ¢ = 2 valéban lehetséges.

Az f(r)+ f(—r) figgvény értéke r =0-ra f(0)+ f(—0) =0, r = 0,5 esetén pe-
dig £(0,5) + f(—0,5) = —0,5+ (—1,5) = —2, tehat f valoban felvesz két kiilonbozé
racionéalis értéket. Tovabba f teljesiti a feladat kritériuméat: Legyen x és y tetszOle-
ges; feltehetjiik, hogy {z} > {y}. Ekkor z + f(y) = (lz] + ly]) + ({z} — {y}), mig
f@)+y=(lz]+|y)) — ({2} —{y}), és mivel |z] + |y] egész, tovabba a feltevésiink
szerint {z} —{y} €10,1), igy

fa+f@)=(lz]+ ) — {a} —{y}) = f(@) +v,

ahogy kivantuk.

Maésodszor belatjuk, hogy barmely, a feltételeket teljesité f fiiggvényre az
(f(r) + f(—r))-nek legfeljebb kétféle raciondlis értéke lehet. S6t, ennél erdsebb 4l-
litast bizonyitunk: (f(r)+ f(—r))-nek legfeljebb egyféle nemnulla értéke lehet.

A feladat feltételét jeloljik P(z,y)-nal.

1. dllitds. f injektiv.

Bizonyitds. Elészor vegyiik észre, hogy P(z,x) alapjin x + f(x) fixpontja f-nek:
flz+ f(z)) =2+ f(x). Most tegyiik fel, hogy f(x) = f(y). Ekkor P(z,y) alapjn
vagy f(z+f(y)) =y+ f(x), vagy f(y+ f(x)) =z + f(y), feltehetjik mondjuk, hogy
flx+ f(y)) =y+ f(z). Viszont feltevésiink szerint ez f(z+ f(y)) = f(x+ f(z)) =
=z + f(x), vagyis x = y.

2. llitds. f(0)=0.

Bizonyitds. Ha vizsgaljuk P(0,0)-t, azt kapjuk, hogy f(f(O)) = f(0), amibdl az
f injektivitdsa alapjdn f(0) = 0.

3. dllitds. —f(—f(z)) = .
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Bizonyitds. P(x,—f(x)) alapjdn azt kapjuk, hogy f (aerf(ff(x))) =0 vagy
f0)= x+f(ff(x)). Az el6bbi esetben az injektivitds miatt, az utobbi esetben
f(0) = 0 miatt kapjuk, hogy x + f(ff(x)) =0.

4. dllitds. Barmely x,y-ra f(z —y) = f(x) = f(y) vagy f(y —z) = f(y) — f(=).
Ezt az allitdst jeloljik Q(x,y)-nal.

Bizonyitds. A P(z,—f(y)) szerint f(z+ f(=f(y))) = f(z) — f(y) vagy

F(f(@) = f(y) =2+ f(=f(y)). Az elsé esetben f(z—y)=f(z+f(-f(y))) =
= f(x) — f(y). A mésodik esetben

—f(f(x)=f(y)=y—
f(=f(f(x) = fy) = f(y
fly)—fx)=fly—

5. dllitds. Ha f(a)+ f(—a) #0 és f(b)+ f(—=b) #0, akkor f(a)+ f(—a)=
=f(b)+ f(=b).

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy f(a)+ f(—a) # f(b) + f(-Db), egyik sem
0, és jussunk ellentmondésra.

Q(a+b,a) szerint f(b) = f(a+b) — f(a) vagy f(=b) = f(a) - f(a+D),

atrendezve

fla+b) = f(a)+ f(b) vagy f(a+b) = f(a) = f(=b);

tovabba

Q(a+0b,b) szerint f(a) = f(a+0b) = f(b) vagy f(—a) = f(b) = fa+D),

atrendezve

fla+b) = f(a)+ f(b) vagy f(a+b) = f(b) = f(—a).

De a feltevéseink szerint f(a)+ f(b), f(a) — f(—=b) és f(b) — f(—a) mind kiilénbo6z8,
ami csak gy lehet, ha f(a+0b) = f(a) + f(b). Hasonlbéan, a b helyére (—b)-t irva
kaphatjuk, hogy f(a—b) = f(a) + F(~b) és f(~a+b) = f(~a) + F(b).

Viszont Q(a,b) alapjan vagy f(a—b) = f(a) = f(b), vagy f(b—a) = f(b) — f(a).
Ha az els6 teljesiil, akkor f(a)+ f(—b) = f(a—b) = f(a) — f(b), ami ellentmond an-
nak, hogy f(b)+ f(—b) # 0, ha pedig a masodik, akkor f(—a)+ f(b) = f(—a+0b) =
= f(b) — f(a), ami szintén ellentmond4s.

Az 5. §llitds szerint f(r) + f(—r) legfeljebb egyetlen nullatdl kiillonbozé értéket
vehet fel. Ezzel készen vagyunk.
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A 2024-es nyari dombdvar-gunarasi tabor

A téaborban a KoMalL fizika versenyein legjobb eredményt elért didkok és az
IMO-ra késziil6 ,,matematikus csapat” tagjai vettek részt, de nem kizardlag. Voltak
olyanok is, akik a KoMal. méajusi szdmaban megjelent felhivasra jelentkeztek, és
igy jutottak el Dombdévar-Gunaras tidiil6faluba, ahol a tabor volt.

A hétnapos tabor {6 célja a fizika kiilonbozd teriileteivel val6 ismerkedés, azok-
ban elmélyiilés volt, a matekosok szamara pedig elsésorban a nemzetkozi didkolim-
pidra vald felkésziilés, de ezek mellett azért szérakozéasra, pihenésre is jutott idé.

A napok svédasztalos reg-
gelivel indultak, hogy minden-
kinek elég energidja legyen az
utana kovetkezo foglalkozasok-
ra. A fizikdsok hiromfds cso-
portokba rendezédtek, mind-
egyikben egy OKTV-déntossel
és egy kilencedikessel is, igy
nemcsak a taboroztatéktél, ha-
nem a csapattarsaktél is renge-
teget tudtak tanulni, a tapasz-
taltabbak mindig szivesen segi- )
tettek a tobbieknek. A csapa- Aramkor forrasztési feladat
tok minden nap a K6MalL. pontversenyeihez hasonlé feladatokat kaptak, hat szami-
tasi, egy mérési, egy numerikus és egy ,képzetes” feladatot. Ezeken aztan reggelitol
este hatig dolgoztak, kozben egy bdséges ebéddel. A szamitési feladatok szinesek
voltak, atfogtak a fizika kiillonbozo teriileteit. A mérési feladatok is izgalmasak
voltak, kiilénosen a katapult épitése és az aramkor forrasztdsa aratott sikert. Min-
denkinek akadt kedvére valé feladat, de olyan is, ami k6z6s munkat igényelt, igy
mindenki hozzdjérult a csoportja eredményéhez. A csapatok kozott egészséges mér-
téki versengés alakult ki, de a f6 célja azért mindenkinek az volt, hogy minél tobb
1j dolgot tapasztaljon és tanuljon meg a héten. A szervezok rendkiviil segitOkészek
voltak, mindig lehetett hozzajuk fordulni tanacsokért, segitségért.

A matekosok délel6tt altalaban két csoportra oszlottak, egy haladébbra amely-
ben az idei olimpiai vidlogatoverseny dontései voltak, illetve egy kevésbé haladoéra,
ahova f6ként a fiatalabbak keriiltek. A két csoportot felvaltva tanitotta Dobos Sén-
dor, illetve Kiss Géza tanar ur, 6k érdekes és tanulsagos valogatast hoztak korabbi
évek didkolimpiai feladataibél. A délutani feladatmegolddst minden nap Kovéacs
Benedek koordinalta. A kapott feladatsorokon egy ideig egyénileg gondolkoztak a
didkok, majd kozosen megbeszélték a legérdekesebbnek tiin6 példakat.

Esténként az izletes vacsora utan kerilt sor a feladatok kozos megbeszélésére,
illetve az azokhoz kapcsolddo el6adasokra. Kedden példaul Széchenyi Gabor adott
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elé optikabdl, a Fermat-elvrél és annak kovetkezményeirdl. Akik kiillonosképpen
érezték magukban az erét, azok akar éjfélig egyiitt maradhattak elmélyedni tobbek
kozt a matrixokba, differencidlegyenletekbe, vagy a Taylor-sorba fejtés modsze-
reibe.

Széchenyi Géabor eléadésa

De nem csak a tanuldsrodl szolt a tabor! Némi szabadid6 mellett voltak lazabb
programok is. Lehetett 16ni krumplidagytval a pusztdba, volt latogatas és megmerit-
kezés a kozeli fird8ben (cstiszdézassal és labddzassal), és volt séta a Kapos folyéhoz.
A szdmos sportolési lehetdséget — lehetett példaul focizni, pingpongozni, bilidrdoz-
ni — a nagy meleg miatt inkabb kés6 délutan hasznaltak ki a taborozok, olyankor
tarsasozni is lehetett. Az utolsé este a kozos tabortiiz mellett beszélgetéssel, gitar
és furulyaszo6 kisérte énekléssel zarult a tabor.

(Az dsszefoglalé Bui Nikolett, Csupor Albert Dezsé, Gerendds Roland, Kis Bog-
ldrka és Suté Aron élménybeszdmoldja alapjin készilt.)
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Rejtvények, ordoglakatok

——

Ebben a hoénapban két nagyon kiilonb6z6 természetii rejtvényt ajanlunk az
olvasoknak.

Els6ként a fotén lathatd zsindros érdoglakat meg-
oldédsara biztatunk mindenkit. A cél a s6tét szinii ka-
rika levétele. Fontos, hogy a zsinér végén taldlhatd
golyé nem fér at a karikdn, mint ahogy sem a go-
lyo, sem a karika nem férnek at a fiiggdleges pal-
cat kortulolel§ gylirtin. A zsinér hossza nem nagyon
lényeges, de ha tual rovid, megoldhatatlannd valhat
a jaték, ezért érdemes j6 hosszura hagyni. Egyszerii
szerkezete miatt drétbol és egy zsinérbdl is konnyen
készithet6 jatszhatéd valtozat, illetve némi fantaziaval
minden bizonnyal épit6jatékbdl is dsszerakhato.

A miésodik feladvanyhoz tulajdonképpen semmilyen eszk6z nem kell feltétlentil,
de azért igazdn tgy j6 gondolkodni rajta, ha valamilyen médon elkészitjiik. A fel-
adat, hogy helyezziink el 6t vildgos és harom sotét vezért egy 5 x 5 sakktablan
ugy, hogy az ellenkezd szinii vezérek ne alljanak iitésben. (Azaz kilénb6z6 szinil
kirdlyn6k nem allhatnak sem egy sorban, sem egy oszlopban, sem egy atlén.) A fel-
adatnak nincs sok megoldésa, igy nagy eredmény — és sikerélmény — jé felallast
talalni!

A vezér 1épése miatt az alabbi elhelyezések tiltottak.

A boritén lathaté elrendezésben példaul az iires sarokba egy negyedik sotét
vezért még letehetnénk, de az 6todik vilagos kiralynének méar nincs hely.

J6 jatékot kivanunk!
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63. Ratz Laszlo Vandorgyiilés
Békéscsaba, 2024. jalius 9-12.

Az idei, a 63. Ratz Laszl6 Vandorgyiilést Békéscsaban rendezte meg a Bolyai
Jénos Matematikai Tarsulat. A pedagdgus-tovabbképzésként akkreditélt rendez-
vénynek a Gal Ferenc Egyetem Gazdasigi Kara adott otthont.

A megnyitén hagyoményosan atadtik a Beke Mandé-emlékdijakat és a Reményi-
dijakat is.

A 2024. évi Beke Man6 Emlékdijasok

Csete Lajos, Hegedf{isné Garda Eva, Héjja Norbert, Kruchié Méria, Lingl Zoltan,
Székely Péter, Toth Istvan.

A 2024. évi Reményi-dijasok
Cseh Judit, Dombi Anna, Juhész Péter, Kaéman Ildiké, Khin Istvanné, Kilinné
Voros Bernadett, Kovacs Veronika, Meiszterics Zoltanné, Minda Mihaly, Molnar
Gabriella, Molnar-Saska I1dikd, Orosz Gyula, Rézbanyai Gabor Laszl6, Romhanyi
Katalin, Ruffné Szakaly Zsuzsanna, Schultz Janos, Szente Karmen Anett, Szilagyi-
né Manasses Melinda, Taméas Balazsné Kollar Magdolna, Téthné Berzsan Gabriella
Eziton is gratuldlunk nekik!

Tanarverseny — 2024
kozépiskolaban tanité tanaroknak

A verseny id6tartama 90 perc. A feladatok pontozdsa: minden helyes valasz 5
pontot ér; helytelen valaszra 0 pont jar; valasz nélkiil hagyott kérdésekre 1-1 pontot
adunk. A versenyen iréeszkozon, papiron, korzén és vonalzén kiviill semmilyen mas
segédeszkoz nem hasznalhatd, azaz szamolégép sem. A verseny befejeztével csak
a kodlapot kell beadni. Kérjiik, hogy a versenyen csak olyan tanarok induljanak,
akik kozépiskoldban tanitanak!

1. A 63. Ratz Laszlé Vandorgytilés 2024. 7. hé 9-e és 12-e kozott Békéscsaban
3. alkalommal keriil megrendezésre. Hanyféleképpen irhatjuk be a 63, 2024, 7, 9,
12, 3 szamokat az &dbra szerinti korckbe gy, hogy a szomszédos szamok kozott a
reldciék minden esetben teljesiiljenek?

O>O>0>0<O<O)
(A) 10 (B) 20 (C) 48 (D) 60 (E)

120
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2. A x miiveletet definidljuk a kovetkezéképpen: x xy = |x — y|. Mennyi az aldbbi
miiveletsor eredménye?
1#(2%3)—(1%2)%3

(A) -2 (B) —1 ()0 (D) 1 (E) 2
3. Az egymadstol paronként kiillonbozé 4, 7, 10, 11, n szamok dtlaga és medidnja
azonos. Mennyi az n lehetséges értékeinek Osszege?

(A) 18 (B) 21 (C) 26 (D) 29 (E) 32

4. A 2% 4 289 = 51210 egyenlet x megolddsaban mennyi a szamjegyek Gsszege?

(A) 11 (B) 13 (C) 15 (D) 17 (E) 19

5. Mekkora az dbran lathaté « szog, ha a h és e egyenesek parhuzamosak?

< h
[

. 1089

(A) 112° (B) 120° (C) 141° (D) 145° (E) 150°

1 1
6. Az egymastol és 0-tdl kiilonbozé x, y valds szdmokra teljesiil, hogy — + — =
Ty

1
= ——. Melyik allitas teljesiil biztosan az alabbiak koziil?
y—x

(A)zy<0  (B)ayeQ  (C) ayeQ* <D>§>o <E>§e@

7. Jelolje P(n) és S(n) rendre az n pozitiv egész szdm jegyeinek szorzatét, illetve
Gsszegét. Mennyi a P(n)+ S(n) =n egyenlet kétjegyli megolddsdban az n utolsé
szamjegye?

(A) 4 (B) 5 (C) 6 (D) 8 (E) 9

8. A felsorolt intervallumok koziil melyik az f(z) = cos?’z —cosz +5 (x € R)
fliggvény értékkészlete?

@71 B [&ﬂ (©) [149;7} (D) [-5:3]  (E) cgyik sem
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9. Legyen A és B az f(z) =log,x (z € RT) fiiggvény grafikonjdnak két pontja.
Az AB szakaszt felezi az F'(6;2) pont. Mennyi az A és B pontok els6 koordindtdinak
pozitiv kiilonbsége?

A)2vIT  (B) 43 ()8 (D) 4v5 (E)9

10. Az dbran lathaté ABCD derékszogi trapézt az F'P szakasz két egyenl6

teriiletli részre osztja fel. Mekkora a 7B arany?

D 4 C
L/

(A)

[SCRIE

11
11. Egy téglatest élei hosszanak 6sszege 13 cm, lapjainak teriiletosszege 5 cm?,

1
térfogata 3 cm®. Hany cm a testatld hossza?

| W
| ©

(A) 2 (B)

R (D) 2 ()

| ©

(©)

12. Véletlenszeriien kivalasztunk az els6 100 pozitiv egész szam koziil egyet,
majd ezen szam osztéi koziil szintén véletlenszertien kijeloliink egyet. Mennyi a
valészintisége annak, hogy a kapott oszté a 11 t6bbszorose?

4 9 1 11 3
A) — B) — C) — D) — E) —
()100 <>200 ()20 ()200 <)50

13. A balatoni nddasban él egy csapat szinvalté béka. Ha koziiliik egy az &r-
nyékban tartézkodik, akkor 6 z6ld szinti, viszont ha kiugral a napra, akkor sirga
szinlivé valik. Kezdetben a z6ld és a sarga békdk aranya 3:1. Késoébb 3 z6ld bé-
ka kimegy a napra, és 5 sarga béka atkoltozik az arnyékos részre. Ekkor az el6bbi
arany 4 : 1-re valtozik. Mennyi ekkor a z6ld és a sarga békak szamanak kiilénbsége?

(A) 12 (B) 16 (C) 20 (D) 22 (E) 24
14. A P(z) = (z— 1)} (z —2)%*(z — 3)3... (x — 10)'° polinom gydkeit téroljik a

szamegyenesrol, igy 11 diszjunkt nyilt intervallumot kapunk. Ezek koézott hany
olyan van, amelyen P(z) pozitiv értéket vesz fel?

(A)3 (B) 4 (©)5 (D) 6 (E) 7
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15. Az abra szerinti két félkor atmérdi egy egye-

nesre esnek. A nagyobb félkér AB hirja a C pont- A C B
ban érinti a kisebb félkort, és parhuzamos helyzetii

a nagyobb félkor DE atmér6jével. Ha az AB sza- f \ \
kasz 16 cm hosszt, akkor hany cm? a besatirozott

tertiilet? D E
(A) 87 (B) 167 (C) 327w (D) 48w (E) 64w

16. Az egymastdl péronként kiilonb6z6 a, b, ¢ valés szamokra teljesil a
b—c

(b—a)? —4(b— c)(c—a) = 0 egyenléség. Mennyi ekkor a kifejezés értéke?

(A) 1 (B) 1 (C) 2 (D) —4 (E) 4

17. Egy asztalitenisz versenyen minden résztvevé pontosan egyszer jatszott a
tobbi jatékos mindegyikével. Bar a jobbkezesek kétszer annyian voltak, mint a
balkezesek, ennek ellenére a balkezesek &ltal megnyert mérkézések szdma 40%-
kal tobb volt a jobbkezesek gy6zelmeinek szdménal. (Az asztaliteniszben nincsen
dontetlen, és a jatékosok kozott nem volt kétkezes.) Mennyi lehetett a lejatszott
mérkozések szama?

(A) 15 (B) 36 (C) 45 (D) 48 (E) 66

18. Dia két hegyrdl az alabbi 6lomiiveg-metszetet készitette:

A teljes metszet teriilete 183 cm?. Hany cm tdvolsigra van a hegyfalak taldlko-
zasi pontja a talaj egyenesétol, azaz mekkora h?

(A) 4 (B) 5 (C) 42 (D) 6 (E) 5v2

19. Egy korvonalat 6 ponttal egyenlé hosszisagu ivekre osztunk fel. Ezutéan

a pontokhoz véletlenszertien hozzarendeljitkk az A, B, C, D, E, F betiijelzéseket.

Mennyi a valészintisége, hogy az ABC és D E'F haromszogeknek nincs k6zos pontja?
3 2 1 3 7

(A) 10 (B) 5 (©) 3 (D) = (E) o

20. Legyenek a, b, ¢, d, e a megadott sorrend szerint egymast kovetd pozitiv egész
szamok, amelyek koziil a legnagyobb e. Ha b+ ¢+ d négyzetszam, a+b+c+d+e
kobszam, akkor e lehetséges legkisebb értéke esetén mennyi e els6 szamjegye?

(A) 4 (B) 5 (C)6 (D)7 (E) 8
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2
21. Ha % = S—i = S—Z (a, b, ¢ #0), akkor mennyi az chfblc) kifejezés értéke?

(A) 8 (B) 9 (C) 10 (D) 11 (E) 12

22. Az abra szerint az ABCD négyzet CD és DA ol-

P
dalara kifelé egy-egy félkort rajzolunk. Ezutan a négyzet
D c D csucsan keresztil olyan egyenest huzunk, amely a C'D
Q atmérdji kort a P, a DA atmérdji kort a @ pontban met-
szi. Ha QD =14, PD = 46 egység hosszisagu, akkor hiny
egység tavolsdgra van a négyzet kozéppontja a D csicstol?
I B (A) 24 (B) 28 (C) 30
(D) 34 (E) 36
23. Az alabbi tabldzat minden sora és oszlopa
egy-egy végtelen szdmtani sorozat tagjait tartalmazza. Ly315]7]9
Hényszor fordul el6 a tablazatban a 20257 31619112115
(A) 16 (B) 18 (C) 20 519 1317 |21]...
(D) 24 (E) 36 7 12(17|22]27]...
24. Egy légitarsasig jarataira egy személy csak egy 9 | 15]2112733]...
megadott felsé hatart meg nem haladé tomegli csoma- N

got vihet magéval ingyenesen, ezen feliil kilogrammon-
ként valamekkora poétdijat kell fizetnie. Egy hazaspar két bérondoét vitt magaval,
melyek egyiittes tomege 77 kg volt. Ezekért 14, illetve 20 dollar pétdijat fizettek.
Ha ugyanezeket egy személy vitte volna magaval, akkor neki 94 dollar pétdijat
kellett volna fizetnie. Hany kg a potdijmentes csomag maximalis tomege?

(A) 20 (B) 24 (C) 30 (D) 32 (E) 36

25. Az dbrén lathaté két kip alakt pohéar ugyanannyi
folyadékot tartalmaz. A folyadékok teteje 3, illetve 6 cm 5
sugari korlap. Mindkét poharba beleejtiink egy-egy 1 cm?
térfogati tomor golyot ugy, hogy azok teljesen elmeriilnek
a folyadékban, és egyik poharbdl sem 6mlik ki folyadék.
Mekkora a keskenyebb és a szélesebb pohar folyadékszint-
emelkedésének aranya?

(4)1 ®) 1
(©2 D) 3
(E) 4
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26. Mennyi az aldbbi 6sszeg értéke?
1+1+1+ +i + ngng Jr3 +..+ ngg +§
2 3 4 729 3 4 29 28 29 29
(A) — (B) 189 (C) 203 (D) 406 (E) 812

27. Hany kiilénbéz6 megolddsa van az [x]? — 3z + 2 = 0 egyenletnek, ahol [z] az
a legnagyobb egész szdm, amely nem nagyobb x-nél?

(A) O (B) 2 (C) 3 (D) 4 (E) végtelen sok
28. Ha x, y valds szamok és (x —5)% 4 (y — 5)? = 25, akkor mennyi az (z+5)% +

+ (y +5)? kifejezés minimalis értéke?

(A) 225 —100v/2 (B) 100v/2 (C) 225

(D) 225/2 (E) 225+ 100v/2

29. Mennyi az alabbi egyenlet gytkeinek Osszege?

1 1 1 1
5046 22 4Tr12 224 0r+20 270

(A) —10 (B) =7 (C) 7 (D) 10 (E) 2024

30. Hany olyan téglalap jelolhetd ki az alabbi 7x7-es négyzet-
racson, amelynek minden oldala racsegyenes, tartalmazza a sotét
négyzetet és paros szamu egységnégyzetbol all?

(A) 64 (B) 128 (C) 160
(D) 192 (E) 256

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

1. helyezett Fridrik Richérd (Szeged, magantanér)

2. helyezett Molndr Istvin (Békéscsaba, Gél Ferenc Egyetem Gazdasigi Kar, And-
rassy Gyula Gimnézium és Kollégium)

3. helyezett Koncz Levente (Budapest, Obudai Arpad Gimnézium)

4. helyezett Ujhdzy Marton (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyakorlé Gimna-
zium)

5. helyezett Cseh Judit (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimnazium)
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6. helyezett Tamdsné Kolldr Magdolna (Pannonhalmi Bencés Gimnézium)
7. helyezett Jeneiné Bicsdk Krisztina (Budapest, Szent Istvdn Gimnédzium)

8-9. helyezett O6 Zsuzsanna (Keszthelyi Vajda Janos Gimndzium) és Tompa Jilia
(ELTE egyetemi hallgatd)

10. helyezett Kocsis Szilveszter (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos
Iskola és Gimnazium )

| | Gyakorlo feladatsor
| | emelt szintli matematika érettségire

1. Andrés és Baldzs 8-8 milli6 forintot szeretne gyiijteni sajat autok vasarlasara.
Ehhez minden hénap elején azonos Gsszeget tesznek félre a megtakaritasi szamlé-
jukon. A bank a szdmlédkon elhelyezett Osszegre éves 9%-os kamatos kamatot ad
havi tokésités mellett.

I. rész

a) Hany forintot kell Andrasnak havonta a szdmldjara félretenni, hogy a 3. év
végére elérje a tervezett megtakaritdst? (A vélaszt ezer forintra kerekitve adjuk

meg.) (4 pont)
b) Baldzs havonta 120000 forintot tud erre a célra félretenni. Hany év milva
gylilik neki Ossze a tervezett osszeg? (4 pont)

¢) A fidk négy témakorben Gsszesen 50 kvizkérdést dllitottak Gssze. Az élGvildg
témakorbol 8-at, a sport témakorbol 15-6t, a tudoméany témakorbél 22-t és 5 bulvar
kérdést. Ezekbdl allitottak ossze Cilinek, Dorkanak és Evelinnek egy-egy 6 kérdés-
bél 4ll6 feladatsort. Cili olyan kérdéssort kért, amelyben szerepel az élévildag. Dorka
szeretné, ha az 6 kérdései koziil pontosan 3 a tudoméany témakorbél lenne. Evelin
azt kéri, hogy az els6 két kérdése legyen a sporthoz kapcsol6dd, de a tobbi ne.

A kérdések sorrendjét is figyelembe véve kinek tudnak a fitk a legtobbféleképpen
kérdéssort Osszeallitani, ha teljesitik a lanyok kéréseit? (4 pont)

2. A Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben megjeloltik az A(—2;2),
B(1;11), C(5;3) és K(1;6) pontokat.

a) Igazoljuk, hogy a K pont rajta van a BC szakasz felezémerélegesén. (3 pont)

b) Hatérozzuk meg az E és ﬁ vektorok skaldris szorzatdnak értékét. (& pont)

¢) Szamitsuk ki az ABC héromszog B csicsabdl indulé magassaganak pontos

hosszat. (8 pont)
d) Igaz-e, hogy a BC' atméréjii kor egyenlete x2 +y? — 62 — 14y + 37 = 0? Indo-
koljuk a valaszt. (8 pont)
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3. a) Tekintsiik az @ és b egyjegyti, valamint a ba kétjegyti szdmot. Ezek mind-
egyikéhez ugyanazt a pozitiv valés szdmot adva ebben a sorrendben egy ¢ =9
hényadost mértani sorozat egymast kdveté harom tagjat kapjuk. Szamitsuk ki a
mar megndvelt szamok 3-as alapt logaritmusainak Osszegét. (8 pont)

b) AC(ce{0;1;...;9}) ésd (d € {1;2;...;9}) nem feltétleniil kiilénbozd egyjegyti,
valamint a dc kétjegyti szamok esetén tekintsiik az aldbbi A, illetve B allitést:

A:¢|dc és B:d|dec.

Ha ¢ és d értékét véletlenszertien valasztjuk a megadott halmazokbdl, mekkora
valdsziniiséggel igaz az A A B allitas? (5 pont)

4. a) A hatos szdmrendszerbeli legnagyobb pozitiv kétjegy(i szdmhoz harmat
hozzdadtunk, majd elosztottuk a hatos szimrendszerbeli legkisebb pozitiv kétjegyti
szamnal ottel kisebb szammal. Hany szamjegy(i az eredmény hatos szamrendszer-

beli alakja? (4 pont)
b) Igazoljuk, hogy a LJF? — 3 kifejezés értelmezési tartomanyaban a legkisebb
\ z—
egész szam a 6. (5 pont)
3
¢) Oldjuk meg a valés szamok halmazan a L—’_5 — 3 =+/z — 5 egyenletet.
T
(5 pont)
II. rész

5. a) A kis méretdi Bim-Bam cukor doboza 10 mm széles, 32 mm hosszd és
55 mm magas. A nagy méretli Bim-Bam doboz matematikai értelemben hasonlé a
kicsihez, de haromszor akkora térfogati. Mekkorak a nagyobb doboz méretei egész
mm-re kerekitve? (4 pont)

b) A kicsi dobozba 37 cukorkat toltottek. Ezek alakja egy egyenes korhenger,
amelynek két végét egy-egy 7 mm atméroji félgdmb zarja le. Mutassuk meg, hogy a
doboz térfogatanak tobb mint 70%-at toltik ki a 11 mm hosszi cukorkdk. (6 pont)

¢) A nagyobb méretii color miz fantdzianévre keresztelt dobozban 110 darab
cukorka volt, 4-féle szinben. A rézsaszinii és zold cukorkdk azonos szamban voltak,
ami a barndk szamanak kétszeresénél 7-tel tobb, de a sargak szamanak kétszeresénél
5-tel kevesebb. Hany darab sarga cukorka volt a dobozban? (6 pont)

6. a) Egy PQRS négyszogben a PQ oldal 5, a QR oldal 7, az RS oldal 10
egység hosszi. A @ cstcsndl 16v6 belsd szog 115°, ezzel szemben pedig 50°-0s szdg
taldlhatd. Szamitsuk ki a négyszog SP oldaldnak hosszat. (4 pont)

b) Egy ABCD hiirnégyszog A csicsandl 16v6 o szogére teljesiil, hogy
2sin?a 4+ 2cosa —1=0.

Hatéarozzuk meg a htrnégyszog C csicsanal 1évé szogének szinuszat. (6 pont)
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¢) Legyen (B és § az ABCD harnégyszog két szemkozti szoge. Milyen § és §
esetén veszi fel a
sin(8 — 60°) — cos(d + 150°)

kifejezés a maximuméat, és mekkora ez a maximum? (6 pont)

7. a) Egy hegyi kabinos felvoné 9.00 6ratél kezd6dben negyed 6ranként mindig
pontosan indul. A kabinba egyszerre 20 {6 tud beszéllni. A felvoné pénztara 8.30-kor
nyit, és minden nap 001-t6l kezd6déen folyamatosan sorszamozott jegyeket adnak
ki minden egyes utas részére. A kovetkezd tdblazat az elsé két 6raban, az adott
idGintervallumban eladott jegyek darabszaméat mutatja:

Idéintervallum Eladott jegyek darabszama
8.30— 8.59 27
9.00- 9.14 19
9.15—- 9.29 5
9.30— 9.44 32
9.45- 9.59 15
10.00-10.14 16
10.15-10.29 10

Zs6fi a 113-as sorszdmu jegyet kapta. Hany orakor indulé kabinba tud Zsofi
beszallni, ha a beszallas a jegyek sorszdma alapjan folyamatosan torténik? (2 pont)

b) Tekintsiik azoknak a kirdnduléknak a szamat 9.00 és 10.29 kozott, akik
helyhidny miatt nem fértek be a felvono kabinba, és a kovetkezére kellett varniuk.
Adjuk meg ezeknek az értékeknek az dtlagat, medidnjit és szordsat. (4 pont)

¢) A nyéri 91 napos fszezonban a pénztar napi bevételeit vizsgdltak eurdban.
Az adatok alapjdn sodréfadiagramot készitettek.

900 2000 4680 5040 6480 7200
A diagram alapjan szamitsuk ki, hogy mekkora lehet a nyari f6szezonra szami-

tott Osszbevétel minim4lis, illetve maximalis értéke? (4 pont)

d) A felvonéra varakozdk ajéndéktargyak koziil valogathatnak a pénztar melletti
trafikban. Az eladé leltart készitett az ajandéktargyakrol:

Ajandéktargy Eladott termékek szama Készlet darabszama
Bakancsos kulcstarté 400 18

Hitomégnes 225 10

Pliiss mormota 1625 8

Bogre 250 )

Az eladds alapjan szamitott relativ gyakorisdgokat figyelembe véve mek-
kora a valbszinlisége, hogy a leltar elkészitése utani tizedik vasarlé mar csak
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haromféle ajandéktargy koziil valaszthat, ha mindenki pontosan egy ajandékot
vasarol? (6 pont)

8. a) Adjuk meg annak az eltoldsnak a vektorat, amely az f(z) = 22 fiiggvény
grafikonjat a g(z) = 22 — 10z + 21 fiiggvény grafikonjaba viszi at, ha Dy = D, =
=R. (8 pont)

b) Abrazoljuk a g: [5;00[— R, z +— 22 — 10z + 21 fiiggvényt. (2 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a

g: [5500[ =R, x> x?—10x+21 és a h: [-4;00[ =R, z+—+Vz+445

fiiggvények esetén g(h(z)) = h(g(x)) ==. (5 pont)
d) Hatérozzuk meg az [5;8] intervallumon a g(z) fiiggvény grafikonja és az
z-tengely, valamint az x =5 és az x = 8 egyenleti egyenesek altal hatarolt zart

sikidom teriiletének pontos értékét. (6 pont)
9. a) Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n érték esetén E

az 5" 423"~ + 1 kifejezés utolsé harom szamjegyébdl alkotott

szém oszthaté 8-cal. (6 pont) D c

b) Megrajzoltuk az A, B, C, D, E csticsokbdl &ll6 egyszerii
G grafot.

Egészitsiik ki az aldbbi mondatokat, gy, hogy azok igazak

legyenek. 4 B
A fagraf olyan Osszefiiggd egyszerii graf, amelyben nines .................
A G graf egy Euler-vonala rendre a(z) ................ cstucsokon halad &t.

Egy grafban Hamilton-kérnek nevezink egy kort, ha a graf minden ............
pontosan egyszer tartalmazza.

A G graf egy Hamilton-kére rendre a(z) ................ csicsokon halad at.
(4 pont)
¢) Adott az a,, = (2”3"’1) ésab,= (g) sorozat, ahol n > 2 egész szam. Hatarozzuk
meg az 3™ sorozat hatdrértékeét. (6 pont)

Jocsik Csilla

Gyér
Megoldasvazlatok a 2024./7. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz
L. rész
1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn
a) a Vo +4—+z—1=+/z—4 egyenletet,
b) a 4* — 16 < 6- 2% egyenldtlenséget. (12 pont)
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Megoldas. a) A négyzetgyock definicidja miatt x > 4. Rendezziik az egyenletet:
Vr+4=+/x—4++/r—1, majd négyzetre emeljiik mindkét oldalt: x +4 =2 — 4+
+2y/(z—4)(x — 1)+ 2 — 1. Ismét rendezziik:

—x+9=2vx2—5x+4,

és négyzetre emeliink: 22 — 18z + 81 = 422 — 20z + 16, amibél 322 — 2z — 65 = 0,
24+,/4—-4-3-(-65) 2+28
6 6

Ekkor

T2 =

1‘1:57 To = ——

ez utébbi nem felel meg a kikotésnek, tehat nem megoldas.
Az x1 = 5-6t ellendrizziik: /5 +4—+/5—1=+/5—4; 3—2=1. Ez megoldésa az

egyenletnek.
6+ /36 + 64
2 )

b) Vezessiik be az y = 2% ismeretlent, ekkor y* — 6y — 16 <0, y1 2 =
Y1 =8; Yy = —2.

Az egyenlétlenség megoldasa: —2 <y < 8, azaz —2 < 2% < 8. Az els6 egyenl6t-
lenség mindig fenndll, mert 2% > 0, a masodik pedig: 2% < 23, ahonnan x < 3, mivel
a 27 fliggvény szigorian monoton névo. A megoldas: = < 3.

2. A H halmaz elemei azok a kétjegyl pozitiv egész szamok, amelyekben az elsd
szamjegy négyzetébdl kivonva a masodik szamjegy négyzetét a két szdm 0sszegét vagy
kiilonbségét kapjuk.

a) Elemeinek felsoroldsdval adjuk meg a H-t.

b) Szdmitsuk ki a H elemeinek dtlagdt, szérdsdt, medidnjdt, alsé és felsd kvar-
tilisét. (12 pont)

Megoldas. Legyen az els6 szamjegy x, a masodik y. Ha a négyzetek kiilonbsé-
ge a szamjegyek osszegével egyenld, akkor 22—y =z +vy, (z—y)(z+y) =z +y,
(z—y)(z+y)—(z+y)=0, (r+y)(z—y—1)=0. Mivel x+y >0, igy x—y—1=0,
azaz x—y = 1.

A feltételnek megfelels szamok tehat a 10, 21, 32, 43, 54, 65, 76, 87, 98. Ha a
négyzetek kiillonbsége a szamjegyek kiilonbségével egyenld, akkor

-y =r—y, (z-y@+y)—(z—-y =0, (z—y(z+y—1)=0,

amibol v —y=0vagy x+y—1=0, azaz x =y vagy x +y = 1.

Az els§ lehetdséghdl a 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 szamok adédnak, a
masodikbdl pedig a 10.

A H halmaz elemei névekvé sorrendben:

H = {10;11;21;22;32;33;43;44;54; 55;65; 66; 76;77;87;88;98;99} .
A szdmok atlaga: 54,5; szorasa: 28,41, a medidn: 54,5; az alsé kvartilis: 32; a fels§

kvartilis: 77.
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3. a) Mutassuk meg, hogy ha n pdratlan természetes szim, akkor m®+ 11n
oszthato 12-vel.

b) Igazoljuk, hogy az ABC hdromszog derékszogli, ha a csiucsainak koordindtdi
a derékszogi koordindta-rendszerben A(8;2), B(5;7) és C(—2;—4). (13 pont)

Megoldas. a) Teljes indukciéval bizonyitunk. Az &llitds n = l-re igaz, hiszen
13 +11-1=12. Tegyiik fel, hogy n3 + 11n oszthaté 12-vel, ha n paratlan termé-
szetes szam. Megmutatjuk, hogy n 4 2-re is igaz az allitas, hiszen n + 2 az n utani
paratlan természetes szam.
(n+2)2 +11(n+2) =n+6n* +12n+ 8+ 11n+22 = (n® + 11n) +6(n* + 2n +5).

Ez utébbiban az els6 zardjeles kifejezés az indukcids feltétel miatt oszthatd 12-vel,
a masodik tag zardjelben levd részérdl kell belatnunk, hogy paros. Mivel n paratlan,
igy a négyzete is az, ehhez 5-6t adva paros szamot kapunk, amelyhez 2n-et adva
ismét paros szam adédik. Ezzel az allitast belattuk.

b) Képezziik az E —3;5) zﬁ —10; —6) vektorokat. Két vektor akkor és
csak akkor merdleges egymasra, ha a skalarls szorzatuk 0.
AB - AC = (~3)(~10) +5(—6) = 30 — 30 = 0,

tehat a haromszog A(8;2) csticsdndl derékszog van. Megjegyzés: Pitagorasz tételével,
illetve 90°-o0s forgatéassal is bizonyithaté az allitas, tovabba az oldalak egyenesének
meredekségével és sok més egyéb mddon is.

4. a) Egy szamtani sorozat elsd ot tagjdnak dsszege 40, az elsd és otodik tag
szorzata 48. Szamitsuk ki a sorozat elsd 10 tagjdnak dsszegét.

b) Egy szamtani sorozat négy eqgymds utdni tagjdhoz rendre 4-et, 3-at, 6-ot és
17-et adva egy mértani sorozat eqymdst kovetd tagjait kapjuk.

Hatarozzuk meg a szdmtani sorozat igy kapott négy tagjat. (14 pont)

Megoldas. a) A harmadik tagot jel6lje z, a differenciét d, ekkor
(x=2d)+ (x—d)+z+ (v +d) + (x +2d) = 40, 5z =40, x=38.
(8 —2d)(8 +2d) = 48, 64 — 4d*> = 48, 4d*> =16, d*> = 4, ahonnan d; = 2, dy = —2. Ha
. (8+9-2)-10 .
d=2,akkor a; =8—2-2=4,igy S0 = ————— =130. Ha pedig d = —2, akkor
(24—18)-10

a1 =8-2-(-2)=12,1gy Sio = >

a 130 és a 30.

b) Induljunk ki a mértani sorozat négy szomszédos tagjabdl: a; aq; aq®; aq®,
ezekbdl rendre levonva a megadott szamokat: a —4; aq — 3; aq® — 6; ag® — 17 egy
szamtani sorozat négy szomszédos tagjat kapjuk. Kozottiik az alabbi sszefiiggések
érvényesek:

2(aq—3) = (a —4) + (ag® — 6), 2(aq* —6) = (aq — 3) + (ag® — 17).
Rendezve: a(q—1)? =4, aq(q—1)? =8, ahol a szorzatok egyik tényezéje sem nulla,
azaz a # 0, ¢ # 1. Ekkor eloszthatjuk a masodikat az elsével, igy q = 2, ezt felhasz-
nalva a =4 addédik. A mértani sorozat egymast kovet6 tagjai: 4; 8; 16; 32, igy a
szamtani sorozat négy tagja: 0; 5; 10; 15.

=30. A feladatnak két megoldédsa van:
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II. rész

5. Az abrdn egy kétiléses gyermekhinta vazlatos rajza lathatd.

A 2 méteres ferde rudak a vizszintes talajjal ugyanakkora széget zdarnak be. Két
tlyen rid egymdssal bezart szége pedig 30°-0s. A hintdkat tarto vizszintes 1,5 m-es
rid talajra esé merdleges vetiilete a téglalap 2,1 m-es oldaldval pdrhuzamos kozép-
vonaldn van, és szimmetrikus a téglalap kozéppontjdra.

1.5 m a) Mekkora szdget zdrnak be a vizszintes
) 300

talajjal a 2 m-es rudak?
b) Az egyik hinta lengésideje 2,4, a mdsiké
2,2 mdsodperc, mozgasuk csillapitatlan, peri-
2m odikus mozgdsnak tekinthetd. FEgyszerre elin-
ditjuk a hintdkat.
2,1 m

Hdany mdsodperc milva lesz elészér mind-
két hinta egyszerre ugyanabban o helyzetben,
mint induldskor?

c) Anna, Béla, Cili, Dani és Emi egyitt jdtszanak. Kitaldltdk, hogy pdrosdval
fognak hintdzni gy, hogy mindenki mindegyik tdrsdaval hintazik eqyszer, két percet.
Minden hintdzds utan mindenkinek le kell szdllni, és dtadni a hintat két olyan
hintdazonak, akik még nem hintdztak egyiitt.

Végrehajthato-e ez a terv? Ha igen, a gyerekek nevének kezddbetdivel adjunk meg
eqy lehetséges sorrendet, ha nem, indokoljuk vdlaszunkat.

d) A gyerekek vdszonnal boritott zdrhats sdtrat szeretnének késziteni dgy, hogy
a hinta ridjait haszndljdk a sdtor tartoiként.

Legaldbb hany négyzetméter anyagra van szikségiik a sdtor elkészitéséhez?
(16 pont)

Megoldas. a) Hasznaljuk az dbra jeloléseit! Az a sz6g nagysagat keressiik.

F 1,bm E

OO
!
4 m
—
Oé, C

3
LA
Q P
2,1 m B

2,1-1,5

BP
PQ: ’ 2073m7 Sin15027:>PCz0752m'

2
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Mivel a CPQ hiromszog derékszogi, ezért alkalmazhaté a Pitagorasz-tétel: QC? =
=0,32+0,522 = QC ~ 0,6 m. Ekkor cosa = %, innen « &~ 72,5° (mivel a a héa-
romszog egy szoge). A rudak a vizszintessel koriilbelil 72,5°-0s szoget zarnak be.
b) A két hinta tizedmasodpercekben mért lengésidejének legkisebb kozos tobb-
szorosét kell meghatdrozni. Mivel 22 =211, 24 = 23 - 3, ezek legkisebb kozds tobb-

szorose 23 -3-11 = 264. A hintdk 26,4 masodperc miilva lesznek el6szor a kiinduldsi
helyzetben.

¢) Igen, pl.: AB, CE, AD, BC, DE, AC, BD, AE, CD, BE, vagy egy masik
sorrend: BC, AE, BD, AC, DE, AB, CD, BE, AD, CE.

Osszesen (g) =10 part lehet képezni. A fenti esetekben mindegyik pontosan

egyszer szerepel, és nincs egymas utan kozvetleniil kétszer hintédzé gyermek. Tovabbi
megoldasok is vannak.

d) A sétor elkészitéséhez két hiromszog és két trapéz teriiletét kell meghata-
EB-EC -sin30°
2
szimmetrikus trapézban AR = PQ, 0,32 +m3 = 22, innen mgy ~ 1,98 m, tehat a
(2,14+1,5)-1,98

2
A sétorhoz legaldbb 2 - (1,00 + 3,56) = 9,12 m? vészonra van sziikség.

roznunk. A BC'E haromszog teriilete: t; = =1,00 m?2. Az ABEF

trapéz teriilete: to &~ ~ 3,56 m?.

6. Egy tdjékozoddsi sportegyesiilet 100 sportoldja harom sportdagban indul az idei
versenyeken. Ebben az évben 85-en tdjfutd, 40-en tdjbringa és 18-an sitdjfuto szd-
mokban versenyeznek. Mindenki indul legaldbb egy sportigban, pontosan két szdm-
ban 29-en neveznek.

a) Hdnyan vesznek részt mindhdrom versenyszdmban?

b) A klub tagjai életkoruk alapjdn hdarom csoportot alkotnak: junior, felndtt és
szenior. A tagsdg 25%-a szenior, ezen belil mdsfélszer annyi férfi van, mint nd.
A felnéttek kézott kétszer annyi a férfi, mint a ndi versenyzd, a juniorokndl pedig
3-mal kevesebb ldny van, mint fii. A klubtagsdg 60%-a férfi.

Korosztalyonként hany ndi és hany férfi versenyzdje van a szakosztdlynak?

c) Az egyik versenyzd annyira sikeres, hogy amennyiben elindul egy versenyen,
akkor 70%-o0s valdsziniséggel dobogdon végez. Az idei szezonban 10 versenyen indul
majd. Mennyi a valdsziniisége, hogy legalabb négyszer dobogds helyezést ér el?

d) A szezonnyité dsszejovetelen a legfiatalabb versenyzdk kézott vdsdrldsi utal-
vanyokat sorsolnak ki. A sorsoldson 6 fii és 4 ldny nevét eqy urndba helyezik, majd
visszatevés nélkil kihiznak hdrom céduldt.

Mennyi a valdszintsége annak, hogy két lany és egy fiti nyer utalvdnyt?

(16 pont)

Megoldas. a) Készitsiink Venn-diagramot:

Alkalmazzuk a logikai szitdt a harom halmazra (tdjfutds: A, téjbringa: B,
sitdjfutés: C)

100 =85+40+18—[(a+xz)+ (b+2z)+ (c+ )|+ ;
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100 =143 — (a +b+c) — 2x;
a+b+c=29;
92 = 143 — 29 — 100,

ahonnan x =7.
Heten vettek részt mindharom versenyszamban.
b) Erdemes tablazatba foglalni az informacidkat:

Korcsoport | Férfi | N6 Osszesen:
Junior Y y—3

Felnott 2z x

Szenior 15 10 25
Osszesen: 60 40

A nyilvanvalé adatok kiszamitasa utan a kovetkezo egyenleteket irhatjuk fel:
y+2x 415 =160, y—3+z+10=40,

az egyenletrendszer megolddsa: x = 12; y = 21. Az eredményeket szintén tablazat-
ban adjuk meg.

Korcsoport | Férfi | N6 Osszesen:
Junior 21 18 39
Felnott 24 12 36
Szenior 15 10 25
Osszesen: 60 40 100

¢) Egyszeriibb meghatarozni a komplementer esemény valészintiségét, vagyis
azt, hogy mennyi annak az esélye, hogy nem sikeriil legalabb négyszer dobogds
helyezést elérnie a versenyzének. Alkalmazhatjuk a binomiélis eloszldsra vonatkozo
ismereteinket, ekkor prem nyert = 0,3 €S Pnyert = 0,7.

P(10-b4l legfeljebb hdromszor nyert) =

1 1 1 10
(00> .0,7°- 0,31°+< 10> 0,7t 0,39+< 20> ~0,72~0,38+( 3 ) -0,7%-0,37~0,0106.

488 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/8



A kérdezett valészinliség tehat: 1 —0,0106 = 0,9894.

d) Az Osszes eset szdma: (130) =120, a kedvezo eseteké: (3) . (?) = 36, ezért a

36
ki tt valoszintiség: p = — =0,3.
eresett valészintség: p = 1o
7. Az f: [-2;2] = R; f(x) =4 —2? fiigguény grafikonja és az x tengely dltal bezdrt
korldtos tartomdnyba berajzoltunk egy téglalapot, amelynek oldalai pdrhuzamosak a
koordindta-rendszer tengelyeivel.

a) Mekkordk az oldalai a legnagyobb keriletd ilyen téglalapnak?

b) Adott az A(0;4) és a B(0;8) pont. Az AB szakaszon véletlenszerien felvett
P pontbdl érintéket hizunk az f(x) figgvény grafikonjihoz, a két érintési pontot
jeloljik E-vel és F-fel.

Mennyi a valdszindsége annak, hogy az EFP hdromszog tompaszogt? (16 pont)

Megoldas. a) Nyilvinval6, hogy a maximélis keriileti téglalap két cstcsa a
parabolan, a masik kett6 az x tengelyen helyezkedik el, valamint az is, hogy a

y
5
fla)y=d—a?
3
N K(z;4 — 2°)
1
4 -3 —2 -1 9 1 2 3 4 |z

téglalap egyik, paraboldra illeszkedé pontja, K(x;4 — x?) meghatdrozza a tobbi
pont helyét. Az igy kialakult téglalap vizszintes oldala 2z, fiiggéleges oldala 4 — 22
hosszu, a keriilete:

ko) =do+2(4-a") = ~20° +4o 48 w02,

vagyis a k(z) = —222% + 42 + 8 kifejezésnek keressitk a maximumat. Ezt tobbféle-
képpen is megkaphatjuk. Egy lehetséges befejezés: k' (z) = —4do +4; 0= —4a + 4;
x=1; k" (x) = —4 <0, tehét itt maximumhely van, igy a legnagyobb keriilet{i tég-
lalap oldalai 2, illetve 3 egység.

Egy masik lehetséges befejezés: k(z) =10 —2(x — 1)% < 10; k(x) akkor lesz a
legnagyobb, ha az egyenldség teljesiil, ez pedig akkor all fenn, ha z —1 =0, azaz
x = 1; az el6bbi eredményre jutottunk.

b) Az dbra szimmetrigjabdl adédik, hogy a tompaszog az EF P haromszoghen
csak a P cstcsndl lehet. Ha P-t B-t6l A felé kozelitjuk az AB szakaszon, az
EPF < egyre nagyobb lesz. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan Q(0;¢) pont, amelyre
EQF<=90°, ekkor oo = 45°. Kiszamitjuk, hogy ebben az esetben mekkora az AQ
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tavolsag. Ha az érinté az x tengely pozitiv részével 45°-os szoget zar be, akkor az
érint6é meredeksége tg45° =1, ami egyenl6 az els6 derivalt értékével az érintési pont
abszcisszajaban:

1

f(x) = —2x, —2r=1, T=—.
Ekkor az ordinata: f(—%) =4- (—%)2 = %. Az FE érintési pont koordinatai:
E (—%; 14—5), ezért az E-n dtmend (piros) érint6 egyenlete: y — % =1- [x — (—%)},

amibdl y =z + %. Ez az érinté az y tengelyt a @ (O; %) pontban metszi, ekkor

AQ = i. Az AB szakaszon mozgd P pontbdl a goérbéhez huzott érintOszakaszok

abban az esetben zirnak be tompaszoget, ha o < 45°, azaz, ha P-nek az A-tdl

mért tavolsaga i-nél kisebb.

Mivel az AB szakasz 4 egység hosszi, ezért az adott esemény valdszinlisége:
1

=16= 0,0625.

8. Egy foci VB dontdjébe jutott 48 csapat nevét négy kalapba helyezik, mind-

egyikbe 12-t, majd ezekbdl egyet-egyet sorsolva alakitjik ki a 4-4 csapatbol dllé 12

csoportot, amelyeket az A, B, C, ..., K, L betikkel jelolnek meg. A sorsoldst az

A csoport résztvevdinek sorsoldsdaval kezdik, majd az dbécé sorrendjében haladnak

a K-ig.

~ ‘»M)—A

a) Hdnyféleképpen alakulhat ki a 12 csoport? (Két sorsolds akkor kilonbozd, ha
van olyan csoport, ahova nem pontosan ugyanazok a csapatok keriltek. A kilonbszd
betijel csoportokat killonbozéknek tekintjiik.)

A csoportmérkdzéseken minden csapat mindeqyik csoporttdarsdval jdatszik egy
mérkozést, amelyen a gydztes 3, a vesztes 0, dontetlen esetén mindkét csapat 1-1
pontot kap. Az egyik csoportban, amelyben a Dzéta (C), az Eta (n), a Théta (9) és
az Idta (1) csapat volt, a csoportmérkdzések végén a ¢ csapatnak 6, az n-nak 5 és a
U-nak 1 pontja lett.

b) Hdny pontot szerzett az v csapat?

A csoportmérkidzések befejezése utdn 32 csapat jut tovdabb az egyenes kieséses
szakaszba, ahol a mérkdzéseken nincs mdr dontetlen, a gydztes tovabbjut a kévetkezd
forduloba, a vesztes kiesik. Az elsé forduléban 16 mérkézést jatszanak, minden
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tovabbiban feleannyit, mint az elézében. Az a csapat nyeri a VB-t, amelyik az utolsé
mérkdzésen nyerni tud. A dontd elbtt lejatszanak még eqy mérkdzést a harmadik
helyért az utolso eldtti forduloban vesztes csapatok. A VB utan készitett elemzésekbdl
kideriilt, hogy az 0sszes mérkdzés 25%-a végzddott dontetlennel.

¢) Ha az dsszes csoportmérkdzés kéziil véletlenszerden kivdlasztunk egyet, meny-
nyi annak a valdszinidsége, hogy dontetlennel végzodott? (16 pont)

Megoldas. a) Az A csoport sorsoldsakor mindegyik kalapbdl 12-12-féleképpen
valaszthatnak, ez 12-12-12-12 = 12* lehetéség, a B csoport sorsoldsanal
11-11-11-11 = 11%, és igy tovabb, tehat az Osszes lehetdség: 12%-114.....1% =
= (121)* =5,26 - 10%*.

b) A csoportmérkdzéseken egy csoporton beliil (3) = 6 mérkdzés van, mindegyik
csapat harom mérkézést jatszik. A ¢ csapat Ugy szerezhetett 6 pontot, hogy két
mérkdzésen nyert, egyen kikapott, az n pedig egyszer nyert, kétszer dontetlent
jatszott, csak igy lehetett 5 pontja. Mivel n nem kapott ki, { pedig nem jatszott
dontetlent, a két csapat egymas elleni mérkozésén n nyert. ¢ tehat kikapott n-tol,
nyert ¥ és ¢ ellen, n pedig nyert ( ellen, ¥ és « csapatokkal pedig dontetlent ért el.
Hianyzik még a hatodik csoportmérkézés 9 és ¢ kozott. Mivel 19-nek mindéssze 1
pontja lett, és ez az 7 elleni mérkézésen sziiletett, tehat ¢ kikapott «-t6l, igy ¢ végiil
4 pontot szerzett.

¢) A csoportmérkézéseken Osszesen 6 - 12 = 72 mérkézés zajlott, a kieséses sza-
kaszban minden meccsen egy csapat esett ki, végiil a gyéztes maradt, igy 31, és
még egy meccs a harmadik helyért, igy 6sszesen 32 mérkozést jatszanak, vagyis egy
ilyen torna 6sszesen 72 + 32 = 104 mérk6zésb6l all. Ennek 25%-a lett dontetlen, ez
26 mérkézés, ez a 26 dontetlen mindegyike a csoportmérkdzéseken sziiletett, ezért:

26 13
P(A)=—=—~0,3611.
(4) 72 36 ’
23
9. a) Hatdrozzuk meg az f: R = R; f(z) =2% — vy

fiigguény zérushelyeit.

b) Hol van helyi mazimuma az f(x) figguénynek?

¢) Mekkora az dbrdn lathaté szines alakzat terilete?
3
A sziirke részt a g(x) = 2% — %, x € [0;4] figgvény

grafikonja hatdrolja, a pirosat pedig a —g(x), x € [0;4]
fligguényé. (16 pont)

Megoldas. a) 0=2%-(1—2) alapjan 22 =0 vagy 1— Z = 0; a zérushelyek:
Ir1 = 0, To = 4.

b) f'(z) =2x— %zQ; 0::17(27 %x), ahonnan x1 =0, o = %.
f'(x) =2- 3

f"(0) =2 >0, ezek szerint a 0-ndl lokélis minimuma van a fliggvénynek;

f"(58)=2-32.8=-2<0, itt lokdlis maximuma van a fiiggvénynek.

8
A fiiggvénynek a g-nél van lokalis maximuma.
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¢) A szimmetria miatt a piros tartomény teriilete egyenlé a sziirke tertiletével,
ezért:

Németh Laszlo
Fony6d

Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1803. Hany olyan pozitiv egész szamokbol dallo szamhdrmas van, amelyben a
hdrom szdm legnagyobb kézos osztdja 4, legkisebb kdzds tobbszorose pedig 2024 7

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

Megoldas. A 2024 primtényezés felbontdsa 23 -11-23. A 4 =22 mind a harom
szamnak osztoja, tigyhogy egyszerfisithetiink 22-nel. Az egyszerfisités utan kapott
harom szam legnagyobb kozos osztdja 1, legkisebb k6zos tobbszorose pedig 2 - 11 -
-23. Igy egy 2-est, egy 1l-est és egy 23-ast kell szétosztani a hrom szam kozott.
Mindharomban nem szerepelhet ugyanaz a primtényezd, de mindegyiknek legalabb
az egyikben szerepelnie kell. Ennek megfeleléen a kettest 3 + 3 = 6-féleképpen he-
lyezhetjik el a harom szamban, a 11-est és a 23-ast is, mivel lehet egy vagy kettd
beloliik.

Ez 62 esetet jelent, amelyek koziil azokat az eseteket 6-szor szdmoltuk meg, ami-
kor harom kiilénb6z6 szam alkotja a 1étrejévé szaimharmast. Vannak azonban olyan
szamhdrmasok, amelyekben ugyanaz a szam kétszer szerepel, példaul (1;1;506).
Ezeket a szamharmasokat csak 3-szor szamoltuk meg, nem 6-szor. Ilyen ismétlodo
szam lehet az

1;

2; 11; 23; 22; 46; 253 ésaz 506,

azaz 8 olyan eset van, amikor 3-szor szdmoltuk ugyanazokat a szadmharmasokat.
6% — 24

Osszesen tehat 63 — 3-8 esetet szdmoltunk meg hatszor, tehat = 32 olyan

szamharmas van, amelyben mindharom szam kiilonb6z6. A fentiek alapjan 8 olyan
szamharmas van, amelyben két egyforma szam van, igy Gsszesen 32+ 8 =40 darab,
a feladat feltételeinek megfelel6 szamharmas van.

Molndr-Sdaska Tamds (Budapest, ELTE Radnéti M. Gyak. Alt. Tsk. és
Gyak. Gimn., 6. o. t.)

Osszesen 150 dolgozat érkezett. 5 pontos 38, 4 pontos 9, 3 pontos 11 dolgozat. 2 pontot
17, 1 pontot 48, 0 pontot 21 versenyzé kapott. Nem versenyszerti 5, nem értékelheté 1
dolgozat.
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A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(829-833.) | i

K. 829. Melyik az a két legkisebb szomszédos pozitiv egész szam, amelyeknek a
szamjegyeit Osszeadva éppen 2024-et kapunk?

K. 830. Egyes tszdéversenyeken rendeznek tgynevezett mix (vegyes 6sszeallita-
si) 4 x 100 m vegyesvalté versenyt. Ez azt jelenti, hogy két férfi és két né alkotja a
csapatot, és minden tszdsnemben 100 métert kell teljesiteni. Az szabadon valaszt-
haté, hogy melyik tiszasnemben versenyeznek a csapat néi és férfi tagjai.

A legjobb idét elért versenyz6k 100 méteres részeredményeinek téblazata a
kovetkezo:

Hétuszéas Melltiszas Pillangé Gyorsuszas
Botond | 52,30 || Ferenc | 59,03 || Andras | 49,90 || Andrds | 47,40
Csaba 52,52 || Géza 59,11 || Botond | 49,99 || Csaba 48,48
Andras | 52,59 || Hugd 59,30 || Dénes 50,21 || Elemér | 48,50
Xénia, 57,33 || Sara 65,28 || Yvette | 55,58 || Xénia 52,36
Zéra 57,72 || Timea | 65,54 || Ursula | 55,63 || Yvette | 52,49
Vera 57,98 || Roza 65,59 || Vera 56,21 || Piroska | 52,73

Feltételezve, hogy egy versenyen pontosan ugyanezt az eredmény tudjak produ-
kalni, milyen Osszedllitasu legyen a csapat, hogy a legjobb id6eredményt érjék el?

K. 831. Négy egybevagd téglalapot
gy helyeztiink el az abranak megfelel6-
en, hogy egy nagy kiils6 négyzet és egy
kis bels6 négyzet alakult ki.

A nagy négyzet és egy téglalap teri-
letének aranya 25 : 6, tovabbd a kis bels6
négyzet teriilete 144 cm?. Hany centimé-
ter hosszuak a téglalapok oldalai?

K/C. 832. Kilenc angol lord klubok
alapitdsat tervezi. Olyanokat, hogy min-
den klubban pontosan harman legyenek
koziiliik, de semelyik két klubnak ne le-
gyen egynél tobb kozos tagja. Legfeljebb
hény klubot alapithatnak?
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D C K/C. 833. Adott az dbra szerinti
20 cm x 30 cm méretii, téglalap alakua
papirlap. Az A és C csicsat egymés-
ra hajtva a hajtasegyenes a téglalap
AB és CD oldalait a P és () pontok-
ban metszi. Mutassuk meg, hogy az
APCQ négyszdg rombusz, és szamol-
juk ki a tertiletét.

*

Bekiildési hatarid6: 2024. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(832-833., 1828.-1832.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 832. A szévegét 1ldsd a K feladatoknal.
K/C. 833. A szévegét 1ldsd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1828. Anna 0Ossze akarta adni a pozitiv egész szamokat 1-t6l 500-ig, am vé-
letleniil kihagyott egy haromjegyii szamot. Hany olyan szdm van, amelyet kihagy-
hatott, ha eredményiil egy 3-mal oszthatd, 3-ra végz6ds szamot kapott?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

C. 1829. Az egységnyi oldali ABCD négyzet AB oldalan tgy vettiik fel az
E, BC oldalan pedig az F' pontot, hogy FDF< = 45°. Hatdrozzuk meg az EBF
haromszog keriiletének pontos értékét.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1830. Az A = {z;y;z;u;v} halmaz elemei olyan természetes szdmok, amelyek-
re x + 2y = 3v és z+u = 2v. Bizonyitsuk be, hogy az A halmaz elemei nem lehetnek
kozvetlen egymas utani természetes szamok.

Matlap, Kolozsvar
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Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1831. Oldjuk meg a valds szdmpéarok halmazan a

(1) 22° — 322y + 22y — > +1=0,
(2) 23+ 2%y —xy? — 22 +3=0
egyenletrendszert.

Javasolta: Bird Balint (Eger)

C. 1832. Legyen ABC olyan haromszog, amelynek teriilete 151/7, tovabb4 min-
den oldalanak hossza egész szam. Mekkorak lehetnek az oldalak?

Javasolta: Szmerka Gergely (Budapest)

*

Bekiildési hataridé: 2024. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5414-5421.)

B. 5414. Adott az ABCD téglalap és a P, (Q pontok ugy, hogy ABP korilirt
korének kozéppontja @, mig BCQ koriilirt korének koézéppontja P. Szamitsuk ki a
PDQ szoget.

(8 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5415. Beni, Lili és Domi egyszerre indulva 3-3 kort futnak az atlétikai palyan.
A biré sorban felirja azoknak a nevét, akik éppen befejeznek egy kort, és igy
végiil egy kilenc névbdl all6 listat kap. Hanyféle lehet ez a lista, ha tudjuk, hogy

egyszer sem fejezik be ketten a koriiket egyszerre és mindhdrman végig egyenletes
sebességgel futnak?

(4 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5416. Az z, y, z valds szamokra x +y + z = 8 és zy + yz + zx = 5. Legfeljebb
mekkora lehet 2?7

(3 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5417. Melyik szdm a nagyobb, (21900)! vagy 21000'7
(4 pont) Javasolta: Szalai Mdaté (Szeged)
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B. 5418. A hegyesszogii ABC haromszog oldalainak hossza a,b és ¢, koriilirt
korének sugara R. Mutassuk meg, hogy

1 1 1 1
> —.
—a2—|—62+62+a2—62—|—62+a2+b2—62 — R2

Milyen ABC' haromszogre teljesiil egyenl6ség?
(5 pont) Javasolta: Kiss Géza (Cs6mor)

B. 5419. Adott n pozitiv egészre jeldlje g(n) az n szadm legnagyobb paratlan
osztojat. Legyen P(n) =q(1)+¢q(2)+...+¢q(n) és S(n) =1+ 2+...+n. Igazoljuk,
hogy a P(n)/S(n) ardny végtelen sok n-re kisebb, mint 2/3, és végtelen sok n-re
nagyobb, mint 2/3.

(5 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5420. Adém, a hirhedt szélhdmos, a kovetkezd médon miikdd szerencseja-
tékra nevezett be. Egy szabdlyos 13-sz6g alaku forgdasztal mindegyik csticsaban
egy piros vagy egy fekete sapka van. (Az azonos szinli sapkdk egymdast6l megkii-
lonboztethetetlenek.)

Az egyik sapka alatt 1000 dollart rejtettek el, a tobbi alatt nincsen semmi.
A jatékvezetdé megporgeti az asztalt a kozéppontja koriil, majd Adém felemelhet
egyetlen sapkat, és amit alatta taldl, azt hazaviheti. Addm cinkostéarsa, Béla, a
szerencsejatékot szervezo cégnél dolgozik.

Miutan a sapkakat a munkatarsai tetszésiik szerint elhelyezték az asztal csticsa-
iban, Béla feladata betenni a pénzt valamelyik sapka ala. Miutan betette a pénzt,

a) ki kell cserélnie a sapkat a mésik szinfire,
b) kicserélheti a sapkdt a masik szintire
— de a t6bbi sapkahoz nem nytulhat.

Ki tud-e dolgozni Adam és Béla egy olyan stratégist az a ), illetve a b) esetben,
amellyel biztosan megnyerik a pénzt? (Miutdn Béla belépett a kaszindba, méar nem
beszélhet Addmmal, és az asztalt el6kész{td munkatdrsait sem befolydsolhatja.)

(6 pont) Javasolta: Damdsdi Gabor (Budapest)
B. 5421. A hegyesszogli ABC haromszog beirt korének kézéppontja I, sugara r,

a BC oldalhoz irt korének kozéppontja I,, sugara r,, tovabba a koriilirt korének
sugara R. Az I1, szakasz hossza r, + R — r. Igazoljuk, hogy BAC<t = 60°.

(6 pont) Javasolta: Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 2024C.

*

Bekiildési hatarid6: 2024. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(890-892.)

| |

A. 890. Bart, Lisa és Maggie a kovetkezd jatékot jatsszék: Bart véges sok pontot
kiszinez egy koéron kékre vagy pirosra olyan médon, hogy nem lehet taldlni a
szinezett pontok kozott négyet gy, hogy a sziniik egymas utan felvaltva kék-piros-
kék-piros (a kivalasztott pontoknak nem kell szomszédosnak lenniiik), Lisa pedig
kivalaszt néhany pontot a szinezettek koziil. Ezutan Maggie megkapja a kort és a
Lisa altal kivdlasztott pontokat Bartt6l (esetleg elforgatva), de szin nélkiil. Végiil
Maggie a kor Osszes pontjat kiszinezi kékre vagy pirosra. Lisa és Maggie megnyeri
a jatékot, ha Maggie eltalalja a Bart altal eredetileg valasztott pontok szinét. Egy
Lisa és Maggie altal megbeszélt stratégiat nyer6 stratégianak neveziink, ha Bart
tetszOleges szinezése esetén megnyeri a jatékot.

Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan nyero stratégidja Lisanak és Maggienek, ahol
Lisa minden esetben legfeljebb ¢ darab pontot vilaszt ki, és keressiik meg ¢ legkisebb
lehetséges értékét.

Javasolta: Pdlvélgyi Domotor (Budapest)

A. 891. Adott egy hegyesszogii ABC haromszog. A B’ és C’ pont rendre az AB
és AC oldal belsejében helyezkedik el. Az ABC és AB’C’ hiromszogek korulirt
korei M-ben, az ABC’ és AB’C haromszogek kortilirt korei pedig K-ban metszik
egymast masodszor. Tikrozzik M-et az AB és AC egyenesre, a két tikorképen
atmené egyenest jeloljik [-lel.

a) Bizonyitsuk be, hogy az M-en dtmend, AM-re meréleges egyenes, az AK
egyenes és | vagy egy ponton mennek at, vagy mind parhuzamosak.

b) Igazoljuk, hogy ha a hirom egyenes az S ponton megy at, akkor az SBC” és
SC B’ haromszogek teriilete egyenld. )
Javasolta: Bdn-Szabs Aron (Budapest)

A. 892. Adott két egész szam, k és d tgy, hogy d osztdja a k> — 2 szdmnak.
Mutassuk meg, hogy ekkor léteznek olyan a, b, ¢ egész szamok, amelyekre

d=a®+ 20> + 4¢% — 6abe.

Javasolta: Beke Csongor és Simon Ldszlé Bence (Cambridge)

%

Bekiildési hatarid6: 2024. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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Informatikabdl kitiizott feladatok

(639-642.)

I. 639. Ismerjiik egy vallalkozas dolgozdinak életkorat egy adott sorrendben.
Az életkoruk alapjdn csoportokat szeretnénk kialakitani. Egy csoportba tessziik
azokat, akiknek életkora legfeljebb 1 évvel tér el valakitdl a csoportban. Példaul,
ha a cégnél dolgozik egy 34 éves, egy 35 éves és egy 36 éves ember, akkor 0k egy
csoportba tartoznak.

Készitsiink programot 639 néven, amely N (1 <N<100) dolgozd E; (20 <E; <90)
életkoranak ismeretében meghatarozza a csoportok szamat, a legnagyobb csoport
létszamat és azt, hogy ebbdl a csoportbol hanyadik az els6 és az utolsé dolgozd.

A program standard bemenetének els¢ soraban a dolgozék N szadma taldlhato.
A kovetkezd sorban az N dolgozo6 életkora szerepel egy-egy szokozzel elvalasztva.

A program a standard kimenetre irja ki soronként a csoportok szamat, a legné-
pesebb csoport létszamat, a csoport elsé tagjanak és utolsé tagjanak sorszamat.

Példa:

Bemenet

14

32 27 31 29 28 52 28 53 62 27 44 33 31 59
Kimenet

6

5

2 10

Magyarazat: a bemenetben szerepl6 életkorok csoportokba sorolasat a kiilonbo-
76 szinek jelzik. A zo6ld szin(i korcsoportban vannak a legtobben.

Bekiildendo egy tomoritett 1639.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithato.

(10 pont)

I. 640. A Normal utcdban a hazak mérete és a szomszédos kapuk tavolsdga
egyenld egyméstél. Az utca egyik oldaldn a péros, a masik oldaldn a péaratlan
héazszamok vannak 1-tél 50-ig. Az utcdban minden szabédlyosan ismétlodé, kivétel
a kozvilagitas, a telepitett lampak elhelyezése.

Néhany lampaoszlopot mar telepitettek a hazak kapuja elé. Egy-egy lampa az
azonos utcaoldalon a sajat, az el6z6 és az utana kovetkezd, valamint az tttest tulol-
daldn szemben 1év6 haz elotti jardat vilagitja meg. A hézak elé legfeljebb egy lam-
paoszlopot telepitettek, és az utca els6 vagy utolsé hazai elétt nincs ldmpaoszlop.

Készitsiink programot 640 néven, amely a koévetkezd feladatokat megoldja,
illetve a kérdésekre valaszol.
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A program standard bemenetének els6 sordban a mar az utciba telepitett
lampaoszlopok szdma N (0 < N < 46) van. A kovetkezd sorban N darab hazszadm
van novekvo sorban, amely megadja, hogy hanyas szami hézak kapuja elott all
lampaoszlop.

A program standard kimenetére irjuk ki a feladatok megoldasat a mintdhoz
hasonl6 forméaban.

1. Irjuk ki a Normal utca paratlan és a kovetkezd sorban a péros oldaldnak héz-
szamait igy, hogy a megvilagitott jardaji hidzak hazszama elé a ,,.” karaktert,
kiilénben székozt irjunk.

2. Hatarozzuk meg azokat a hazszamokat, amelyek el6tt mar all lampaoszlop, de
ha azok koziil valamelyiket leszerelnénk, akkor a megvilagitas nem valtozna.

3. Soroljuk fel azoknak a hazaknak a hazszamdt, amelyek elé egy lampat te-
lepitve a megvilagitott hazak szama 4-gyel, 3-mal, 2-vel, 1-gyel névekedne,
vagy nem novekedne. Vegyiik figyelembe, hogy utcavégi héz elé nem lehet
lampaoszlopot telepiteni.

4. Vilagitsuk meg a teljes utcat a lehetd legkevesebb 1j lampaoszlop telepité-
sével. Adjuk meg a hizszamokat egy ilyen telepitéshez novekvd sorrendben.
Tobb lehetséges megoldas esetén elegendd egyet megadni.

Példa:

Bemenet
10
389 10 12 19 34 37 38 45

Kimenet
1. feladat
.1.3.5.7.9.11 13 15.17.19.21 23 25 27 29 31.33.35.37.39 41.43.45.47 49

2.4.6.8.10.12.14 16 18.20 22 24 26 28 30.32.34.36.38.40 42 44.46 48 50
2. feladat Felesleges lampaoszlopok: 9 10

3. feladat

4 valtozas: 24 25 26 27 28 29

3 valtozas: 15 16 23 30 42

2 valtozas: 13 14 17 18 20 21 22 31 32 41 43 44 47 48

1 valtozas: 4 11 33 39 40

0 valtozas: 5 6 7 35 36

4. feladat

Szikséges 0j oszlopok szama: 4 15 18 24 27 32 42 47 48

Bekiildend6 egy tomoritett i640.zip dllomanyban a program forraskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithato.

(10 pont)
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I. 641. A feladat a szeptemberi szimban megjelent 1. 633. feladat folytatasa.

Most haromféle specidlis primet keresiink az els6 szazezer primszam kozott,
ezek a palindromprimek, a mirpszdmok és a Bélcsfoldi-Birkds primek. Nézzik is
ezek definicidit:

Palindromprimnek nevezziik azt a p primszimot, amelynek 10-es szdmrendszer-
beli alakja palindrom, vagyis balrél és jobbrol olvasva ugyanaz a szam. Példdul: a
12421 idlyen prim.

Mirpszamnak azt a primet nevezzik, amelynek 10-es szamrendszerbeli alakja
visszafelé (jobbrdl balra) olvasva is prim, de a szdm nem palindromprim. Példdul:
az 1009 ilyen szdm, hiszen nem palindrom, de a 9001 is prim.

Bolcsfoldi-Birkas primnek azt a primet nevezziik, amelynél az eqyes szamjegyek,
a szamjegyek szama és azok Osszege is prim. Példdul: a 757 ilyen szdm, hiszen
szamgegyei (5 és T) primek, a szamjegyek szdma (3) is prim és a szamjegyek osszege
(19) is prim.

1. Egy tres tablazatkezel¢ munkafiizetben nevezziik at ,,prim100000”-re a mun-
kalapot, a munkafiizetet mentsiik prim_ 2-resz néven.

2. Dlessziik be az A3 cellatél az els6 100000 prim listdjat a 100000prim.txt
fajlbol. Az els6 két sorba oszlopfeliratok keriilhetnek a szamitdsokhoz.

3. Vélogassuk ki a harom primcsoport elsé 100000 prim kozé es6 tagjait. A sza-
mitasokat ezen a munkalapon végezziik.

4. Hozzunk létre egy spec nevii munkalapot, amelynek A, B és C oszlopaiban
szerepeljen az els§ sorban a primcsoportok neve, majd alattuk névekvo sor-
rendben helykihagyas nélkiil az adott csoportok primszamai.

5. Ezek utan végezziink statisztikai vizsgalatokat, amelyekben a legfeljebb hat-
jegyl primeket vizsgaljuk, mert nincs a listdban az 6sszes hétjegyii primszam.

a) Hatdrozzuk meg, hogy a pontosan egy-, kett6-, ..., hatjegy(i természe-
tes szamok hany szazaléka prim. Késziiljon errdl oszlopdiagram kiilon
diagramlapra, amelynek neve legyen szazalék.

b) Hatédrozzuk meg, hogy a primekben hényszor fordulnak el6 az egyes
szamjegyek, példaul a 89393 szdmban van két harmas, egy nyolcas és két
kilences szamjegy. Késziiljon errdl oszlopdiagram kiilon diagramlapra a
minta szerint, melynek neve legyen szamjegyek.

¢) Jelenitsiikk meg az A100004-es celldban az alabbi szoveget: ,tdv > 997
és a B100004-es cellaban adjuk meg, hogy hany esetben fordul el6, hogy
két egymast kovetd primszam kiilonbsége legalabb 100.

d) Jelenitsiikk meg az A100005-6s celliban az aldbbi szoveget: ,,maxtdv”
és a B100004 es celldban az els6 100000 prim esetén a szomszédos
primszamok maximalis kiilonbségének értékét, a C100004 és D10004
cellakban pedig a két szoban forgd primszamot.

A 6., 7. és 8. pont mbdositasaival elérhet6, hogy 5 MB ald keriiljon a fajlméret,
és feltolthetd legyen a megoldas.

6. A prim100000 munkalapon cseréljiik le oszloponként az els6 tizenhét sor utani
képleteket az értékiikre. Hasonléan jarjunk el a 100002 sor alatti adatokkal
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és a két diagram adataival, tovabba a teljes spec munkalappal. Ezzel is
csOkkentjik a fajl méretét.

7. Toroljik a prim100000 munkalap 20000:80000 soréanak tartalmaét.

8. Végiil a munkafiizetet mentsiik az eredeti nevén xIsb formatumban (bindris
munkafiizetként).

Segédszamitasokat a prim100000 munkalapon a B, a spec munkalapon pedig a
D oszloptél jobbra lehet végezni. A megoldasban sajat fiiggvény vagy makr6 nem
hasznalhaté.

Bekiildendo az i641.zip tomortett dllomény a munkafiizettel és egy rovid do-
kumentéaciéval, amelyben szerepel a kivialogatasok magyardzata, a tablazatkezeld
neve, verziészama.

Letolthet6 fajl: 100000prim.txt
(10 pont)

I. 642. Néhany hazai meteorolégiai allomas 1985 és 2019 k6z6tt mért éves adatait
vessziik goreso ala.

1. Nyissunk egy iires tablazatkezelé munkafiizetet. Toltsiik be egy iires munka-
lapra az Al cellatdl kezdve az UTF-8 kédoldsu, tabuldtorokkal tagolt met-
adat.txt fajl tartalmat. A munkalap kapja a metadatok nevet. Munkankat
mentsiik idojaras néven a tablazatkezel$ alapértelmezett formatuméban.

2. Formazzuk meg az adatokat a minta és a leiras szerint.

a) Egyesitsiik az Al:AJ1cellatartoményt;
b) szegélyezziik a munkalap adatokat vagy képleteket tartalmazé celldit;
) a munkalap betlitipusa legyen Arial, az alap bet{iméret 11 pont;
) az els6 sor bet{imérete legyen 16 pontos, a betiik félkovérek;
)
)

(oFNe]

allitsunk be olyan oszlopszélességet, hogy minden adat lathaté legyen;
a masodik sor legyen kb. dupla magassagu, a betiistilus legyen félkévér,
a cellak fliggblegesen és vizszintesen kozépre igazitottak az A2-es cellat
kivéve — lasd a mintat;

g) minden cella, amely képletet tartalmaz legyen sirga héttér- és zold

betliszinti;

h) a mintdkon halvinysarga ténusu celldk kapjanak a mintdk szerinti tonust
és félkovér betiitipust.

@

f
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A B & D E F G H | J K L M N of
Néhany idéjarasi adat éves atlaga M,
e Ev| 1985 | 1986 ‘ 1987 | 1988 ‘ 1989 ‘ 1990 ‘ 1991 | 1992 ‘ 1993 ‘ 1994 | 1995 | 1996 ‘ 1997 ‘ 199}
’13 Megfigyeld dllomés |Atlagos kézéphémérséklet, °C i
+ [Budapest 10,4 111] 107] 11.3[ 118 118] 108] 122[ 113] 125] 114] 106] 113] 1%
¢5 [Debrecen 87] 100 94 99| 104 106] 95 106 98] 113 105 101 103] 1@
5 |Gybr 92 97| 95/ 104 108 110 98 11,3 103[ 116 103] 91[ 99| 10,
/T |Kecskemét 94 102] 98] 103 108 110 96| 112 102[ 116] 105 94 99] 10/
3 |Kékestetd 47] 57] 500 53] 62 63 49 63 571 68 55 47 53 5
A [Miskolc 81 o1] 87 92 96 100 90 101] o6 108 87] 88 93] 9f
10 [Nyiregyhaza 84 o4 88| 96 101] 102 93] 102 o5 110 e8] @3] a5 a}
{1 Pécs 97] 103] 100 107] 112 115 102 118 105] 120 107] 96| 104] 104
12 [Siafok o7] 102] o9 108 113 114 103 119 1086 122] 108] e8] 107 1%
{3[Szeged 95 104] 102 107] 11,3 112 97 114 1023 117 107] 98] 1041] 10}
54 Szombathely g7l 91] 90 98] 102 102 90| 106 97 110 97 86| 95 1¢
15 |Orszégos étlag 88| 096 92 o8 103 105 93 107 88 111 100 91 97 16
'45 Minimum hémérséklet, °C f
17 [Budapest 55\ 11,8] 18,1] 8 4\ 15 9 ?\ 11,7 98] 97 72[ 11,5 11,3] 11,9] 103
R P> alumig.glyg-awn g0l s awiosasial seng] PRTN Ale_15~] paenl Cag elesig plae gl e
X Y Z | AA | AB  AC  AD  AE | AF AG  AH | A | AJ AK E,
Jsei alapjan 1985-2019 kozott f
4 2005 ‘ 2006 ‘ 2007 ‘ 2008 ‘ 2009 ‘ 2010 ‘ 2011 ‘ 2012 ‘ 2013 ‘ 2014 ‘ 2015 ‘ 2016 ‘ 2017 ‘ 2018 ‘ 2019 Leggigfbb F
4
f 109 119] 133] 129] 124] 114] 122] 130] 124] 133] 132] 127] 128] 138 140 14,0 ¢
2 98] 105 119 116] 116 1085 107] 113] 113] 122] 119] 11.1] 111 123] 124 12,4 3
< 101] 100] 118 116 113 102 109 115 111] 119 119 114] 115 124] 125 125 b
d 106 11,1 123] 11,7 120 108 114] 117 115 122] 119] 113 11.2] 123 125 12,5 {
i 55 62 71 67 67 55 67 67 64 74 74 67 67| 75 76 76 1
% 96 100 114] 112] 108] 97 104] 109 105 117 11.7] 111] 108 117 118 11.8 4
5 904] 100[ 115 111] 111] 101] 105] 109] 109] 118 115] 109] 108] 121 122 12,2 %
I 102] 112 122] 120 119 108 115 122] 115 123] 122 118] 1200 125 128 128 f
w106 114 127 122 120 108 116 124] 119 127] 124] 1200 121] 130 131 13,1
i1 102] 114] 120] 120] 121] 111 114] 118] 118] 124] 122] 118] 119 128 129 12,9 4
4 93] 101] 113 112 108] 98] 104] 111] 107] 117] 114] 109] 108 118 117 1.7 b
96 104 116 113 112 100 107 112 109 118 116 111 111 120] 121 ;
-sa| 13,7] -105] 75] -131] 58] AL1] -7.2] -152] 98] 56 6 4
- SR T+ ¥v] B Mo ey e PR ey | R V-0 SR Vo S T S T s T "
T o R S
napukszama P
58 Budapest 134 110 131 125 89 111 114 110 128 113 129 118 104 109 135 104 1§
59 Debrecen 156 113] 125] 136 119 112] 110] 120[ 131 134] 129] 134 114 131 132] 120] 13
60 Gydr 140 113 144 121 106 110 111 116 143 150 137 139 119 124 129 121 12
61 Kecskemét 137 114] 136] 111 118 117] 128 99 129 124] 139] 138 115 121 133 97 16
62 Kékestetd 149 133 166 145 126 131 147 117 156 148 165 163 145 146 149 134 1%
63 Miskolc 147 106 131 139 113 124) 120 97 118 106| 124| 138 127 129] 132] 116 13
64 Nyiregyhaza 146 107 141 143 114 121 126 114 127 114 112 138 121 127 138 116 13
65 Pécs 140 114] 151 130 140] 129] 122| 127 138 118] 149| 158 119 132 14 99 1,
66  Siofok 136 106 137 114 125 121 106 113 124 129 146 146 114 131 127 103 1
67 | Szeged 129 107| 125] 128 109 112] 118 99 117 134] 143] 143 124 123] 124 87 1
68 Szombathely 135 118 149 17 126 125 130 130 140 130 141 130 132 138 121 1
69 Orszagos atlag 141 113 139 116 19 121 113 131 128 137 141 121 128 134 111 1}-
70 |Esémentes na| 224) 252 226 249| 246) 244| 253 234| 237) 228| 225 244] 237 231 £
L4l /-}szélyus évek 1986
72 Evi csapadékétlag
73 Legtobb csapadek
74 Kékestetd i}
75 Leghidegebb hely Eve
76 |Szeged 19
B B P s ol gl et P A o

3. Szamitsuk ki az Orszdgos dtlagot tartalmazé sorokba az adott meteorolégiai
jellemz6k évenkénti atlagat az Osszes évre, és az AK oszlopba az évek soran
mért legnagyobb értékét.

4. Szémitsuk ki a 70. sorban az egyes évek esémentes napjainak szdmaét.

5. A T71. sor adatcellaiba keriiljon az adott évszdm, amennyiben a lehullott csa-
padékosszeg nem érte el a 450 mm-t, kiillonben a cella maradjon tires. A B72-es
cellaba szamitsuk ki a teljes 1985-2019-es idoszak évi csapadékatlagat.
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10.

Az AT4-es celldba keriiljon annak a mérdallomédsnak a helye, ahol az évi
legtobb csapadékot mérték.

Az AT6-0s celldba keriiljon annak a méréallomédsnak a helységneve, ahol a
leghidegebb hémérsékletet mérték, a B76-os celliba pedig az évszam, amikor
feljegyezték a mért értéket.

Készitsiink 1j diagramlapra halmozott oszlopdiagramot az évenkénti esés és
esOmentes napok szamarél a minta szerint. A diagramlap neve Esés napok
legyen.

Készitsiink 0j diagramlapra grafikont Budapest, Kecskemét és Kékestetd at-
laghémérsékletérol. Jelenitsiik meg az egyes adatsorok linedris trendjét is a
minta szerint. A diagramlap neve Atlaghémérsékletek legyen.

Készitsiink 0j diagramlapra grafikont a fagyos és hdéségnapok alakulasardl.
A fagyos napként valé megjelolés feltétele, hogy a napi minimum-hémérséklet
0 °C, vagy az alatt legyen. Héségnap alatt azokat a napokat értjiik, amikor a
napi maximum-hémérséklet eléri vagy meghaladja a 30 °C-ot. Jelenitsiik meg
az egyes adatsorok linedris trendjét is a minta szerint. A diagramlap neve
Fagyos és hoségnapok legyen.

Segédszamitasokat az AL oszloptdl jobbra, illetve a 78. sortdl lefelé végezhetiink.
A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznélhato.

Bekiildend6 egy tomoritett i642.zip dllomanyban a tablazatkezelé munkafiizet,
illetve egy rovid dokumentéacié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott tab-
lazatkezel6 neve, verzidszama.

Az adatok forrisai:

https://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_eves/i_met002ca.html
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https://www.ksh.hu/ffi/3-8.html
Letolthet6 fajl: metadatok.txt
(10 pont)
ES

Bekiildési hatarid6: 2024. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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. |

Fizika problémak megoldasa numerikus modszerrel

L |

Kozépiskolai tanulméanyaink soran tobbszor talalkozhatunk olyan problémaékkal,
amelyeket nem tudunk megoldani ,,papiron”, mivel a felirt egyenleteket til nehéz
megoldani, vagy nem is létezik megoldas zart formdban. Példa erre a matematikai
inga mozgasa, amelyet éppen ezért a kozépiskoldban csak kis kitérések esetén
targyalunk, ami j6 kozelitéssel harmonikus rezgémozgasként irhatd le. Léteznek
azonban olyan modszerek, amelyekkel szamitégép segitségével kivant pontossaggal
le tudjuk irni az ilyen rendszereket is. Két egyszerii példan keresztiil fogjuk ebben
a cikkben bemutatni ezeknek a numerikus moédszereknek az alapjait, hogy segitsiik
a hasonlé probléméak megoldéasat!.

1. probléma: Elejtett labda

Egy m tomegi, R sugart gémbot foldi korilmények kozott yo magassagbdl
leejtiink. Mennyi id6 alatt és mekkora sebességgel ér foldet? A légellendlldst ne
hanyagoljuk el!

Fizikai hattér. A legtobb kozépiskolai fizika feladatban figyelmen kiviil hagyjuk
a légellendllast, mert nehéz vele szdmolni. Nézziik meg, miért! Egy homogén ko-
zegben nem til kicsiny? sebességgel haladé testre a test koriil kialakulé drvényes
aramlas miatt a relativ sebesség négyzetével aranyos nagysagu, a relativ sebességgel
ellentétes iranyu fékezberd hat:

1
F= _§CAQ|Urel|’Urel;

ahol ¢ a test alakjatdl fiiggé allandd, A a test homlokfeliilete, p a kozeg siirtisége,
Vel pedig a test kozeghez viszonyitott relativ sebessége. Ez a sebességt6l (nem
linedrisan) fligg6 er6 okozza a nehézségeket.

Esetiinkben a gémb formatényezéje ¢ = 0,47, homlokfeliilete A = R?7, a levegé
stirfisége normdl légkéri nyomdason és 15 °C-on o= 1,225 kg/m3. A feladatbeli
kézeg nem mozog, igy a relativ sebesség megegyezik a test sebességével. Ezeket
felhasznélva és bevezetve a k= £cAp (a testre és a kozegre jellemzd) allandot a
fenti kifejezés egyszertibb alakba irhato:

(1) F = —Ek|v|v.
A testre a kozegellenalldsi erén kiviil csak a nehézségi erd hat. Mindkét erd

fiiggbleges, igy a skaldr mozgisegyenlet (a pozitiv y irdnyt fiiggélegesen felfelé
vélasztva, és kihaszndlva, hogy esetiinkben v < 0):

(2) ma = —mg + kv

1A jov8ben a pontversenyben is kittizésre keriilhetnek ilyen problémsk, amelyek megoldisihoz
szintén segitséget nyujthat a jelen cikk.
2Kis sebességeknél a sebességgel ardnyos viszkézus fékezés a meghatarozé.
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Felhasznalva, hogy a gyorsulds a sebesség id6 szerinti derivaltja, az egyenletet m-
mel leosztva és bevezetve a k = % egylitthatot, a kovetkezé differencidlegyenletet

kapjuk:

dv 4
_— = — RU™.
a7

Ezt — a kezdeti feltételeket figyelembe véve — megoldva megkapnéank a keresett v(t)
és y(t) fiiggvényeket, azonban ez nem része a kozépiskolds tananyagnak, {gy itt nem
is targyaljuk.

Numerikus megoldas. A test kezdeti allapotat és a fizika torvényeit ismerve kell
megjésolnunk a test allapotat egy tetszéleges késobbi ¢t idépontban:

(4,0)0 ~ (y,0)s-

Ezt a differencidlegyenlet megoldasa nélkiil nem tudjuk kézvetleniil megvalaszolni.
Helyette prébaljuk megjdsolni a test allapotat egy ismert allapot utan révid idd
elteltével, azaz ha ismerjiik a test y(7) helyzetét és v(7) sebességét valamely ¢t =7
id6pillanatban, akkor prébaljuk meghatarozni a t =7+ At id6pontban is:

?
(y7 U)T — (ya U)T+At-

Pontosan ezt se tudjuk megtenni, de jé kozelitéssel igen: ha a At id6 elegendéen
kicsiny, akkor (els6 rendben) tetszéleges mozgés egyenletes mozgassal kozelithetd:

y(r+ At) —y(r) = v(T)AtL,
(T + At) —v(1) = a(1)At.

A (2)-es egyenlet alapjan a(1) = —g + K(U(T))Q, igy rendezés utan:
(3) y(1+ At) = y(1) + v(1)At,
(4) o(r + At) ~o(r) + (—g+/€(v(7))2) At.

Mivel a kifejezések jobb oldaldn mindent ismeriink, igy meg tudjuk hatarozni a
keresett y(7+ At) és v(7 + At) mennyiségeket. Ha az eredeti feladatot akarjuk
megoldani, akkor a t = 0 kezdeti dllapottdl indulva addig ismételjiik a fenti 1épést,
mig el nem jutunk a keresett allapothoz:

(y,v)0 = (y,v)ar = (Y,0)2ar = .. = (Y, V)¢

A mellékelt python forrdskédban® lathaté, hogy a gyakorlatban hogyan valé-
sftottuk ezt meg. Létrehoztunk valtozdkat, amelyekben az aktudlis id6t, poziciét
és sebességet tdroljuk. Ezt kovetSen egy ciklusban At idékozonként kiszamoljuk a
test gyorsuldsat, majd ebbél a (3) és (4) egyenletek alapjan az j aktudlis pozicit
és sebességet. A ciklust megszakitjuk, ha a test foldet ért (y = 0), ekkor kifrjuk az
aktualis id6t és a sebességet a foldet érés pillanataban.

Miutan numerikusan leirtuk a folyamatot, szabadon valaszthatunk, hogy mi-
lyen osszefiiggéseket szeretnénk vizsgalni. Ebben az esetben érdemes példaul a v(t)
és az y(t) fliggvényeket grafikonon dbrazolni, hogy jobban megértsiik a folyamat

3https://www.komal.hu/cikkek/numerikus/vertical_drop.py
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fizikai hatterét. Kiilonb6z6 programozasi nyelvekben ezt kiilonb6zé moédon lehet
megtenni, mi azért javasoljuk a pythont, mert ott a matplotlib* csomaggal konnye-
dén tudunk adatsorokat dbrézolni. Ehhez annyit kell tenni, hogy a ciklus futdsa
kozben eltaroljuk az abrazolni kivant adatokat listakba, és a szimulacié lefutédsa
utdn ezekbdl elkészithetjitk a megfelel grafikonokat. Az 1. dbrdn yo =200 m és
t6bb kiilonbozd k érték esetében dbrazoltuk a fiiggvényeket (beleértve a k =0 ér-
téket is, amely hasznos viszonyitasi alap).

v (m/s) y (m) — k=0
0 200 .
k= 0,01 m
150 — k=002m’
720,
100+
7407
50
t(s) t(s)
_60 T 0 T T T
0 4 8 12 0 4 8 12
1. dbra

A v(t) grafikonon jél lathatd, hogy (a kozegellendllds nélkiili esetet kivéve) addig
né a test sebességének nagysdga, amig el nem ér (meg nem kozelit) egy az dbrdn
szaggatott vonallal jelolt hatarsebességet. Ezen a sebességen ugyanis a 1égellenallés
fékezbereje éppen kiegyenliti a nehézségi erdt, és a test egyenletes sebességgel halad
tovdabb. Ugyanezt a jelenséget figyelhetjiik meg az y(t) grafikonon is: egy bizonyos
id6 utan a gorbék meredeksége nem valtozik.

A feladatban feltett kérdés megvdlaszolasdhoz érdemes a leérkezés idejét (T') és
sebességét (vr) dbrdzolni az ejtési magassig (yo) fliggvényében (2. dbra).

vy (m/s) T (s) — k=0
0] 10 Kk = 0,01 m !
— k=002m"}
— 20,
5
_40,
- 60 : : : 0 : : o)
0 40 80 120 0 40 80 120
2. dbra

A szimulacié pontossaga. Els6rendii kozelitést alkalmazunk, ennek pontossiga
flige At-t6l: annal pontosabb a kozelités, minél kisebb At-vel dolgozunk. Azonban
minél kisebb ez az érték, annal tobb ideig fog futni a szimulaciénk, hiszen egy adott
t id6t annal tobb egységre , darabolunk fel”. Minden hasonlé probléma megoldasa-
nak fontos lépése tehat az optimdlis At megvalasztdsa, amely elegend6en pontos
eredményt ad, de nem tart til sokdig. A 3. dbrdn bemutatjuk ugyanazon szimuldci6
eredményeit kiilonboz6 At értékek mellett (yo = 10 m és x = 0,01 m~1).

“https://www.geeksforgeeks.org/plot-mathematical-expressions-in-python-u
sing-matplotlib

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/8 507


https://www.geeksforgeeks.org/plot-mathematical-expressions-in-python-using-matplotlib
https://www.geeksforgeeks.org/plot-mathematical-expressions-in-python-using-matplotlib

Jol lathaté, hogy minél kisebb At-t valasz-

y (m) — At=1s P . [ ‘
104 Af—05s tunk, annal simabb lesz a gorbe és annal pon-
At 0’25 tosabb lesz a kiszamitott T esési id6, hiszen an-
T 2P R95 14l jobban kézelitjitk az (ebben az esetben zart
— At=001s

alakban is meghatdrozhat6) elméleti megolddst.

a Viszont minél kisebb At, annél tobb iterdcios 16-
pést végez el a program (és igy annal tobb ideig
t(s)  is fut, amelyet bonyolultabb problémék esetében
0 0 1 2 mér figyelembe kell venni), ahogy ezt a tdbldzat
3 dbra mutatja.
At (s) | T kiszdmitott értéke (s) | iterdcidk szdma
1 2 2
0,5 1,7 4
0,25 1,57 7
0,125 1,51 13
0,01 1,456 146
0,001 1,452 1453
elmélet 1,452 -

2. probléma: Ferde hajitas kozegben

Az el6z6 feladatban targyalt testet most hajitsuk el vy kezdGsebességgel, a
vizszinteshez képest « szOgben a talaj szintjérol. Hogyan fiigg a hajitas tavolsdga a
Vg, @ és k paraméterektsl? Eredménytunket abrazoljuk grafikusan is! A légellendlldst
ebben az esetben is vegyiik figyelembe!

Fizikai hattér. Az eléz6 feladattal szemben itt két dimenziéban kell dolgoznunk.
Ehhez vegyiik fel az x és y tengelyeket a szokdsos mdédon (z az eldobds helyétél
mért vizszintes tavolsdg, mig y a talaj feletti magassig). Kozegellendllds nélkiil
a ferde hajitds egy vizszintes irdnyu egyenletes mozgas és egy fiiggéleges irdanyu
egyenletesen gyorsulé mozgds szuperpoziciéjaként kezelheté. Ennek kovetkeztében
kiilén-kilon megoldhaték a mozgasegyenletek, nem befolyasolja az egyik kompo-
nens megvaltozasa a masik komponens megvaltozasat.

Ez azonban ebben a feladatban mér nem lesz igaz! Ha figyelembe vessziik a
kozegellenallast is, akkor azt tapasztaljuk, hogy a kozegellenalldsi eré mindkét
komponense fiigg a sebesség mindkét komponensétél, vagyis az x és y irdnyud
mozgasegyenletek nem fiiggetlenek:

Uy

2 2
vz + vy

F, = —|F|

b

H

Uy
Fy:_|F| =

\/ V2 + 02 7
ahol felhasznaltuk, hogy |v] = | /vZ +v2.
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Behelyettesitve (1)-bdl F kifejezését és figyelembe véve a nehézségi gyorsulast
felirhatjuk a két mozgasegyenletet az el6z6 részben hasznalt jelolésekkel:

dv

TR A Rt
dv

d—ty = —g — Kvy/v2 + 3.

Ezt a differencidlegyenlet-rendszert nem tudjuk zart alakban megoldani, igy ismét
numerikus moédszereket hivunk segitségiil.

Numerikus megoldas. Ugyanigy jarunk el, mint az elsé feladatnal, csak itt két
dimenziéval van dolgunk, gy a (3)-as és (4)-es egyenletek helyett most két-két
egyenletre lesz sziikségiink:

(T + At) = x(1) +
y(t+ At) = y(r) +

2 (T)

v (T)AL,
vy (T) AL,

1}1(7' + At) ~ ’U$(T) - K'Ux(T)\/(Um(T))Q + (Uy(T))2> At,

vy (T + At) ~ vy (1) — <g+ﬁvy(7)\/(vm(7))2 4 (vy(T))2) At.

FEzekbol az egyenletekbdl python segitségével ugyantgy megirhatjuk a numerikus
megolddsunkat, csak most t6bb valtozot (¢, x, y, v, és vy) kell kezelniink®. A légel-
lenéllas hatdsanak demonstraldsiara érdemes elGszor egy hajitdas palyajat kirajzolni
(vo =10 m/s, @« =45°, k=0,1 m~!, /. dbra piros gérbe).

51 Y (m) — k=0
— k=0,1 m !
2 -
1
z(m)
0 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
4. dbra

Lathaté, hogy a jol ismert, 1égellenéllas nélkiil szamitott szimmetrikus parabo-
lapélya (k =0, kék gorbe) deformdlédott és aszimmetrikusséd valt a kozegellenallasi
er6 hatasara. Ebbdl mar sejthetjiik, hogy a maximalis tdvolsdghoz tartozé copt 5z0g
csokkenni fog.

Ahhoz, hogy ezt a szoget megtalaljuk, ugyanazon vy és x paraméterekkel fut-
tassuk le a szimulaciot kiilonbozé kiindulasi szogeknél, és mindig taroljuk el, hogy
milyen messze repiilt a test. Ezutdn egyszertien csak meg kell nézniink a legnagyobb
tavolsagot és az ahhoz tartozd aopt szoget. A tartomanyt sziikitve addig finomit-
hatjuk az eredményt, ameddig szeretnénk. Az 5. d@bran a vy =10 m/s sebességgel
eldobott testek xpax hajitasi tavolsaga lathatd az eldobas a szogének fliggvényében.
Szaggatott vonallal bejeloltiikk a kiilonboz6 k értékeknél elérheté xp,,x maximélis
tévolsdgot és az ezekhez tartozd apy optimélis eldobési szoget.

Shttps://www.komal.hu/cikkek/numerikus/projectile_motion.py
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':L.IllilX(IIl) — k= 0
10 : K= 01m "
| — k=02m "
54/ :
! a(®)
0 T T = J ' ‘

5. dbra

Ha sok, kiilonb6z6 x-val rendelkez6 testet elinditunk ugyanazon sebességgel,
akkor a fenti médszert hasznélva elkészithetjiik az copt (k) grafikont is. A 6. dbrdn a
vg = 10 m/s sebességgel eldobott testek idedlis hajitasi szoge ldthatd a légellenalldst
jellemz6 k paraméter fliggvényében.

aopt (%)
45 7\
30+
15
—1
K (m
0 T T T T ( T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

6. dbra

Megjegyzés. Felmeriil a kérdés, hogy a numerikus megoldéds helyessége hogyan ellen-
Orizhet6 abban az esetben, ha a probléma nem oldhaté meg zart alakban. Els6sorban a
programozasi hibak kisziirése a cél. Az egyik lehetdség egy fiiggetlen, mas modszerrel el-
végzett numerikus megoldédssal valé Gsszevetés. A maésik lehetdség olyan specidlis esetek
vizsgédlata, amelyek nem csak numerikus megoldassal kaphatdéak meg. Néhany példa:

e A numerikus megoldds k =0 értékre egyezik a zart alakban is meghatdrozhato

kozegellendllas nélkiili megoldéssal.

o Hosszt id6 utdn a test sebessége fiiggblegessé valik és tart a veo = /g/k értékhez.

o A labda mechanikai energidja idében monoton csokkend fiiggvény.

Fontos hangsilyozni, hogy az ilyen tesztelés ugyan kimutathatja, ha hibas a megoldas, de
nem bizonyitja annak helyességét.

Konkluzié, kitekintés. Cikkiinkben bemutattuk, hogy egyszerti numerikus méd-
szerekkel milyen &tfogd képet lehet kapni bonyolult, akar megoldhatatlannak tiiné
problémdakrél is. Fontos megjegyezni, hogy a fent leirt médszerekkel nemcsak me-
chanikai jelenségek irhatok le, hanem nagyon sokféle fizika probléma. Befejezésképp
alljon itt egy hdzi feladat, amely a cikkben szerzett ismeretek segitségével megold-
haté.

Feladat. Nagyon nagy, feliil nyitott edénybe, amely p strliségii, n viszkozitasu,
homogén, 6sszenyomhatatlan folyadékot tartalmaz, a felszintél zg tavolsdgban fij-
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junk be egy apré, Vy kezdeti térfogati, nitrogént tartalmazoé gazbuborékot. Mennyi
id6 alatt fogja elérni a buborék felsd széle a folyadék felszinét?

Itt sokkal lassabb mozgas alakul ki, igy most a viszkozitasbdl szarmazé kozegel-
lenalldsi erét szamoljuk a Stokes-torvény® alapjan az F, = —6mrnv dsszefiiggéssel,
ahol r a buborék sugara, v a sebessége, 1 pedig a kézeg viszkozitisa. Tekintsiik a
buborékot végig gomb alakinak, és a hémérsékletet dllandé Ty értékiinek!

A megoldas akkor teljes értékii, ha kiilonb6zé kezdeti paraméterekkel is miikodik
a szimulacid, ezért nem adtunk meg numerikus értékeket.

A megoldést (barmilyen egyéb kérdéssel egyiitt) a csoka.peter.05@gmail.com

e-mail cimre lehet bekiildeni.
Csoka Péter, Seprodi Barnabas

|~ ]
Mérési feladatok megoldasa “
| 1] |

M. 432. Készitsiink két, szajaval dsszeforditott PET palackbol és buzadardbol
Lhomokordat”. A palackok kézé helyezzink kilonbozd szikitdket, amelyekkel a kor
alakd nyilds d dtmérdjét tudjuk vdltoztatni. Mérjik meg a bizadara T lepergési
idejét a d datmérd figguényében! Az elméleti vdrakozds szerint T ~ dY. Milyen ~
kitevd adodik a mérésbol?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

Megoldas. A méréshez a kovetkez6 eszkOzoket hasznédltam: két 1 literes PET-
palack kupakkal, btzadara, farégép 1,5 mm—10 mm fardszarakkal, konyhai mérleg,
stopper, toléméro, satu, ragasztdszalag, tolcsér, ollé.

A mérés menete: Minden egyes d d4tmérénél (a legkisebbel kezdve) ratekertem
a kupakot az egyik palackra, és azt satuba fogva a kupak kozepén lyukat fartam.
A furat 4tméréjét tolémérével ellendriztem. Ezutan az tires palackot mérlegre he-
lyeztem, és tardzas utdn tolcséren keresztiil 400 g buzadardt ontottem bele. A két
palackot ragasztészalaggal egymashoz rogzitettem. A ,homokéra” megforditasatol
a lepergés abbamaradasaig mértem az id6t. Ezt minden atmérénél 6tszor megis-
mételtem, és utana folytattam a kovetkezd atmér6jl lyuk elkészitésével.

1,5—4 mm-es furat esetén egyaltalan nem indult el a lepergés, mert a biizadara
beszorult a furatba. A lepergési idSket 4,5-10 mm-es furatok esetén, és a 25 mm
atmérdji kupak nélkiili palacknyak esetében tudtam mérni. A mért adatokat,
valamint az idOk atlagat és szérasat a tablazat elsé nyolc oszlopa tartalmazza.

Az elmélet szerint T'~ dY, azaz T = kd”, ahol k egy allandé. A kifejezés mindkét
oldalanak logaritmusat véve
(1) lgT =1gk+7lgd,

6 A Stokes torvény akkor érvényes, ha a gomb alakii test koriil laminéris dramlds alakul ki, és
a Re= % Reynolds-szdm értéke 1-nél kisebb.
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igy a tablazat tovabbi oszlopaiban feltiintettem lgd és IgT értékeit, valamint az
utobbi hibajat is.

d o ||| | T | oo
(mm) | (s) (s) (s) (s) (s) (s) (s)
45 | 586 | 578 | 570 | 601 | 596 | 586 | 12,7 | 0,653 | 2,768 | 0,009
5 | 436 | 427 | 426 | 433 | 419 | 428 | 6,61 | 0,699 | 2,632 | 0,007

6 | 256 | 241 | 242 | 228 | 241 | 242 | 9,91 | 0,778 | 2,383 | 0,008

8 89 | 93 | 93 | 93 | 95 | 9262190903 | 1,967 | 0,011
10 | 49,7 | 49,3 | 49,8 | 50,4 | 50,9 | 50,0 | 0,63 | 1,000 | 1,699 | 0,006
25 | 5,09 | 4,92 | 4,91 | 4,90 | 4,98 | 4,96 | 0,08 | 1,398 | 0,695 | 0,007

lgd lgT Ol

(1)-nek megfeleléen ~ értékét grafikus egyenesillesztéssel hatdroztam meg.
A téblazat alapjan lgT-t lgd fliggvényében abrazoltam, bejeldlve 1gT" hibajat is. Az
egyenesillesztést manualisan végeztem el, a legjobban illeszkedé egyenesen kiviil a
hibdkat figyelembe vevo leglaposabb és legmeredekebb egyeneseket is berajzolva.

lg T
31 AN
9
14
lg d
0 T
0 0,5

A grafikonro6l az egyenesek meredeksége leolvashaté. Ez alapjin a kitevé mért
értéke:
v=-2,714+0,17.

Diszkusszid. Az varhaté volt, hogy d novelésével T csékkenni fog, azaz v < 0.
A keresztmetszet d>-tel ardnyos, ami alapjan v = —2 értéket varhatnank, de ennél
lényegesen erdésebb csokkenést mértem ki. Rdadasul d < 4 mm esetében egyaltalan
nem indult el a buzadara. Ez azzal magyardzhato, hogy a daraszemcsék kozotti
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surl6déas miatt ilyenkor beszorulnak a szemek a lyukba. Feltételezhetéen a —2-nél
kisebb mért v érték is ezzel magyarazhato.

A Gnddig Péter—-Honyek Gyula: 123 Furfangos Fizika Feladat 47. feladatdban
is egy homokora lepergési idejét kell meghatarozni dimenzidanalizis segitségével.
A feladatban a lyukatmérén kiviil a homok teljes H magassagat és a g nehézségi
gyorsulast is figyelembe veszik, és igy az eredmény

1
Ty —H?
d°g
lesz, amely v = —2.5 értéknek felel meg. A hibahatart is figyelembe véve a mérési

eredményeim ezt megkozelitik. (Természetesen a kis 4tmér8knél torténd beszoruldst
semelyik v érték sem frja le.)
Hegediis Mdrk (Budapest, ELTE Apéaczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)

11 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldés. Kicsit hidnyos (5 pont) 3, hidnyos (3 pont)
3 dolgozat.

[ <]

Fizika gyakorlatok megoldasa

L l

G. 853. Egy renddérautd az autdpdlydn halad. Sebességét a szdmitogépes rendszer
rogzitette, ez alapjdn készilt az aldbbi v,(t) grafikon. Egy motoros egyszer csak
megeldzi a rendbrautdt, a renddrauté méri a motoros sebességét. Az un(t) grafikon
azt mutatja, hogy mekkora a motoros sebessége a renddrautohoz viszonyitva.

a) Rajzoljuk meg a motoros foldhoz viszonyitott sebességének vy, (t) grafikonjdat!

b) A grafikonokon dbrdzolt idétartam alatt mikor volt a legtdvolabb egymdstdl a
két jarmid? Mekkora ez a tdvolsdg?

120+
100+
80

60

40+

20

0

|
|
|
|
\
|
|
|
|
\
|
|
|
|
|
\
0 10 20 30 40 50 60 70
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40
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— 40

¢) A 60. mdsodperc utdn dllandd sebességgel haladnak tovdbb. Mikor elézi vissza
a renddérauté a motorost?

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhaz

Megoldas. a) A motoros sebességét megkapjuk, ha a két grafikont 6sszeadjuk
(1. dbra).

120+

100

80+

60

40+

20

t(s)
o 10 20 30 40 50°_60 70 80 90 100 110 120
—20- N e e e e e e e e - ==

0

—40-

1. dbra

b) A t =0 pillanatban a két jarmi{i egymés mellett van, {gy a motoros rendérau-
tohoz viszonyitott sebességét abrazold grafikon alatti tertilet megadja a két jarmi
egymadshoz viszonyitott tavolsdgat (2. dbra). Amig a relativ sebesség pozitiv, addig
a motorosnak nagyobb a sebessége, és tavolodik a renddrautétol. Tehat a ¢ =50 s
id6pontban lesz a két jarmi kozotti tavolsdg a legnagyobb.

A két maximédlis tdvolsig a gorbe pozitiv része alatti teriilet (a km/h-ban
megadott sebességeket m/s-ra atvaltva):

1 20+ 30 30420 20 1
Admaxz-(lo- i +20-30410- T +10~2):333m:3km.

3,6 2 2

¢) Ezutan a tavolsaguk csokkenni fog, a rendérauté a tg idépontban éri utol a
motorost. A gorbe negativ része ,alatti” teriiletnek meg kell egyezni a b) részben
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40+

20+~ -
t(s)

|
lo 10 20 30 40 B50N_60 70 80 90 100 1'10i1'20
_20_ 7777777777777777777777

—40-

2. dbra

kiszamolt maximalis tavolsaggal:

1
3,6

20
. (10- 5 + (to —60) - 20) = Adpax-
Ebbdl tg =115 s, ekkor elézi vissza a rendérauté a motorost.
Barth Albert Krisztidn (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)

39 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos (1-2 pont)
13, hibas 3 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5549. Homogén tomegeloszlast, M tomegi, vékony
huzalbdl zart sikgorbét hajlitunk. Az igy kapott keret tehe-
tetlenségi nyomatéka a tomegkézéppontjan athalado, sik-
jara meroleges tengelyre vonatkozéan Og. A testtel ezutdn
kisérletet végziink az dbrdn vazolt mdédon: kiillénb6zé pont-
jai mentén felfiiggesztjik, majd mérjik a kis amplitudéju,
sajat sikjaba es6 lengéseinek periddusidejét. Mekkora a le-
hetséges legkisebb lengésid6?

(5 pont) Diirer Verseny feladata nyoman

Megoldas. A fizikai inga periédusideje kis amplitiddju lengések esetén

T=2m ) ——
™ gL

ahol L a forgéastengely tavolsiga a tomegkozépponttol, © pedig a forgastengely-
re vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték. A Steiner-tétel alapjan © = Qg+ M L?,
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ahol O a tomegkozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték. Ezt behe-
lyettesitve a lengésid6 képletébe:

[©0+ ML? 0y ML? 0 L 90
T—9 —92 =9 —>2 2 —=.
™ T ML ™ argr g =\ agr T4 77" Mg?

Az utolsé 1épésben a szamtani és mértani kozepekre vonatkozé egyenlGtlenséget
hasznaltuk fel. Tehdt a lehet6 legkisebb lengésidé:

40
Tmin =27 ¢ W
Ez akkor teljestil, amikor
© L
MgL g’
azaz
SN
Lmin = Ve
M

Az ingét a tomegkozépponttdl ilyen tavolsdgban kell felfiiggeszteni.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy ez mindig lehetséges. Osszuk fel a huzalt
n darab, egyenként % tomegi, a huzal mentén egyenl6en elosztott tomegpontra.
Jelolje az i-edik tomegpont tdvolsdgat a tomegkozépponttol r;, a tomegkdzéppont-
hoz legkézelebbi pont tavolsagat rmin, a legtavolabbiét rp.. Ekkor a tehetetlenségi
nyomaték definicigja alapjan

@o—z 2M MZT’

=1

Ezt felhasznélva

Oy 1 & 1 —
— — E 2 E 2 —
Lmin - M - 5 : 7'1' 2 ﬁ : 1Tmin = Tmin,
i=

mivel minden i-re r; > ry;,. Ugyanezt a gondolatmenetet elvégezve rpax-ra is,
megkapjuk, hogy 7min < Lmin < "max, tehdt a huzal folytonossidga miatt mindig
talalhaté megfelel6 tavolsagra 1évo felfliggesztési pont a huzalon.

Pdzmdndi Jézsef Aron (Dunakeszi Radnéti M. Gimn., 8. évf.)

32 dolgozat érkezett. Helyes Czirjak Marton Pal, Gyenes Kéroly és Pazmandi Jézsef
Aron megoldasa. Kicsit hidnyos (4 pont) 21, hidnyos (2-3 pont) 3, hibas 5 dolgozat.

P. 5556. Egy tdvoli kettdscsillag egyik bolygdjdan értelmes lények élnek. A csilla-
gdszaik megdllapitottik, hogy a két csillag tdvolsdga iddben dllandd, ezt a tdvolsdgot
vdlasztottdk ,csillagdszati eqységnek” (CsE). Az drkutatdik egy érzékeny drtdvesivet
juttattak el a kettds rendszer Lo Lagrange-pontjdba, amely a kisebb tomegi csillag-
tol % CsE tdvolsagra, a mdsik csillaggal ellentétes oldalon helyezkedik el. Mekkora
a két csillag tomegének aranya?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
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Megoldas. Legyen a két csillag tomege mq és ms, ahol mo > mq. A két csillag
kozotti gravitacios ero:

mimeso
7 (r1+72)?

ahol 71 és 5 a két csillag tavolsdga a tomegkozépponttol. Mindkét csillagot a koztitk
fellép6 gravitacios erd tartja korpalyan:

Iy =

F,= mlrlwz,
F,= Mmarow?.

Behelyettesitve Fy kifejezését, és egyszerlisitve m-gyel, illetve my-vel:

M2 2
L S——.
'7(r1 +7”2)2 e

A két egyenletet Osszeadva és rendezve megkapjuk a kormozgas szogsebességének

négyzetét:
2 mi +me

W =y—.
NCETSE

A kettOs rendszer Lo Lagrange-pontjaban az oda helyezett mg tomegi testet a két

csillag egyiittes gravitacios ereje tartja ugyanekkora w szogsebességii korpalyan, igy

a mozgasegyenlete:

momsa moMma 9 my+mg
+ =mo(r1 + R)w* =mo(r1 + R) v ———%,
B T Rrntre Mt olr + RV )
ahol R az Ly pont mq-t6l vald tavolsaga. Rendezve:
my mao mp +my
St =+ R,
R2 (R+7‘1+T2)2 ( ! )(T1+T2)3

majd felhasznalva, hogy a feladatban szerepld adatok, illetve a témegkdzéppont
definiciéja alapjan:

1
ri+ro=1CSE, R= §CSE: # és 1= ﬁ(rl + 1),
mi mo mo mi 4+ meo
+ = +05)(r1+7ry) —=,
(0,5(r1+72))% * (1,5(r1 +12))° (m1+m2 (ry 2)(T1+T2)3
m1 meo
W + 17? =mya +075(m1 +m2),
mo . 63
mq o 19

Tehat a két csillag tomegének aranya % = 3,32.
Csernyik Péter (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)

53 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldas. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 3, hidnyos (1-2
pont) 7, hibds 13 dolgozat.
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P. 5557. Egy R sugari, vékony fali, régzitett csd belsejében, annak legmélyebb
pontjianak kézelében csuszismentesen ide-oda gurul eqy m témegi, v sugard, homo-
gén tomegeloszlasu henger. Mekkora a mozgds periddusideje?

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

Megoldas. Téritsiik ki a hengert valamilyen kis & szoggel, és vizsgaljuk meg a
réd haté erdket, forgatonyomatékokat. A cs6hoz képest radidlis irdnyban a falbdl
szarmazo6 nyombero kiegyenliti a tobbi er6t, igy ezzel a komponenssel nem kell fog-
lalkoznunk. Tangencidlis iranyban lefele hat a nehézségi eré mgsin ® komponense,
ezzel ellentétesen pedig a surlédasi erd. Erre az irdnyra a mozgasegyenletet felirva:

(1) S —mgsin® = ma,

ahol a-val a henger tomegkozéppontjanak érinté irdnyd gyorsulasat jeloltiik. A t6-
mor henger forgastengelyére nézve csak a sirlédasi erének lesz forgatényomatéka,
igy a forgasegyenlet:

(2) Sr =04,

ahol © = %mr2 a tomor henger tehetetlenségi nyomatéka, § pedig a szimmetria-
tengelye koriili szoggyorsulasa. Mivel a henger nem csuszik meg, igy az als6 pont
gyorsulasa zérus, amibol:

3) a=rp.

A (2)-es egyenletbdl S-t kifejezve és (1)-be behelyettesitve:
C)
TB —mgsin® =ma,

amelybdl (3)-at és O kifejezését felhasznélva az aldbbi kifejezés adddik:
2
(4) a=—§gsm¢).

Ha a c¢s6 szimmetriatengelye koriili mozgast tekintjiik, akkor a kis test tomeg-
kozéppontjanak szoéggyorsulasa:

a
B=
R—r’
amelybe (4)-bél a értékét behelyettesitve:
29
B=——7 _sind.
3(R—r) S

B éppen a csé szimmetriatengelye koriili ¢ szogelfordulas méasodik derivaltja, to-
vabba kicsiny kitérésre sin ® ~ ®. Ezeket felhasznélva:
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Ez egy harmonikus rezgémozgést leiré differencidlegyenlet, amelybdl a mozgés
korfrekvencidja:

29
w =
3(R—r)’
a kérdezett periddusid6 pedig:
T—or 3(R—7)
29

Csdka Péter (Pécsi Janus Pannonius Gimn., 12. évf.)

39 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 11, hidnyos (1-2
pont) 18, nem értékelt 1 dolgozat.

Fizikabol kittizott feladatok

M. 435. Rakjunk nehezéket egy haztartasi gyertya aljara, hogy az vizbe helyezve
fliggbleges helyzetben usszon. Gytjtsuk meg a gyertyat, majd mérjiik meg, hogyan
valtozik a gyertya vizbe meriilé hossza a pillanatnyi teljes hosszanak fliggvényében.
A mérési adatok segitségével hatarozzuk meg a gyertya anyagdnak siiriiségét!

(6 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

G. 865. Egy tartalykocsi Hodmezévasarhelyrdl a 200 km téavolsagban 1év6 Deb-
recenbe szallitott heti rendszerességgel tejet. Egyik alkalommal a sofér féluton ész-
revette, hogy a tartdlyon képz6dott kicsiny lyukon keresztiil a tej folyamatosan
csOpOg az uttestre. Amikor 2 6raja tton volt mar, 1,2 liter tej hidnyzott a tartaly-
bél. Ekkor nagyobb sebességre kapcsolt, hogy minél el6bb célba juttassa a szallit-
manyt. Debrecenbe érkezve Osszesen 2 literrel kevesebb tejet tudott atadni, mint
amennyivel eredetileg elindult.

a) Mekkora atlagsebességgel tette meg a 200 km-es tdvolsdgot a tartdlykocsi?

b) Hény méterenként hagyott nyomot az ttburkolaton a kicsopogott tej az 1t
elso, illetve mésodik felén, ha egy-egy csepp térfogata 0,2 ml?

A cseppek szabdlyos id6kozonként valtak le a tartalyon 1év6 lyuk peremérol.
(4 pont) Tornyai Sandor Fizikaverseny, Hédmezovasarhely

G. 866. Egy kétszeresen meghajlitott vékony csé harom, elegendéen hosszi
részbdl all. A kozépso rész vizszintes, az elsd rész 30°-os szoget, a harmadik rész
pedig 45°-0s szoget zar be a vizszintessel. A szakaszok ugyanabban a fliggéleges
sitkban fekszenek, az egyes szakaszokat rovid, torésmentes hajlatok kotik Ossze.
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A cs6 bal oldali végén egy csap annyi levegét zar el a kiilvilagtol, hogy a bal oldali
csOszakasz aljan L hosszisdgi higanyszal legyen nyugalmi allapotban. A csapot
hirtelen kinyitjuk, emiatt a higanyszal sirléddsmentesnek tekintheté mozgésba
kezd. Indulaskor a higanyszal eleje a cso elsé és méasodik szakaszanak talalkozasanal
van.

A higanyszdlnak maximalisan mekkora része keriil be a ¢s6 harmadik szaka-
szaba?

30° 45°

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhaz

G. 867. Egy kaloriméterben jég és viz keveréke van. A kalorimétert allandé
fitételjesitménnyel melegitjiik, és mérjik a tartalmanak hémérsékletét, amelyet az
id6 fuggvényében dbrazoltunk.

T (°C)
7,00

5,25 /
50 /

1,75 /

t(s)
0 375 750 1125 1500

-1,75

A mérés végén 850 ml viz volt a kaloriméterben. Allapitsuk meg, hogy mekkora
a flitételjesitmény, valamint azt, hogy mennyi jég volt kezdetben a kaloriméterben!

(4 pont)
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G. 868. Az dbrdn lathaté rombusz oldalélei R ellenallasiak, az egyik atlés élé-
nek ellenéllasa pedig xR, ahol x > 0 egy valtoztathaté paraméter. Két tetszéleges
csucspontra U fesziiltséget kapcsolunk. Szamitsuk ki minden lehetséges esetben az
0t ellenallason fejlédé teljes hételjesitményt az x paraméter fliggvényében!

2
R R
3 zR 1
R R
4
(4 pont) Kozli: Cserti Jézsef, Budapest

P. 5598. Tom McPoint, a hires akrobata a hirek szerint 2024 telén H6dmezo-
vasarhelyen is bemutatja legendds mutatvanyat, amelyben egy toronyhaz tetejére
rogzités nélkiil rafektetett, az utca f6lé kinyuld deszkapalld végére kisétalva integet
a nézdkozonségnek. A produkciét megel6z6 napon az akrobata segédei vizzel fello-
csoljak a kivalasztott haz vizszintes tetejét, hogy tiikorsima jégpancél alakuljon ki
rajta, majd a mutatvany kezddpillanatdaban a jégre fektetett, 6 méter hosszu pallét
olyan hosszan toljak ki a tetd szélén tul, hogy még éppen ne billenjen le, ha Tom
a tetén maradt végére raall (dbra).

a) Legfeljebb milyen hosszi lehet a mutatviny kezdetén a deszkapallé utca {61é
kiny1l6 része, ha Tom 60 kg, a pallé pedig 40 kg tomegii?

b) Milyen messze lesz Tom a mutatviny végén a hdztetd szélétdl, ha 4llandé
nagysagu sebességgel 20 s alatt végigsétal a deszkan?

A pall6 és a jég kozott fellép6 surlodas elhanyagolhatd, a mutatvany sordan Tom
talpa nem csiszik meg a deszka feliiletén.

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely
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P. 5599. Egy forgasi paraboloid alaku, fliggéleges szimmetriatengelyti, vékony
fémserleget az O cstcsandl vizszintes tartolaphoz erdsitettiink. A P pont és a siklap
tavolsdga hg. A serleg belsejében elhelyezett vékony csébe, annak ) végpontjanal
egy pontszeri testet ejtettiink, amely a serleg P pontjanal hagyja el a csévet. A @
és a P pont magassagkiilonbsége H.

A kis test a serleg érintésikjaban fekvo, vizszintes egyenes iranyaban repiil ki a
cs6bol. Milyen hatarok kozott fog valtozni a kis testnek a lemeztol mért h tavolsaga
a tovabbi mozgds sordn? (A sirlédds mindenhol elhanyagolhat6.)

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka

P. 5600. A vizszintes, surlodasmentes talajon
all6 létra két egyforma szara kezdetben g szoget
zar be a talajjal, és a koztiik 1év6 lanc akadalyoz-
za meg a szétcsiuszasukat. A létra tetején egy M
tomegii ember il. A lanc elszakad, a létra szétnyi-
lik. Mekkora sebességgel és gyorsuldssal ér talajt
az ember? Hogyan aranylik ez a két mennyiség
ahhoz, amikor az ember ugyanekkora magassag-
bél szabadon esik le? Vizsgéljuk az M — 0, illetve
az M — oo hatéreseteket. Tekintsiik a létra sza-
rait egy-egy m tomegli, ¢ hosszisdgi homogén
radnak, az embert pedig pontszeriinek. A 1étra két szarat feliil egy surléddsmentes
csuklé tartja Ossze.

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5601. Egy vizszintes membran fiiggéleges irdanyban, harmonikusan, 500 Hz
frekvencidval rezeg. A membranra finom homokot szérunk, és azt latjuk, hogy a
homokszemcsék a levegébe emelkednek, a membran egyensilyi helyzete felett 3 mm
magassagig. Mekkora a membréan rezgésének amplituddja?

A homokszemcsék iitkozését a membranon tekintsiik teljesen rugalmatlannak.

(5 pont) Quantum Magazine nyoman
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P. 5602. Vizszintes hengerben egy dugattyd héliumgédzt zar el. A gzt 10 W
teljesitményii flitészallal melegitik. A gaz a dugattyut egyenletesen tolja kifelé.
A henger keresztmetszete 10 cm?. A kiilsé légnyomés 100 kPa. Mekkora sebességgel
mozog a dugattya?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
P. 5603. Egy homokos tengerparton heverd, kis méretii tengeri csillagot négy-

kézlab allva, pontosan feliilr6l, 50 cm magassagbdl néziink. A dagaly miatt lassan
emelkedni kezd a vizszint, és 40 cm magassagu viz lepi el az allatot.

a) Hanyszor nagyobbnak (azaz hdnyszor nagyobb szog alatt) latjuk a tengeri
csillagot, mint kezdetben, ha testhelyzetiinket nem véaltoztatjuk meg?

b) Hanyszor nagyobbnak latjuk a tengeri csillagot, ha egy 0,5 dioptrids szem-
iveget is felvesziink a dagaly bedlltaval? Hol keletkezik ilyenkor a lencse altal al-
kotott kép?

A szemiiveg és a szemiink kozti tavolsdgot hanyagoljuk el!

(4 pont) Példatari feladat nyomdn

P. 5604. Egy laposelem iiresjarasi fesziiltsége Uy = 4,5 V, belsd ellenallasa Ry, =
=1,5 Q. Van két egyforma izzélampank, amelyek I(U) karakterisztikdja az dbrdn
lathato.

0,3

0,2

U(v)

I
|
|
|
|
|
\
|
|

0,1+ :
|
|
|
|
|
f

0 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5

a) Hogyan fiigg a telep kapocsfesziiltsége a terhelé aramtél? Abrazoljuk a telep
I(U) karakterisztikajat!

b) Egy izz6t rdkapcsolunk a telepre. Hatarozzuk meg az izzéra esé fesziiltséget
és az izz6n atfolyé dramot (az tin. munkapontot) az I(U) grafikon segitségével!
c) A két izz6t
1) parhuzamosan,

it) sorba
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kapcsoljuk, és igy kotjiik ra a telepre. Készitsiik el a parhuzamosan, illetve a sorba
kapcsolt izzdk (egyiittes) I(U) karakterisztikdjat, majd hatdrozzuk meg mindkét
esetben az 1j munkapontot. Ezutan hatarozzuk meg mindkét esetben az egy izzéra
esO fesziiltséget és az izzdén atfolyd dramot!

(5 pont) Kozli: Vanké Péter, Budapest

P. 5605. Egy mozgd argonatom nyugvé neonatommal rugalmasan {itkozik. Leg-
feljebb mekkora szoggel térilhet el az argonatom?

(5 pont) Példatéri feladat nyoméan

P. 5606. Egy mg Ossztomegi irhajé a bolygdkdzi térben, kiilsé erék jelenléte
nélkiil halad v sebességgel. A mozgasirdny megvaltoztatasa céljabol egyszer csak
bekapcsolja hajtémiivét, amelybdl alland6 u nagysagi (relativ) sebességgel dramlik
ki a hajtéanyag, mindvégig az tirhajé pillanatnyi sebességére meroleges irdnyban.
Mekkorara csokken az tirhajé tomege, amig sebességvektora az eredeti iranyhoz
képest 90°-kal fordul el?

(6 pont) Példatéri feladat nyoman

*

Bekiildési hatarido: 2024. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Felhivas a Fagypont Fizikataborra

A tavalyi sikeres els§ alkalom utdn ebben a tanévben

2025. januar 3. és 5. kozott

masodszor is megrendezésre keriil a Fagypont Fizikatabor.

A hétvége 16 célja, hogy segitsen a fizikaversenyekre, els6sorban a Nemzetkozi Fi-
zikai Didkolimpidra felkésziilni, és Osszehozza a fizika irdant érdekléddket. Lesznek
el6adasok ritkan targyalt témakorokrol, amelyeket volt olimpikonok és felkészitd
tandrok tartanak. Mutatunk kiilénbo6z6 érdekes megoldasi médszereket, és persze
lesz sok-sok izgalmas feladat. A fizika mellett beszélgetésre, tarsasozdsra, zenélésre
és sportolasra is lesz lehet&ség. A tdbor Budapesten lesz, a részvétel A Gondol-
kodds Oréme Alapitvany jovoltabdl ingyenes. Tovabbi informécié és jelentkezés:
https://sites.google.com/view/fagypontfizika

A szervezok
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FOR SECONDARY SCHOOLS
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 493): K. 829. Find the two small-
est consecutive positive integers, adding the digits of which we get exactly 2024. K. 830. In
swimming competitions, there are mixed-gender 4x100 m medley relay races. This means
that the team consists of two men and two women, and in each stroke 100 meters has to be
completed. It’s up to the team to decide which stroke the male and female members will
compete in. The best times achieved by the swimmers for the 100-meter segments is the
following. In backstroke Botond 52.30; Csaba 52.52; Andrés 52.59; Xénia 57.33; Zéra 57.72;
Vera 57.98. In breaststroke Ferenc 59.03; Géza 59.11; Hugd 59.30; Sara 65.28; Timea 65.54;
Réza 65.59. In butterfly Andras 49.90; Botond 49.99; Dénes 50.21; Yvette 55.58; Ur-
sula 55.63; Vera 56.21. In freestyle stroke Andras 47.40; Csaba 48.48; Elemér 48.50; Xé-
nia 52.36; Yvette 52.49; Piroska 52.73. Supposing that the swimmers can achieve the same
results in a competition, find the composition of the team that provides the best possible
result. K. 831. We have arranged four congruent rectangles according to the figure obtain-
ing a large outer and a small inner square. (See figure on page 493.) The ratio of the areas
of the large square and a single rectangle is 25 : 6, and the area of the inner small square
is 144 cm®. Find the lengths of the sides of the rectangles. K/C. 832. Nine English lords
are planning to establish clubs. They want each club to have exactly three members from
among them, but no two clubs should have more than one member in common. What is
the maximum number of clubs they can establish? K/C. 833. A rectangle-shaped piece of
paper is given with dimensions 20 cm x 30 cm, according to the figure. (See page 494.)
Folding vertex A over vertex C, the line across we folded intersects sides AB and C'D in
points P and Q. Prove that quadrilateral APCQ is a rhombus, and compute its area.

New exercises for practice — competition C (see page 494): Exercises up to grade
10: K/C. 832. See the text at Exercises K. K/C. 833. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1828. Anna added the positive integers from 1 to 500, however, she
accidentally skipped a three digit number. How many numbers could have she skipped,
if she obtained a sum that is divisible by 3, and also ends in a digit 3? (Proposed by
Katalin Abigél Kozma, Gy6r) C. 1829. Points F and F are chosen on sides AB and BC
of unit square ABC D, respectively, such that ZEDF = 45°. Find the exact value of the
perimeter of triangle EBF'. (Proposed by Bdlint Bird, Eger) C. 1830. The elements of set
A ={z;y;z;u;v} are natural numbers satisfying = + 2y = 3v and z 4+ u = 2v. Prove that
the elements of A cannot be consecutive natural numbers. (Matlap, Kolozsvar) Exercises
upwards of grade 11: C. 1831. Solve the following system of equations on the set of real
numbers: 22° —3z%y+2zy? — 9> +1=0, 2> + 222y —xy? — 2> +3=0. (Proposed by Bdlint
Biré, Eger) C. 1832. The area of triangle ABC is 15v/7, and the lengths of its sides
are integers. Find all possible lengths of the three sides. (Proposed by Gergely Szmerka,
Budapest)

New exercises — competition B (see page 495): B. 5414. Let ABCD be a rectangle.
Points P and @ are chosen such that the circumcenter of triangle ABP is Q and the cir-
cumcenter of triangle BCQ is P. Find the magnitude of angle PDQ. (3 points) (Proposed
by Bdlint Hujter, Budapest) B. 5415. Each of the three kids, Beni, Lili and Domi com-
pletes three laps on the athletics track. The referee keeps track of the names of each kid
completing a lap, and thus gets a list of nine names. Find the number of different lists the
referee can get supposing that no two kids complete a lap at the same time and the speed
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of each kid remains constant for all three laps. (4 points) (Proposed by Péter Pdl Pach,
Budapest) B. 5416. Real numbers z, y and z satisfy x +y+ 2z =8 and zy+yz + zz = 5.
Find the biggest possible value of z. (3 points) (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest)
B. 5417. Which number is bigger, (21000)! or 21992 (4 points) (Proposed by Mdté Sza-
lai, Szeged) B. 5418. Let a, b and ¢ denote the side lengths of acute triangle ABC, and
let R denote its circumradius. Prove that 7a2+1bz+02 + a271)12+62 + a2+b12762 > %, and

find those triangles where equality holds. (5 points) (Proposed by Géza Kiss, Cs6mor)
B. 5419. Let g(n) denote the greatest odd divisor of positive integer n. Let P(n) =q(1) +
+q(2)+...4+q(n) and S(n) =1+2+...+n. Prove that the ratio P(n)/Q(n) is smaller
than 2/3 for infinitely many values of n, and also greater than 2/3 for infinitely many
values of n. (5 points) (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest) B. 5420. Adim, the fa-
mous conman signed up for the following game of luck. There is a rotating table with
a shape of a regular 13-gon, and at each vertex there is a black or a white cap. (Caps
of the same colour are indistinguishable from each other.) Under one of the caps 1000
dollars are hidden, and there is nothing under the other caps. The host rotates the table,
and then Addm chooses a cap, and take what is underneath. Addm’s accomplice, Béla is
working at the company behind this game. Béla is responsible for the placement of the
1000 dollars under the caps, however, the colors of the caps are chosen by a different col-
legaue. After placing the money Béla a) has to change the color of one of the caps, b) is
allowed to change the color of one of the caps, but he is not allowed to touch any other
cap. Can Adam and Béla find a strategy in part a) and in part b), respectively, so that
Addm can surely find the money? (After entering the casino, Béla cannot communicate
with Ad4dm, and he also cannot influence his colleague choosing the colors of the caps on
the table.) (6 points) (Proposed by Gdbor Damdsdi, Budapest) B. 5421. The incenter and
the inradius of the acute triangle ABC' is I and r, respectively. The excenter and exradius
relative to vertex A is I, and 74, respectively. Let R denote the circumradius. Prove that
if Il =r,+ R—r, then ZBAC = 60°. (6 points) (Proposed by Class 2024C of Fazekas
M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., Budapest)

New problems — competition A (see page 497): A. 890. Bart, Lisa and Maggie play
the following game: Bart colors finitely many points red or blue on a circle such that
no four colored points can be chosen on the circle such that their colors are blue-red-
blue-red (the four points do not have to be consecutive). Lisa chooses finitely many of
the colored points. Now Bart gives the circle (possibly rotated) to Maggie with Lisa’s
chosen points, however, without their colors. Finally, Maggie colors all the points of the
circle to red or blue. Lisa and Maggie wins the game, if Maggie correctly guessed the
colors of Bart’s points. A strategy of Lisa and Maggie is called a winning strategy, if they
can win the game for all possible colorings by Bart. Prove that Lisa and Maggie have a
winning strategy, where Lisa chooses at most ¢ points in all possible cases, and find the
smallest possible value of ¢. (Proposed by Démétor Palvolgyi, Budapest) A. 891. Let ABC
be an acute triangle. Points B’ and C’ are located on the interior of sides AB and AC,
respectively. Let M denote the second intersection of the circumcircles of triangles ABC
and AB’C’, while let N denote the second intersection of the circumcircles of triangles
ABC’" and AB'C. Reflect M across lines AB and AC, and let | denote the line through
the reflections. a) Prove that the line through M perpendicular to line AM, the line AK,
and [ are either concurrent or all parallel. b) Show that if the three lines are concurrent
at S, then triangles SBC' and SCB’ have equal areas. (Proposed by Aron Bdn-Szabé,
Budapest) A. 892. Given two integers, k and d such that d divides k* — 2. Show that there
exists integers a, b, ¢ satisfying d = a® + 2b° + 4¢® — 6abe. (Proposed by Csongor Beke and
Ldszlé Bence Simon, Cambridge)
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Problems in Physics
(see page 519)

M. 435. Attach a weight to the bottom of a household candle so that it floats in a
vertical position when placed in water. Light the candle and then measure how the length
of the candle submerged in the water varies as a function of its total instantaneous length.
Using the measured data, determine the density of the material of the candle.

G. 865. A tanker truck delivered milk from Hédmez&vasarhely to Debrecen, 200 km
away, on a weekly basis. On one of the trips, the driver noticed halfway through the trip
that milk was dripping through a small hole in the tank to the road. When he had been
on the road for 2 hours, 1.2 litre of milk was missing from the tank. He then increased
the speed of the truck in order to get the milk to its destination as quickly as possible.
On arrival in Debrecen, he was able to deliver a total of 2 litres less milk than he had
originally set off with. a) What was the average speed at which the truck covered the
200 km distance? b) In metres what was the distance between two adjacent milk drops
on the road on the first and on the second part of the trip, if the volume of each drop
is 0.2ml? The drops were detaching from the rim of the hole in the tank at regular time
intervals. G. 866. A thin, double-bent tube is made from three long enough pieces. The
middle section is horizontal, the first section makes an angle of 30° with the horizontal,
and the third section makes an angle of 45° with the horizontal. The sections lie in the
same vertical plane, with short, smooth bends connecting each section. At the left end
of the tube, a tap seals off enough air, such that there is a mercury thread, of length L,
at rest in the bottom of the left section of the tube (as shown in the figure). The tap
is suddenly opened, causing the mercury thread to move without friction. Initially, the
bottom of the mercury thread is at the junction of the first and second tube sections.
What is the maximum fraction of the mercury thread that enters the third section of the
tube? G. 867. A calorimeter contains a mixture of ice and water. The calorimeter is heated
at a constant power and the temperature of its contents is measured and plotted against
time (see the figure). At the end of the measurement, there was 850 ml of water in the
calorimeter. Determine the heating power of the calorimeter and the initial amount of ice
in it. G. 868. The resistance of the edges of the rhombus shown in the figure is R, and the
resistance of the diagonal is R, where = > 0 is a variable parameter. A voltage supply
U is connected across two arbitrary chosen vertices. For each possible case, calculate the
total dissipated power in the five resistors as a function of the parameter x.

P. 5598. According to the rumours, Tom McPoint, the famous acrobat, will perform his
legendary stunt in Hédmez&vasarhely in the winter of 2024. He will walk along a wooden
plank waving to the audience such that one end of the plank lies on the top of a tower
block without fastening it to the building, while the other end extends over the street. On
the day before the performance, the acrobat’s assistants sprinkle water on the horizontal
roof of the chosen building to form a flat layer of ice. Then, at the start of the show,
the 6 m long plank is pushed out over the edge of the roof so that it just will not fall
over when Tom steps on its end which is on the roof (See the figure). a) What is the
maximum length of the part of the plank that extends above the street at the beginning
of the stunt, if Tom’s mass is 60 kg and that of the plank is 40 kg? b) At the end of the
stunt, how far will Tom be from the edge of the roof if he walks along the plank in 20 s
at a constant speed? The friction between the plank and the ice is negligible and Tom’s
feet do not slip on the plank during the stunt. P. 5599. The shape of a thin metal cup
is a paraboloid of revolution, and it has a vertical axis of symmetry and is attached to a
horizontal supporting plate at its apex O. The distance between point P and the plate
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is ho. A point-like body is dropped into the thin tube placed inside the cup at its end point
Q, and it leaves the tube at point P. The difference in height between the points @ and P
is H. (See the figure.) The small body flies out of the tube in the direction of a horizontal
straight line, which lies in the plane tangent to the surface of the cup. Within what limits
will the distance h of the small body from the cup vary during the rest of the motion?
(Friction is negligible everywhere.) P. 5600. A twin ladder is standing on a frictionless,
horizontal ground such that initially the angle between the ground and each side rail is ¢g.
The spreaders between the front and rear rails prevents them from sliding apart. A man
of mass M sits on top of the ladder. The spreaders break and the ladder opens. At what
speed and acceleration does the man reach the ground? What is the ratio of these two
quantities to the speed and acceleration, respectively, when the man falls freely from the
same height? Investigate the two limiting cases when M — 0 and when M — oco. Consider
the two sides of the ladder as uniform rods of mass m and length ¢, and the man as a point.
The two sides of the ladder are held together at the top by a frictionless hinge. (See the
figure). P. 5601. A horizontal membrane vibrates vertically, harmonically, at a frequency
of 500 Hz. Fine sand is sprinkled on the membrane and the sand particles are seen to rise
into the air to a height of 3 mm above the equilibrium position of the diaphragm. What
is the amplitude of the vibration of the membrane? Consider the collision of the sand
particles on the membrane as totally inelastic. P. 5602. A piston in a horizontal cylinder
seals off helium gas. The gas is heated by a 10 W heating element. The gas pushes the
piston outwards uniformly. The cross section of the cylinder is 10 cm?. The external air
pressure is 100 kPa. What is the speed of the piston? P. 5603. We are observing a small
starfish lying on a sandy beach, standing on all fours, from exactly above, at a height
of 50 cm. The tide slowly causes the water level to rise, and 40 cm of water covers the
animal. a) How many times larger, i.e., at how many times greater angle do we see the
starfish than at the beginning if we do not change our body position? ) How many times
larger do we see the starfish if at high tide we wear glasses which have a power of 0.5
dioptres? Where is the image formed by the lens in this case? Ignore the distance between
the glasses and your eyes. P. 5604. The electromotive force (emf) of a flat-pack lantern
battery is Uy = 4.5 V, its internal resistance is R; = 1.5 ). We have two alike incandescent
bulbs, whose I(U) characteristics is shown in the figure. a) How does the terminal voltage
of the battery depend on the current? Graph the I(U) characteristics of the battery. b)
A bulb is connected to the battery. Using the I(U) graph determine the voltage across
the bulb and the current flowing through the bulb (the so-called operating point). c¢)
The two bulbs are connected 7) in parallel 7) in series and then they are connected to the
battery. Plot the I(U) characteristics of the two bulbs (together) when they are connected
in series and in parallel, and then determine the new operating point in both cases. Then
determine in both cases the voltage across one bulb, and the current flowing through one
bulb. P. 5605. A moving argon atom collides elastically with a neon atom, initially at rest.
What is the maximum angle of deflection of the argon atom? P. 5606. A spacecraft with a
total mass myo is travelling in interplanetary space at a speed of v without the presence of
external forces. To change the direction of its motion, it suddenly turns on its propulsion
system, from which propellant flows out at a constant (relative) speed u, all the time in a
direction perpendicular to the instantaneous speed of the spacecraft. How much does the
mass of the spacecraft decrease until its velocity vector turns 90° relative to the original
direction?
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