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O Ujabb bonyolult dsszegek és szorzatok, 2. rész

[~

A KéMal el6z6, 2025 marciusi szamédban jelent meg négy feladat, amelyekben
bizonyos Osszegek, illetve szorzatok kiszamitdasa volt a cél. Ezen feladatok megol-
dasait ebben a lapszamban kozoljiik.

Az el6z6 szamban megjelent feladatok megoldédsat ismertetjiik, de az Olvasénak
érdemes a néhol vazlatos vagy hidnyzé 1épéseket 6nalldéan végiggondolnia. A meg-
oldésok sordan hivatkozunk a feladatok utan szereplé ttmutatdsokra is.

L2 ()

Elsé megoldas. Kezdjik egy egyszeriibb Osszeggel (erre sziikségiink is lesz):
n

Z( ) 7. Részletesen kiirva:
j=
"L /n\ . n " nn—1)...(n—j+1) .
O N
j=1 '

i=0

_n" (n—l)...(n—j+1):nn n=1\ _ on
B2 D] > (jo0) =

Jj=1 Jj=1

(1)

Az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy ;" (") =2™. Ez az (1+1)™ binomialis
tétel szerinti felirasabol kovetkezik, vagy pedig abbdl, hogy az egyenl6ség mindkét
oldala egy m elemii halmaz Osszes részhalmazainak a szama.

n
n
Most emeljiik a tétet, pontosabban a kitevot, és szamitsuk ki a E () 32
Jj=0

Osszeget. Az (1)-hez analég médon a Z ( ) j(j —1) osszeget tudjuk kezelni:
7=0

z”:(n) G—1) 0+Z (n—j+1). iG—1) =

i=o M

:n(n_l)z(n—Q)(...(n—j—i—l): @)

i — 2)!
= j—2)!

n—2

=n(n—1) ; (j B 2) =n(n—1)2""2
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Igy (1) és (2) alapjan

i (7)j2 = Z (?) GG —1)+4) =n(n—1)2""2 412"t =n(n+1)2°"2. (3)

=0 J =0

Ugyanigy jarunk el az eredetileg kérdezett Z < > j° Osszegnél is.
7=0

n

> (1)t 106G -2 = nn - 1 -2, @)

Jj=0

tovabbd j3 = j(j —1)(j — 2) + 352 — 24, igy (1), (3) és (4) alapjén

zn: <;_L>j3 =n(n—1)(n—2)2" "%+ 3n(n+1)2""2 — 202" =n2(n+3)2"3. (5)
=0

Misodik megoldas. Az (1)-beli

S (o
i=o M

egyenl6ség kozvetlen kombinatorikai meggondoléssal is igazolhaté: n ember koziil
egy tetszOleges létszamu bizottsdgot valasztunk elndkkel. A bal oldal szerint ezt
megtehetjiik tgy, hogy valahdny embert kivilasztunk, és kozilik kijeloljik az
elnokot. A jobb oldali mddszer el6bb valasztja meg az elnokot, majd utana hozza
a bizottsidg tobbi tagjat a maradék n — 1 ember koziil.

Ugyanigy, a (2) és (4) képletben szerepld

i@)jol) n(n—1)2"" 2652() G-D(—-2)=n(n—1)(n-2)2""°

j=0
Osszefiiggések olyan bizottsagok kétféle kivalasztasi médjat jelentik, amelyekben
elnok és alelndk, illetve elndk, alelnok és titkar is ki van tintetve.

Harmadik megoldas. Generatorfiiggvényt és egy kis analizist haszndlunk. A bi-

n
n .
nomidlis tétel szerint E < _)xj = (14 z)". Ezt a polinomot derivilva
: J
Jj=0

i (?) jai™t = (14 z)" ! (6)

§=0
adddik. (Ha x =1, akkor ismételten megkaptuk (1)-et.) A (6)-ot z-szel szorozva,
majd derivédlva, a

n

Z (7;) Pt =n(1+2)" T Han—1)(142)""?) =n(l+z)" " *(1+nz)

J=0

Osszefliggést nyerjiik. (Ez x = 1-re éppen (3)-at adja.) Ismét szorozva z-szel és
derivalva, majd x = 1-et helyettesitve megkapjuk (5)-6t.
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2. io(—l)j (?)2

J

Megoldas. Az (1+2)"(1—x)" = (1 —22)" azonossag bal oldalan mindkét ténye-
z0t a binomidlis tétel alapjan felirva, majd a szorzast elvégezve z" egyiitthatdja
éppen a sz6ban forgé Gsszeg lesz (felhasznalva az () = (" ;) Osszefiiggést is). Ez
tehat megegyezik a jobb oldalon z" egyiitthatdjaval, ami ismét a binomialis tétel

n
szerint paros n-re (—1)"/2 (n

) és paratlan n-re 0.
2

v—1, . u—1, .
i v
3. Z \‘J + Z VJ, ahol u és v relativ prim, 1-nél nagyobb egész szamok,
i LY =LY
és | az a (alsd) egészrészét jelenti.

Els6 megoldas. Belatjuk, hogy az Osszeg egy olyan téglalap belsejébe es6 racs-
pontok(=egész koordinatdju pontok) szdma, amelynek a cstcsai a (0,0), (u,0),(0,v)
és (u,v) pontok. Az ilyen rdcspontok szdma nyilvan (u—1)(v — 1), tehat az Osszeg
ezzel egyezik meg.

Az 4llitas igazolasdhoz hizzuk be a téglalapnak a (0,0) és (u,v) csicsait Ossze-
kotd atlojat. Az atlon belil nincs racspont, mert a meredeksége v/u, ami nem
egyszeriisitheto, hiszen u és v relativ primek.

Az alsé haromszog belsejében az 1 < j <n — 1 abszcisszaju racspontok r ordi-
natdjara 1 <r < 2 teljesiil, tehat L%J ilyen racspont van. Ezt j szerint Osszegezve
adédik, hogy az als6 haromszog belsejében a racspontok szdma a masodik szumma.

Ugyanigy adddik, hogy az els6 szumma a felsé haromszog belsejében levé racs-
pontok szama.

Masodik megoldas. Irjuk at az elsé szummét az || = o — {a} azonossag alapjan,
ahol 0 < {a} <1 az a szdm tortrésze:

B

A (7) jobb oldaldn all6 kisebbitendd az elsé v — 1 pozitiv egész Osszegének az u/v-
szerese, azaz
u vv—1) wulv—1)

vooo2 2 ()

A (7) jobb oldaldn &ll6 kivonand6 olyan tortek osszege, amelyek nevezdje v, a
szamlalok pedig az iu szamoknak a v szerinti osztasi maradékai, 1 <7 <wu — 1. Mivel
u és v relativ primek, ezek a maradékok paronként kiilonboz8k és egyik sem 0. Igy
a szamlalok ki kell hogy adjék valamilyen sorrendben az 1,2,...,v —1 egészeket.
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Ennek megfeleléen a kivonandé 6sszeg

1 1 vv=1) wv-1
Z(1+24+-.. 1)) ==. 2 -/ )
U( +2+4-+(v-1)) - 5 5

Kivonva (8)-bédl (9)-et, (7) alapjdn kapjuk, hogy

EWJ _ (u—1)2(v—1).

i=1

Természetesen ugyanez adédik az eredeti 6sszegben szereplé masodik szummara is,
tehét a feladatban kérdezett 6sszeg (u—1)(v —1).

n—1 .
L
4. — .
a) jl;[lsm( - )

Megoldas. Irjunk az egységkirbe egy szabalyos n-szoget, és szamitsuk ki az egyik
cstiesbol kiinduld Gsszesen n — 1 atld és oldal hosszanak a P, szorzatat.

A rogzitett cstics, a kor kézéppontja és a masik csics egy olyan (esetleg elfajuld)
egyenld szard haromszoget alkot, amelynek a szarai a kor két sugara, az alap a két
cstcsot Gsszekotd hir és a szarszog 2jm/n vagy 2(n — j)mw/n, attdl fiiggéen, hogy
1<j<n/2vagy n/2<j<n-—1. Igy az alap hossza mindenképpen 2sin(jm/n).
Tehét az n — 1 4tl6 és oldal hosszdnak a szorzata P, = 2"~} H?:_ll sin(jmw/n).

Masrészt n = 3,4 és 6 esetén konnyen adodik az a szép és meglepd eredmény,
hogy P,, =n. Megmutatjuk, hogy ez minden n > 3 esetén igaz. Ebbol kévetkezik,

n—1

hogy H sin (Z) = 2:_1. Kozvetlenill adédik, hogy ez a képlet n = 2-re is igaz

j=1
(s6t n = 1-re is, ha az lires szorzatot a szokdsos mdédon 1-nek definidljuk).

A P, =n egyenléség igazolasdhoz attériink a komplex szdmsikra. A szabélyos
n-szog kozéppontja legyen a 0, a kitlintetett csics pedig az 1. Ekkor a tobbi cstcs
a tobbi n-edik egységgydk, w;, 1 <j<n—1. Egy szakasz hossza a két végpont
kiilénbségének az abszolut értéke, tehat az 1-et a w;-vel dsszekotd oldal vagy 4tlé
hossza |1 —w;|. Ennek alapjan P,-et abszolut értékek szorzataként irhatjuk fel, ami
megegyezik a szorzat abszolut értékével:

n—1 n—1
Py= [ —wl =TT —w)
j=1 j=1

Bevezetve az f(z) = H;:ll (x —wj) polinomot, (10) jobb oldala éppen |f(1)|. Az

f(x) polinom gyokei az n-edik egységgyokok az 1 kivételével, tehat

. (10)

n
-1
f(a:):zil =" " L

Ebbdl kévetkezik, hogy P, = |f(1)| = |n| = n.
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n—1 .

g
4. b — .
)Ecos<n>

Els6 megoldéds. Ha n péros, akkor j =n/2-re cos(jm/n) =0, tehat a szorzat 0.
A tovabbiakban feltessziik, hogy n péaratlan.

Ismét a 4. a) feladatbeli szabalyos n-szoget tekintjiik és ebben a rogzitett cstcs,
a kor kozéppontja és a masik csics altal alkotott egyenld szart haromszoget. Ennek
az alaphoz (azaz a kor hirjahoz) tartozé magasséga |cos(jm/n)|. Ugyanez komplex
szamokkal kifejezve |(1+ w;)/2|. Ebbél kovetkezik, hogy

n—1
\1 -l- W | “_[ (1+ wj)|
H cos( > H z 1 . (11)
j=1
Ismét az f(x) = H;L:_ll (x —wj) polinomot és az |1 +w,| =|—1—w;| egyenldséget

haszndlva, (11) jobb oldala éppen |f(—1)|/2"~1 =1/2"~1. Tehét ennyi a keresett
szorzat abszolut értéke. Az elGjel (71)(”*1)/2, hiszen cos(jm/n) <0 < j>n/2.
Ennek alapjan

)(n—l)/2

H ()= 12

Masodik megoldas. Paros n-re a szorzat 0, igy most is feltessziik, hogy n parat-
lan. A sin(2a) = 2cosasina azonossag alapjan

Hsm( ) on—1 Hcos< > Hsm( ) =2""1RyRs. (13)
Belatjuk, hogy
Ry = (—1)""D/2R,, (14)

Igy (14) alapjan (13)-at 2"~ 'Rz # 0-val elosztva éppen (12) adédik.
Rétérve (14) igazoldséira, az Ri-beli sin(2jw/n) tényezék 1 < (n—1)/2 esetén
R3-ban is szerepelnek. Ha pedig (n+1)/2 < j <n—1, akkor

an(B) i (r BZT) (W) g

és itt (n+1)/2<j<n-—1 miatt a 2j —n szdmok éppen az n-nél kisebb pozitiv
péaratlan szdmokat futjék be. Mindebbdl (15) alapjan kovetkezik (14).

*

Most néhany tjabb 0sszeg és szorzat kiszamitasa a cél. Ezek részletes megolda-
sait a kovetkezd szdmban kozoljiik.

5. Z (2;4;11 >
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6. é(—l)j (T) (k;])

J

7. Za(j)np (2> , ahol o(j) a j pozitiv osztdinak az osszege és ¢(j) az Euler-féle
- J
iln

p-fliggvény, azaz az 1,2,...,j egészek kozott a j-hez relativ primek szama.

2?21‘7(.7)'

n?

"ol

b) lim —Z]_l £)
n—o0 n

geként; pl. 7(3) =0; r(5) =8, mert 5= (+1)? + (£2)% = (£2)2 + (£1)?; r(4) =4,
mert 4 = (£2)2 + 02 =02 + (£2)2.

8. a) nll)rréo

, ahol r(j) a j el6allitdsainak a szdma két négyzetszdm Ossze-

Freud Roébert

Matek az utcan, 2025

2025-ben minden eddiginél tobben csatlakoztak a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat hagyomanyteremté Matek az utcan rendezvénysorozatidhoz, amelyet idén
is a Matematika Vildgnapja (mdrcius 14. — 3.14) alkalmdbdl rendeztek meg. Or-
szagszerte tobbezer érdekl6d6hoz sikeriilt kozelebb hozni a matematika vilagat.

A kozponti rendezvény Budapesten, a Blaha Lujza téren volt.
Itt a jarékelok bekapcsolodhattak a ,Kézzelfoghaté matematika” nemzetkozi
kreativ kihivasba, ahol a feladat matematikai fogalmak megjelenitése volt egy
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zsakbdl kihtzott instrukcidk alapjan. Voltak testek épitésével és biivos négyzetekkel
kapcsolatos feladatok is, illetve a Budapesti Miiszaki Egyetem 6nkéntesei a grafok,
fraktéalok és paradoxonok vildgdba kalauzoltak az érdekléddket. A Garaboncids
Kozépiskola didkjai és tanarai matematikai témajava atirt dalokat adtak eld.

. : Mivel a rendezvény mércius 8-an, né-
%% napon zajlott, igy a n6k matematikdban
betoltott szerepérél széld kvizjatékban
és beszélgetésben is részt lehetett ven-
ni.

Budapesten még a Vasarely Mizeum
a Békasmegyeri Veres Péter Gimnazium
didkjaival egytittmiikodve tartott Matek
az utcan-t.

A tizedikes gimnazistdk meghajto-
gattak eldre tobb ezer origami négyzetet
és Osszekoto elemet, amelyek segitségé-
vel a résztvevok kiilonbozé alakzatokat
épithettek.

Gyo6rott két nap, két helyszinen is tartottak rendezvényt. Marcius 7-én a Szé-
chenyi Egyetem Apéczai Kardnak hallgatéi és az Oveges Kalman Gyakorlé Iskola
tandrai és kisdidkjai vitték ki a matematikat a Batthyany parkba, ahova még Mo-
sonmagyarévarrél is érkeztek érdeklédok.

A mozgésos jatékokrol, logikai fejtorokrél és az origamihoz hasonl6 kirigamirél a
helyi televizié és Gijsag is beszamolt. Marcius 14-én sajnos nem volt olyan veréfényes
napsiités, mint egy héttel kordbban, igy a m-napon a Széchenyi Istvan Egyetem
Menedzsment Campus konferenciatermében tartottdk meg a tervezett programot.
Megnyité és koszonté utdn tudoményos eléadas volt a m-rdl, illetve a program
részeként szamos tanuld, pedagdgus, sziilo és kisérd kozosen jelenitette meg a m-t
néhany tizedesjegyig.
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Marcius 8-4n Bonyhadon a Volgységi Mizeumban ,Legyen a matek mindenkié!”
szlogennel tartottak csaladi jatéknapot, ahol a tarsasjatékok és a matematika-
logika kozotti kapcsolat volt a kézponti téma. A Mgbee kartyajaték kitalaloja
és fejlesztGje legtjabb jatékat mutatta be, emellett voltak még LEGO-Matek és
Minden Matek fantdzianevekkel ellatott érdekes feladvanyok is. Debrecen szintén
duplazott: marcius 8-an és 14-én is iinnepelt. A Debreceni Egyetem Foldtudomanyi
és Matematikai Intézete el6tti téren voltak még 6rdoglakatok, origami, térkitoltés,
sokoban, SMS-scrabble, é16 corridor és Galton-deszka jaték. A nénap alkalmébol
itt is sz6 esett kivalé noi matematikusokrol.

Gydr, Batthydany park
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Magan a m-napon pedig a Debreceni Fazekas Mihdly Gimnézium didkjai és
tanarai flashmob keretében szavaltak m-verset.

Go6dollén a Reformatus Liceum volt a szervezd. Sajat fejlesztésti thaleométerek-
kel vartak az érdekl6doket, akik az eszk6zon keresztil két lufit figyelve rendezédtek
korvonalba.

A résztvevlk rengeteg matematikai jatékot kiprobaltak, példaul a Penrose- és
Escher-csempézést, stratégiai jatékokat és Mobius-szalagokat. Veszprémben a Kos-
suth utca telt meg matekozassal a Pannon Egyetem Huméantudoményi Karanak
jovoltabdl. A kivancsiskoddk az egyetem mesteroktatdja és tanité szakos hallgatéi
segitségével matematikai jatékokat, logikai feladatokat, latin négyzetet, gyufarejt-
vényeket oldottak meg, de megismerkedhettek még a Lénart-gomb geometridjaval
is. Kvizek és m-zene biztositotta a jo hangulatot. Abatjszantén a piacon a vasarlok
is tudomast szereztek a w-naprol és kiprobalhattak az egy-, két-, illetve harom-
személyes logikai jatékokat. Bataszéken a gyerekek legnagyobb orémére jatékos
foglalkozasokat tartottak az iskola udvaran és az auldban.
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A hangulat olyan nagyszeri volt,
hogy az egész iskola ettdl zengett. -
napot innepelt a Matek Odzis is a
nagykanizsai HSMK-ban. A matemati-
ka, milivészet és kreativitas koré szerve-
zett programban kicsik és nagyok egy-
arant felfedezhették, hogy a matemati-
ka a mivészetekben is jelen van. Vol-
tak logikai és jatékos feladatok minden
korosztalynak. A Papai Weores Sandor
Altalédnos Iskola is csatlakozott a Matek
az utcan rendezvénysorozathoz. Az id6-
jaras miatt a m-nap miatt végil az is-
kola aulajat rendezték be kirakodovasar
szertien. Itt rengeteg kreativ, jatékos fel-
adaton keresztiil keriilhettek kozelebb az
érdeklodék a matematikahoz.

A szervez6k nagy Oromére nemcsak
az iskola tanul6i, hanem sok sziilé és

Pdpai kirakds

nagysziil6 is bekapcsoldédott a jatékba. Pécsett a Ciszterci Rend Nagy Lajos Gim-
naziumaban idén mar hetedik alkalommal iinnepelték meg a m-napot. Erdeklédok

Sdarospatak, Mcasso ihlette képek

érkeztek Komlérol, Tamdésibol, Szentlorincerol, Siklosrol, Hégyészrol és Mohécsrol,
Hossziheténybdl, tobb pécsi kozépiskolabdl, helyi és budapesti egyetemi karokrol.
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Obddovics Gyula Szegeden

Két szekcidban folytak el6addsok matematikai témakban, de a mesterséges intelli-
gencia alkalmazasa is szoba keriilt. Az iskolan beliili el6adasokkal egyidOben négy
kiils6 helyszinen didkok és tanarok segitségével kisérletezve lehetett megkozeliteni
a 7 értékét: rizsszemek mérésével (Monte Carlo médszer), palcadobalassal (Buffon
tiikisérlete) vagy hullahopp karika guritdsival (kertilet és atmérd ardnyéval). De a
vallalkozé kedviiek online teszten keresztiil a matematika-tudasukat is kiprobalhat-
ték. Pusztamérgesen a Szent Agoston Katolikus Altaldnos Iskola, Ovoda-Bélcséde
tanuldi m-flashmob el6adéssal iinnepeltek. Salgotarjanban is az iskola auldjaban jat-
szottak matematikai jatékokkal, oldottak meg logikai feladatokat a didkok és pro-
bélkoztak 6rdoglakatok szétszedésével, osszerakasaval. Egy 16 méter hosszt papirra
felirtdk a 7 értékét mintegy 150 tizedesjegyig, és még a tantestiiletet is meglepték
egy kis barackos m-tével.

Sarospatakon egy illusztratori kidllitds megnyitéjaval kezd6dott a m-nap.

Ezutan a gyerekek 21 helyszinen alkothattak, jatszhattak, oldhattak meg érde-
kes feladatokat, prébalkozhattak kijutni a szabadulészobabdl. Este tjabb kihiva-
sokat hozott a wzsiparty (jaték, téanc, kviz, mese, mzzavacsora, mzsamaséta), majd
mindenki az osztalyaban kialakitott hdldéteremben tolthette az éjszakat.

Szegeden is nagy érdeklodés mellett zajlott a m-nap. Obadovics Gyula bacsi 98
évesen is elvarazsolta a kozonséget.

Volt itt még sz6 kiberbiztonsagrol, Al vs matekfeladatokrél, végtelen sorokrol és
a zsonglorkddés matematikajarol is. Szombathelyen a Berzsenyi Daniel Konyvtar
Gyermekkoényvtardban egy matematikai szabaduldszobabdl vald kijutas érdekében
veselkedhettek neki a didkok a matematikai feladvanyoknak és a megoldédsra va-
r6 rejtvényeknek. Tatan az E6tvos Gimnazium szervezett m-napot. Megnyitottdk
kapuikat kiilsés érdeklédéknek is: a Kokuti Altaldnos Iskolabél érkeztek kivan-
csi tekintetii gyerekek. mtesiité verseny, a Illvax kdvéhazban wskétdk, om (ropi),
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wlota keksz, mrosgytimolceslé, valamint m-hez kapcsol6do rejtvények vartak az érdek-
16d&ket.

Lehetett még mdokut fejteni, a m szdmjegyeit memorizdlni, sajat ordoglakatot
késziteni, m-karkot6t flizni. Barki megkereshette a sziiletésnapjat a w tizedesje-
gyeinek sordban. A jutalom sem maradhatott el: wllecukor, majd a wték kozos
elfogyasztdsa zarta a napot.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat az UNESCO Magyar Nemzeti Bizottsa-
ganak védnokségével marcius 7 és 14 kozott a Matematika Vilagnapja alkalméabdél
az orszag 20 helyszinén vonta be az utca emberét érdekes matematikai tevékenysé-
gekbe.

Jovére is varjuk a csatlakozokat!

Barbarics Marta (appx.bolyai@gmail.com)

Egy Rubik-kocka variansrol 1.

A Rubik-kocka és elsé variansai

Rubik Erné 1974-es taldlménya kétségkiviil minden idok legnépszeriibb logikai
jatéka. Nem csupan Magyarorszagon, de vildgszerte kozismert, és a népszeriisége
a megjelenése 6ta toretlen. Talan kevesebben tudjdk, hdny hasonlé elven miiko-
do varidnsat alkottak meg az elmilt 6t évtizedben. A | kockas” kozosség 2002-ben
inditott egy online adatbazist a https://www.twistypuzzles.com/ cimen, amely lexi-
konszertiien tartalmaz jészerével minden tgynevezett twisty puzzle-t, s igy minden
Rubik-kocka varidnst is — innen érdemes tajékozddni.

Nagyjabdl 2009-ig szinte kizarolag tomeggyartott valtozatokkal talalkozhatunk,
ezek egy részét szintén Rubik Erné talalta ki, de példaul Uwe Meffert termékei is
nagy népszeriiségnek érvendtek. 2009 kérnyékén mar szélesebb koérnek valt meg-
fizethet6vé a jo minGségi 3D nyomtatds — eleinte még ezzel foglalkozd cégeken
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keresztil —, ami 1j lendiiletet adott a tervezOknek, hiszen lehet6vé tette bonyolul-
tabb mechanizmusok hasznélatat, illetve egyedi tervek megvaldsitdsat.

A kovetkezd technoldgiai ugras 2015 koriil tortént, amikor az otthoni haszné-
latra arusitott 3D nyomtatok ara és nyomtatasi mindsége is elért egy versenyképes
kombinaciét, igy — az egyre nagyobb — twisty puzzle készité kozosség tjabb len-
diiletet vett. A lap boritgjan is lathatunk néhiny az utébbi 20-25 évben késziilt
kiilonleges kockéat.

1d6r6l idére a nem ,kocka-specifikus” érdeklédésti (azaz nem kocka-kocka) or-
doglakatos kozosség figyelmét is felkeltette egy-egy izgalmas terv. A 2007-es Nob
Yoshigahara Puzzle Design Competition zsiiri nagydijat példaul Katsuhiko Oka-
moto munkaja, a Void Cube kapta. 2010-ben ugyano a Latch Cube-bal nevezett be
a versenybe, amely ugyan dijat nem kapott, de széles korben népszerti lett. Ezeket
a kockakat mindenképp ajanljuk azoknak az olvaséknak, akik kedvelik a , hagyoméa-
nyos” Rubik-kockéat, és 11j, de nem megoldhatatlanul bonyolult kihivasokra vagynak.
Mindkét jaték kereskedelmi forgalomban kaphatd, konnyen beszerezhetd.

A twisty puzzle-ok mechanikaja

A Rubik-kocka nagy rejtélye — a kirakas mellett —, hogy hogyan miikédik. Min-
den kocka mechanizmusa azon alapszik, hogy egy adott tomor testet feldarabolunk
vdgasi feliiletekkel. Ahogy az 1. abrdn szerepld képen latszik, barmilyen bonyolultak
is az alkatrészek, ha egy adott forgatds mentén kettévalasztjuk a kockat, beliil min-
dig egy forgasfeliiletet talalunk, azaz a vagasok forgasfelilletek mentén torténnek.
Mivel egy vagési feliilet egyértelmiien osztja két részre az alaphelyzetben 1évé tes-
tet (,kockdt”), ezért definidlhatjuk az alkatrészeket aszerint, hogy az egyes vagdsi
feltiletek melyik oldalan talalhatok.

1. dbra. Egy szétszedett Moyu AoChuang V6 5 X 5 X 5-6s kocka

Minden kocka alkatrészeinek nagy része elmozdulhat, de azok, amelyeken ke-
resztiil halad valamelyik forgastengely, nem tudjak elhagyni a helyiiket. Ezek az
ldgynevezett kozepek tipikusan egy bels6 maghoz vannak rogzitve a forgastenge-
lyekre illeszked6 csavarokkal. A tobbi, szabadon mozgd alkatrész kozvetlen vagy
kozvetett modon ezekhez a kozepekhez kapcsolodik.
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A Floppy Comet Plus bemutatasa

Ennek a cikknek f6 célja a Mégori Marcell (a cikk egyik szerzdje) altal fejlesztett
Rubik-kocka varidns, a Floppy Comet Plus (réviden FCP) részletes bemutatésa,
mig a kévetkezd részben majd az FCP matematikai tulajdonsigait tekintjik at.
Az FCP logikai felmenéje a Floppy Cube, mds néven 1 x 3 x 3-as kocka (2. dbra
balra). A kordbban mdar emlitett Katsuhiko Okamoto mutatta be az els6 miikods
példanyat 2004-ben, tomeggyartdsa 2009 ta zajlik. A ,Comet” pedig az Oscar van
Deventer altal kitalalt Crazy Comettel valo kiilsé hasonlésag miatt keriilt az FCP
nevébe. (2. dbra jobbra)

2. dbra. Floppy Cube (balra) és Crazy Comet (jobbra)

A Floppy Comet Plus fejlesztése 2021
juliusdban kezd6dott. Az alapotlet az volt,
hogy mi torténne, ha egy Floppy Cube-ot
az egyik lapatloja mentén megnyujtanank.
A nyujtds utdn mind a 4 forgatdsi opcid
lehetséges marad a kirakott allapotban, de
ettél még nem lehet Osszekeverni a koc-
kat, ugyanis egy forgatdas utan a szomszé-
dos oldalak mozgatasa lehetetlenné valik,
lasd 4. dbra. Emiatt van sziikség a Plus al-
katrészekre. A 4. dbra jobb oldaldn lathatd
két 0j vagés hozzdadasa utan ismét minden
oldal forgathatova valik.

8. dbra. A nyigjtott Floppy Cube
feliilnézete

Ezt a miiveletet (azaz egy forditds utdn minden szitkséges 1j vagdst ,hozza-
adunk”) addig csindljuk, amig mér nincs sziikség tovabbi vigasra. Tovabbi termé-
szetes cél, hogy minél kevesebb darab keletkezzen. Mivel a k6zéps6 rombusz szogeit
mi valaszthatjuk meg, ezzel elérhetjilk — a fizikai megvaldsithatésagot szem elGtt
tartva —, hogy mar aranylag kevés extra vagassal mi{ikodoképes legyen a kocka.
Példaul célszerti a rombusz hegyesszogeit 72 foknak vélasztani, igy az 5. dbra bal
oldalan lathato strukturat kapjuk. Egy végs6é formai korrekcioval az élek hegyei,
ahol voltak, levigasra keriiltek, igy az FCP lapjai szimmetrikusak lesznek a for-
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4. abra. A nyigjtott Floppy Cube feliilnézete egy forgatds utdn.

gatasokra, emiatt jaték kozben a kocka nem valt alakot, rdadasul esztétikusabb

megjelenésii is lesz.

i o

5. dbra. A sziikséges vdgdsok felilnézete.

Az FCP bels6 mechanikai sajatossagai

6. abra. Vizszintes keresztmetszet

208

A Kklasszikus gombhéjas felépités po-
tencidlisan instabil, ezért az FCP egy
masfajta mechanikai megkozelitést al-
kalmaz, amihez inspiraciéként az aszta-
los munkaknal elterjedt fecskefarok il-
lesztés szolgalt. A jobb helykihasznalds
és a stabilitas kedvéért a 6. adbrdn latha-
t6 dupla fecskefarkas megoldas kertilt a
végleges verzidba.

A mechanika hatuliitéje, hogy nem
lehet rugalmasséagot, ,,16tyogést” vinni a
rendszerbe, ezért Osszeszereléskor nincs
lehet6ség az utolsé elemet ,bepattinta-
ni” a helyére. Emiatt minden alkatrészt
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félbe kellett vagni a vizszintes tiikorsik mentén, igy egymastdl fiiggetlentil Gssze le-
het rakni a kocka két felét. A 7. dbrdn szerepl6 képen megfigyelhetjiik, hogy a két
félkocka er6s egymashoz ragasztasat fogpiszkaldk segitik. A forgatasok precizitasat
belsé magnesek is novelik, amelyek egyébként a jatékélményt is fokozzak.

Magori Marcell, Vigh Viktor

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

e
et

i

1. Dontsiik el az alabbi allitasokrél, hogy igazak vagy hamisak. Indokoljuk a
valaszt.

S SN S SN S
V3SR TVRVT VT-VB VBB VB2

b) (%) - (%) 1, (4 pont)
) YT6-+ /51— /256. (3 pont)

2. A pozitiv egész szamokbol 4ll6 véges nemiires H halmaz elemeinek legalabb
a fele paros, legalabb a kétharmada 3-mal oszthaté, és legalabb a hathetede 7-tel
oszthaté.

I. rész

5, (5 pont)

a) Igazoljuk, hogy ekkor a szdmok koézott kell lenni 42-vel oszthaté szadm-

nak is. (7 pont)
b) Adjuk meg az Osszes olyan kétjegyll pozitiv egész szdmot, amelynek ugyan-
annyi osztdja van, mint a 42-nek. (Beleértve a 42-t is.) (6 pont)
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3. Egy haromszog szogei szamtani sorozatot alkotnak. Két oldalanak hossza 5
és 7 egység. Mekkora a haromszog harmadik oldala? (13 pont)

4. Egy k kor O kozéppontja az A(1;1) és B(7;13) pontokat 6sszekotd e egyenesen
van. A kor a 4z + 3y =42 egyenletli f egyenest abban az FE pontban érinti, amelynek
ordinataja 6.

a) Trjuk fel a k kor egyenletét. (9 pont)

b) Az f egyenes y tengellyel alkotott P metszéspontjit a k kor O koézéppontjaval

OsszekOtve a kapott egyenes a ) és R pontokban metszi a k kort. Mekkora a
PQ - PR szorzat értéke? (4 pont)

II. rész

5. Egy forgaskup alapkorének sugara megegyezik a kip magassagaval. A for-
gasktupba olyan egyenes korhengert irunk, amelynek a magassiga megegyezik az
alapkorének atmérdjével. Szamitsuk ki, hogy a henger térfogata, illetve felszine
hény szdzaléka a kap térfogatanak, illetve felszinének. (16 pont)

6. a) Dia egy majalison részt vesz egy darts jatékban. A tdbla hdrom koncentri-
kus korbdl all, amelyek atméréje rendre 15, 30 és 45 cm. Ha a dobé jatékos nyila a
belsé korben landol, akkor nyer 12 eurdt, ha a kozépsd korgytlirtibe érkezik, akkor
veszit 6 eurdt, ha pedig a kiils6 szektorba taldl be, akkor nyer 3 eur6t. A jatékosok
mindig eltalaljak a tablat. Ha Dia nyila ugyanakkora valészintiséggel furddik be a
tabla minden egyes pontjaba, akkor hany eur6t kell fizetnie a részvételért ahhoz,
hogy szaméra a jaték igazsdgos legyen (azaz a nyeremény varhaté értéke egyenld a
részvételi dijjal)? (11 pont)

b) Ha a tébla szektorait a piros, kék, zold, sdrga és fehér szinekkel jelolik meg,
akkor hanyféle olyan szinezés lehetséges, ahol a szomszédos tartomanyok kiilénboz6
szinliek, és a tablan nem szerepel egyszerre a piros, fehér és zold szin? (5 pont)

7. a) Egy trapéz parhuzamos oldalainak egyike 10, szérai 13 és 15, magassdga
12 egység hosszi. Mekkora lehet a negyedik oldal? (12 pont)
b) Egy konvex érinténégyszog harom oldaldnak hossza 10, 13 és 15 egység.
Milyen hosszu lehet a negyedik oldal? (4 pont)

8. Andris a Viddmpark céllévoldéjében jatszik. Egymas utdn vonulnak el elétte
a célpontok, és mindegyiket egymastdl fliggetleniil, azonos valdszinliséggel taldlja
el. (Mivel Andris jé 16v6, ezért p > 0,5.)

a) Ha 4 16vésbél 0,1536 valoszintiséggel taldl el 2 célpontot, akkor milyen eséllyel
taldl Andris egy 16vése soran? (5 pont)

b) Milyen valészintiséggel 16 le Andris 4 16vésbél legalabb 1 célpontot? (4 pont)
¢) A 4 16vésbdl varhatéan hény taldlata lesz Andrisnak? (2 pont)

d) Legaldbb hany 16vést kell leadni Andrisnak, hogy legaldbb 99,99% biztonsag-
gal legyen lovései kozott sikertelen? (5 pont)
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9. a) Hatdrozzuk meg az a valés paraméter értékét ugy, hogy az

z—4 a-3
R\ {4} =R — —
PR\ R, on 1070
fliggvénynek legyen zérushelye. (6 pont)
b) a =1 esetén adjuk meg az f fiiggvény lokalis szélsGértékeit. (10 pont)

Fony6né Németh Ildiko, Fonyo Lajos
Keszthely

Megoldasvazlatok a 2025./3. szdm
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valos szdmok halmazdn az aldbbi egyenleteket:

a) 9sin?z +4sinz — 13 =0, (5 pont)
b) gVE+3+l 4 4. 3vets =13, (7 pont)
Megoldas. a) Az y = sinx helyettesitéssel a 9y* + 4y — 13 = 0 masodfoki egyenle-
tet kapjuk, amelynek a megoldasai y=1ésy = —%7 azaz sinx =1 vagy sinx = —%.

Tudjuk, hogy —1 <sinx <1, ezért csak az els6 esetbdl kapunk megoldast.
Ha sinz = 1, akkor x = 5 + 2k, ahol k € Z.

Az eredeti egyenletbe az altalanos alakot behelyettesitve latjuk, hogy ez végtelen
sok, valéban helyes megoldas.

b) A négyzetgyok értelmezése miatt az x > —3 valds szamok kozott keressiik a
megoldast.

Az egyenletet atalakitjuk, és felhasznéljuk, hogy

(3\/1"‘!‘3)2 — 9\/36‘4‘37 9 . (3\/38"!‘3)2 +4 . 3\/$+3 _ 13 — O

Az y = 3V3 helyettesitéssel az a) feladatban mar megoldott masodfoki egyenlet-
; fani 4. VTS Va3 _ _ 13
hez jutunk, amelynek megoldasai alapjan: 3V =1, vagy 3V¥7° = — 2.
Az els6 esetben vx +3 =0, azaz x = —3.

A maésodik esetben nem kapunk megoldést, mert egy pozitiv valés szam minden
hatvanya pozitiv. Az x = —3 eleme az egyenlet értelmezési tartomanyanak, tovabba
a megoldas helyességét behelyettesitéssel ellenérizziik.

2. A kishegyhdti Toldy Ferenc Gimndzium 11.b osztdlydnak heti 5 testnevelés
ordjdat az aldbbi elvek szerint kell elhelyezni az orarendben hétfotol péntekig:

— egyik nap két ora, hdrom tovdbbi napon egy-eqy ora legyen.
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— a dupla 6ra a 6. és 7. ordba keriljon.
— valamelyik nap legyen egy elsé ora.
- a maradék két ora tetszdleges helyen lehet az elsdtdl a hetedik ordig.

a) Hanyféle kilonbozé mddon helyezhetdk el az drdk ilyen elvek szerint? (Nem
vessziik figyelembe a tobbi tantdrgybol addédd esetleges korldtozdsokat.) (6 pont)

Nagy Barnabds tandr ur tanitja a torténelmet. A kévetkezé honapban az 0sz-
talynak osszesen 8 torténelem ordja lesz, mindegyiken 1-1 tanulé fog felelni. Aki
mar felelt, biztonsdgban érezheti magdt, ebben a honapban & mdr nem fog széban
felelni. Azok, akik még nem feleltek, a kévetkezd oran mind egyenld valdszindséggel
keriilnek sorra. A 30 fés osztdlyba 18 ldny és 12 fid jdr.

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy ebben az iddszakban 3 ldny és 5 fid fog
felelni? (6 pont)

Megoldas. a) A dupla érat a hét barmelyik napjara tehetjiik a 6-7. 6raba. Ez 5
lehetdség. Ezutan kivalasztjuk azt a napot, amelyen nem lesz éra, ez 4 lehet&ség.
Most mar tudjuk, hogy melyik 3 napon lesznek a szimpla 6rak. Ezeken a napo-
kon 7-7-7-féleképpen valaszthatunk egy orat, ha tovibbi megkotésiink nem lenne.
Ekkor azonban el6fordulhat, hogy nem lesz egyik nap sem els6 ora. Ezeket az ese-
teket le kell vonnunk ebbdl az eredménybdl. Ha egyik napra sem valasztunk els6
orat, akkor 6-6-6 lehetéségiink van. A szimpla o6rakat tehat a feltételek szerint
(73 — 63)-féleképpen tervezhetjitk. A fenti valasztdsok alkalmaval kapott esetsza-
mokat Gsszeszorozzuk, mert a valasztasaink nem befolyasoljak a késébbi valasztasi
lehetOségek darabszamat, azaz el6szor barhogyan dontiink, a késébbiekben ugyan-
annyi féleképpen donthetiink (vagyis a vilasztdsok egymastdl fiiggetlenek). Ennek
megfeleléen az 6t testnevelési 6rat 5-4 - (7% — 63) = 2540-féleképpen helyezhetjiik el
a kivant médon az érarendben.

b) A 30 tanulébol a 8 felelst (°))-féle médon vélaszhatjuk ki.

A 18 lanybdl harmat ('7)-féleképpen, a 12 fiibdl az 6tot (*7)-féleképpen jelsl-
hetiink ki.

Ezek a valasztasok egymastdl fliggetlenek, ezért a feladat feltételei szerint ked-
vezd esetek szama: (18) . (12). A keresett valoszintiség:

3 5

y . 18\ (12
_ kedvezd esetek szama, _ (3) . (5) _ 816 - 792 ~011
P = 5eszes eset széma (380) T 5852925

3. Egy hdromszdog oldalainak a hossza egy szamtani sorozat hdrom szomszédos
tagja. A hdromszég egyik szoge 120°, a teriilete 50 cm?.

a) Hatdrozzuk meg a hdromszig oldalainak a hosszdt. (9 pont)

Egy kozépiskola 32 f6s 12.a osztdlydban a probaérettségi dolgozat két geometria-
példadja, a 3. és 7. feladat bizonyult a legnehezebbnek. Nyolcan nem tudtdk megoldani
eqyiket sem. A 3. feladatot 17-en, a 7. feladatot 12-en oldottdk meg.

b) Hdnyan oldottdk meg mindkét feladatot? (4 pont)
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Megoldas.
a) A szdmtani sorozat kozépsé tagja a > 0, differencidja pedig d > 0.
Az dbra szerint a 120°-os szoggel szemben van a legnagyobb oldal.

C

a+d

A koszinusztétel alapjan:

(a+d)?=(a—d)?+a*—~2-a-(a—d)-cos120°,
a®+2ad+d* = a® — 2ad + d* + a® — 2 (a* — ad) - (—0,5).

Az egyenletet rendezve kapjuk az 5ad = 2a? 6sszefiiggést. Mivel a # 0, ezért oszt-

hatunk 5a-val: d = %a. A haromszog oldalhosszai: %a; a; %a.

Irjuk fel a haromszog teriiletét két oldal és a kozbezért szog segitségével:

2q-a-sin120°

S =50.
2

Innen a? = ;f)—f}%, a~13,9 cm; d~ 5,55 cm. Ebbél a —d =~ 8,35 cm; a+d ~ 19,45 cm.
A haromszog oldalainak a hossza: 8,35 cm; 13,87 cm; 19,45 cm.
b) 32 — 8 = 24-en oldottdk meg legaldbb az egyik feladatot.

A 3. és 7. feladatot megolddk szamat Osszeadva kétszer szdmoljuk azokat, akik-
nek mindkét feladata j6. Mivel 17+ 12 = 29, ezért 29 — 24 =5 tanuld oldotta meg
mindkét feladatot.

4. Egy négyszog csicsainak a koordindtdi: A(—3;—1); B(4;—3); C(8;4); D(1;6).
a) Igazoljuk, hogy az ABCD négyszog paralelogramma. (4 pont)

b) Hatdrozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely érinti mindkét koordind-
tatengelyt, kozéppontja az elsd siknegyedben van és dtmegy a (8;1) ponton. (7 pont)

¢) Fogalmazzuk meg az aldbbi dllitds megforditdsdt:

Ha két kor kozéppontjanak tdvolsiga egyenld a két kéor sugardnak dsszegével,
akkor a két kor érinti eqgymdst.

Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az eredeti dllitds, illetve a megforditdsa. (3 pont)
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Megoldés. AL = (4— (—3);—3 — (=1)) = (7;-2); DC' = (8—1;4—6) = (T;—2).

ﬁ = lﬁ, azaz AB és DC péarhuzamos és egyenl§ hosszi szakaszok. Ezzel
igazoltuk, hogy az ABCD négyszog paralelogramma.

Ha az r sugart kor kézéppontja az els6 siknegyedben van és érinti a tengelyeket,
akkor a kozéppontjanak koordinitai O(r;r). Egy ilyen kor egyenlete: (z —1r)%+

+y—r)?=r=

Ezen a koron rajta van a (8;1) pont, ezért
8—r2+1—r)2=r

Az egyenletet rendezve r-ben masodfoki egyenletet kapunk: r? — 187 + 65 = 0,
amibol két megoldast kapunk: r; =5 és ro = 13.
A két kor egyenlete:

ki: (x—5)2+(y—5)2=25 és ko: (x—13)% + (y — 13)? = 169.

¢) Az eredeti allitas igaz.

Az allitds megforditasa: Ha két kor érinti egymast, akkor a két kor kozéppont-
janak tavolsidga egyenld a két kor sugaranak osszegével.

A megforditds nem igaz. Ha az egyik kor beliilrdl érinti a maésikat, akkor a
kozéppontok tavolsaga a sugarak kiilonbségével egyenld.

214 Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/4



II. rész
5. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenlbtlenséget a valds szdmok halmazdn:

243z —10

PR 0. (7 pont)

Egy 40 centiméter hosszu, 5 centiméter széles fehér szalagot az dbrdan ldthato,
kék minta ismétlésével diszitenek.

N
-

’
\
-
\\\/
!
!
\

Az alakzat hatdrolé vonalai az f(x) és g(x) mdsodfokd figguények grafikonjai.
A koordindtatengely egységei a valdsagban 1 cm-nek felelnek meg.

Y
2 g(z)
1
f 1 2 3 4 5 6 7/8\9 ©
ol f(x)
b) Adjuk meg az f(x) fiiggvény hozzdrendelési szabdlydt. (4 pont)
c) A szalag teriletének hdny szdzaléka kék szind? (5 pont)

Megoldés. a) Elészor megallapitjuk a szamlalé és a nevezé zérushelyeit:
22432 —10=0, ha z =2 vagy = = —5.
22 —82 =0, ha 2 =0 vagy = = 8.

A tort nevez8jében nem lehet 0, ezért a megolddst az R\ {0;8} halmazon
keresstik.

Egy tort értéke akkor negativ, ha a szamlal6 és a nevezo6 ellenkez6 eldjelii. Ha
a masodfoku tag egyiitthatoja pozitiv, akkor a kifejezés a két zérushely kozott
negativ, a tobbi értékre pozitiv. Ezt az alabbi abran szemléltetjik:

22 +32—-10>0
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A szamlalé és a nevezé ellenkezo eldjelil, ha —5 <x <0 vagy 2<x <8, z € R.

Az egyenlStlenség megoldésa: |—5;0[U]2;8].

b) A grafikonrol leolvashatd, hogy az f fiiggvény két zérushelye =0 és z = 8.
Ezért f(z) =a-x- (z— 8) gyoktényezds alakban keressiik a megolddst. Az f fiigg-
vény helyettesitési értéke az x =4 helyen —2, f(4) = —2. Ennek megfeleléen adjuk

meg az a valés szdm értékét: a-4 - (4 —8) = —2; tehat a = .

¢) A minta a szalagon 6tszor ismétlédik. A kék szini minta ardnyat megkapjuk,
ha a szalag egy 8 centiméteres darabjan szamolunk, ennek teriilete 8 cm -5 cm =
=40 cm?.

Hatarozzuk meg az f fliggvény és az = tengely dltal kozrefogott teriilet nagysagat
a megfelel6 hatarozott integral kiszamitasaval.

8
1, 1, 1,0 1.4 1 2
22— lde=|—23 -2 = .83 _-.82—-_10=.
/(83: x) v [24:” 2:'3]0 1%~ 38 03

0

A teriilet ennek az értéknek az abszolat értéke. A kék minta tertilete pedig ennek
a kétszerese, 21% cm?, az 4bra tengelyes szimmetridja miatt.

A szalag teriiletének % = % ~ 0,533 része, azaz koriilbeliil 53%-a.

6. Egy hibds dobokocka a tapasztalatok szerint nem egyenld eséllyel esik mind-
eqyik lapjdra. Az 1-est 0,06 valdsziniiséggel, a 2, 3, 4, 5 szdmokat 0,18, a 6-ost 0,22
valdsziniséggel dobjuk ezzel a kockdval.

a) Mennyi a dobott szdm vdrhatd értéke, ha ezzel a kockdval dobunk? (2 pont)

Az asztalon van hdarom dobdkocka, két szabdlyos és a fenti tulajdonsdgi. A kockdk
kiilsdre nem kiilonboztethetok meg eqgymastol. Taldlomra, vagyis barmelyiket eqyenld
valdszintséggel vdlasztva kivesziink egyet kozilik, és egyszer dobunk a kivdlasztott
kockdval.

b) Mennyi a valdszintisége, hogy hatost dobunk? (3 pont)

c) Ha hatost dobtunk, mennyi a valdszindsége annak, hogy ezt a nem szabdlyos
kockdval dobtuk? (5 pont)

Ugyes Gdbor nyert a LOTTO-n 2000 000 forintot. 2025. janudr 1-én betette a
nyereményét a Bravé Bankba. Azzal szamol, hogy az éves kamatldb a kévetkezd 3
évben 5% lesz.

d) Gdbor a befizetett pénzt és kamatait hdarom egyenld részletben, 2025, 2026,
2027 év végén szeretné felvenni. Mekkora részletekben gondolkozhat, ha a banki
kamatlab elképzelése szerint alakul ezekben az években? A walaszt 1000 forintra
kerekitve adjuk meg. (6 pont)
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Megoldas. a) Mivel 0,06 +4-0,18 + 0,22 = 1, ezért valoban valdsziniiségi elosz-

lasroél van sz6. A dobés varhato értéke:
EF=1-0,06+2-0,1843-0,18+4-0,1845-0,18+6-0,22 = 3,9.

b) A dobdkockdkat %—% valészintiséggel valasztjuk dobésra. Két kocka eseté-
ben % valészintiséggel dobunk hatost, a nem szabdalyos dobdkockaval pedig 0,22
val6szintiséggel.

Az alabbi graf szemléletesen mutatja, hogy mely értékeket hasznaltuk a teljes

valészintiiség tételének felirdsahoz.

nem szabalyos

szabélyos

1 1 1 5 1 1 1 5 1
L1 2.2 L2 2.2 ~.0,22 :.
3 6 3 6 3 6 3 6 3 o 0,78
A hatos dobédsanak valésziniisége a teljes valoszinliség tétele alapjan
11 11 1 83
P=c —4-=4--022=— ~0,184.
3 6 + 3 6 + 3 450

¢) Feltételes valészintliséget fogunk meghatdrozni. Az a kérdés, hogy mennyi a
nem szabélyos kockaval valé dobéas valésziniisége, feltéve, hogy hatost dobtunk.
A Bayes-tételt alkalmazzuk, amelynek felirdsahoz is hasznalhatjuk a fenti grafot.

P (nem szabélyos kockdval dobtunk | hatost dobtunk) =

0,221 33
=TT 1 ToI 022:§%07398'
376t3 6t3 0

d) Jeloljiik z-szel az évente felvett Gsszeget. 2025 végén a bankban 1év6 pénz
értéke 2 000 000 - 1,05 — z, mert a pénz kamatozott, és Gabor kivett x forintot.

2026-ban ez az osszeg kamatozik, {gy év végén (2000000-1,05—2)-1,05 —x
forint lesz a szamlan.
Hasonléan 2027 végén: (2000000 1,05 — ) - 1,05 — ) - 1,05 — a-.
Ekkor elfogyott a pénz:
((2000000- 1,05 — z) - 1,05 —2) - 1,05 — 2 =0,
2000 000-1,05% = z - (1,05 + 1,05 + 1).
2000 000-1,05° 2315250
= ’ = ~ 734 000.
T2 L0541 31525

Gébor 734 000 forint koriili 6sszeggel tervezhet évente.
217
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7. a) Oldjuk meg a valds szdmpdrok halmazdan az aldbbi egyenletrendszert:
ry =16, log,y+6-log,r=5. (10 pont)

b) Hatdrozzuk meg az aldbbi szam utolsé szamjegyét:

20212022 4 9222023 4 90232024, (6 pont)

Megoldas. a) A logaritmus értelmezése miatt: @ > 0; x #1; y > 0; y # 1.

A masodik egyenletben felhaszndljuk, hogy log, x = ﬁ.

Vezessiik be a z = log, v ismeretlent. Ekkor a masodik egyenlet z + S =5 alaku
lesz. Az egyenletet rendezve a 22 — 5z + 6 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk, amely-
nek a gyokei 21 =2, zo =3. Ha 2, =2, akkor log, y = 2, a logaritmus definicija
miatt y = x2. Hasznéljuk fel az elsé egyenletet: 2° = 16 = 2 = /16 = 25 & 2,52;
Y1 = 23~ 6,35. Ha 2z = 3, akkor log, y = 3, a logaritmus definiciéja miatt y = x3.
Az els6 egyenletbél, x> 0 feltétellel: 24 = 16 = 29 = 2; 1y, = 8.

A kapott szamparokat ellendrizve latjuk, hogy valéban megoldasok.

b) Egy hatvdny utolsé szdmjegyét az utolsé szdmjegyének hatvinya hatdrozza
meg. A 2021222 minden hatvénya l-re végzédik. A 2 hatvanyainak végzédése
periodikusan ismétlédik: 2, 4, 8, 6 szamokkal. A 2023 néggyel osztva 3 maradékot
ad, ezért 20222023 végzédése 8. A 2023 hatvanyai is periodikusan ismétlédnek: 3,
9, 7, 1 periédussal. A 2024 oszthat6 4-gyel, ezért 202320%* végzidése 1. Ekkor
1+8+1=10, ezért 20212022 4 20222923 1 20232024 (-ra végzddik.

8. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f fiigguény:

T R—=R, x— x5 — 622 +9z.

a) Adjuk meg az f fliggvény zérushelyeit. (3 pont)
b) Irjuk fel az érinté egyenletét az x =2 abszcisszdji pontban. (5 pont)

A [0;4] intervallumon értelmezett g valés értéki figguényt az aldbbi hozzdren-

delési szabdllyal adjuk meg:

3 2
T 0’59: —6x +9w'

c¢) Hatdrozzuk meg a g figguény mazimumdnak helyét és értékét. (8 pont)
Megoldés. a) Az 23 — 622 + 92 = 0 egyenlet megoldésait keressiik.
23— 622+ 9z =z (2? — 62 +9).

Egy szorzat akkor lehet 0, ha valamelyik tényezGje 0.

Eszerint x =0 vagy 22 —6x+9 = (z —3)2=0. Ez utébbi egyenlet egyetlen
megoldéasa © = 3. Az f fliggvény zérushelyei: z =0 és x = 3.

b) A fiiggvény érint&jének meredekségét a fliggvény derivaltjanak az adott he-
lyen vett helyettesitési értéke adja: f/(x) = 322 — 122+ 9,

f'(2) = -3, valamint f(2)=2%—-6-224+9.2=2.
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Az m = —3 meredekségli, az F(2,2) ponton dtmend érinté egyenlete:
y=-3-(x—2)+2=-3x+8.

¢) A 0,5 alapi exponencidlis fliggvény szigoriian monoton csokken, ezért arra
az értékre veszi fel a maximumat, amelyre a kitevo a legkisebb.

Hatérozzuk meg a kitevd, azaz az f fiiggvény minimumat a [0;4] intervallumon.
A fliggvénynek ott lehet minimuma, ahol a derivéltja 0 és a derivéilt elGjele ab-
ban a pontban negativbdl pozitivba valt. A fiiggvénynek lehet minimuma a zart
intervallum két végpontjaban is.

Az f'(z) = 32% — 122 + 9 = 0 egyenlet megoldésai z =1 és x = 3.

Az x =1 helyen a méasodfoku fliggvény pozitivbél negativba vélt, az z = 3 helyen
pedig a derivalt negativbhél pozitivba valt. Igy az f fiiggvény a [0;1] intervallumon
szigorian monoton nd, az [1;3] intervallumon szigorian monoton csokken, a [3;4]
intervallumon szigorian monoton né (igy az x = 4 helyen nincs minimum).

Minimuma az x =0 és 2 = 3 helyen lehet. f(0) =0 és f(3) =0, tehdt a kitevd
minimuma 0, és ezt két helyen veszi fel.

A ¢ fiiggvény maximuma tehat 0,5 = 1, és ezt

az értéket az © =0 és x = 3 helyettesitési értékek Y
esetén veszi fel. 5 7
4
3
2
1
g
Megjegyzés. Az f és a g figgvény kapcsolata ? 1 2 3 4 5 x
ezen az abran lathato:

9. Egy ingatlankézvetitd iroda eqy 8 szobds lakdst hirdet. A lakds alaprajzdt
mutatja az dbra:

E — elészoba és kozlekedd
N B K — konyha
N — nappali
A — szoba
E B — szoba
| < F — firdé
,_ A W - WC
K A F
|

a) Rajzoljuk meg azt a grifot, amelynek a pontjai a lakds helyiségeit dbrdzoljdk:
E, K, N, A, B, F, W, és két pont kézdtt akkor vezet él, ha a két helyiséget ajto koti
dssze. (2 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/4 219



Az iroda egy uj alkalmazottat szeretne felvenni. A jelentkezdk esetében hdrom
szempontra kiilondsen figyelnek: rendelkezik-e legaldbb 5 éves gyakorlattal hasonlo
munkakorben (GY), van-e angol nyelvvizsgdja (A), van-e felséfoki végzettsége (F).
A jelentkezdk kozil a kivant gyakorlattal 16-an rendelkeznek, angol nyelvvizsgdja
van 25 pdlydzonak, felsfoki végzettsége 18 embernek van. A gyakorlattal rendelke-
20k kozil nyolcan angol nyelvvizsgdval is rendelkeznek. Hét jelentkezonek van gya-
korlata és felséfoki végzettsége is. A felséfoki végzettségliek kozil tizenkettdnek van
angol nyelvvizsgdja. Mindhdrom szempontnak oten felelnek meg. Nem jelentkezett
az dlldsra olyan ember, aki eqyik feltételnek sem felel meg.

b) A fenti adatok alapjan irjuk be az eqyszind részhalmazokba, hdny elemiik van.
(5 pont)

c) A cég logdja egy hdromszdg, benne 8 egyenld sugard kér, amelyek az dbra
szerint érintik az oldalakat, illetve eqymdst.

D

A hdromszdg oldalai 8 cm, 5 cm, 5 cm hossziak. Hatdrozzuk meg a korok
sugardt. (9 pont)

Megoldas. a) K N
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b) A halmazabra kitoltésének célszerti sorrendje:

|GYNANF| =5,
[(GYNA)\F|=8-5=3, [GYNF)\A|=7-5=2, [[ANF)\GY|=12-5=T,
[((GY\A)\F|=16—-3-5—-2=6, |(A\GY)\F|=25-3-5—-7=10,
[(F\GY)\A|=18—2—-5—-7=4.

¢) Az abra elkészitésénél felhasznéljuk, hogy a korok kézéppontjai a hadromszog
szogfelez6in vannak. Hasznéljuk az dbra jeloléseit! Az dbra szimmetrikus a C'F
magassigvonalra. Az érintkezd korok kdzéppontjai és az érintési pont egy egyenesen

vannak. Az érintési pontba hiizott sugar merdéleges az érintére. A haromszog alapon
fekvé szoge 2, a csicsszog 2. A keresett korok sugara r.

C

5 cm

Os

4 cm B

Az AFC derékszogli haromszogben: cos(2a) = %, amibdl 2a = 36,87°, ezért
a=18,43°. Ekkor 8 =90° —2a =53,13°. Az AO;P derékszogli haromszogben
AP =r-ctga; a CO2Q derékszogi haromszoghen QC =1 -ctgf, és az O102QP
téglalapban PQ = 0,02 = 2r:

AC=5=AP+PQ+QC =r-(ctga+2+ctgf) =5,7509-r.

Innen r = 0,87. A korok sugara tehdt 0,87 cm.
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Q
”
5 cm r Q>
Py 5 cm
roop E
[} M O3
4 T
2 /]
A 4 cm F 4 cm B

2. megoldas a c) feladatra.

Az abra elkészitésénél az 1. megoldasban leirt elveket hasznaltuk.

Az AFC derékszogii haromszogben Pitagorasz tétele alapjan C'F = 3 cm.

Az O1 MO /A ~ AFC A, mert oldalaik parhuzamosak, tehdt szogeik egyenl6ek.
Hasonlé haromszogekben a megfelel6 oldalak ardnya megegyezik:

M02 2r 6
3 = ? = MOQ = gT.

Az O,QCA ~ AFCA, mert mindketté derékszogi és egyik hegyesszogik 3, tehat
a szogeik egyenldk. Az oldalak ardnyét felirva:

OQC T 5
5 = Z = OQC = ZT’.
A CF szakaszt ezekkel az adatokkal kifejezve:
6 ) 69
CF=FM+ MO5+ O5C; 3—r+gr+1r—2—0r.
r= % = % ~ 0,87 cm. A korok sugara tehat 0,87 cm.
Horvath Eszter

I_ I A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok

ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

| i (854-888.)

K. 854. Janos bacsi a kovetkezdket mondja magéardl: amikor sziilettem, édes-
anyam mar elmult 20 éves. Ha az 6 akkori életkoranak mindkét szamjegyéhez 1-et
adunk és a kapott szam jegyeit folcseréljiik, akkor édesanyam mostani életkorat
kapjuk. Edesanyam jo egészségnek 6rvend, és még nincs 90 éves. En 56 éves va-
gyok.”

Hany éves volt Janos bécsi édesanyja Janos bécsi sziiletésekor?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
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K. 855. Harom hajé egyszerre indult el egy kik6tébol. Az egyik hajé északi,
mig a masik ketto délkeleti iranyba haladt, és mindharom hajé pontosan egyszerre
futott be a megfeleld kikdtobe. Ekkor az addig parban halad6 két hajo szétvalt, az
egyik tovibbment délkeleti irdnyba, a masik pedig az els6é megallojaban vesztegld
harmadik felé indult, és ez alkalommal is egyszerre kotottek ki. Az északi irdnyhoz
képest mekkora szogben kellett ezutan a két azonos helyen 1év6 hajénak elindulnia,
hogy nyilegyenesen abba a kikotébe érkezzen, ahol az elézéleg végig délkelet felé
halad6 haj6 vdrakozott? (Minden szakaszon minden hajénak ugyanakkora volt az
atlagsebessége.)

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

K. 856. Van egy zsakunk, amelyben piros, kék és zold golyok vannak, 6sszesen 25
darab. A zsdkhoz mellékelve van egy papir, amelyen az alabbi allitdsok olvashat6ak:

o A zsdkban tobb kék goly6 van, mint piros.

e A piros és kék golyék szaméanak Osszege 22.

o A piros és kék golydk szamédnak kiilonbsége kisebb, mint a z6ld golydk szama.
o T6bb kék golyé van, mint piros és zold golyd egytitt.

e Van két szin, melyekbdl ugyanannyi golyé van a zsdkban.

Tudjuk, hogy ezen 6t allitas koziil pontosan egy hamis. Melyik szinbél hany
goly6 lehet?
Javasolta: Czett Mdtyds (Budapest)

K/C. 857. Milyen x, y valés szdmokra &ll fenn az 22 +y% > (x+1)(y — 1) egyen-
I6tlenség? Mely valds szamokra teljesiil az egyenlség?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

K/C. 858. Egy 4 x 1-es téglalapba négy darab kis kék négyzetet rajzoltunk az
alabbi abra szerint.

Hényadrésze egy kis kék négyzet teriilete a 4 x 1-es téglalap teriiletének?
Javasolta: Bird Balint (Eger)

%

Bekiildési hatarid6: 2025. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(857-858., 1853-1857.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 857. A szovegét lasd a K feladatoknal.

K/C. 858. A szovegét lasd a K feladatoknal.
Feladatok mindenkinek

C. 1853. Néhany kutat6 egy virdgos homokgyepen zimmogsé poszméhek 6tven-
f6s csapatat figyeli. Izgatottan allapitjak meg, hogy a poszméhek mindegyike pon-
tosan négyféle viragrol gyljtott viragport, miel6tt tovabbrepiilt volna. S6t, még azt
is feljegyezték, hogy mindegyik poszméh kiilonb6zé négyest valasztott, de mind az
50 poszméh meglatogatott egy buglyos fatyolviragot. Bizonyitsuk be, hogy Gsszesen
legalabb 9-féle viragrél gyljtottek a poszméhek.

Javasolta: Paulovics Zoltan (Budapest)

C. 1854. A kq és a ko kor az A és B pontban metszi egymést gy, hogy a ko
kor athalad a ky kor K kozéppontjan. Vélasszuk ki a ko korvonalnak egy S pontjat
agy, hogy S kozelebb legyen A-hoz, mint B-hez és ne essen a k; belsejébe. A BS
egyenes és k1 masodik metszéspontja legyen D, az AD egyenes a ko kort masodszor
a T pontban metszi. Igazoljuk, hogy KT meréleges BS-re.

gorog versenyfeladat

C. 1855. Egy 19 drénbdl allé csapat repiil egy gyakorlétér felett, a biztonsagi
el6éirasoknak megfeleléen olyan rogzitett alakzatban, ahol barmely két gépnek kii-
16nb6z0 a tavolsaga. Egy hackertamadas kovetkeztében a drénok egymaéasra nyitnak
tlizet: mindegyik drén 16 egyet a hozza legkozelebbi dréonra, és ezzel megsemmisiti
azt. (Feltételezziik, hogy minden drén tudott 16ni, a drénok pontszeriinek tekint-
hetdk, tovabba hogy a drénok csak azutan semmisiilnek meg, miutdn minden golyé
becsapodott.)

Van-e koztik talélé drén?

Egy drént legfeljebb hiny azonos (6t is tartalmazo) sikbdl szarmazéd l6vedék
talalhatott el?

Javasolta: Paulovics Zoltan (Budapest)
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Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1856. Bizonyitsuk be, hogy minden haromszogben (az oldalakat és a megfe-
lel§ szogeket a szokdsos médon jelolve)

b
asina + bsin 8 + csin~y > %—FC (sinc+sin S + sin7y) .
Mikor &ll fenn egyenldség?
Javasolta: Holld Gdbor (Budapest)

C. 1857. Hatarozzuk meg az Osszes olyan p, g, r pozitiv primszamokbédl alld
szdmharmast, amelyek megoldasai a p+q =7+ 1; p-r = ¢> + 6 egyenletrendszernek.

német versenyfeladat

*

Bekiildési hatarid6: 2025. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5454-5461.)

B. 5454. Az aq, as, as, ..., G024, G2025 POzitiv egészeket Ugy véalasztottuk ki,
hogy az %+ 92 43’ = 22024 t4rtek paronként kiillonbozo értékiiek legyenek. Leg-

az’ ag’ a4’ "7 azo2s

alabb hany kiillénb6zé van a kivalasztott szamok kozott?
(4 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5455. Az ABCD konvex négyszog AB és CD oldalegyeneseinek metszés-
pontja P, az atlék felez6pontja M és N. Mutassuk meg, hogy a PM N haromszog
teriilete negyede az ABCD négyszog teriiletének.

(4 pont) Javasolta: Roka Sdndor (Nyiregyhdza)
B. 5456. Az a'°%:¢ plogc @ (98,0 szamok kozill melyik lehet a legkisebb, illetve

a legnagyobb, ha 1 <a <b<c?

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)
B. 5457. Egy haromszog szogei a < 8 < 7, és a leghosszabb oldal egységnyi.

Bizonyitandd, hogy a hdromszog akkor és csak akkor tompaszogi, ha a teriiletének
reciproka t6bb, mint 2(tga + tg3).

(4 pont) Javasolta: Hujter Mihaly (Budapest)
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B. 5458. Az ABC haromszog beirt korének kézéppontja I, és AB < AC. Az Al-
re I-ben allitott meréleges a BC' egyenest P-ben, az AP szakasz az ABC haromszog
koré irt kort masodszor @-ban metszi. Mutassuk meg, hogy 1@ merdleges AP-re.

(5 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

B. 5459. Hatarozzuk meg azokat az f: Q — Q fiiggvényeket, amelyekre barmely
raciondlis x, y szamok esetén teljesiil, hogy

flxz+2y)+ f(2x —y)
: .

f@)+fly) =

(5 pont) Javasolta: Firedi Erik (Budapest)

B. 5460. Az ABC hegyesszogli haromszogben jelolje D, E, F' rendre az A, B,
C cstcsokhoz tartozé magassagvonalak talppontjait. A DE egyenes messe az A,
B, C pontok koré irt kort a G, H pontokban. Hasonldéan, a DF egyenes messe az
A, B, C pontok koré irt kort az I, J pontokban. Bizonyitsuk be, hogy az FE, I,
J és F, G, H pontok koré irt kérok hatvanyvonala atmegy az ABC haromszog
magassagpontjan.
(6 pont) Javasolta: Csapldr Viktor (Batorkeszi) 6tletébdl

B. 5461. Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b, ¢ és d pozitiv egészekhez végtelen
sok olyan pozitiv egész n létezik, amelyre a™ + be és b”t¢ — 1 nem relativ primek.

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest) IMO2024/2 alapjan
ok

Bekiildési hatarid6: 2025. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(905-907.)

A. 905. Nevezzink egy ni, no, ... pozitiv egész szamokbdl allé sorozatot nem
lassulonak, ha szigorian monoton né és niy1 —ng < ngto — ngt1 teljesiil minden
pozitiv egész k-ra. Nevezziink tovabba egy ni, no, ... pozitiv egész szamokbdl
allé sorozatot konvergencia-biztositonak, ha szigortan monoton né, és a kovetkezd
feltétel teljestl: ha aq, as, ... olyan valds szamokbdl 4ll6 sorozat, amelyre minden
m pozitiv egész szdm esetén az Gm4n,, Gmtny, Am+ng, --- 'észsorozat konvergens
és 0-hoz tart, akkor az aj, as, ... sorozat is konvergens és 0-hoz tart.

Bizonyitsuk be, hogy egy ni, no, ... nem lassulé sorozat akkor és csak akkor
konvergencia biztositd, ha az ny —nq, ng —ne, ... sorozat feliilrél korlatos.

Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)
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A. 906. Nevezziik V.-nek azt a végtelen parhuzamos vonalzot, amelynek parhu-
zamos éleinek tavolsdga c. Egy V. vonalzoval az alabbi szerkesztési 1épések végez-
het6ek el:

o két kiillonb6z6 ponton atmend egyenes megszerkesztése;

o adott ! egyenesre olyan [-el pdrhuzamos !’ egyenes megszerkesztése, amely-
re [ és I’ tdvolsdga c (két ilyen egyenes létezik minden I-re, és mindkét egyenes
megszerkeszthetd ezzel a 1épéssel);

o adott A, B pontokra, ha |AB| > ¢, akkor két olyan parhuzamos egyenes
megszerkesztése, melyek kozil az egyik atmegy A-n, a masik B-n, és az egyenesek
tavolsdga ¢ (itt is két lehetséges megoldds van amennyiben |AB| > ¢, és ezzel a
1épéssel mindkettd megszerkeszthetd).

Egy kor alakt lap hataran adott harom pont, melyek egy nem egyenlé szart
haromszoget hataroznak meg. Legyen n egy pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be,
hogy a harom felvett pont és az n szdm fiiggvényében létezik olyan C > 0 szam,
amelyre barmely 0 < ¢ < C-re meg lehet szerkeszteni n darab olyan pontot csak egy
V. hasznalataval, amely rajta fekszik a haromszognek valamelyik hozzairt korén.

A lapon kivil nem tudunk szerkeszteni. A lap hatdran lehet szerkeszteni, fel lehet
venni eqy egyenes €s a lap hatdrinak a metszéspontjdt.

Javasolta: Bdn-Szabs Aron (Budapest)

A. 907. Adott 2025 lampa és néhany kapcsoldé. Minden kapcsoléhoz hozza van
rendelve a lampék egy részhalmaza. Ha hasznalunk egy kapcsolét, akkor az Osszes
ldmpa a hozza tartozo részhalmazban allapotot valt, azaz ami eddig fel volt kap-
csolva az lekapcsoldodik, ami pedig le volt kapcsolva az felkapcsolédik. Kezdetben
minden lampa le volt kapcsolva. Tudjuk, hogy minden lampahoz van olyan kap-
csol6, amelyhez a lampa hozza van rendelve.

Hatéarozzuk meg azt a legnagyobb k szdmot, amelyre akarhogyan is miikdédnek
a kapcsolok, mindenképpen fel lehet kapcsolni egyszerre legalabb k darab lampat.

OKTYV feladat alapjin
ok

Bekiildési hatarid6: 2025. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabol kitiizott feladatok
(659-662.)

I. 659. Egy téglalap alaki asztalon robotjarmiivek mozognak tgy, hogy id6-
egységenként egységnyi tavolsagot tesznek meg. Minden jarmiivet tigy inditunk el,
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hogy az asztal valamelyik szélével parhuzamosan mozogjon. A jarmiivek szenzora
érzékeli az asztal szélét, igy ott a mozgas iranya az ellenkezdjére valt. Elofordulhat,
hogy egy id6 utan két jarmi osszeiitkozne, de ilyenkor a szenzor érzékelése alapjan
a két jarmii megall.

Készitsiink programot 1659 néven, amely megadja, hogy T id6egység alatt mikor
all meg el6szor két robotjarmii.

A program standard bemenetének els6 sordban az asztal oldalainak hossza
(1 <N,M<100), a robotjirmiivek szdma (1 <DB < 10) és a vizsgalt idStar-
tam (1 < T < 1000) taldlhaté. A kovetkezd DB sor egy-egy jarmi induldsi helyét
(1 <X <N, 1<Y; <M) és mozgdsdnak irdnyat tartalmazza (F, L, J, B — fel, le,
jobbra, balra, ahol fel és le az egyik oldallal parhuzamos, mig a jobbra és balra az
ezekre merdleges irdnyt mozgasiranyt jelenti).

A programmal a standard kimenetre irjuk ki, hogy az titk6zés elkeriilése miatt
mikor all meg az els6 két robotjarmii. Ha T id6egység alatt nincs ilyen esemény,
akkor —1-et irjunk ki.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet
6 8 4 10 4
21L/25J/313J/6T7F

Magyarazat: a robotok kezdeti helyzete és iranya lathaté az alabbi abran. Négy
idGegység utédn a 2. sor 7. celldjaban iitkdzne két robot.

/]\

Bekiildendo egy tomoritett i659.zip alloményban a program forraskddja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

(10 pont)

y I. 660. Nevezziik K-nak az origé kdzépponti, 10 000 egy-
ség sugaru korlap I. siknegyedbe es6 részét. Matematikai for-
malizmussal: az £ >0 és y > 0 és 22 +y? < 10 0002 feltéte-
lekkel adott ponthalmaz.

K Feladataink:

x 1. Nyissunk meg egy iires tablazatkezel§ munkafiizetet,
10 000 nevezziik a4t a munkalapot negyedkor névre, a mun-
kafiizetet mentsiikk pontok néven. Segédszamitasokat

csak ezen a munkalapon végezziink a 9. sor alatt.
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2.

Hozzunk létre egy iires munkalapot segedadatok néven. Illessziik be az Al
cellatol az UTF-8 kddolasi, tabulatorokkal tagolt segedadatok. txt fajl tar-
talmat és formazzuk meg a mintak szerint:

A B & D B | e
- : ¢ 1 [19 18] " 324] 5832 61 “»

0 T 5 - X~ ¢ :
8 |52, 2| B ¢ | |20 19| 361 6859 67| 4
1] B | &S| 88| £ < |21 20| 400, 8000 71 ¢
[ E 0 | X w» a y | 4
2 1 1 1 2 || 21| 441] 9261 73
-

3 2 4 8 3 {23 22| 484 79|
R0 NS VN s N 71 N ) (R - Y
=5 e wllE dia - ik
99 98| 9604 521| ¢ | [1229] 1228 9967|
100 99| 9801 523 ¢ | [1230] 1229 9973|
101 100 541) < | 1231] 1230 3
102 101 547 f 1232 1231 ;\'
103| 102 557 ¢ | [1233] 1232 3
SN e DR ST SO |0 _\,}’ sl e 20t . e e ,,,,,;,,7

Szamitsuk ki a valaszt a kovetkezo kérdésekre és jelenitsiik meg az eredményt a

zardj

3.

4.

elben jelolt cellaban:

Hény rdcspont (vagyis olyan pont, amelynek mindkét koordindtdja egész
szdm) van K belsejében? (A1)

Héany olyan racspont van K belsejében, amelyiknek mindkét koordinataja
négyzetszdm? (A2)

Hany olyan racspont van K belsejében, amelyiknek mindkét koordinatédja
kobszam? (A3)

Héany olyan racspont van K belsejében, amelyiknek mindkét koordinataja
primszdm? (A4)

Héany olyan racspont van K belsejében, amelyiknek x koordinataja primszam,
y koordindtdja négyzetszdm? (A5)

Melyik az a legkisebb, egész értékii r sugar, amely esetén a K-hoz hasonléan
elhelyezked6 r sugari k negyedkor belsejében a fenti els6 négy feltételnek
eleget tevé pontokbdl mind a négy feltétel esetén legalabb 100-100 pont
van? (A6)

Segédszamitasokat a negyedkor munkalapon a 9. sor alatt lehet végezni. A meg-
oldadsban sajat fliggvény vagy makr6 nem hasznalhato.

Bekiildend6 az i660.zip tomortett adllomanyban a munkafiizet és egy rovid
dokumentécié, amelyben szerepel a szamitasok magyarazata, a tablazatkezel6 neve
és verzidszama.

Letolthet6 fajl: segedadatok. txt
(10 pont)
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I. 661. A szeptemberi szimban megjelent I. 633. feladat és a novemberi szimban
megjelent I. 641. feladat harmadik része kovetkezik. Most o6tféle specidlis primet
keresiink az els6 szdzezer primszam kozott, ezek a kiegyensulyozott primek, a
primnégyesek, a biztonsdgos primek, a szuper primek és az unokatestvér primek.
Nézziik is ezek definiciot:

Kiegyensilyozott primnek nevezziik azt a p primszamot, amely azonos tavol-
sagra van a két szomszédos primtol. Példaul a 3637 ilyen prim, a két szomszédos
primszam: 3761 és 3641.

Primnégyesnek nevezziik a p, p+2, p+6, p+ 8 szdmnégyest, ha mind a négy
szam prim. Példaul: a (9431;9433;9437;9439) ilyen szdmnégyes, hiszen a 9431, a
9433, a 9437 a 9439 szadm is primszam.

Biztonsagos primnek azt a p primet nevezziik, amelynél % is prim. Példaul:
az 1319 ilyen prim, hiszen az eggyel kisebb 1318 fele 659, amely szintén primszam.

Szuperprimek azok a primek, amelyeknek a primszamok sorozataban vett indexe
is primszam. Példdul: a 67, amely a 19. primszam vagy az 547, amely a 101.
primszam, és — persze — a 19 és a 101 is prim.

Unokatestvér primeknek az olyan primszadm-parokat nevezziik, amelyek kiilonb-
sége 4. Tehat p és p+ 4 is prim. Példaul unokatestvér primek a 757 és 761 vagy a
175 753 és a 175 757 primszamok.

1. Egy tires tablazatkezel6 munkafiizetben nevezziikk 4t a munkalapot primek
névre, a munkafiizetet mentsiikk prim_3-resz néven.

2. Illessziik be az A3 cellatdl az elsé 100 000 prim listdjat a 100000prim. txt
fajlbol. Az els6 két sorba oszlopfeliratok keriilhetnek a szamitasokhoz.

3. Vilogassuk ki az 6t primcsoport elsé 100 000 prim kozé es6 tagjait. A szami-
tasokat ezen a munkalapon végezziik.

4. Hozzunk létre egy eredmények nevii munkalapot, amelynek A oszlopat toltsiik
fel szamokkal 1-t6l addig, amennyi a specialis primszamok darabszamanak
maximuma. A kovetkezd oszlopokban hatarozzuk meg:

(a) A B oszlopban a kiegyensulyozott primeket névekvé sorrendben, helyki-
hagyés nélkil. A C oszlopban az adott kiegyensulyozott prim tavolsagat
a szomszédaitol.

(b) A D:G oszlopban a primnégyeseket, a D oszlopba keriil6k névekvé
sorrendjében, helykihagyas nélkiil.

(¢) A H és 1 oszlopban a biztonsdgos primeket és a kisebb péarjukat névekvé
sorrendben, helykihagyés nélkiil.

(d) A J oszlopban a taldlt szuperprimeket novekvd sorrendben, helykihagyds
nélkil.

(e) A K:L oszlopba pedig az unokatestvér primek keriiljenek (a K oszlopba
a kisebb unokatestvér) novekvé sorrendben, helykihagyds nélkil.
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5. A munkalap adattartomanyat formazzuk a minta szerint.

A = D E F G H I J K L N g
1 1 5 7] 5 7 11 13 5 2 3 3 7 7
2 2 53 8| 1 13 17 18] 7 a 5 7 11 ¢
3 a 157 8| 101 103 107 108) 11 5 11 13 17 4
4 4 172 5 191 183 187 188 23 11 17| 18 23 {
5 5 211 12| 821 233 827 829 a7 23 a1 7| a1 4
& g 257 6| 1481 1483 1437 1489 59 29 a1 43 a7 3
7 7 263 6| 1871 1873| 1877 1879 83 a1 59 67 71 L
8 8 373 6| 2081 w03 2087 208y 107 53 67| 78 a3 3
9 g 563 6| 3251 aos3] aze7  aosg 167 a3 83 97 101 ;
10 10 593 6|  aas1] 2483 2457  a46g) 178 ag 109 103 107 3
11 [T T Al nam wRE Esse sad = Lkl . 0 s )
RV R SRR RN S S MR S e S Cr e S Y SR SRS R ) R ——

6. Szamoljuk 06ssze, hogy ezer primenként hiany szam fordul el6 az 6t katego-
ridban (a primnégyeseknél és az unokatestvér primeknél a legkisebb értéket
szadmolva). Hatdrozzuk meg az 6t kategéridban az adatok szérdsat és abré-
zoljuk oszlopdiagramon a legnagyobb szérast adatsor adatait a max nevi,
diagram elrendezésti munkalapon. A diagram cimében a primcsoport neve
szerepeljen, ezt kovesse a ,,szamok el6forduldsa 1000 primenként” széveg.

7. Az eredmények munkalapon cseréljiik le oszloponként az els6 tiz sor utni
képleteket az értékiikre.

8. Végil a munkafiizetet mentsiik az eredeti nevén zlsb formatumban (bindris
munkafiizetként).

Segédszamitasokat a primek munkalapon végezhetiink. A megolddsban sajat
fliggvény vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildend6 az i661.zip tomortett dllomanyban a munkafiizet és egy rovid
dokumentécid, amelyben szerepel a tablazatkezel6 neve, verzidszama.

Letolthet6 fajl: 100000prim. txt
(10 pont)

I. 662. Nagy méretli tablazatokban adatok elhelyezésére és gyors keresésére
sok esetben hash-, vagy maéas néven hasitofiiggvényeket alkalmaznak. Az eljaras
egy lehetséges mddja a kovetkezd: a legfoljebb N szami adatnak N+ M méretii
tombot foglalunk le, majd megadunk egy olyan hash-figgvényt, amely az adat
tulajdonsigai alapjan kijelol egy helyet az N+ M méretli sorozatban. A fiiggvény
nem kolcséndsen egyértelmi. Ugyanakkor minél kevesebbszer fordul elo, hogy a
fiiggvény két adathoz azonos helyet rendel (hash-litkozés), annédl hatékonyabb a
térolas és utdna a keresés. Amennyiben az adatok beirdsakor uitkozés 1ép fel, tgy
a mar foglalt hely uténi els6 iires helyre tessziik az adatot.

Készitsiink programot, amely modellezi és vizsgalja a fent leirt hasitétabla
miikodését. Elészor vegyiink {6l egy N+ M méretli tombot, amelynek minden elemét
jeloljiik kezdetben tresnek, tehat egyik sem tartalmaz adatot. Ezutan toltsiik fel a
tombot az N szdmu adattal egy hash-fiiggvényt alkalmazva: ha egy adat szaméra
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kijelolt hely szabad, akkor tegyiik oda, ha nem szabad, akkor a fiiggvény &ltal
kijelolt helyet kovet6 elsé iires helyre. A tomb utolsé eleme utan a tomb elsé eleme
kovetkezzen. Az adatok elhelyezése sordn szémoljuk meg, hogy hény esetben (T)
nem sikeriilt egy elemet a hasitéfiiggvény altal jelolt helyre tenni, illetve Gsszesen
hény 1épést kellett tenni (L), hogy az adatoknak tires helyet taldljunk. A T és L szdm
jol jellemzi a moédszer hatékonysiagat, és természetesen fligg a hash-fiiggvénytdl,
valamint N és M értékétol.

A program hozzon létre N szamu adatot, amelyek mindegyike egy véletlenszeri-
en valasztott sz6. A szavakat a word5000.txt szoveges allomanybdl vegyiik, min-
den sz6t legfoljebb egyszer valasszunk ki. A honlapunkrdl letolthetd dllomanyban
soronként egy angol sz6 szerepel. Ezt kévetoen taldljunk ki egy hash-fliggvényt,
amely minden széhoz egy 0 és N+ M — 1 kozotti egész szamot rendel, és végezziik el
a szavak elhelyezését a kezdetben iires tombbe tgy, hogy kozben kiszamitjuk T és
L értékét.

A program standard bemenetének elsd sordban a szavak N szdma (30 < N < 3000)
és a tOmb N-et meghaladé celldinak M szdma (0 <M < 3000) szerepel. A program
a standard kimenet egy sordba irja ki T és L értékét, valamint a hashtab.txt
szoveges allomanyba a hash-tabla tartalméat: soronként egy szot, iires helyek esetén
a ,— karaktersorozatot.

Példa (a varhaté kimenet a hash-fiiggvénytél és véletlentdl fiiggd érték):

Bemenetek Kimenetek
30 10 18 60

100 O 70 702
1000 500 672 3954
3000 3000 1913 8827
500 2000 159 264

Bekiildend6 egy tomoritett i662.zip dllomanyban a program forrdskodja és rovid
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato, illetve roviden bemutatja a programban alkalmazott hasitofiigg-
vényt.

(10 pont)
ok

Bekiildési hatarid6: 2025. majus 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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Mérési feladatok megoldasa Q “ Q

M. 437. Kérjik meg egy tdrsunkat, hogy sétdljon lassan, mozogjon atlagos se-
bességgel, illetve haladjon gyorsjdrdssal. Ezekrdl a mozgdsokrdl készitsink (példdul
mobiltelefonnal) lassitott felvételt, majd a felvételt elemezve dllapitsuk meg, hogy a
mozgas alatt az idd hany szdzalékdban volt a sétdlo tarsunk mindkét talpa a talajon!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz

Megoldas. A mérés helyszinéiil egy falusi focipalya kapuja elétti par négyzet-
métert valasztottuk. Megmértiik a két kapufa kozotti L tavolsdgot mérdszalaggal,
hogy tudjunk majd atlagos sebességet szamolni a kiilonbo6z6 sétalasi tempokhoz.
Egyikiink végigsétalt a két kapufa kozotti tdvon haromszor, egyre gyorsabban, mé-
sikunk pedig ezt levidedzta. Feltoltottiik a szamitégépre a videdt, majd megnéztiik,
hogy egy 1épés hanyad részében volt mindkét talp a talajon. A mérési adatokat tab-
lazatba foglaltuk és kiértékeltiik.

Mért adatok. L =730 cm. A tdblizatban az egyes lépésekhez tartozd Osszes
képkocka szama, ezen belill a kétlabas képkockak szama, valamint ezek aranya
szerepel.

lasst jaras kozepes jaras gyors jaras

lépés | Ossz. | kétl. | ardny | Ossz. | kétl. | ardny | Ossz. | kétl. | arany

1. 49 16 | 32,7% | 36 8 222% | 27 6 22.2%

2. 40 12 | 30,0% | 32 7 121,9% | 28 6 | 21,4%
3. 44 10 | 22,7% | 31 5 | 16,1% | 25 5 | 20,0%
4. 44 11 | 25,0% | 38 10 | 26,3% | 25 4 | 16,0%
5. 40 7 1 175% | 32 5 | 156% | 27 4 | 14,8%
6. 40 9 |225% | 36 8 1222% | 30 5 |16,7%
7. 43 9 |20,9% | 36 8 | 222% | 28 7 1 25,0%
8. 42 10 | 23,8% | 34 10 | 29,4%

9. 44 10 | 22,7%

A haromféle jardsnal az atlagos sebességek és a kétlabas idék dtlagos ardnya:

I. Lasst jaras: vz = 77’3 ™ = 0,97 2, kétldbas id6 4tlagos ardnya: 24,2% =+ 4,6%.

II. Kozepes jaras: vgy = 7 3 = =1,33 2, kétlabas id6 atlagos aranya: 21,0% 4 4,6%.

IIT. Gyors jaras: v = 740 . =183 %, kétlabas id6 atlagos ardnya: 19,4% + 3,8%.

Megfigyelhetd, hogy a sebesség novelésével az arany csokken. A koriilbeliil
20%-o0s hibét egyrészt a vided felbontdsa (30 fps), masrészt a nem egyenletes jards
okozta.

A Csupa cserfes csajocik csilllingeld csapata:

Papp Emese Petra (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.),

Handler Hanna Bedta (Pécsi Leéwey Kldra Gimn., 10. évf.)
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Lassitott felvétellel a segitém levidedzta, ahogyan sétalok lassan, normal tem-
péban és gyorsan. Ezutan a videdkat a Tracker program segitségével kielemez-
tem. Mindkét talpamra felvettem egy ,tomegpontot”, és kirajzoltattam a talpaim
vizszintes pozicidjat az id6 fliggvényében. J6 kozelitéssel akkor lesz egy talpam a
talajon, amikor a vizszintes pozicidja allandé. Egymasra raktam a két talpam grafi-
konjat, és leolvastam azon idGtartamok hosszat, amikor mindkét talpam grafikonja
vizszintes. Ezeknek az id6knek az 0sszegét a teljes id6hoz viszonyitva megkaptam
a kétlabas id6 szdzalékos aranyat.

Az dbran egy ilyen grafikon lathatd, lassi séta esetében. A kétlabas idék ardnya:

Ls =19%.
37 s

z (relativ egység)

t(s)

0 \ \ \ T \
0 6 12 18 24 30 36

Gdti Benjamin (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. A mbdszer pontatlansagat a kisszamu felvett 1épés okozza: emiatt a teljes
id6t nagyban befolyasolja, hogy milyen fazisban kezd6dik és fejezédik be a felvétel.

8 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 2 dolgozat.

% : Fizika gyakorlatok megoldasa
L= alll

G. 867. Egy kaloriméterben jég és viz keveréke van. A kalorimétert dllandd
fitoteljesitménnyel melegitjik, és mérjik a tartalmdanak homérsékletét, amelyet az
idd fiigguényében dbrdzoltunk. A mérés végén 850 ml wviz volt a kaloriméterben.
Allapitsuk meg, hogy mekkora a fitételjesitmény, valamint azt, hogy mennyi jég
volt kezdetben a kaloriméterben!
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T (°C)
7,00

5,25 /
3,50 /

1,75 /

t(s)
0 375 750 1125 1500

—1,75

(4 pont)

Megoldas. A flit6teljesitmény a gorbe azon részébdl allapithatd meg, amikor mar
minden jég elolvadt és csak a vizet melegitjiik. Ez az a rész, amikor a hémérséklet
linearisan emelkedik, azaz amikor 7' > 1,75 °C. A kinagyitott grafikonon erre a line-
aris szakaszra egyenest illesztettem. Ennek meredeksége a viz melegedési sebessége
AL =0,00814 €. A viz témege m =850 g = 0,85 kg, fajhéje ¢ = 4200 kg% =
=42 kgk£C' Ebbdl a keresett teljesitmény, amellyel a kalorimétert flitottiik:

AT
P= Emc% 29 W.

A kisérlet sordn t = 1500 s alatt Q = Pt = 43500 J = 43,5 kJ hét kozoltiink a
rendszerrel. Ez egyrészt az ismeretlen m; tomegi, 0 °C-os jég megolvasztéséra,
masrészt az Osszesen m = 0,85 kg viz 0 °C-rdl 6,42 °C-ra vald felmelegitésére
hasznélodott fel.

Q = mjL() + chT7

ahol Lo =334 % a jég olvadash@je és AT = 6,42 °C. Ebbdl a jég tomege:

— meAT
m; = QLLOC ~ 0,062 kg = 62 g.

Sipeki Andor (Budapest, Karinthy Frigyes Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. Ha a melegedés gy torténne, hogy a termoszon belill mindig h6mérsékleti
egyensiily lenne, akkor mindaddig, amig az dsszes jég el nem olvad, a hémérséklet 0 °C-os
lenne, és csak utédna kezdene (egyenletesen) melegedni. A valésdgban viszont a viz méar
akkor melegedni kezd, amikor a jég még nem olvadt el teljesen: emiatt lesz a fiitési gérbe
az idedlistol eltérd. Az dbrdn megrajzoltuk egyrészt a 0 °C-os vizszintes egyenest, mésrészt
a megoldasban emlitett linearis szakasz meghosszabbitdasat. A két egyenes metszéspontja
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megadja azt a pillanatot, amikor idedlis homérséklet-kiegyenlit6dés esetén a jég olvadéasa
befejez6dne. Ennek az id6adatnak a leolvasdsabdl a fentiekhez hasonlé gondolatmenettel
szintén meghatarozhatjuk P és m; értékét.

T (°C)

7,00
/|

5,25 /
3,50 /

1,75
/

4

t(s)
0 375 750 1125 1500

—-1,75

A szdmszerli eredmény bizonytalansigat egyrészt a grafikonr6l valé leolvasas
pontatlansidga, masrészt a kaloriméter hokapacitdsanak elhanyagolasa okozza.

37 dolgozat érkezett. Helyes 14 megold4s. Kicsit hidnyos (3 pont) 12, hidnyos (1-2 pont)
11 dolgozat.

2 G. 868. Az abran ldthaté rom-
busz oldalélei R ellendlldsiak, az
R R eqyik dtlos élének ellendlldsa pe-
dig xR, ahol x>0 egy wvdltoz-
tathato paraméter. Két tetszdleges
csucspontra U fesziiltséget kapcso-
lunk. Szdmitsuk ki minden lehet-
R R séges esetben az Ot ellendlldson
fejlédd teljes hételjesitményt az x
paraméter fligguényében!

(4 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Megoldas. A két tetszbleges csomoépontot a kapcesolds szimmetridja miatt harom
kiilénb6z6 modon tudjuk kivalasztani.

1. Két szomszédos cstcspontra kotjuk a feszultségforrast. Az 1. dbrdn a négy
egyenértékli lehet6séghbol az egyik lathatd. Az atrajzolt aramkor alapjan egymas
utani soros és parhuzamos kapcsoldsokkal meghatarozhat6 az eredé ellenallas:

2R-zR
R'(R+2R+xR> 3z 42

2rReR ) dz+4
R+(R+%) v
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[\

R R
3
3 iR 1
R R
4
l—
U
1. dbra
A teljes hételjesitmény pedig ez alapjan:
U2
Py =Po=P3="Py=——
R34y

2. A 3-as és l-es csicspontok kozé (2. dbra) kotjitk a fesziiltségforrast.

B 4x—|—4U72
3242 R’

2 R 9 R
LI LI
R R
R
3 1 b 3 |:| zR 1
R R
R R

4 4

Iy Iy

" ¥

U U

2. dbra

Ebben az esetben a szimmetria miatt az xR ellendlldson nem folyik dram (olyan,

mintha ott se lenne). Az eredé ellendllés:

)

R 2R-2R
YT 2R+ 2R
a teljes hoteljesitmény:
U
B RL. T R

Az ellendllds és a teljesitmény is fiiggetlen z-t6l.

3. A 2-es és 4-es cstcspontok kozé (3. dbra) kotjik a fesziiltségforrast.
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] 1
R R
3 TR 1 2 i 4
LI
R R
R 3 R
4 — | [}

o=
i

8. dbra

Harom parhuzamosan kapcsolt ellenallas ereddje:

1 1 1 T
— —9. — = Ry= R.
Raa 3R iR AT
A teljes hételjesitmény:
U2 z+1U?
Poy=—= —.
R24 X R

Szighardt Anna (Révkomdarom, Selye Janos Gimn., 9. évf.)

23 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (1-2 pont)
6, hibas 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5599. Egy forgdsi paraboloid alaki, fiig-
gbleges szimmetriatengelyt, vékony fémserle-
get az O cstcsdndl vizszintes tartélaphoz erd-
sitettink. A P pont és a siklap tdvolsdga hg.
A serleg belsejében elhelyezett vékony csdbe,
annak Q) végpontjindl egy pontszeri testet ej-
tettink, amely a serleg P pontjinadl hagyja
el a csovet. A @ és a P pont magassdg-
kiilonbsége H.

A kis test a serleg érintdsikjaban fekvd,
vizszintes egyenes irdnydban repil ki a csd-
bol. Milyen hatdrok kozott fog vdltozni a kis
testnek a lemeztdl mért h tdvolsiga a tovabbi
mozgds soran? (A surlédds mindenhol elhanyagolhatd.)

(5 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vacduka

7
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Megoldas. A test sebessége a cs6bdl vald kilépéskor vizszintes, igy ekkor palya-
janak legmagasabb vagy legalacsonyabb pontjan van. A sebessége ekkor az ener-

giamegmaradés alapjan:
vo = +/29H.

A mozgds sordn jelolje a test siklaphoz viszonyitott magassdgat h, pillanatnyi
sebességét v. A serleg alakja miatt

h=ar?,

ahol a egy allandé, r pedig a szimmetriatengelytél mért tavolsdg. Az energiameg-

maradéas alapjan:
1

§mv2 +mgh = %mv% +mgho.

A testre mindvégig csak a feliilet nyomodereje hat, amelynek hatasvonala dtmegy
a szimmetriatengelyen, igy a test szimmetriatengelyre vonatkoztatott perdiilete
alland6. Azt a masik helyzetet keressiik, ahol a sebesség szintén vizszintes irdnyt,
ezekben a pontokban a perdiilet kénnyen kifejezheto, és igy a perdiilletmegmaradas
alapjan:

mur = mugrg.

Ebbdl
To
V=v9—,
r
amelyet az energiaegyenletbe behelyettesitve:
2
T
Ugrg +2gh = v} + 2ghy.
Felhasznalva vg kifejezését, valamint az
% _ho
2 h
Osszefiiggést, h-ra egy masodfoku egyenletet kapunk:
h? — (H + ho)h + Hhgy = 0.
Az egyenlet gyokei: hy = H és hy = hg, tehat a test magassdga a siklaphoz képest
ho és H kozott fog valtozni. Amennyiben hg < H, hg < h < H; hg > H esetén pedig
H < h < hg. Ha hg = H, akkor a test h = hy magassagban korpalyan fog mozogni.

Molndr Zétény (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A megmaraddsi torvények alapjan felirt egyenleteknek mindig meg-
oldasa a kezdeti allapot is, igy h = ho az egyenlet trividlis megoldédsa. Ezt felhasznalva a
maéasodfoki egyenlet egyszeriisithetd, és a masik megoldéds azonnal megkaphat6:

h* — (H 4 ho)h + Hho =0,
h(h —ho) = H(h — ho),
h=H.

Ez a triikkk kiilonésen hasznos olyan feladatokndal, ahol az eredeti egyenlet harmadfokui.

2. Amennyiben ho = H, a test egyenletes sebességgel korpalyan mozog. Ezt dinamikai
megfontolasokkal is megkaphatjuk. A testre haté nyomderd Nt fiiggleges komponense a
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nehézségi erdt egyenliti ki, a radidlis (vizszintes) N, komponense pedig korpalyan tartja
a testet. Ebbdl a nyomder6 vizszintessel bezart szoge:

N¢ mg gro
top = 0t = =27
SR A B

T

Mésrészt a h = ar? egyenlet{i parabola érint8jének meredeksége ho magassagban:
h
tga = 2arg = 22,
To
(Ez nemcsak derivildssal, hanem geometriai vagy optikai megfontoldsokkal is megkapha-

t6.) Az eré merdleges a feliiletre, igy o+ ¢ = 90°, amibél tgatge =1, és:

oho gro

To V3

=1.

Ebbél v3 = 2gH behelyettesitésével azonnal adédik a ho = H feltétel.

3. A szé1s6 helyzeteken kiviil a testnek nemcsak tangenciélis, hanem radiélis és fiiggs-
leges sebességkomponense is van. A megmaradéasi egyenletek:

v§+29h0:v2+2gh:(v5+vr2+vf2)+2gh,

Voo = VT,
amibdl
To
UVt = Vo—
T
és

(H—=h)(h—ho)
h

Az eredménybdl egyrészt lathatd, hogy h = H és h = ho esetén a nem tangencidlis tagok

2
02 + v} :v§+2gho—v§:—g—29h=29H+2gh0—2thTf—zghzzg .

valéban eltiinnek. Més esetekben pedig meghatarozhat6 h fiiggvényében a sebesség pa-
rabola érint8jével parhuzamos \/v? +v? komponense. A mozgds idébeli lefrdsa azonban
csak numerikus mddszerekkel lehetséges.

15 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldés. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 4, hidnyos (1-2 pont)
4 dolgozat.

P. 5600. A vizszintes, surléddsmentes talajon
allo létra két egyforma szdra kezdetben g szdget
zdr be a talajjal, és a koztik lévd lanc akaddlyoz-
za meg a szétcsuszdsukat. A létra tetején eqy M
tomegt ember il. A ldnc elszakad, a létra szétnyi-
lik. Mekkora sebességgel és gyorsuldssal ér talajt
az ember? Hogyan ardnylik ez a két mennyiség ¢ ¢
ahhoz, amikor az ember ugyanekkora magassdg-
bol szabadon esik le? Vizsgdljuk az M — 0, illetve
az M — oo hatdreseteket. Tekintsik a létra szdra- 20 %y
it eqy-eqy m témegi, ¢ hosszusdigi homogén rid-
nak, az embert pedig pontszeriinek. A létra két szardt felil eqy surlodasmentes csuklo
tartja ossze.

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
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Megoldas. A feldllitott rendszer szimmetrikus az
emberen és a csuklén atmend fiiggéleges sikra, igy
elegend6 az egyik felét vizsgalni, mintha a szimmet-
riasiknal egy fal lenne. Ekkor az M tomegnek csak a
felét kell figyelembe venniink (1. dbra).

Kezdetben a rendszer nyugalomban van. A létra-
szar egyik vége mindvégig a talajon mozog, amikor
pedig a masik vége is leérkezik a talajra, akkor a viz-
szintes sebessége is nulla lesz. Igy a leérkezés pillana-
tdban a létraszarnak csak forgd mozgasa lesz ekoriil
a pont koriil. A mechanikai energia megmaradasa alapjan tehét:

M h 1M , 1_,
2gh—|—mg2—2 5 v —|—2@w,
ahol h = £singg, v az ember sebessége a foldetéréskor, valamint
1 , v

_ L2 _v
@—3m£ és w 7

Behelyettesitve és rendezve:

_\/6(M+m)g€sin<po_\/3(M+m)U
- 3M+2m  V3M+2m

ahol
vo = v/2¢¥sin g

a h = fsin g magassagbdl szabadon esé test foldetérési sebessége.

Ha M — 0, akkor v = +/3¢gfsinyg = \/gvo.
Ha M — oo, akkor mellette m elhanyagolhato,
tehat olyan, mintha m — 0 lenne. Ilyenkor v =

= +/2glsinpy = vy, azaz az ember ugy esik le,
mintha a létra ott sem lenne.

¢ Y o
A foldetéréskor a gyorsulas meghatarozasa- M, \1'mg

hoz tekintsiink tigy a rendszerre, mintha egyet- 2

len merev testként (8 szoggyorsuldssal forogna 2. dbra

az ekkor nyugalomban 1év6 O végpont koriil

(2. dbra). A testre hatd, erre a pontra vonatkoztatott forgatényomatékok ereddje:

M 14
T=7g£+mg

ia
a rendszer teljes tehetetlenségi nyomatéka szintén erre a pontra vonatkoztatva:
M 1
®6ssz = 7£2 + §m£27

és igy az ember gyorsulasa foldetéréskor:

., T _3(M+m)
=Bt = 5 =3 ram?

Ha M — 0, akkora:%g, ha M — oo (m — 0), akkor a =g.
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Az ut6bbi hataresetet kivéve minden esetben a > ¢, azaz az embernek csak akkor
lesz ekkora a sebessége és a gyorsuldsa, ha kapaszkodik vagy rogzitve van a létrahoz,
kiilénben elvalik téle.

Vértesi Janka (Debreceni Ady E. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. Ebben a megoldasban a gyorsulas kiszdmitasakor a forgatényomaték-
egyenletet a pillanatnyi forgastengelyre irtuk fel. Ezt csak akkor tehetjiik meg ilyen egy-
szerlien, ha ennek a pontnak a gyorsuldsa is nulla, vagy pedig ha van gyorsulédsa, akkor az
ebbdl szarmazé tehetetlenségi erének nincsen forgatényomatéka a forgastengelyre. Ese-
tinkben az utobbi teljesiil, hiszen a pont vizszintesen gyorsul, és igy a tehetetlenségi erék
is vizszintesek, &tmennek az O ponton.

2. Elkeriilhetjiik az ilyen feltételek vizsgalatat, ha a forgd test mozgasit a tomegko-
zéppont haladé mozgdsabdl és az akoriili forgémozgasbdl rakjuk ossze. Ilyen megoldas
lathaté a munkafiizetben (https://www.komal.hu/munkafuzet.h.shtml).

3. Tébb megoldo elkovette azt a hibat, hogy mikdzben csak az egyik létraszar mozgasat
vizsgalta, az ember teljes tomegével szamolt. Ez olyan, mintha az ember tomege kétszer
akkora lenne, igy a hataresetekben jé, de altalanos esetben rossz megoldast ad.

24 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 14, hidnyos (2 pont)
2, hibas 1 dolgozat.

P. 5607. Egy ragzitett lejtd tetejérdl vizszintesen elha-
jitott kicsiny test éppen a lejtd aljandl csapddik be (dbra).
A becsapdddskor a sebessége a lejté sikjaval = 19°-0s
szoget zar be. Mekkora a lejté hajldsszoge?

(3 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, (Budapest)

Megoldas. Legyen a vizszintes hajitas kezdGsebessége vg, a lejtd magassiga h,
alapjanak hossza ¢, ahogy az dbran lathat6. A test ¢ idé alatt éri el a lejté aljat.
A kinematikai Osszefliggések alapjan:

= ’U()t,
PR 9.2
.- h==t
e 2 )
/ Vg = Vo,
U vy = gt.
a+05 4
/ Vu, Ezeket felhasznalva az dbra alapjan:
¢ h gt
oOo=—=—
& y4 2’[}0,
v t
tg(a+p8) =2 =2
(%% Vo
és ebbol tgat tgf
go T tg
2tga =1t =
ga=tg(a+p) I tgated
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Ez tga-ra egy méasodfoki egyenlet:
2tgBtgla —tga+tgf =0,

amelynek gyokei:

1++/1—8tg?p3

tgay o = 1te

Felhasznalva, hogy = 19°:

tga; =0,891 = a1 = 41,70,
tgas =0,561 = g =29,3°.

A feladatnak mindkét szog megoldésa.

Kis Bogldrka (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 28 megoldas. Kicsit hidnyos (2 pont) 6, hidnyos (1 pont)

3, hibas 4 dolgozat.

P. 5611. Az abran ldthato ,kettds jojo” két egyforma, homogén to-

megeloszlasu korongbol és a rdjuk tekert fonalakbol dall.

A két testet a fonalak fiiggdleges helyzetébdl kezddsebesség mélkil

inditjuk el.

a) Melyik korong tengelyének lesz nagyobb a sebessége egy bizonyos
idd elteltével, és hdnyszorosa ez a sebesség a mdsik korongénak?

b) Melyik korong szdgsebessége lesz nagyobb egy bizonyos idd eltel-
tével, és hdnyszorosa ez a szdgsebesség a mdsik korongénak?

(A kérdéses pillanatban a fonalak még nem tekeredtek le a korongokrdl.)

(5 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

Megoldas. Az dbra jeloléseit hasznélva irjuk fel mindkét korongra a haladé és a

forgémozgas egyenleteit:

(1) ma; =mg+ Ko — K,
(2) mas =mg — Ko,
(3) ©p1 =rK;,

(4) Of2 =rKs,

ahol © = %mrQ a korongok tehetetlenségi nyomatéka. Eze-
ken kiviil sziikségiink van a kényszerfeltételekre. A fels6
korong tisztdn gordiil a fondlon, igy

(5) ap—rpf=0 = 512%.
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A fonal nyujthatatlan, igy az alsé korong P érintkezési pontjanak a gyorsuldsa
megegyezik a fels6 korong gyorsulasaval. Ez alapjan:
as — aq

(6) ay—rfr=a1 = fa= —

A fondleréket (3) és (4)-bél kifejezve, majd O kifejezését és a szoggyorsuldsok (5)
és (6) képleteit behelyettesitve:

] 1
K, = ﬂ = —may,
r 2
08 1
= — = — —
Ko . 2m(ag ay)

Ezeket a kifejezéseket (1) és (2)-be behelyettesitve, és az egyenleteket rendezve:

1 1
malzmg+§m(a27a1)f§ma1 = 4ay =2g+as,

1
mag = mg — im(ag —a1) = 3az=2g+ay.

Az egyenletrendszer megoldéasa:

8 , 10

a=179 & @=,79

Mivel a rendszer kezdetben nyugalomban volt, a korongok sebességének aranya
megegyezik a gyorsulasok aranyaval:

(%) a9 5

)

V1 aq 4

tehét az alsé korong sebessége a nagyobb. (5) és (6) alapjin a szoggyorsuldsok:

_u_8y
= r 11¢’
_G—a_ 2y

B2 = r Tl

A szogsebességek ardnya megegyezik a szoggyorsuldsok aranyéval:

wp_fa_1
w1 b1 4’
tehdt a felsé korong szogsebessége a nagyobb, 4-szerese az alsé korong szogsebes-
ségének.
Toth Hanga Katalin (Kecskeméti Banyai Jilia Gimn., 11. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldés. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 5, hidnyos (1 pont)
1, hibas 1 dolgozat.
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P. 5612. 25 °C-os nitrogéngdzzal 1000 J hét kézlink, mikozben dllandé hémér-
sékleten kitagul. Ezutdn a gdzt adiabatikusan tdgitjuk, amelynek hatdsdra 0 °C hé-
meérsékletre hill. Ugyanebbe a végdllapotba juthattunk volna, ha a gdzt eldszor adia-
batikusan, majd izotermikusan tdgitjuk. Mennyi hot kellene ebben az esetben kézdlni
a gdzzal az izoterm folyamat sordn?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest
I. megoldas. A kezdeti dllapotban a gdz nyomaésa, térfogata és hémérséklete pq,
V1 és T1 =298 K, a végallapotban pedig ps, Vo és To =273 K.
A feladatban eldszor leirt folyamat:

izoterm adiabatikus

p1, Vi, T1 ——— pi1, Vi, Th p2, Vo, T.

Az izoterm folyamat soran a héfelvétel megegyezik a géz dltal végzett munkéval,
értékét pedig megadja a feladat:
Via

(1) Q1 =Wz =p1Viln (V> =1000 J.
1

Az adiabata folyamatra fennall:

15 Vi )"
2 T _ (Via
2) z (V) |

ahol k a fajh6hdnyados.
A maésodik folyamat:

adiabatikus izoterm

p1, Vi, Tt ——— pra, Vko, To ——— p2, Vo, T5.

Az adiabata folyamatra fennall:

Ty ( Vi )’”
3 -2 _ (L .
3) Ty Vo
Az izoterm folyamat soran a felvett h6 megegyezik a gaz dltal végzett munkaval:
Vz
(4) Q2 = Wga =p2Valn <V2> .
k2

Az egyesitett gdztorvény alapjan:

T
(5) poVo = =i WA,
Ty

(2) és (3) Osszevetésébdl:

Vi ) oo ( Vi )K_l Vim W Voo Vg
6 R —— = — = P—— = _— = — = —_ =,
(©) ( Vs T Vi Voo Vie Ve Wi
és végiil (4), (5), (6) és (1) felhasznalasaval:

Va T Via T
=pVoln| — | ==y Viln| — | = =—0Q; =916 J.
Q2 =p2V2 n(ng) Tlpl 1 H<V1> TlQl

Az Entropiatagadok csapat: Budai Mdté, Nacsa Domdn
(Gyula, Erkel F. Gimn., 11. évf.)
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I1. megoldas. Forditsuk meg a feladat
szovegében masodszor leirt 1 — K2 — 2 fo-
lyamatot. Igy az elsének leirt 1 — K1 —
2 folyamattal egytitt egy Carnot-korfolya-
matot kapunk (dbra). A megadott Q1 a
felsd, T1 hémérsékletii hétartalybdl felvett
hovel, a keresett Qo nagysaga pedig az igy
kialakitott korfolyamatban a To hémérsék-
leti hétartalynak leadott homennyiséggel
egyezik meg.

A Carnot-korfolyamat hatdsfoka:
n:K: Q—-Q Th-Tp

Q1 Q1 Ty

amibdl a keresett Q2 hémennyiség:

Ty
= — =916 J.
Q2 T1Q1

T6th-Tiiri Bence (Godolléi Torok Ignac Gimn., 11. évf.)

22 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos (1-2 pont)
4, hibas 3 dolgozat.

P. 5618. Eqgy m tomegi gyongyot flztink egy elegen-
Lisigicis dden hosszi, fiiggdleges helyzett, rogzitett, feszes drétra,
amelyhez egy fonalat erdsitettink. A fonalat, az dbra sze-
rint eqy vizszintes rudon dtvetettiink, és fiiggdleges darab-

1,01‘ janak végéhez eqy kicsiny, 2m timegii nehezéket rogzitet-
mC: d tink. A rid a dréttél d tavolsdgra van. A gyongyhoz kap-
csolodo fonalszdl vizszintes helyzetében a gyongynek fel-

felé mutato, vo = +/2gd nagysdgi kezddsebességet adunk.

a) A gyongy legfelsé helyzetének a kiinduldsi ponttdl
vald tdvolsdga legyen f, a legalso helyzetének a kiinduldsi
om  ponttdl vald tdvolsdga pedig €. Mekkora az £/ f hdnyados?

b) Mekkora a fondlban ébredd erd a gyongy legfelsé
helyzetében és a kitnduldsi ponton vald dthaladdskor?

(A surlédds mindenhol elhanyagolhatd.)
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. a) Szamitsuk ki f-et és f-et d fiiggvényében. A kezdeti dllapotban a
gyongy vg = v/2gd sebességgel mozog folfelé, a nehezék sebessége pedig éppen nulla,
hiszen ez a lehetséges legmélyebb pontja. Ez a helyzet legyen a helyzeti energidk
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nullpontja mindkét test esetében. Igy a rendszer teljes mechanikai energidja:

1
LBy = gmvg =mgd.

A széls6 helyzetekben mindkét test sebessége nulla, hiszen mozgasuk ekkor
irdnyt valt. Az 1. abrdn a felsé helyzetet abrazoltuk, de az alsé helyzetrdl ugyanilyen
abra készithetd. Ez alapjan a rendszer mechanikai energidja ebben a helyzetben:

El:mgf—|—2mg(\/fQ—FdQ—d)7

ahol kihasznaltuk, hogy a fondl nytjthatatlansaga miatt
a nehezék elmozdulasa felfelé megegyezik a fonal gyongy
és rid kozotti szakaszdnak megvéltozdsaval. A mecha-
nikai energia megmaradasa miatt F; = FEy. Ezzel f-re
maéasodfoku egyenletet kapunk, amelyet megoldva:

mgdzmgf—|—2mg(\/fQ—|—d2—d)7
3d— f=2vf2+d?,
1. dbra 3% +6df —5d* =0,

- (e

Mivel f > 0, a két gyok koziil a pozitiv a helyes:

A legals6 helyzetre pontosan ilyen egyenleteket irhatnénk fel, csak f helyére min-
denhol —/-et kéne irnunk. Igy a masodfokd egyenlet negativ gyoke éppen —/l-et

adja meg, amibdl:
8 8
()= ()

A keresett hanyados tehét:

¢ i1 BB
FT i VA

~ 4,16.

b) Tekintsiik elészor a legfelsé helyzetet, rajzoljuk be a testekre haté erdket
(2. dbra). A gyongyre haté erdk koziil csak a fiiggleges erékkel foglalkozunk,
hiszen a gyongy csak fiigg6legesen mozoghat. (A kotélerd vizszintes komponensét
kiegyenliti a rudban ébred6 kényszererd, amelyet az dbrara be se rajzoltunk.)
Ebbdl az allapotbdl — ahol a testek pillanatnyi sebessége nulla — mindkét test
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lefelé gyorsulva indul el, igy a gyorsuldsokat lefelé vessziik pozitivnak. A gyongyre
haté kotélers fiiggbleges (ruddal parhuzamos) komponense K sinc, ahol « a fondl
vizszintessel bezart szoge. A 2. dbra alapjan:

f

sina = ———= ~0,535.
/f2 + d2
A mozgasegyenletek:
(1) may = mg + Ksina,
(2) 2mag = 2mg — K.

2mg Y ecceseesd

2. dbra 3. dbra

K meghatarozasdhoz sziikségiink van a két gyorsulds kozotti kapcsolatra. Tekint-
siik a legfelsd helyzet elérése utdn nagyon kis At id6vel 1év§ pillanatot (At — 0).
A legfels6 helyzetben mindkét test 4ll, v; = vy =0, igy a Ax = %a(At)2 Osszefiiggés
szerint a gyorsuldsaik ardnya megegyezik a testek altal a rovid At idé alatt meg-
tett Az utak ardnyaval. Legyen a gyongy elmozdulasa lefelé Axzq. Ekkor a ferde
fonalszakasz hossza a 3. dbra alapjan:

d =/ (f—Ax )2+ d ~\/f2—2fAxy + d2,

ahol a kozelitésben elhanyagoltuk a (Az;)? tagot. Ez alapjdn a nehezék elmozduldsa
lefelé:

Awy =/ [ +d2 = /2 = 2fDxy + &2 = /2 + 2 (1—\/%> ~

=~ — 7fo1 —ﬂ
N\/f2+d2(1 <1 f2+d2>> R

ahol felhasznéltuk, hogy v1+e~1+ %6, ha ¢ < 1. Tehat

(3) 92 _ Az = / =sina.

a1 Ar \ f2 4 d?
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Az (1), (2) és (3) egyenletekbdl all6 egyenletrendszert megoldva a keresett fondlerd:

_ 2(1—sina)

Vizsgéljuk ezutdn a kiinduldsi ponton val6 dthaladast (4. dbra).

Llssgiiis
Llsiiiiis
vy , @ X'
0> 1¢I
mg K’ ¢, ,,,,,, d
Azf C
a’QT
feeseeeeed Axh A
2mg T
4. abra 5. dbra

Ekkor a gydéngy az energiamegmaradds miatt ismét vy = 1/2gd sebességgel mozog.
A gyongyre fliggbleges irdnyban csak a nehézségi erd hat, igy aj =g. (A gyongy
gyorsulasat lefelé tekintjiikk pozitivnak, és a tovabbiakban az els, lefelé torténd
athaladést vizsgaljuk. A megoldas azonban ugyanez a kiindulasi helyzeten felfelé
athaladds esetére is.) A nehezék ekkor eléri legmélyebb helyzetét, igy pillanatnyi
sebessége nulla és felfelé gyorsul. A nehezékre felirt mozgasegyenlet:

(4) 2mal, = K' — 2mg.

Most tekintsiik ismét a vizsgdlt helyzet utdn nagyon kis At idével 1év6 pillanatot
(At — 0). Legyen a gyongy altal ezalatt megtett it Az}, a nehezéké pedig Ax}.
Az 5. dbra alapjén:

/ [, (Az})? (Azh)? (Azh)?
Azhy=/d*+ (Ax))2—d=d\/1+ d21 —d~d|1+ Qdé —d= 2(11 ,

ahol ismét felhasznaltuk, hogy v1+e~1+ %5, ha e < 1. A két elmozdulédst azon-
ban felirhatjuk a kévetkezdképpen is:

Az, = \/29d At + g(At)2,

Azl = ﬁ(At)2
275 .

A harom osszefliggés alapjan

287, (Aa)?
27 (A2 T d(At)?

2
=29+ %\/diAt—i— Z—d(At)Q ~ 2g,
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hiszen At — 0 miatt a masodik és harmadik tag elhanyagolhaté az elsé mellett.
Ebbél (4) alapjin a fonalerd:

K'=2m(ay+ g) = 6myg.

Simon Janos Daniel (Career Academy South Bend, 11. évf.)

19 dolgozat érkezett. Helyes Simon Janos Déniel megoldésa. Kicsit hidnyos (4 pont)
3, hidnyos (1-3 pont) 15 dolgozat.

Fizikabol kitiizott feladatok

M. 440. Hajtogassunk papirrepiilét, majd mérjik meg a siklészaméat! Toreked-
jlink arra, hogy minél hosszabb szakaszon siillyedjen egyenletesen.

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

G. 885. Egy optikai tivegszal magjanak torésmutatdja 1,6, mig a boritasaé 1,5.
Legfeljebb mekkora szoget zarhat be az optikai szal tengelyével egy fénysugar az
iivegszalon beliil, hogy teljes visszaverddés jojjon létre a szal belsejében? A tengely-
hez képest legfeljebb mekkora szoggel érkezhet a fénysugar leveg6bdl az iivegszal
tengelyre merdleges belépési sik kozepére?

(3 pont)
G. 886. Az dbran lathaté két egyforma, parhuzamosan kapcsolt sikkondenzatort
200 V-ra toltjiikk, majd lekapcsoljuk a fesziiltségforrast. Ezutdn az egyik konden-

zator lemeztavolsdgat megkétszerezziik, a masikét megfelezziik. (A lemezek kozott
levegd van.)

T a) Hanyszoroséra valtozik az eredd kapacitds?

— b) Mekkora lesz a fesziiltség?

¢) Hany szazalékkal valtozik az egyes kondenzétorok elekt-
l rosztatikus energiaja?

(4 pont)

G. 887. Egy acélgoly6 atmérdje 0 °C-on 4,160 cm, egy aluminiumlemezben 1év6,
lézervagasi technikaval késziilt kor alakd lyuk atmérdje pedig ugyancsak 0 °C-on
4,150 cm.

A linedris hétagulasi egyiitthaték: aa; =2,4-107° % s Qacal = 1,2-107° %
(A hétdguldsi egytitthatok hémérsékletfiiggésétdl tekintsiink el.)
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a) Mekkora az acélgolyé hémérséklete, amikor éppen atfér a 0 °C-os alumini-
umlemezen 1év6 lyukon?

b) Mekkora az aluminiumlemez hémérséklete, amikor a kivdgdson éppen atfér
a 0 °C-os acélgoly6?

¢) Mekkora az a kozos hémérséklet, aminél a lyuk és a goly6 dtmérdje egyforma?

(4 pont)

G. 888. Egy vidamparkban egy hatalmas, forgé henger belsejében a henger
paldstjandl elhelyezett ferde felillethez tapadnak az emberek. A henger sugara
R =5 m, a tapadasi surlodasi egyiitthaté u = 0,25, a ferde feliilet az dbrdn lathatd
modon ¥ = 30°-o0s szoget zar be a fiiggdlegessel.

w

>

a) Legaldbb és legfeljebb mennyi lehet a henger szogsebessége, hogy az emberek
se lefelé, se felfelé ne csuisszanak?

b) Mekkora lehet a surlddési egyiitthatd, hogy akarmilyen kicsiny szogsebesség-
nél se csusszanak lefelé az emberek?

¢) Mekkora lehet a surlédasi egyiitthatd, hogy akdrmilyen nagy szogsebesség
esetén se csusszanak felfelé az emberek?

(4 pont)

P. 5643. Az m tomegli vizzel telt vodrot felhiizzuk a h mélységii kerekes kitbdl,
mikozben a kotél egyenletesen feltekeredik az M tomegli hengerre. A legtetejérdl
elengedjiik a vodrot. Mekkora gyorsulassal esik le a vodor? Mennyi idé mulva és
mekkora sebességgel csapddik a vizbe a vodor? A henger egyenletes tomegeloszlast,
a vizzel telt vodrot pontszerii testnek tekinthetjiik, a kotél tomegét elhanyagolhat-
juk.

Adatok: m =11 kg, M =8 kg, h=5 m.

(4 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
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P. 5644. Milyen egyetlen, m tomeggel kellene helyettesiteni az
abran szereplo jobb oldali csigat és a rajta 1év6 tomegeket, hogy az
m1 tomegl test ugyanigy mozogjon, mint az eredeti elrendezésben?
Hanyagoljuk el a csigdk tomegét és a surlédast.

(4 pont) Kozli: Siposs Andrds, Budapest

P. 5645. Egy motoros 36 km/h sebességgel hajt be egy félkor alaku, ,vissza-
fordit6” kanyarba. Az aszfalt és a kerekek kozotti tapadasi surlédasi egytitthato
0,58. A motoros mindvégig egy 40 m sugaru koriven tartja jirmiivét (pontosab-
ban a motor és a motoros kozos tomegkézéppontjit), és kozben végig egyenletesen
noveli annak sebességét.

a) Legfeljebb hiany m/s-mal novelheti a motoros masodpercenként a sebességét?
b) Mekkora sebességre gyorsulhat fel a versenyz6 a kanyar végére?

¢) Hogyan valtozik a motoros fiiggblegessel bezart szoge a kanyarban?
(5 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

P. 5646. Urutazést terveznek a Marsra. Az trhajé a Foldet elhagyva olyan
ellipszis pélyara all, amely érinti a két bolygdpalyat, perihéliuméaba esik a felszallas,
aphéliumaba pedig a megérkezés. A visszait hasonld ellipszispalyan torténik. Az
induldshoz mindkét esetben ki kell varni, amig a két bolygd megfelelé helyzetbe
keriil. Mennyi ideig tart az oda-, illetve visszaut, és legalabb mennyi id6t fognak
a Marson tolteni? A bolygopélyakat tekintsiik azonos sikban fekvé kéroknek, a Mars
keringési ideje 687,0 f6ldi nap.

(5 pont) Kozli: Viaddr Kdroly, Kiskunhalas

P. 5647. Egy villanybojler néhany éra alatt melegiti fel a 20 °C-os (szobahé-
mérsékletii) vizet 60 °C-ra. Ha ezutdn egyéltalin nem folyatunk melegvizet, és
a késziiléket lekapcsoljuk a halozatrdl, a viz homérséklete kb. 7 nap alatt csok-
ken 40 °C-ra. Ha melegen tartjuk a bojlerben a vizet, de nem hasznéljuk, akkor
hény napos elektromos fogyasztas keriil ugyanannyiba, mint a szobahOmérsékletii
viz egyszeri felmelegitése? (Feltételezhetjiik, hogy a bojler héleaddsa ardnyos a viz
és a kornyezet hémérséklet-kiilonbségével.)

(5 pont) Koézli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5648. Legyen a térben N kiilonalld pont. Minden pontot kossiink 0ssze az
Osszes tobbivel azonos R ellenallasokkal. Mennyi az eredd ellenallas két tetszdleges
pont koézott?

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhaz
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P. 5649. Péter —4 dioptrias szemiiveget hord, és igy olyan targyakat képes
tisztan latni, amelyek legalabb 25 cm tavolsagra vannak. Milyen tavolsagra 1évé
targyakat lat Péter tisztdn, ha leveszi a szemiivegét?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdabor, Budapest

P. 5650. Egy kis démon standard allapotii (100 kPa, 25 °C) héliumgézban kijeldl
egy 1 nm oldalhossztusagu kocka alaku térrészt, és idérél idére megszamolja, hany
atom magja taldlhato a térfogatban. Milyen valdszintliséggel taladl nulla, egy vagy
két atommagot a kocka alaka tartomanyban?

(5 pont) Példatari feladat nyomén

P. 5651. Egy szigetelt, egyenletesen o feliileti toltéssiirtiséggel rendelkez6 szabé-
lyos haromszog alaki lap minden oldala v/2a hossziisdgii. Mekkora az elektromos
térerGsség értéke abban a pontban, amely minden csiicsponttél a tavolsagra helyez-
kedik el?

(6 pont) KVANT feladat
ok
Bekiildési hatarid6: 2025. majus 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

.
A

New exercises for practice — competition K (see page 222): K. 854. Uncle Janos makes
the following statements about himself: “When I was born, my mother was more than 20
years old. If we add 1 to both digits of her age at that time, and swap the two digits of
the resulting number, we get the current age of my mother. My mother is in good health,
and she is not yet 90 years old. I'm 56 years old.” Find the age of the mother of Uncle
Janos when he was born. K. 855. Three ships left the dock at the same time. One ship was
travelling north, and the other two were travelling southeast. All three ships arrived at
their first stop at the same exact time. The pair travelling in the same direction split up,
one of them kept travelling southeast, but the other one started in the direction of the third
ship that was stationary at its first stop. Once again, they’ve reached their destination
at the same exact time. In what direction should the two ships being at the same place
travel to reach the second destination of the ship that was travelling southeast all along?
(Proposed by: Katalin Abigél Kozma, Gydr) K. 856. We have a bag filled with red, blue,
and green marbles. The total number of the marbles is 25. There is a paper attached to
the bag containing the following statements: ¢ There are more blue marbles than red in
the bag. « The total number of the red and blue marbles is 22. ¢ The difference between
the number of the red and the number of the blue marbles is less than the number of green
marbles. ¢ There are more blue marbles, than the red and the green marbles combined.
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e There are two colors with the same number of marbles in the bag. We know that exactly
one of these five statements is false. What can be the possible number of marbles of each
color? (Proposed by: Mdtyds Czett, Budapest) K/C. 857. For which real numbers z, y
will inequality =2 + 32 > (z +1)(y — 1) hold? For which real numbers will equality hold?
(Proposed by: Bdlint Birs, Eger) K/C. 858. We drew four small blue squares in a 4 x 1
rectangle according to the diagram (see page 223). Find the ratio of the area of a single
blue square and the 4 x 1 rectangle. (Proposed by: Bdlint Birs, Eger)

New exercises for practice — competition C (see page 224): Exercises up to grade 10:
K/C. 857. See the text at Exercises K. K/C. 858. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1853. Some researchers are observing a team of fifty bumblebees buzzing on a
flowery sandbank. They excitedly note that each bumblebee collected pollen from exactly
four types of flowers before flying off. In fact, they also recorded that each bumblebee chose
a different set of four flowers, but all 50 bumblebees visited a common baby’s-breath. Prove
that the bumblebees collected pollen from at least 9 different types of flowers. (Proposed
by: Zoltan Paulovics, Budapest) C. 1854. Circles k1 and k2 intersect each other in points
A and B such that circle k2 passes through center K of circle k1. Let’s choose point S on
circle k2 such that S is closer to point A than to point B, and it’s not in the interior of
circle k1. Let line BS intersect circle k1 at point D for the second time, and let line AD
intersect circle k2 at point T for the second time. Prove that KT is perpendicular to BS.
(Greek competition problem) C. 1855. 19 drones flew over enemy territory following the
security protocol requiring the distances of all pairs of drones being different. Since the
drones were hacked, they start to fire at each other: each one eliminates the drone that
is the nearest to them. (We suppose that each drone managed to fire, the drones can be
considered points, and the drones only explode after all the shots reached their goals.)
Will there be a survivor among the drones? What is the maximum number of bullets a
drone can be hit by from the same plane (that also contains the given drone)? (Proposed
by: Zoltan Paulovics, Budapest)

Exercises upwards of grade 11: C. 1856. Prove the following inequality for every tri-
angle (using the usual notations for the sides and the angles): asina + bsin 8 + csiny >
> ““3’“ (sina+sin B+ siny). When will the equality hold? (Proposed by: Gdbor Holld,
Budapest) C. 1857. Find all triples of posmve prime numbers p, ¢ and r that satisfy the
system of equations p+qg=r+1, p-r=q¢>+6. (German competition problem)

New exercises — competition B (see page 225): B. 5454. Positive integers a1, az, as, ...,
a2024, a2025 are chosen such that fractions Z;, Zj, Zi e Z;% have pairwise different
values. At least how many of the numbers must be different? (4 points) (Proposed by:
Attila Sztranydk, Budapest) B. 5455. Let P be the intersection of lines AB and C'D, where
ABCD is a convex quadrilateral. Let points M and N be the midpoints of the diagonals.
Prove that the area of triangle PM N equals one quarter of the area of quadrilateral
ABCD. (4 points) (Proposed by: Sdndor Réka, Nyiregyhéza) B. 5456. Which can be the
smallest and the largest of numbers a'°®¢, plo8<® (l°8ab provided that 1 <a < b < c?
(3 points) (Proposed by: Bdlint Hujter, Budapest) B. 5457. The angles of a triangle are
a < B <7, and its longest side is of unit length. Prove that the triangle is obtuse if and only
if the reciprocal of its area is more than 2 (tana + tan ). (4 points) (Proposed by: Mihdly
Hugjter, Budapest) B. 5458. Let I be the incenter of triangle ABC, and let AB < AC.
The perpendicular to Al passing through I intersects line BC' at P, and line segment
AP intersects the circumcircle of triangle ABC at @ for the second time. Prove that IQ
is perpendicular to AP. (5 points) (Proposed by: Géza Kds, Budapest) B. 5459. Find all
functions f: Q — Q satisfying f(z) + f(y) = % for all rational numbers x,
y. (5 points) (Proposed by: Erik Firedi, Budapest) B. 5460. In acute triangle ABC' let
D, E and F denote the feet of the altitudes from A, B and C|, respectively. Let line DE
intersect circle ABC' at points G, H. Similarly, let line DF' intersect circle ABC at points
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1, J. Prove that the radical axis of circles EIJ and FGH passes through the orthocenter
of triangle ABC. (6 points) (Proposed by: Viktor Csapldr, Batorkeszi) B. 5461. Prove that
for any positive integers a, b, ¢ and d there exists infinitely many positive integers n for
which a™ + bc and "¢ — 1 are not relatively primes. (6 points) (Proposed by: Géza Kds,
Budapest, based on IM02024/2)

New problems — competition A (see page 226): A. 905. We say that a strictly increasing
sequence of positive integers ni, na, ... is non-decelerating if ng+1 —ng < Npyo — Nk41
holds for all positive integers k. We say that a strictly increasing sequence ni, na, ... is
convergence-inducing, if the following statement is true for all real sequences a1, a2, ...:
if subsequence Gm+ny, Gm4ng, -.. is convergent and tends to 0 for all positive integers m,
then sequence a1, asg, ... is also convergent and tends to 0. Prove that a non-decelerating
sequence ni, Nz, ... is convergence-inducing if and only if sequence ne —ni, ng —na, ...
is bounded from above. (Proposed by: Andrds Imolay, Budapest) A. 906. Let V. denote
the infinite parallel ruler with the parallel edges being at distance ¢ from each other.
The following construction steps are allowed using ruler V.: e the line through two given
points; e line I’ parallel to a given line [ at distance ¢ (there are two such lines, both of
which can be constructed using this step); o for given points A and B with |[AB]| > ¢ two
parallel lines at distance ¢ such that one of them passes through A, and the other one
passes through B (if |AB| > ¢, there exists two such pairs of parallel lines, and both can
be constructed using this step). On the perimeter of a circular piece of paper three points
are given that form a scalene triangle. Let n be a given positive integer. Prove that based
on the three points and n there exists C' > 0 such that for any 0 < ¢ < C it is possible
to construct n points using only V. on one of the excircles of the triangle. We are not
allowed to draw anything outside our circular paper. We can construct on the boundary
of the paper; it is allowed to take the intersection point of a line with the boundary of the
paper. (Proposed by: Aron Bdn-Szabd, Budapest) A. 907. 2025 light bulbs are operated by
some switches. Each switch works on a subset of the light bulbs. When we use a switch,
all the light bulbs in the subset change their state: bulbs that were on turn off, and bulbs
that were off turn on. We know that every light bulb is operated by at least one of the
switches. Find the biggest number & for which we can surely turn on at least n light bulbs.
(Based on an OKTYV problem)

Problems in Physics
(see page 250)

M. 440. Fold a paper air-plane and measure the lift-to-drag ratio. Try to make it sink
evenly over as long a distance as possible.

G. 885. The refractive index of the core of an optical fibre is 1.6 and that of the cladding
is 1.5. What can the maximum angle between a ray of light and the axis of the optical fibre
be in order to produce total reflection inside the fibre? A light ray enters from air into the
glass fibre at the centre of the cross sectional plane of the fibre, which is perpendicular
to the symmetry axis of the fibre. What is the maximum angle of incidence of the light
ray? G. 886. Two identical parallel plate capacitors are connected in parallel, as shown
in the figure. They are charged to 200 V and then the voltage source is disconnected.
Then the distance between the plates of one of the capacitors is doubled and that of the
other is halved. (There’s air between the plates.) a) By what factor does the equivalent
capacitance of the system change? b) What will the voltage be? ¢) By what percentage
does the energy stored in each capacitor change? G. 887. A steel ball has a diameter
of 4.160cm at 0°C, and a circular hole in an aluminium sheet, made by laser cutting
technology, has a diameter of 4.150cm at 0°C. The coefficients of linear expansion are:

aal=24-107° i and asteel = 1.2-107° 1 . (Ignore the temperature dependence of the
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coefficients of thermal expansion.) a) What is the temperature of the steel ball when it is
just passing through the hole in the 0°C aluminium plate? b) What is the temperature
of the aluminium sheet when a steel ball of temperature 0°C can just fit through the
hole? ¢) What is the common temperature at which the hole and the ball have the same
diameter? G. 888. In an amusement park inside a giant rotating cylinder, people cling to a
slant surface attached to the cylinder’s mantle. The radius of the cylinder is R = 5m, the
coefficient of static friction is = 0.25, and the slant surface makes an angle of ¥ = 30°
with the vertical as shown in the figure. a) What is the minimum and maximum angular
speed of the cylinder so that people do not slide up or down? b) What is the coefficient
of friction such that people do not slip off at any small angular velocity? ¢) What is the
coefficient of friction such that people do not slide upwards at any angular velocity?

P. 5643. A bucket of water of mass m is pulled up from a water well of depth h, while
the rope is wound evenly on the cylinder of mass M. The bucket is released from the
top. With what acceleration does the bucket fall? After how long and at what speed does
the bucket hit the water? The cylinder has a uniform mass distribution, the bucket full
of water can be considered as a point-like body, the mass of the rope can be neglected.
Data: m = 11kg, M = 8kg, h = 5m. P. 5644. With what single mass m should the pulley
with the two masses on the right in the figure be replaced so that the body with mass
m1 moves in the same way as it did originally? Neglect the mass of the pulleys and
friction. P. 5645. A motorcyclist drives at 36 km/h into a semi-circular “reverse” curve. The
coefficient of static friction between the asphalt and the wheels is 0.58. The motorcyclist
keeps his vehicle (more precisely, the centre of gravity of the motorcycle and the biker) on
a circular arc of radius 40 m, while increasing its speed uniformly. a) At most by how many
m/s can the motorcyclist increase his speed? b) To what speed can the rider accelerate
at the end of the turn? ¢) How does the rider’s angle with the vertical vary in the semi-
circular turn? P. 5646. A space trip to Mars is planned. The spacecraft leaves the Earth
and enters into an elliptical orbit that touches both planets’ orbits. The spacecraft is at
perihelion when it is launched and it is at aphelion when it arrives. The return journey
follows a similar elliptical orbit. In both cases, departure requires waiting until the two
planets are in the correct position. How long will it take to get there and back, and at
least how much time will they spend on Mars? Consider the orbits as circles in the same
plane, the orbital period of Mars is 687.0 Earth days. P. 5647. An electric water boiler
heats up water from 20°C (room temperature) to 60°C in a few hours. If you then do not
use hot water at all and disconnect the appliance from the mains, the temperature of the
water will drop to 40°C in about 7 days. If we keep the water warm in the boiler but do
not use it, how many days of electricity consumption will cost the same as heating up the
room temperature water once? (It can be assumed that the heat dissipation of the boiler
is proportional to the temperature difference between the water and the environment.)
P. 5648. Consider N distinct points in the space. Connect each point to all the others
with the same resistors of resistance R. What is the equivalent resistance between any
two points? P. 5649. Peter wears glasses with a power of —4 dioptres and can see objects
that are at least 25 cm away clearly. How far away can Peter see objects clearly when he
takes off his glasses? P. 5650. There is a little demon in a sample of helium gas, which is
at standard temperature and pressure. The little demon selects a cube with side length
of 1 nm and counts from time to time the number of nuclei of atoms in the cube. What is
the probability of finding zero, one or two nuclei in the cubic region? P. 5651. Each side of
an insulated equilateral triangle-shaped sheet with uniform surface charge density o has
a length of v/2a. What is the value of the electric field strength at the point which is at
a distance of a from each vertex?
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KoMaL Nyari Fizika Tabor - el6zetes tajékoztatas

Kedves kitarté KoMaL Versenyzék, kedves fizika irdant érdekl6d6 Diakok! Orommel
értesitink Benneteket, hogy az elmult évek hagyomanyat kovetve, idén is
megrendezésre keriil a KoMaL Nyari Fizika Tabor junius 29. (vasarnap) és julius 5.
(szombat) kozott a szép természeti kornyezetet biztosité Dombdvar-Gunaras
uduléfalubana9-12. osztalyt végzé kozépiskolas diakok szamara.

A taborban (kiilon tanarokkal és prog-
rammal) részt vesz a nemzetkdzi
matematikai didkolimpiara késziilé
»,matematikus csapat”is.

A tabor koltségének nagy részét

flird6belépd, jutalmak, eléaddk tlsz—
teletdija, stb.) palyazati forrasbdl biztositja a MATFUND Alapitvany. Ataborba vald
utazast mindenkinek onalléan kell megoldania.

A mindig remek hangulatu taborban 6t napon
keresztil tudjatok probara tenni, fejleszteni fizika-
.| tudasotokat, mikdzben uj baratokat szerezhettek a
L csapatmunka soran. A taborszervez6k minden nap
egy-egy érdekes mérési, numerikus és néhany
elméleti példa kiadasaval tesztelik a csapatok
felkésziiltségét, persze mindezt nydri hangulatban.
Az esti 6rak csoportos beszélgetésekkel szoktak
telni, ahol a kozépiskolai oktatasboél kimaradt teriletekbe is betekintést nyerhetnek
az ez irant érdekl6d6 taborozok, megtanulhatjak peIdauI a derivalas vagy az
integralas alapjait. Az izzasztd feladat- Eze—=em - -
megoldas mellett persze szamos egyéb m&s

programmal is készilink, melyek nem
maradhatnak ki a K6MaL nyari taborabdl, M
mint a strandolas, turazas, krumplidagyl &'id
kiprobalasa, forrasztas, tarsasozas, labda- pid
jatékok, és akozos éneklés atabortiiz koril. =

Ha a fentiek meghoztak a kedveteket vagy mar ,régi” taborozdk vagytok, szeretettel
varjuk a jelentkezéseteket, talalkozunk a taborban!

A KoMal feladatmegolddoknak a jelentkezési lapokat és tovabbi tdjékoztatast
majus kdzepén fogjuk kikiildeni, a jelentkezéseket majus 31-ig varjuk.
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