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O Ujabb bonyolult dsszegek és szorzatok, 3. rész

[~

A KoMal. el6z6, 2025 dprilisi szdmdban jelent meg tovabbi négy feladat, ame-
lyekben bizonyos Gsszegek, illetve szorzatok kiszamitasa volt a cél, de az Olvasénak
érdemes a néhol vazlatos vagy hianyzé lépéseket 6nalldéan végiggondolnia. A megol-
déasok soran hivatkozunk a maérciusi szamban az ott kozolt feladatok utan szereplé
utmutatasokra is.

Megoldas. Komplex szdmokat haszndlunk. Legyen S a kérdéses osszeg, a =

=7/(2n+1) és z = cosa +isina. Ekkor 22"T! = —1 és S a valés része az alabbi T
Osszegnek:
2n+1
z—z z+1 1
T = Sy S nl o = = =
Fha e : 1—22 1—22 1-—2z
11—z  1-—cosa+isina  1—cosa+isina
1-2[2 (1-cosa)?+sin’a  2—2cosa

P 1—cosa 1
ley §=Re(T) = 2(1 —cosa) T

6. .jzo(_l)j (T) (k;J)

J

Megoldas. A valtakozd el6jel a logikai szitaformulat sugallja. Tekintsiik a ko-
vetkezd feladatot: Az {1,2,...,k} halmaznak hény olyan n elemii részhalmaza van,
amely tartalmazza az 1,2,...,m szamok mindegyikét.

Ez azt jelenti, hogy a tébbi k —m szdm koziil kell vélasztanunk (n —m)-et.
Tehat (Z:z) ilyen részhalmaz van.

Ugyanezt szitaval is megkaphatjuk. Ha az 1,2,...,m szamok koziil j darabrél
tudjuk, hogy hidnyoznak, akkor ez a j szdm (”;)-féle lehet, és ilyenkor mind az n
szdmot a t3bbi k — j szdm koziil kell valasztani. Igy a logikai szitaformula éppen a
keresett valtakozo elGjelil Gsszeget adja. Ennek értéke tehat (S::;)

7. Za(j)go (n> ,ahol o(j) a j pozitiv osztéinak az dsszege és p(j) az Euler-féle
- J
jln

p-fliggvény, azaz az 1,2,...,j egészek kozott a j-hez relativ primek szama.
Megoldas. Definfcié szerint o(k) = 3_ ;) d. Szitkségiink lesz még a >-, ¢(s) =

= k Osszefiiggésre. Ez abbdl kovetkezik, hogy az +, 2

+,2 % tortek szdma egyrészt
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k, mésrészt az egyszer(isités utdn minden s | k-ra az s nevezdjii tortek szdma éppen
(s)-
A feladatot ligyes Osszeg-atrendezéssel oldjuk meg:

Sate (%) =3 | S ¢<?>:§d > (%)) -

jln jln \ dlj dlj|n

:Zd ng(s) :Zd- g =nd(n),
d|n 5|4

d|n
ahol d(n) az n pozitiv osztdinak a szdma.
n .
o
) 1 00
n—o0 n

Megoldas. Ismét Osszeg-atrendezéssel oldjuk meg a feladatot. Mivel a természe-
tesen adodo Ut nem vezet célhoz, egy Gjabb triikkkot is be kell majd vetniink.

Felhasznaljuk bizonyitds nélkiil, hogy a négyzetszdmok reciprokosszege 72 /6,

azZaz X
=1 ) 1 2
DoE=imd m=T (16)
d=1 d=1

Sziikségiink lesz még arra is, hogy az n-nél nem nagyobb pozitiv egészek reciprok-
Osszege n-nel osztva 0-hoz tart, azaz

no1
lim Zd:l d

n—00 n

= 0. (17)

Ennek igazolasdhoz vegytiik észre, hogy

1 1 1 1 1 1 1 1
St <2o=1, chi4odo<d4-=1
pf3<f b g5ttt aTh
és altalaban is,
1 1 1 1
it <9k, —1 18
S BT | 2k (18)
Legyen 2" < n < 2"+, Ekkor (18) alapjan
1 o a—ig Tt
}:E<§:1:T+Ltwm — < (19)
d=1 k=0
Lo - . L r+1 1 .
Teljes indukeidval konnyen ad6dik, hogy (pl.) r > 6-ra 5 < 573 Ez (19) alapjén

igazolja (17)-et.
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Rétériink a feladat megolddsira. Legyen S, =Y 7_ o(j), frjuk be a o(j) =
=> dlj d Osszefiiggést, és rendezziik at az Gsszeget:

zn:a Z 3 d :Zn:d ! :idLgJ.

Jj=1 J=1 \/d|j d=1 dlj<n d=1
Mlvel ——1< {%J % ezért
n n n
4,__1> _ 2
Z ( W< d o (20)
d=1 d=1
Itt > d-2=n?és >, d=n(n+1)/2, igy (20) atirhat6 az
W2 n(n+1) _ n(n—1) <5, <n?
2 2
alakba. Innen
1 1 Sh
——— < —=<1

2 2n n?
Ebbél csak az latszik, S,/n? nagyjabol 1/2 és 1 kozé esik, de nem deriil ki a
lim,,— 00 Sp, /n2 hatarérték, s6t annak létezése sem.

Ugyanakkor a komplementer osztok segitségével mar miikodni fog ugyanez a
moédszer. Mivel d|j <= % |j, ezért o(j) =3y, - Igy

n - n ; n_[n/d] NI
=2 (SF) = 8 g) | X)X

j=1 \ d|j d=1 \ j=ds<n d=1 \ s=1 d=1

Az egész részeket a szokdsos médon becsiilve

" (5 -1)8 "B NG+ )
dz:ld2d<5n22d ; gZ:ddQ :

azaz

&)

1 1
<—=) . 21
QnZd ( )

Ha n tart a végtelenhez, akkor (21) jobb oldala (17) alapjan 0-hoz, a bal oldali

I 1
§Zﬁ osszeg pedig (16) szerint 72/12-hoz tart. Tehdt a feladatban kérdezett

d=1
hatéarérték
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T.L r(q
8b) lim 21"
n—oo n

osszegeként; pl. r(3) = 0; 7(5) =8, mert 5= (£1)? + (£2)? = (£2)% + (£1)%; r(4) =
=4, mert 4 = (£2)2 4 0% = 0% 4 (£2)2.

, ahol r(j) a j el6allitdsainak a szdma két négyzetszam

Megjegyzés. A feladat arra keresi a valaszt, hogy egy pozitiv egész atlagosan
hényféleképpen all el6 két egész szam négyzetének Gsszegeként.

Megoldas. Az r(j) fiiggvényre pontos (bonyolult) képlet 1étezik (14sd pl. [2]), ez
azonban egyaltalan nem segitene a feladat megolddsidban. Ehelyett egy kis geomet-
ridt hasznalunk. A {6 észrevétel az, hogy a szdmldloban szereplé R(n) = Z;'L=1 ()
Osszeg éppen az origd kortili v/n sugari K korben az origén kivili egész koordina-
taju pontok, azaz racspontok szama. Minden racspont koré egy egységnyi teriilett
négyzetet rajzolva, egy olyan @ alakzatot (cikkcakkos hatdrvonali sokszoget) ka-
punk, amelynek a T teriilete éppen a racspontok szadma, azaz R(n)+ 1. Mivel @
elég jol illeszkedik a K korhoz, ezért varhatéan a teriiletiik is kozel van egymas-
hoz. Ez azt jelenti, hogy az R(n) sszeg j6 kozelitéssel (v/n)?m = nx. Igy a keresett

R(

limy, 00 T”) hatdrérték 7. (Ugyanez a gondolatmenet szerepelt [1]-ben is a 7. fel-

adat megolddsanal.)

Ez a heurisztikus okoskodés a kovetkezdképpen tehetd precizzé. A racspontok
koriili kis négyzetek mindegyike teljesen benne van az origd koriili /n + (1/v/2)
sugaru korben, igy

%>2w(n+\/ﬁ+;>. (22)

Ugyanigy a racspontok kortili kis négyzetek teljesen lefedik az origd korili /n —
— (1/4/2) sugart kort, igy
1\? 1
Rn)+1=T>n —— | =7w|n-— 2n+>. 23
) (vi-5) =7 (n-vEn+; (23)

A (22) és (23) egyenlétlenségek alapjén

Mivel (24) jobb oldala, valamint a bal oldalon 1/n tart a 0-hoz, ha n tart a

végtelenhez, igy a keresett lim,, .o @ hatarérték .

R(n)+1T<7r<\/ﬁ+

Meglep6nek tlinhet, hogy a 8. feladat mindkét szamelméleti kérdésére adott
valaszban megjelent a w. Azonban ez is csak azt mutatja, hogy a matematika
kiilénbo6zé teriiletei ezer szallal kétédnek egymashoz, és igy alkotnak egy egységes
egészt.

Irodalom
[1] Freud Rébert: Mire j6 (idénként) a dolgok elbonyolitdsa, 1. rész, K6MaL
1994. december, 481-484; 2. rész, KoMaL 1995. januar, 1-6.
[2] Freud Roébert — Gyarmati Edit: Szamelmélet, 7.5.1 Tétel, https://freud.web.

elte.hu
Freud Roébert
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Egy Rubik-kocka variansrol II.

Az el6z6 szamban a cikk elsé részében bemutattuk a Floppy Comet Cube-ot
(réviden FCP-t), amely egy Rubik-kocka varidns. Széltunk a tervezési folyamatrol,
és megismerkedtiink a jaték belsé mechanikdjaval. Ebben a részben immar az FCP
megértésére toreksziink, egyuttal a példajan keresztiill bemutatva, mi médon lehet
egy ilyen blivos kockat matematikai eszk6zokkel vizsgalni.

1. 4bra

Az FCP leirasa

Az elkésziilt kockdnak 19 (valédi) alkatrésze van,
ezek koziil egy rombusz alapi hasab a kocka ,magja”.
Ezt négy, szimmetrikus trapéz alapu hasab veszi ko-
riil, amelyekre lapkozepekként, vagy szimplan kozepek-
ként hivatkozunk majd, jelikk ¢y, co, c3 és ¢4 a 2. dbra
szerint. A helyiiket nem tudjik elhagyni, de 180 fok-
kal elfordulva ,fejre allhatnak” — ezt a tovabbiakban
ugy mondjuk, hogy megvaltoztatjik az orientacidjukat.
(Az FCP-n minden ,értelmes” forgatds 180° egész sza-
mu tObbszorose, igy a tovabbiakban ,forgatdson” min-
dig 180°-0s forgatast értiink.)

Végiil van 14 darab sarki elem, mindegyik haromszog alapt hasab, amelyeket a
Rubik-kockaval valé analdgia miatt éleknek fogunk nevezni. Egy ilyen él-elem lehet-

2. abra. Rogzitsiik a kocka térbeli helyzetét a

kirakott dllapotban, és vezessiik be az itt lathatd
jeloléseket.

262

séges pozicidit gondosan megvizs-
galva azt figyelhetjiik meg, hogy
egy hét hossztisagi utat jar be; és
megallapithatjuk, hogy a 14 él két
palyaba rendezodik. Az A és B
palyan beliil az élek tetszolegesen
permutalédhatnak, de a két palya
egymastol idegen, vagyis az A pa-
lya egyik eleme sem keriilhet at a
B palyara, és persze a B elemei
sem az A-ra. Barmely élre is igaz,
hogy egy 6t tartalmazé elforga-
tds megvaltoztatja az orientacié-
jat. A 2. dbra jeloléseit hasznélva
az A pélya elemei: a1,as,...,ar,
mig a B palya elemei: by,bo,...,b7.
Meg kell kiilonboztessiik az egyes
elemekhez tartozé pozicidkat is: a
kirakott allapotban 1évé FCP p;

s sz
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Jelolje tovabba [, h,r és f a megfelel6 lapokat az abra szerint. Az ezeken végre-
hajthato6 forgatasokra mindig a megfeleld nagybetiikkel hivatkozunk, azaz pl. R az
r lap 180 fokos elforgatasat jeloli.

A kovetkezd tablazat osszefoglalja az L, H, R, F' forgatasok hatdsat az élekre és
a kozepekre. Az éleknél a két palyat kilon oszlopokban tiintettiik fel. A kozepe-
ken az orientaciovaltast * jelzi. Az élek kozott minden esetben paronkénti cserék,
ugynevezett transzpoziciok torténnek.

A B Ci | Cy | Cs| Cy
L || A < Ay, A5 <+ Ag B3 <+ By *
H || Ay < A3, Ag < Ay By < By *
R Az Ay B <> By, Bs <> Bg *
F Ay As By < B3, Bg < By *

1. tdblazat. A forgatdsok definiciéi

Vizsgéaljuk meg kozelebbrél az A és B pélyakat. Megfigyelhetjiik, hogy minden
élre maximum két lap forgatdsa lehet hatassal, példaul As-bdl L és H tudja el-
mozgatni az ott levo alkatrészt. SOt, mindkét palyanak van két-két ,zsdkutcija”
is, ezekbdl a pozicidkbdl csupan egy forgatas vezet ki: Aj-re csak L, Ay-re csak H,
Bj-re csak R, mig Br-re csupan F' van hatassal. Ezek alapjan a két palyat elkép-
zelhetjiik, mint egy-egy utat: Ay — Ay — A3 — Ay — A5 — Ag — A7, illetve By — By —
— B3 — By — Bs — Bg — Br. Itt két pozicidt akkor kotottiink 6ssze, ha egy forgatassal
az egyikb6l a mésikba kozvetleniil 4tvihetd az ott 1év6 elem. Eszrevehetjiik, hogy az
A és B palyédk elemei tetszéleges pozicidban csak egyféle orientéaciét vehetnek fel,
tehat pl. az ay elem az As poziciéban csak egyféle (a konkrét példaban forditott)
orientaciéban lehet. Ez nyilvanvaléan kovetkezik a palyak imént leirt szerkezetébdl.

Az FCP lehetséges allapotai

A kovetkezOkben megvizsgaljuk, milyen lehetséges dllapotai vannak az FCP-
nek. Ehhez tekintsiik (példdul) az A pélyat (a B az 1. tdbldzathdl kiolvashatdan
teljesen analég médon viselkedik), és az egyszertiség kedvéért ebben a szakaszban
a; elem helyett irjunk csak i-t.

Mivel a palyan az elemek orientdcidja minden pozicibban kotott, igy elég azt
figyelniink, hogy melyik elem melyik poziciéban van. Ezt viszont leirhatjuk egyetlen
rendezett szimhetessel, aminek els6 (A1) helyére irjuk az elsé poziciéban 1év6 elem
sorszaméat, méasodik (As) helyére a mésodik pozicidban 1év6 elem sorszamdt, és
igy tovabb. Példaul (3,1,7,4,2,5,6) azt jelenti, hogy az A; helyen a 3 elem van,
az As helyen az 1 , és igy tovabb. Mivel minden elem pontosan egy helyen van,
ezért egy ilyen rendezett szdmhetesre gondolhatunk az 1,2,3,4,5,6,7 szdmok egy
permutécidjaként is. (A bevezetett jelolés is a permutdciokndl megszokott.)

Rogzitsiik az A palya elemeinek egy permutéciéjat, és nézzik meg, mondhatunk-
e valamit a kozepek orientacidirél. Ehhez bevezetjiik az inverzié fogalmat: akkor
mondjuk, hogy egy permutaciéban az i és j elemek inverzidoban allnak, ha i < j,
de a permutdciéban j megelézi i-t. Példdul a 7 = (3,1,7,4,2,5,6) permuticiéban
a 2 és 7 inverzidoban vannak, mert 2 <7, de a 7 a harmadik poziciéban all, a 2
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pedig az 6todikben. Egy permutacié 6sszes inverzidoban all6 elempéarjainak szamat
a permutacio inverziészamanak nevezziik. Példaul a 7 permutacié inverzidészama 7.
Nyilvanvalé médon az alapéallapotban mindkét palyan 0 az inverziészam.

Az Olvasora bizzuk annak meggondolasit, hogy egy transzpozicié, azaz a per-
mutacioban két elem felcserélése, a permutédcié inverzidszaméanak a paritasat mindig
megvéltoztatja. Példdul m-ben felcserélve a 3-at és az 5-6t a 7’ = (5,1,7,4,2,3,6) per-
mutaciot kapjuk, amelynek az inverziészdma 10 — valéban megvaltozott a paritas.

Figyeljiilk most meg az 1. tabldzatot. Az L és H forgatasok Osszességében nem
valtoztatjdk meg az A pdlyan 1év6 elemek permutaciéjanak inverzidszamanak pa-
ritdsat, hiszen két-két transzpoziciébdl dllnak. Az R és F forgatasok viszont igen,
s mivel ezek megvéltoztatjdk a cs, illetve ¢4 orientacidjit, igy ha az A pélyat leird
permutacié inverziészama paros, akkor cg és cq4 kozepek vagy mindketten alapélla-
pot szerinti orientdciéban vannak, vagy mindketten forditottban. Hasonléan, ha az
A palyat leiré permutacié inverzidszama paratlan, akkor cz és ¢4 koziil pontosan
az egyik van alapéllapot szerinti orientaciéban, mig a masik forditottban.

Ugyanezt meggondolva a B palya esetén azt kapjuk, hogy barmely lehetséges él-
elrendezéshez a kozepek konfiguraciéi koziil csak 4-nek valamelyike tartozhat. Jéval
nehezebb megmutatni, hogy mindkét palydn (egymdstdl figgetlentil) eléallhat min-
den permutécié, és ezekhez a kézepek mind a 4 — elvileg lehetséges — konfiguracidja
is elérhet6. Ezt példaul tgy igazolhatjuk, ha mutatunk egy megoldasi algoritmust,
amely barmely ilyen dllapotbdl kirakja az FCP kockat. Ilyen algoritmus létezik, de
bemutatni ebben az irdsban terjedelmi okokbdl nincs lehetdségiink. Egy ilyen algo-
ritmus birtokaban barmely kiindulési helyzetbdl barmely
masik helyzet elérheto.

Ezek utan ahhoz, hogy megkapjuk az FCP Osszes
allapotainak szamat, szorozzuk Ossze az élek lehetséges
permutéciéit a kézepek konfigurdcidinak szaméval, ami

(7)?2-4 = (71-2)? = 101 606 400 ~ 10°.

T

Hogy ezt a szamot kontextusba helyezziik: az el6z6
KoMalL-ban is megmutatott 1 x 3 x 3-as Floppy Cube
192, mig a 3 x 3 x 3-as Rubik-kocka koriilbeliil 4 -10'?
3. 4bra. A Floppy Cube lehetséges allapottal rendelkezik.

Az FCP grafja

A Rubik-kocka varidnsok mindegyikéhez természetes modon rendelhetd egy graf:
ennek cstcsait a jaték killonbozo allapotai adjak, és két allapotot éllel kotiink 6ssze,
ha egy (elemi) lépéssel egymésba viheték. Egy ilyen graf a definicidja miatt mindig
Osszefliggs. A graffal modellezhetd jatékokkal a 2024. oktéberi KéMal-ban mar
foglalkoztunk, érdemes lehet az itt kovetkezket Osszevetni az ott leirtakkal.

Az FCP esetén minden lehetséges allapotbdl négyféle 1épésiink lehet — L, B, R
vagy F —, ezért az FCP grafjadban minden cstcs fokszdma 4 (azaz a graf 4-reguldris),
igy a grafban az élek szdma a csicsok szaménak kétszerese, tehat

(71)% -8 =203 212 800.
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A C; kozepeknek 16-féle konfiguraciéja lehetséges. Mivel minden forgatas pon-
tosan egy kozepet fordit at, ezért az FCP grafja természetes médon egy 16-részes
graf.

Minden allapotban a kiindulasitdl eltérd orientécidju kozepek szama vagy paros,
vagy paratlan, vagyis az atfordult kézepek szaméanak paritasat figyelve az allapotok
két halmazba oszthaték. Ugyanakkor minden él kiilonbozé paritassal rendelkezo
allapotokat kot Gssze, vagyis csak olyan él van, ami az el6bbi két halmaz kozott
megy, tehat a graf paros graf.

Az eddigieket Osszefoglalja a kovetkezé dllitas.

Allitas. Az FCP grifja egy pdros, 4-reguldris, dsszefiggd eqyszerii graf, aminek
(71)2 -4 csiicsa, és (71)%-8 éle van.

A kovetkezd grafelméleti fogalom, amit vizsgalunk, az dtmérd. (Példdinkban
csak Osszefliggd és véges grafokkal dolgozunk.) Két csics tévolsdgdn az Sket Ossze-
kotd (egyik) legrovidebb at hosszat értjiik. Véges, Osszefliggd grafokra ez igy jolde-
finialt. Ez a fogalom a jatékok grafjai esetén kiilondsen fontos, hiszen lényegében
azt jelenti, legkevesebb hany 1épésbdl lehet biztosan kirakni a jatékot. Természete-
sen egy graffal modellezhet6 jaték esetén elofordulhat, hogy a kirakott allapot nem
végpontja egy atmérének (azaz maximadlis hosszisagu titnak) sem, és igy az 4tmérs-
nél kevesebb 1épésbdl is biztosan megoldhaté a jaték,
de az FCP esetén konnyen lathatd, hogy az allapo-
tok ,egyenrangiak”, és igy minden allapot végpontja
atmérdnek.

A kordbban emlitett Floppy Cube grafja 192 csi-
csot tartalmaz, némi munkaval kézzel is megrajzol-
haté, a&tméréje mindossze 8. Természetesen a Rubik-
kocka gréfja kapta a legnagyobb publicitast. Az &tmé-
r6jét a nemzetkozi szakirodalom ,Isten szamaként”
(God’s number) emlegeti. Nagyjabol 30 évnyi inten-
ziv, szamitégéppel tamogatott kutatas eredménye-
ként 2010-ben Tomas Rokicki, Herbert Kociemba, 4. 4bra. 3 x 3 x 3 Superflip:
Morley Davidson és John Dethridge igazolta, hogy minden él orientéciét
a hagyoméanyos Rubik-kocka grafjanak atmér6je 20. valtott
Egy jol ismert példa egy olyan allapotra, amely a ki-
rakott dllapottol a lehetd legmesszebb, pontosan 20 tavolsidgra van, az igynevezett
ysuperflip” pozicié. Itt mind a 12 él orientdcidt valt, 14sd 4. dbra. (A Rubik-kocka
grafjardl ajanljuk az Olvasénak a https://www.cube20.org/ oldalt.)

Az FCP gréfjanak 1ényegesen kevesebb csiicsa van, mint a Rubik-kockanak, ezért
atmérdje ,,erobdl” kiszamolhato, a teljes grafot viszonylag gyorsan bejarhatjuk. Egy
mai csicsteljesitményi asztali szamitégépen egy jol optimalizalt program néhany
perc alatt lefut. Egy ilyen program részletes futasi eredményeit foglalja Gssze a
2. tabldzat, amelybdl az is kiolvashatd, hogy az FCP grafjanak atméréje 30 —
meglepGen nagy.
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tavolsag H 0j poziciék szama

bejart poziciék szdma

1 4 5

2 10 15

3 24 39

4 58 97

) 140 237

6 322 559

7 716 1275

8 1574 2849

9 3408 6257

10 7238 13495

11 15152 28647
12 31358 60005
13 64364 124369
14 130446 254815
15 261356 516171
16 515399 1031570
17 996312 2027882
18 1877502 3905384
19 3433084 7338468
20 6004694 13343162
21 9898008 23241170
22 14946631 38187801
23 19611824 57799625
24 20490304 78289929
25 15064492 93354421
26 6685369 100039790
27 1451712 101491502
28 112226 101603728
29 2604 101606332
30 68 101606400

2. tabldzat. A szélességi keresés eredménye

Lehetséges altalanositasok

Végezetil megvizsgéaljuk, lehetséges-e olyan altaldnositas, ahol az FCP rombusz
alaki magjat (alapjat) kicseréljik egy alkalmas konvex sokszog alapt hasdbra.
Vegyiik észre, hogy a hasib magassiga nem lényeges, és azt is, hogy a lapok
forgastengelyei sziikségképpen mind egy sikba esnek, és a forgatasok szoge tovabbra
is 180°. Ennek az a kévetkezménye, hogy a probléma atirhaté 2 dimenziéba, ahol
minden tengelyes forgatas olyan tengelyes tiikrozésnek felel meg, ahol a tengely a
megfelel6 lapkozép trapézanak szimmetriatengelye.

Egy konkrét K sokszog esetén a cikk els6 részében bemutatottakhoz hasonléan
kiegészithetjiik a sziikséges vagasokkal a sokszoget. Ahhoz, hogy (legaldbb elmé-
letben) miikod6képes konstrukciét kapjunk, sziikséges, hogy csupdn véges sok 1j

vagast ejtsiink.
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Elemi geometriai gondolatmenettel megmutathatd, hogy paratlan oldalszamu
hursokszogek, valamint hirnégyszogek esetén mindig elegendd véges sok vagast
hozzdadnunk, igy ezekbdl mindig elméletileg megvaldsithaté jatékot kapunk. Gya-
korlatilag 6t, vagy anndl tobb csticst alap esetén — esetleg néhany specidlis esettol
eltekintve — a fizikai megvaldsitds mar nem tiinik kénnyen kivitelezhetének, mivel
nagyon sok és nagyon kis szogii élet kapnank.

Mar haromszog alap esetén is tObb, egymastdl lényegesen kiillonbozé jatékot
kaphatunk, az Gsszes lehetséges variaciét bemutatjuk az 5. dbrdn.

2:2:3 1:1:2 1:1:3

1:2:2 2:3:4 1:2:3 1:2:4
5. dbra. A lehetséges palydk haromszog alap esetén a belsé szogek ardnya szerint.

A cikk els6 részét azzal kezdtiik, hogy a Rubik-kocka a vilag legnépszeriibb lo-
gikai jatéka, amelynek sikere a mai napig toretlen. Rubik Erné eredetileg oktatasi
célbol kezdett a kocka fejlesztésébe, és batran kijelenthetjiik, hogy torekvéseit si-
ker koronazta. A Rubik-kockat és varidnsait tanulméanyozva a matematika szamos
teriiletét bebarangolhatjuk: az algebra, az algoritmuselmélet, a geometria, a graf-
elmélet és a kombinatorika alapfogalmai természetes médon kertilnek eld, koztik
akér olyanok is, amelyek egy els6sorban kozépiskolasoknak sz616 cikk keretein mar
tilmutatnak (pl. koszortszorzat, permutdcidécsoport, Cayley-graf). Sokunknak ta-
l4n ebben is rejlik a kocka csodéja: absztrakt matematikai strukturakat, fogalmakat
ytapogathatunk meg”, és valoban jatszva tanulhatunk.

Magori Marcell, Vigh Viktor

Gacs Andras dij, 2025

2025-ben Vigh Viktor, lapunk matematikai szerkesz-
tébizottsidganak tagja kapta a Géacs Andrés dijat, ame-
lyet az idei Matematikus Hangverseny napjan vehetett
at. A dijat olyan fiatal, egyetemi matematikus oktatdk
nyerhetik el, akik tudomanyos teljesitményiik mellett ki-
emelkedd oktatdi tevékenységiikkel is motivaljak a hall-
gatokat.

Az elismeréshez szivbol gratulalunk!
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‘ Beszamolo a 2025. évi EGMO versenyrol

Az idei Eurépai Lany
Matematika Didkolimpiat
(EGMO) 2025. aprilis 11.
és 17. kozott tartottak Ko-
szovoban, Pristina varosa-
ban. A versenyen 56 or-
szag 219 didkja vett részt
(koztitk 35 eurdpai orszig
135 didkja) A versenyzék
két versenynapon 3-3 fel-
adat megoldasaban mérték
Ossze tudasukat. Mindkét
feladatsorra négy és fél ora
allt a versenyzok rendel-
kezésére. A magyar csa-
pat szép eredménnyel, egy
arany-, két eziist- és egy bronzéremmel tért haza, amivel a versenyzok az Gsszes
orszag kozott a 8., a 35 eurdpai orszag kozott pedig a 4. helyet szerezték meg.

Az eredmények:
Keresztély Zséfia (Budapest, Szent Istvin Gimnézium) 28 ponttal aranyérmet,
Hodossy Réka (Balassagyarmat, Balassagyarmati Balassi Balint Gimnézium) 23
ponttal eziistérmet,
Zhai Yufan (Budapest, Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) 22 ponttal
eziistérmet,
Elekes Dorottya (Budapest, Fasori Evangélikus Gimnézium) 18 ponttal bronzérmet
szerzett.

Eziton is koszonjiik a Gondolkodas Oréme Alapitvany tdmogatésat!

A versenyzok beszamol6jabol betekintést nyerhetiink az esemény néhany
részletébe is

Aprilis 11. hajnaldban indult a repiilénk, majd egy bécsi atszallds utdn délelétt
megérkeztiink Prishtindba. Bécsben mar a pristinai gépre varakozé utasok fele
az KEGMO-ra ment, igy tobb orszdg kildottségével egyiitt utaztunk a verseny
varosaba. A repilétérrdl a szallisunkra vittek minket, de a koordindtorok kiilon
hotelbe keriiltek, igy Melinddéktél egyelére bucsut vettiink. Mi tobbiek — Anett és
a négy versenyz6 — ugyanabban a hotelben kaptunk szallast.

Az els6 napon nem volt kézponti program, csak a varosban néztink koriil. Az
némileg meglepett minket, hogy a guide-unknak (aki Shpendi Deva volt) kisérnie
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kellett minket, ha sétdlni akartunk. Ezt elO0szor kicsit cikinek éreztiik, mert nem
akartuk Shpendit ezzel farasztani, de a séta végiil egészen joéra sikeredett, a beszél-
getések soran jobban megismertiik Koszovét és Shpendit is.

A miésodik napon zajlott le a verseny tinnepélyes megnyitéja. Egy kisebb ze-
nekar szolgalt feliitésként, majd meghallgattunk néhany beszédet, tobbek kozott
egy koszovoi volt EGMO versenyzo6tél is. A tavalyihoz hasonléan megnéztiink egy
videdt a csapatok érkezésérol, majd egyesével szolitottak az orszagokat, amelyre
a megnevezett orszag csapata zaszléval allt fel a kozonségtérben, a tébbiek meg
ujjongva megtapsoltak éket. Ezutan visszabuszoztunk a szallasra.

A program szerint a masnap 8:30-kor kezd6dott a verseny, ezért mindegyikiink
hamar lefekiidt, hogy a korai felkelésre kipihent legyen. Késébb azonban kideriilt,
hogy siman aludhattunk volna két éraval tobbet is.

A busz némi késéssel indult el. 7:40-re értiink a versenyhelyszinre, majd egy
kétdras kinti varakozas vette kezdetét, ami olyan hosszas volt, hogy tisztan éreztiik,
amint a hémérséklet a napfelkeltével 6 fokr6l 10 fokra emelkedett. Az unalom
sok formaban jelent meg a 250-nél is tobb emberben. Volt aki fekviotamaszokat
nyomott, volt, aki tancolt, napozott, nydjtott, aludt stb. Zséfi és Nancy Lana del
Rey szdamokat énekeltek teljes hamissédggal.

Mire végre beengedtek, 1ij szabalyzatokkal szembesiiltiink. Ime a tiltott targyak
listdja: szamoldgép, egyéb elektronikus eszkoz, szogmérd, irott vagy nyomtatott
papir, nem &tlatsz6 kulacs (de az EGMO kulacs, amire ez igaz volt, kivétel), zsepi
és betét.

Elkezd6dott a verseny. Mivel sokat iszunk, mosddba is kell menniink. Magasba
emeljiik a ,toilet” kijelzésti papirt, majd megvarjuk, amig az egyik segit6 idejon. 0
elovesz egy tollat és egy papirt, amelyen rajta van a tobbi wc-re mend listaja. Eljott
a nagy pillanat, amikor a te nevedet is ra fogjak irni e nemes listara. Latod, amint
végigvonja tekintetét a hosszu listan, érzed a perceket, amelyeket majd varni fogsz,
hogy mosdoba mehess. De aztan hirtelen megforditja a lapot, és a tiloldalara irja
a neved.

90 perc — ennyit sejtesz, hogy ennyi perc keriilsz te sorra. De szerencsére amikor
a piros ,help” papirt felemeled, kivételt tesznek, és soron kiviil kiengedtek.

Az utols6 egy 6raban rengetegszer bejelentették az id6t, az utolsé 40 percben
mar Otpercenként szolalt meg a hangszéro, a végén pedig mar szinte percenként,
ami szinte mindenkit felbosszantott. Szerencsére méasodik versenynapon minden
hibat és hidnyossagot kijavitottak. Nem volt se irdatlan hosszi sor, se tilzottan
gyakori id6bemondas, se bacsi, aki tapsolva és ujjaval csattintva parancsolgatott
verseny kozben. Még zsepiket is vettek, hogy a versenyzéknek osztogathassak.

Az els6 napon egyikiink sem tudta megoldani a hdrmas geo feladatot, de mint
késébb kiderult, az egész versenyen Osszesen is csak 11 ember oldotta meg. A lob-
biban ebédeltiink, ahol svédasztalos étkezés volt és mocktaileket is adtak, amelyek
nagyon finomak voltak.

Ebéd utan visszautaztunk a hotelbe, és egy nagy tervet akartunk véghezvinni:
elmegyiink a 10 percre 1év6 Hotel Siriusba tszni, ahol Zséfi szerint volt medence.
Végiilis egy faraszté versenynap utan kellett valami még farasztobb is, hogy este
jol tudjunk aludni.
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Nem széltunk Shpendinek, mert abbdl, hogy milyen szigortan szabélytarténak
kellett lenntink eddig, arra kovetkeztettiink, hogy tgyse fog elengedni. Korabban
megtortént mar, hogy a csapat Shpendi tajékoztatdasa nélkiil indult el kisebb egy
expediciéra, amely soran egy ttkeresztez&désnél pont Shpendivel sikeriilt 6sszefut-
ni. Extrakinos volt a helyzet. Igy most prébaltunk évatosan sétdlni az utcdkon.
Nem a maffidtél, nem a gyanis alakoktol és nem is a kéborkutyaktol tartottunk,
hanem Shpenditdl.

Nagy szerencsénkre Shpendi észrevétele nélkiil érkeztiink meg a Hotel Siriusba.
Balszerencsénkre amint beléptiink a kapun, egy guide elénk 1épett, és megkérdezte,
melyik orszaghdl vagyunk. Mindegyikiinkon rajta volt a bagde igy nem tudtunk
kamuzni. Megkérdezte aztdn, hogy ebbe a hotelbe vagyunk-e beosztva. Minden ki-
deriilt, és telefondlt is Shpendinek, aki ezutdn tobb {lizenetet is kiilldott a csoportba,
amit meg se mertiink nézni.

Lebukés utan jott a magyarazas fazisa, amivel a lehetd legkisebbre probaltuk
csillapitani Shpendi bossztjat. Azt mondtuk tehat, hogy valéjaban az angol csa-
patot jottink meglatogatni. Ezt félig elhitték, aztdn Zséfi gyorsan tizent Aanya
Goyalnak, aki az angol csapat tagja, a tobbiek meg reménykedtek, hogy nem ve-
szik észre a felsonkbol kilégo fiirdéruha részletet és a taskankban lapuld t6rolkézot.
Megkérdezték, hogy melyik hotelba tartozunk és az milyen messze van. Azzal pro-
baltuk mentegetni magunkat, hogy mondtuk, hogy csak tiz perc sétara. De a guide
erre azt mondta, hogy ez elég nagy tavolsag, és szélnunk kellett volna Shpendinek.

Aanya Goyal gyorsan a hadszintérre érkezett és kimentett minket a guide-okkal
korbevett lobbibdl. A hotel éttermének teraszan telepedtiink le, és eddigre mar
Anett is megérkezett. Mar elhizdédott az id6, és lassan kozeledett a kézOs nagy
vacsora, ami hétt6l kilencig tart. Aanya Goyal szerint nem is volt medence a
hotelben, amire nagyon csalédottak lettiink.

Mar elfaradtunk a dramai cselekményekben, és elkezdtiink azon filozofalni, ho-
gyan légjuk el az esti vacsorat. Irtunk Shpendinek, hogy nem akarunk menni, de
Shpendi szilardan kijelentette, hogy erre menniink kell, és elintézik, hogy kilencre
vagy korabban tényleg visszaériink a hotelbe. Ez egy viszonylag hitelben szegényes
kijelentés volt, ugyanis eddig minden program egy ora idéeltolédéassal tortént, szin-
te azt hinné az ember, igazabdl az Egyesiilt Kirdlysdg id6zénaja szerint tervezték
meg.

A masodik versenynapra szintén fél hétre kellett kelni, igy fontos volt az alvas,
de ugyanakkor Shpendi idegeit sem akartuk tovabb feszegetni. Ezért tigy dontot-
tlink, hogy lemegyiink a buszhoz, probalkozunk még, ha nem egyeznek bele, akkor
mindenképp elkoveteliink egy taxit, ami kilenc el6tt a hotelbe visz. De végiil a guide
beleegyezett, hogy ne menjiink a vacsorara.

A sok torténés utdn egy parkba mentiink sétélni, eztttal Anett is csatlakozott
hozzank. Jol esett a fak kozott bolyongani egy picit, kitisztult 1élekkel és elmével
mentiink vissza a hotelbe, és masnap kipihenten indultunk a versenyhelyszinhez.

A maésodik versenynap utdn Zséfi és Nancy nagyon izgultak, mert ugy érez-
ték, éppen a ponthatiron vannak. Aznap nem is csindltunk semmit, a hotelban
maradtunk.

A kovetkez6 napon Prizrenbe mentiink varost latogatni, ami két 6ra buszozasra
volt Prishtinatél. Sétaltunk egy ideig a hangulatos varosban, majd felmasztunk a
hegyen a Prizren Fortressig.
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Az dton egy fagyidrussal futottunk
Ossze, akinél sajnos nem lehetett kar-
tyaval fizetni. Olyan szomorkodé arccal
néztiink a fagyira, hogy egy jarékel6 ha-
rom eurot ajandékozott nekiink, hogy
vehessiink magunknak.

Ezenkivil Zsofi — Nancy kozremiiko-
désével — megtanulta kinaiul azt, hogy
S, M, aminek a forditdss-
ra mindenki rékereshet. Ezt harsogtak
szinte egész Gton, majd egy kinai versenyzoén tesztelték a mondat pontossagat. Ez
sikeresen megtortént, a kinai lany débbenten rajuk nézett, ezutdn néhany szot val-
tottak, majd egy-egy ajandékot adott Zséfinak és Nancynek.

Az erédbe érve egy kicsit tildogéltink, nézelédtink, viszonylag nyugis id6t
toltottiink el. Aztan visszatértiink a szallasra, az ut alatt deriiltek ki a pontszamok.
De egyikiinknek sem volt nete, csak Nancynek, igy az 6 adatat hasznaltuk, de neki
is b szazalékon volt a telefonja, ami a két éras buszutat csoddk folytan tulélte. Igy
végig tudtuk kovetni a pontallasokat, aminek sok értelme nem volt, mert méasnap
reggel dertltek csak ki a végles pontszamok.

A stresszes szitudciok utan kovetke-
z0 nap a Prishtina Mallt latogattuk meg,
ahol eléggé meglepddtiink a sok szérako-
zési lehet6ségtol. Volt bowling, gokart,
arcade jatékok és szabadulé szoba is.
Foleg bowlingoztunk, de par percet az
arcade-nal is toltottiink.

Ezutéan keriilt sor a zarécereméniara,
benne a dijatadasra. Rovidebb ideig tar-
tott, mint gondoltuk, és a magyar csa-
pat minden tagja felkeriilt a szinpadra
egyszer, hogy atvegye az érmét. Vacso-
raztunk, beszélgettiink. A brazil csapatban volt egy magyar lany is, aki egész jol
beszélt magyarul, vele is valtottunk par szot.

Hajnali kett6kor indultunk a reptérre, és megint gond nélkiil érkeztiink a cél-
alloméasra. Roviden bucsit vettiink egymastdl, és mindenki sok érdekes emlékkel
gazdagodva indult el hazafelé.

*

A jov6 évi verseny Franciaorszagban lesz 2026. aprilisdéban. A vilogatasi folya-
mat és a felkészité program részleteiért a https://cms.renyi.hu/olimpiak/ oldal
EGMO fiilét érdemes figyelni 2025. julius kozepétdl. ® Batran jelentkezzetek, a
felkészulésbe szivesen varunk minden olyan lanyt, akit érdekel a versenyen vald
részvétel lehetésége vagy csak szeretne tobb id6t tolteni komolyabb matematika-
feladatok megoldasaval.

Kiss Melinda Flora, Kocsis Anett
az EGMO felkészité csapat nevében
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Az EGMO 2025 feladatai

Els6 nap, 2025. aprilis 13. vasarnap

1. feladat. Egy pozitiv egész N-re legyenek ¢y < co < ... < ¢, azok az N-nél
kisebb pozitiv egészek, amelyek relativ primek N-hez. Keressiikk meg az Osszes
N > 3 szamot, amelyre

Inko(N,¢; +¢iy1) #1
minden 1 <7< m— 1-re.

Az lnko(a,b) az a legnagyobb pozitiv egész szdm, amely osztja a-t és b-t. Az a és
b egészek relativ primek, ha Inko(a,b) = 1.

2. feladat. Pozitiv egészek végtelen, monoton névé a; < as < ag < ... sorozatéat
centralisnak nevezziik, ha minden pozitiv egész n esetén a sorozat els6 a,, tagjanak
atlaga egyenld a,-nel.

Mutassuk meg, hogy létezik egy pozitiv egészekbdl all6, végtelen by, ba, b3, ...
sorozat Ugy, hogy minden ai, as, as, ... centrilis sorozatra végtelen sok olyan
pozitiv egész n van, amelyre a,, = by,.

3. feladat. Legyen ABC egy hegyesszogii haromszog, a B, D, E, és C pontok
egy egyenesre esnek ebben a sorrendben gy, hogy BD = DE = EC. Az AD és
AFE szakaszok felez6pontjai legyenek rendre M és N. Tegyiik fel, hogy az ADE
haromszog hegyesszogi, és legyen H a magassagpontja. Legyenek a P és () pon-
tok rendre a BM, illetve CN egyeneseken tugy, hogy D, H, M és P paronként
kiiléonbozbek és egy koron helyezkednek el, valamint E, H, N, és () paronként kii-
16nbozéek és egy koron helyezkednek el. Bizonyitsuk be, hogy P, Q, N és M egy
koron helyezkednek el.

Egy hdromszég magassdgpontja a magassigvonalainak a metszéspontja.

Masodik nap, 2025. aprilis 14. hétfo

4. feladat. Legyen ABC egy hegyesszogii hdromszog, amelyre AB # AC, a beirt
korének kozéppontjat jelolje I. A BI és C1 egyenesek az ABC haromszog koriilirt
korét rendre a P # B, illetve Q # C pontokban metszik. Az R és S pontokat vegyiik
fel dgy, hogy AQRB és ACSP paralelogrammadk legyenek (tigy, hogy AQ || RB,
AB||QR, AC'|| SP és AP || CS). Legyen T az RB és SC egyenesek metszéspontja.
Bizonyitsuk be, hogy R, S, T és I egy koron helyezkednek el.

Ny

az n? mez6 mindegyike tartalmaz egy nyilat, amely vagy felfelé, vagy lefelé, vagy

balra, vagy jobbra mutat. Adott kezd6 konfigurdciéra Turbd, a csiga a tdbla egyik
mez06jébdl indul és mez6rol mezore 1épked. Minden 1épésben Turbé egy négyzetnyit
1ép abban az irdnyban, amelyre a mez§jében levd nyil mutat (ezzel lehet, hogy lelép
a tabldrdl). Minden 1épés utdn a nyilak az osszes mezdben elfordulnak 90°-kal az
oramutatd jarasaval ellenkezd irdnyban. Egy mez6t jénak neveziink, ha abbdl a
mez6bdl kiindulva Turbé a tabla minden mezdjét pontosan egyszer érinti anélkiil,
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hogy elhagyna a tablat, és a végén a kiindulé mez6jébe ér vissza. Hatarozzuk
meg az n fliggvényében a jé mezOk maximalis szamat az Osszes lehetséges kezdd
konfiguraciéban.

6. feladat. Egy 2025 x 2025-6s tdbla minden mez6jébe egy nemnegativ valds
szam van irva 0gy, hogy minden sorban a szadmok Osszege 1, és minden oszlop-
ban a szamok Osszege 1. Legyen r; a legnagyobb szam az i-edik sorban, és legyen
R=r1+7ry+...4+1r2925. Hasonloan, legyen ¢; a legnagyobb szdm az i-edik oszlop-
ban, és legyen C' = ¢1 4 c2 + ... + C2025. Mi a lehetd legnagyobb értéke %—nek?

Beszélgetés Obadovics Gyulaval

Marcius 14-én, a pi-napon a 98 éves Obddovics Gyula az SZTE Bolyai Intézet
vendége volt. Tobb generdcié is felnétt ,Matematika” cimii zsebkonyvén, amely
a mai napig 22 kiadasban jelent meg. A szerzével Birkds Gyorgy beszélgetett.
Itt a beszélgetésnek csak egy rovid, szerkesztett valtozatat tudjuk koézolni, de
a teljes beszélgetés megtekintheté és meghallgathaté a Bolyai Intézet YouTube-
csatornajan: https://youtu.be/DopdblC2pEU?si=FGvfSWxHo43KHVdc

Birkas Gyorgy: Hogy alakult ki az érdeklédésed a matematika irant?

Obadovics Gyula: 100 pengébe keriilt volna Bajan a beiratkozas a gimnazium-
ba, igy engem nagyapam 6t pengéért beiratott a polgariskoldba, mondvan, hogy
80 pengdért egy tehenet is meg tudna venni. Igy lettem polgériskolai elsd oszta-
lyos tanul6. Négy évet letudtam, utana tanitéképzébe iratkoztam be, de én nem
akartam tovabb tanulni... En a két nagyapamtol annyi mindent megtanultam a
mez6gazdasdgbol, hogy én otthon akartam maradni. Csak az a baj volt, hogy a
batyam, aki négy évvel id6sebb volt, mar otthon maradt, és nekem azt mondték,
hogy mit gondolsz, 12 hold fold eltart majd titeket? Szerencsémre taldlkoztam az
egyik osztalytarsammal a polgariskolabdl. O azt mondta, hogy az apja vitéz, és 6
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is katona szeretne lenni. 18 éves kordban 6nkéntes katona lenne, és mivel érettségi-
vel karpaszomanyosként gyorsabban lehet haladni a katonasagnal, hat iratkozzunk
be egy olyan iskoldba, ahol érettségit lehet kapni. Az egyik ilyen egy kozgazdasa-
gi technikum jellegii iskola volt, de onnan tgy kirtigtak benniinket, hogy a labunk
sem érte a foldet, mondvan, hogy hol vannak a szilék. Merthogy mindossze tizen-
négy évesek voltunk. De szemben volt a liceum és tanitoképzé a Szegedi tton. Hat
menjiink oda, mondta az osztalytarsam, merthogy 6 tgyis csak érettségizni akar.
Hét igy lettem licista Bajan a bajai liceum és tanitoképzében. Véletlentl.

1946-ra négyen maradtunk, akik leérettségiztiink, mind a négyen beiratkoztunk
egyetemre. Ketten a banyaszati és az erdészeti egyetemet végezték el, én pedig nyel-
vésznek szerettem volna beiratkozni. Mert rengeteg verset irtam, regényt is irtam,
és ugy gondoltam, hogy a nyelvész felel meg nekem a legjobban. Az osztalyféno-
koém is azt mondta, hogy az lesz a legjobb. Az igaz, hogy gorog és latin érettségi is
kellett volna ahhoz, hogy az akkori Pazmany Péter Tudomanyegyetemnek rendes
hallgatéja lehessek. A dékani hivatalban egy fiatal titkdr elmondta, hogy rendki-
viili hallgaténak igy is beiratkozhatok, aztdn majd szeptember-oktéber-november
t4jékan tanfolyamon végezzem el a két targynak az anyagat. En ezt nem vallaltam,
de erre azzal vigasztalt meg, hogy ha matematika, fizika és egy idegen nyelvbdl
vizsgazok, akkor realszakos gimnaziumi érettségivel mar lehetek rendes hallgaté, és
kérhetek segélyt meg tandijmentességet. Mert rendkiviili hallgatéként semmit. Igy
hat december 17-én a Mester utcai FAy Andras Gimnéziumban tettem kiilonbozeti
vizsgdt matematikabol, fizikdbol és egy idegen nyelvbél. Igy aztdn lett egy gimna-
ziumi érettségim, és attél kezdve vidaman éltem mint rendes hallgatdja az akkori
Pazmany Péter Tudomanyegyetemnek.

B. Gy.: Olyanoktdl tanultdl mint Rényi Alfréd, Riesz Frigyes, Fejér Lip6t, Turan
Pél. Tudnél mesélni réluk?

0. Gy.: Talan kett6t emelnék ki kozuliik, a Lipi bacsi az egyik, Fejér Lipot. A 45—
46-0s évre gondoljunk. A kettes el6add mellett volt egy szoba, 6 gyakorlatilag ott
lakott, onnan sétélt at a terembe. Aztan szétnézett, a kalapot, a kabatot fénnhagyta
magan. Az ablak nem tiveg volt, hanem papir. Ha véletleniil valamelyik hallgaté
baratunk hirtelen becsapta az ajtét, akkor kirepiilt a papir, és akkor djra kellett
szalonnat keresni, hogy az j papirt atdorgoljiik, hogy legaldbb egy kicsit attetszd
legyen. Lipi bacsi néha elment az ablakhoz, és kinézve motyogott valamit. Akkor
észrevettiik, hogy jo lesz odafigyelni, mert valamilyen tétel valami van mogotte,
amit érdemes megnézni. Gyakorlatilag az a heti két ora egy ilyen oda-vissza sz016
beszélgetés volt. En egy fél év alatt masfél oldalnyi anyagot tudtam lefrni az
eléadasabdl, ami a Fourier-sorokat tartalmazta, mert a tobbi az torténelem volt.

Lipi bacsindl vizsgazni 6réom volt. Gondolom, réla mindenki ismeri azt a torténe-
tet, hogy valamikor, még Kolozsvéron, véletleniil valakit megbuktatott. Es amikor
rakérdeztek az Akadémian, hogy Lipi bacsi, te ugye sose buktattil meg senkit,
erre azt mondja, hogy de igen, és még most is fij azért a lelkem, hogy megbuktat-
tam egyet Kolozsvaron. Vizsgazni nala 6rom volt, mert a kérdései olyanok voltak,
amelyekre ragyogban lehetett az 6 stilusaban jél elmondani a dolgokat, és annak &
nagyon oriilt. Es akkor azt mondta, ,Ezt is tudjal”. A negyedik év végén egy bizott-
sag el6tt szigorlatot kellett tenniink, a bizottsag Lipi bacsibdl, Fejes-Toth Laszlobol
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és Hajos Gyorgybdl allt. A Laurent-sorokat kaptam el6szor, azt meg éppen el6tte
Ot perccel néztem meg, hogy micsoda. Akkor gyonyoriien szépen elmondtam neki,
és rogton ment tovabb, Palotas, Szabd. . ., Lipi bacsi meg minden egyes alkalommal
egy jo feleletnél mondja a Hajosnak, hogy ,,Ezt is tudja!” Mind a harman kitlinét
kaptunk. Hat. ..

A Lipi bacsi mellett még hadd mondjam el Riesz Frigyesr6l, hogy 6 Szegedrél
tobbszor palyazott Budapestre, de két alkalommal is elutasitottdk és nem nevezték
ki az akkori Pdzmany Péter Tudomanyegyetemre rendes tanarnak, és ez borzaszto-
an bantotta 6t. Sértédékeny ember volt. Amikor masodéves voltam, akkor sikeriilt
neki dthelyeztetnie magat Budapestre. Az el6adéasara én kivancsi voltam, hogy vég-
re valami modernet, a klasszikus matematika mellett valami tjat is fogunk hallani.
Rébeszéltem a barataimat is, az elsé el6adason vagy 80-an voltunk 6t meghallgatni.
Nekitamaszkodott a katedrdanak és mondja a szdveget, hogy ,x..., ja ezt mar fel-
hasznaltam, jeloljiik y-nal...” Megy tovabb, ,nem, az y nem, ezt jeloljik z-vel...”
A téabldra semmit sem irt, a levegében mondta el, a tételekre hivatkozott, francia
tételekre még a tetejébe. Hogy ezt ott olvassuk, ezt amott olvassuk. Azt nem tud-
tuk, hogy az z-bél a végén hogy lett z vagy y vagy t, de csak ugy fejbe jelezte,
hogy hat nem, ezt mar folhasznaltam, ehelyett jeloljik ezt igy. Szoval ez az els§
el6adéds olyan volt, ami elzavarta a népet. A 80-bdl 6ten maradtunk a kévetkezd
el6addson. Akkor a bolesész hallgaték egyesiiletében rabeszéltek engem, hogy vala-
kivel menjek el hozzd, és beszéljiink vele, hatha Szegeden van neki jegyzete, hogy
azt meg megszereznénk, hogy legaldbb tudjuk, hogy az a tétel, amire hivatkozik.
Mivel akkor még nem is miikodott az egyetemi konyvtar, azt sem tudtuk, hol lehet
utdnanézni az anyagnak, amelyre 6 hivatkozik.

El is mentem kettesben a Hegyi Bandival, és megprobaltuk nagyon szépen el-
mondani, hogy miért szeretnénk ezt a targyat. Es tobben is, mindenki meghall-
gatnd. Ha van jegyzet, jaruljon hozza, hogy azt a bolcsész hallgatdk egyesiilete
megvasarolja, és akkor abbdl majd megtanuljuk azt, amit addig nem tudhattunk.
Mert a Lipi bacsi nem adta el6 azokat a tételeket. Hat néz, néz rank, néz. Nem
értem, azt mondja, nem értem. Csak azt nem tudtuk, hogy mit nem ért. Aztan
a végén megtudtuk, hogy Szegeden 6 amikor folilt a villamosra, atgondolta, hogy
milyen el6adast fog tartani, és ezért azt mikor elmondta, senki nem szdélalt fel el-
lene, hogy zavaros az eléadés, nem lehet érteni. Osszenéztiink, hogy mit lehet itt
tenni. Hat itt nincs tovabb.

Matematikabdl alapvizsgan mindkettonket hozza osztottak be. Megnéztem az
orat, mondom, van egy éra, biztos le tudok vizsgazni. Mert akkor ment a vonatom,
és a lanyok Bajan mar vartak. Ugyhogy gyorsan le fogok vizsgazni. Ad egy tételt.
Gyorsan elkezdtem irni a tablara. ,Hol olvasta?” Mondom a Szész Pal konyvét.
Nem tudom ismert-e még, a klasszikus analizisnek a kétkotetes konyve. Ad megint
egy tételt, megint elkezdtem. ,,Hol olvasta?” Mondom, a Szasz Pali bacsi konyvében.
Megint ad egy tételt. 50 percen keresztiil tigy 8-10-15 tételrsl beszélgettiink igy. En
akkor félredlltam a tablatol, jott a Bandi baratom, ugyanigy. Mar nem gyOztem
kivarni, elmegy a vonatom. Otthagytam hat, mondom, majd szeptemberben beirja
a jegyet. Amikor szeptemberben elmentem hozza, egy iires lapot tolt elém, és akkor
egyenlStlenségek témaban elkezdtiink beszélni. Ugy megoriiltem, hogy csoda. Na
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végre, egy kicsit matematikéval is foglalkozunk! O szerette az egyenlétlenségek
témajat, killon eldaddsa is volt, ragyogd, helyben voltam. Es akkor odair egy
elégségest. Gyorsan Osszeadtam fejben az Gsszes eredményemet, hogy ez elég-e
ahhoz, hogy megkapjam a teljes kedvezményt, vagy sem. Kideriilt, hogy elég, erre
kifordultam, és otthagytam. Ugyhogy osszességében egy elégségesem van nekem
tole.

B. Gy.: Nem sok ember van, akinek koznevesiil a neve. Mondjuk példdnak ott van
Récamier vagy Rontgen. De ,az Obadovics™-ot is gy emlegetjiik, hogy mindenki
tudja példaul ebben a teremben, hogy mirél van sz6. Hogy lehet az, hogy akkor
még névteleniil, ismeretleniil ki tudtal adni egy ilyen konyvet?

0. Gy.: Ez gy indult, hogy mér kozépiskolas koromban is mindig volt akit,
tanitani kellett matematikéra, mindig fel kellett négy-6t tagot késziteni ugy, hogy
azért legalabb egy kettes—harmas dolgozatot tudjanak irni. Tehat gyakorlatilag a
polgéritol kezdve a tanitoképzén keresztill mindig kellett, hogy — magyarra fordit-
va! — mondjam el azt, amit a tanar bacsi gy mondott el, hogy nem értettiik. Az
volt a rogeszmém, hogy biztos el lehet mondani tgy is, hogy megérthetd legyen.
Na, gy indult az egész. Utana jottek azok a korszakok a nehézipari miiszaki egyete-
men. Ram biztdk az esti tagozatot, itt vagy 300 beiratkozo6 volt, ennyi ifjut kellett
megtanitanom a matematikéra fél év alatt. Es hat ezek kozott, ugye, voltak olya-
nok is, akiknek négy elemije volt meg, plusz két hénapos el8készitéssel. Es akkor
tanitsd meg Oket, olyan szintre felhozva, hogy utdna az egyetemi tananyagot is el
lehessen méar mondani nekik tgy, hogy megértsék. De ezt egy év alatt sikeriilt min-
dig elérnem, kivéve egy-két negyvenévest. Els6éves hallgatoként jegyzeteket irtam
matematika-fizika-kémiabdl, egymaés utan tobbet is. Meg kidolgozott példatarakat
csindltam 6t éven keresztiil.

Aztan a Miszaki Kiad6 egy pélyazatot irt ki kozépiskolai matematikai Ossze-
foglalé témaban. Erre megirtam 24 oldalt a koézépiskola matematika tananyagdbdl
egyszertien, érthetd forméaban, és bekiildtem. Es valami miatt engem vélasztottak,
hogy irjam meg a teljes konyvet.

De emiatt a kényv miatt majdnem kirtgtak az egyetemrsl. En akkor egyszer(i
adjunktus voltam a matematikai tanszéken. Volt persze tanszékvezetonk is, de azt
a 24 oldalt, ami alapjan megbiztak, hogy irjak egy konyvet, én magam irtam, és
nem az egyetem vagy a tanszék nevében kiildtem be, hanem a sajat nevemben.
Eszembe sem jutott, hogy a hagyomany az gy szél, hogy a tanszékvezetd 1ab-
jegyzetben koszoni meg azoknak a munkat, akik valéjaban elvégzik, de a mi az 6
neve alatt jelenik meg. Eszembe sem jutott nekem, hogy a tanszékvezeté nevével
kéne megjelentetnem valamit, amit én irtam. Hat odarendelt a dékan a személy-
zeti osztaly beszélgetOszobajaba, ott volt a tanszékvezeté meg az egyik tanszéki
dolgoz6. Tehat ott harman a lelkemre beszéltek, hogy kérjem vissza a kéziratot és
a tanszékvezetével egyiitt atdolgozva jelentessitk meg. En pedig majdnem elréhog-
tem magam, mert akkorra mar régen 6lombetiisen kiszedték. Még elmenetemben
is utdnam széltak, hogy ezt még meghdnod. Aztdn amit banhattam, az annyi volt,
hogy jutalmat nem kaptam, mondvan, hogy én tgyis jél keresek.

17 000 forintot kaptam az els6 kéziratért, ami koriilbeliil egy éves fizetés volt ak-
kor. De akkoriban, amikor megjelent a szazezredik példany, volt egy olyan rendelet,
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hogy nemcsak a teljes kézirat ellenértékét kell kifizetni, hanem annak a duplajat
is. Hat a Kossuth-dijnal nagyobb Osszeget kaptam. Ami azt jelentette, hogy meg
tudtam venni egy Skoda 445-6s autot, ami akkor 65 000 forint volt. Erre az irigység
teteje az egeket verte, mert az volt a méasodik autd az egyetemen.

B. Gy.: Nem véletlen a sikere, és most a 21. kiadasnal tart. Mit kellett valtoztatni
az egyes kiadasokban? Mert azért a matematika tananyag is valtozott.

0. Gy.: A veszekedés még az els§ kiadas el6tt kezd6dott, amikor én azt mond-
tam, hogy hat a technikumiakndl ott van, ugye, a differenciél- és integralszamitas is,
a gimnaziumban pedig ezt egyszer kihagytdk, majd djra
visszavették, megint kihagytdk, megint visszavették. .. “

H&at, mondom, én ilyen jatékba nem megyek bele. Vagy
olyat irok, amit egyértelmiien lehet hasznalni, vagy nem.

Végiil nagy-nagy vita utan sikeriilt elérnem, hogy olyan R
lett a konyv valéban, amit lehetett hasznélni, és ,ma- Obadevics 1. Gyula
gyarra forditva” a klasszikus tételeket, hogy megértse az MATEMATI KA

egyszerd, magyarul beszélé ember is.

Azt itt mindenki tudja, hogy 45-t6l napjainkig hany-
féle reform volt a kozépiskoldban. Azt mind végig kel-
lett irni, és én hol hozzdbigyesztettem, hol nem. A ko-
zépiskolai tananyagban vektoralgebra példaul nem volt.
Komplex szamok nem volt. Analitikus geometria — olyan
forméban, ahogy én megértettem ezt a hallgatéimmal —, nem volt. Ezt mind szé-
pen beleirtam, és megjelent a kis konyvemben. Mit ad Isten, két vagy hérom év
miulva a kozépiskolai tananyagban megjelent a vektoralgebra, mert a fizikat mégis
csak kénnyebben meg lehet értetni vektoralgebrai formakkal, mint csak skalarisan.
Bevettem a valdszinliségszamitast — addig nem volt —, jé, hat az is kézépiskolai tan-
anyag lett. Tehat ilyen apré 1épésekkel visszacsempésztem harom olyan témat, ami
koézben kimaradt, majd visszavették, megint kimaradt, visszavették. A konyv vi-
szont allandé maradt. A technikumoknak nem volt kiilon kényve, de ebben benne
volt a differencidl- és integralszamitas, meg a vektoralgebra, meg a mechanikahoz
szitkséges minden tananyag. Ugyhogy ezt a konyvet hasznaltdk, ami igazdn nagy
szerencse volt.

B. Gy.: Mesélted, hogy az egyik kiadasndl nem engedték javitani, és erre alapi-
tottal egy konyvkiadot.

0. Gy.: A Miszaki Kiadé a 10. vagy 11. kiaddst harminc- meg negyvenezer
példdnyban adta ki egyszerre. De annyi reform volt mar a kozépiskoldkban, hogy
mondtam, ez mar beporosodott, igy nem lehet még egyszer kiadni. De mivel el-
fogyott a konyv, 6k ki akartdk adni, én viszont nem jarultam hozza, agyhogy két
év kihagyas volt. A vejem meg a lanyom is matematika-fizika szakon végzett, azt
mondtuk csindlunk inkédbb egy kiaddt. Kolesonkértiink mésfél millié forintot, mert
a nyomddanak az egyharmad részét azonnal ki kellett fizetni... Harom hénap alatt
annyi kényvet eladtunk, hogy ki tudtuk fizetni a kolcsont, és elindulhatott a Scolar
Konyvkiadé.

B. Gy.: Talan kevesen tudjék rélad, hogy regényt is irtal...
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0. Gy.: Meg verseket is irtam. Igen, mert irodalmér szerettem volna lenni.
De az nem lehettem, igy kényszerbdl matematikus lettem. .. Gyakorlatilag hdrom
kényvem meg egy verseskotetem jelent meg. Na, meg az Eletem cimii énéletrajzi
kényvem. Azt volt a legnehezebb megirni.

B. Gy.: Ezt az idézetet mindenképpen szerettem volna igy a végén felolvasni
a konyvedbdl: ,mindig szerettem volna elérni, hogy a politikusokat iiltessék be
egy-két matematikadrara hadd lassak, hogy tétel csak akkor lesz a sejtésbdl, alli-
tasbdl, ha azt olyan bizonyitdssal tudom érvényessé tenni, aminek felhasznalasaval
a vildgon barki ugyanarra az eredményre jut. De az, hogy valaki allit valamit ma
az orszag gazdasagi helyzetérél, holnap meg az ellenkez6jét jelenti, az szdmomra
borzalom.”

0. Gy.: Sajnos én szoktam rogziteni magamnak a poli-
tikai eredményeket, amelyeket végighallgatok, végignézek.
Hogy lehet egyik nap kimondani valamit — kozgazdasagi
vagy filozéfiai, mindegy — szembenézve, és annak a toké-
letes ellenkez6jét masnap? Ha valami matematikai allitast
kimondok, akkor vagy tudom igazolni, vagy nem tudom
igazolni. Sejtés lehet, de hogyha azt én 1épésrdl 1épésre bi-
zonyitani tudom, akkor a vildgon béarhol, barmelyik nor-
malisan gondolkod6 ember logikai 1épésekkel ugyanarra az

ELETE \Y| eredményre kell, hogy eljusson. Na, egy ilyen kovetelmény
Hiszek a végeelenben valészintileg sose lesz megvalésithatoé a politikusokndl. De
j azért be kéne tltetni 6ket egy-egy matematikadrara.

OBADOVICS J. GYULA

B. Gy.: Lattalak egy videon az egyik dédunokdddal ver-
senyt futni. Ha jél tudom orszdgos bajnok vagy atlétika-
ban.

0. Gy.: Jaj, hat az egyik dédunokaim édesanyja testneveldszakos tanar. Es ez
a két gyerek, ahogy oda ért Szarszora, mondja, hogy papa, gyeriink fussunk a
Balatonig. Toliink 140 méter a Balaton, és hat ezt csindltam éveken keresztiil,
hogy fussunk a Balatonig. Persze a betyarok lehagytak mindig, de azért hajlandok
voltak futni velem. Es az egyik lemérte titokban, hogy mennyi az az id8, amit én
futok, és akkor azt mondta, papa hat ezzel vildgbajnok lehetnél. Igy alakult ki,
hogy a végén 100 métert kellett futni.

B. Gy.: De futdsban 100 méteren orszagos szenior bajnok vagy, Gyula bécsi.

0. Gy.: Megnéztem a tribiinrol, hogy uristen, mondom, ilyen hosszt a 100 méter?
Néalam otthon a 140 mintha révidebb lenne. A 1ényeg az, hogy lefutottam a 100
métert. . .

B. Gy.: Hallottuk, hogy nagyon sokan megérték a 98-100 évet a csalddban. El
lehetne arulni legalabb itt szlik kérben, hogy mi a hosszu élet titka?

0. Gy.: Amikor lefutottam ezt a 100 métert, akkor naponta harom-négy tjsag-
fréné is meglatogatott, és errdl faggatott. Es a hosszt élet titka az az volt. . ., hogy
hat éves korom 6ta én dolgozom, és vorosbort iszok. Erre majd hanyatt estek ijed-
tiikben. Mondtam, ez tényleg igy van. Az 0jsagirénok rosszul jartak, mert a hosszta
élet titkat ilyen értelemben csak igy lehetett megtudni.

278 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/5



A szeretet a legdont6bb, ezt most 6szintén mondom, a szeretet a legdontobb. Az,
hogy tudjal szeretni, tudd atadni a szeretetet, és fokozatosabban még kapjad vissza
a szeretetet. Aki ezt végig tudja igy csindlni, és atérzi, és hat van ilyen kapcsolata,
az tudja, hogy ez biztos, hogy igy van. Ugyhogy én ezt merem most is mondani.
Hogy igazan szeressiik egymast. Ez a lényeg.

B. Gy.: Szerintem tokéletes végszd, koszonjiik szépen.
Birkas Gyorgy

Megoldasvazlatok a 2025./4. szam | |
matematika gyakorlo feladatsorahoz | |

1. Dontsiik el az aldbbi dllitdsokrol, hogy igazak vagy hamisak. Indokoljuk a
valaszt.

I. rész

e R S - (5 pont)
VEoVB VBT VI-VB VBB VB2 .

v () - (F5) - (4 pont)
c) V16 + /54 = v/256. (3 pont)

1 _ 1 .\/n+1+\/ﬁ:m+\/ﬁ
Vn+l—yn Vn+l-—yn Vn+l+yn
atalakitas alapjan gyoktelenitve a nevezOket:
1 Lo, 1 L N
3-8 VB—VT V-6 V6-v5 VE-2
=(3+V8) — (V8+VT) +(VT+V6) — (V6+V5)+(VE+2)=3+2=5.

Az allitas igaz.
b) Az u? —v? = (u+v)(u—v) azonossag alapjan

574577\ (575" 2—5z 5T 1
2 2 B -
Az allitas igaz.

¢) V16 + V54 =2-V/2+3-2="5-3/2= /250 # /256. Az allitas hamis.

2. A pozitiv egész szamokbol dllo véges nemiires H halmaz elemeinek legaldbb
a fele pdros, legaldbb a kétharmada 3-mal oszthato, és legaldbb a hathetede T7-tel
oszthato.

a) Igazoljuk, hogy ekkor a szdmok kozétt kell lenni 42-vel oszthaté szdmnak is.
(7 pont)

Megoldas. a) Az
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b) Adjuk meg az dsszes olyan kétjegyii pozitiv egész szdmot, amelynek ugyan-
annyi osztdja van, mint a 42-nek. (Beleértve a 42-t is.) (6 pont)

Megoldas. a) Legyen |H|=n (n € N*). Az adott halmazrészekbe tartozé elemek

szama rendre legalabb %n, %n, %n Ezek 6sszege i—gn > 2n. Ne feledjiik azonban,

hogy lehetnek elemek, amelyeket tObbszor is szamoltunk. Ha az Osszes elemet
tobbszor — de csak kétszer — szdmoltuk volna, akkor is azt kapnank, hogy az elemek
szama nagyobb, mint n.

Ennek figyelembevételével a H halmaz elemei kozott kell lennie olyannak is,
amelyik egyszerre oszthatd 2-vel, 3-mal és 7-tel is, igy 42-vel is.

b) A 42=2-3.7 felbontds alapjén d(42) = (1+1)(1+1)(1+1)=8.

A keresett kétjegyti szamok primtényezés felbontésa lehet p], p$ps, p1p2ps3, ahol
P1, P2, pP3 egymastol paronként kiillonb6zo primszamok.

Az egyes tipusoknak megfelel6 kétjegyli szamok:

o pl tipust kétjegyti szdm nincs, mivel 27 > 100,

o pipy tipusi: 223 =24, 23.5=40, 2%.7=156, 2%-11 =88, 3%.2 = 54,

e p1pops tipusu: 2-3-5=30,2-3-7=42,2-3-11=66,2-3-13=78,2-5-7="70.

3. Egy hdaromszog szdgei szamtani sorozatot alkotnak. Két oldaldnak hossza 5 és
7 eqység. Mekkora a hdromszog harmadik oldala? (13 pont)

Megoldas. Legyenek a hdromszog szogei a < f<~,ahola=F—-§ésy=0F+0
(0 <0 < p). Ekkor (8 —9)+ B+ (8+9) =180° miatt 8 = 60°.

Ezutan 3 esetet vizsgalhatunk.

1. eset. Ha a 60°-os szoggel szemkozti oldal 5 egység hosszi, akkor a koszinusz-
tétel felhasznaldsaval 52 = 72 4+ 22 —2-7- 2 - cos60°, amibél 22 — 7z + 24 = 0.

Ennek az egyenletnek nincs valés megoldasa.

2. eset. Ha a 60°-o0s szdggel szemkozti oldal 7 egység hosszi, akkor 72 = 52 4
+22—-2-5-2-c0s60°, amibdl 22 — 5z —24 =0, 1 =8 és x5 = —3.

A megfelel6 megoldas az 5 < 7 < 8 nagysigrend alapjan az x = 8 érték.

3. eset. Ha a 60°-os szoggel szemkozti oldal x egység hosszi, akkor z2 = 72 4
+52—-2.7-5-¢c0860°, amibél 22 = 39, z1 = /39 és xo = —/39.

A megfeleld megoldés az 5 < /39 < 7 nagysagrend alapjan az = = /39 érték.

Tehéat a haromszog harmadik oldaldnak hossza 8 vagy /39 egység lehet.

4. Eqy k kor O kézéppontja az A(1;1) és B(7;13) pontokat dsszekitd e egyenesen
van. A kor a 4z + 3y =42 egyenleti f egyenest abban az E pontban érinti, amelynek
ordindtdja 6.

a) Irjuk fel a k kor egyenletét. (9 pont)

b) Az f egyenes y tengellyel alkotott P metszéspontjdt a k kor O kozéppontjdval

osszekdtve a kapott egyenes a QQ és R pontokban metszi a k kért. Mekkora a PQ - PR
szorzat értéke? (4 pont)
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Megoldas. a) Az e egyenes egyen-
lete az AB(6:12), vo(1;2), A1)
alapjdn e: 2z —y = 1.

Az E(z;6) € f pont els§ koordind-
tajat kiszamolva 4x + 3 -6 = 42, ami-
b6l =6, igy E(6;6). Az f-re E
pontban merdleges OF = m egyenes
egyenlete az ny(4;3) = v,,, E(6;6) €
€ m alapjan m: 3x — 4y = —6.

Az O=enm pont koordinata-
. 20—y =13
it a egyenletrendszer

r—4y=—6
megoldasaként kapjuk. Eredmény-
ként az x =2, y =3, O(2;3) értékek
adddnak. Ennek figyelembevételével:
OE(4;3), r=|0F| = V&2 132 =5,
k:(z—2)*+ (y—3)* = 25.

b) Az f és az y tengely P(0;y) metszéspontjra 4 -0+ 3y =42, amibdl y = 14 és
P(0;14) adédik.

Mivel ﬁ(6;—8), |ﬁ| = /62 + (=8) = 10, ezért a szelStétel alapjén:

PQ-PR= PE*=100.

II. rész

5. Eqy forgaskidp alapkérének sugara megegyezik a kup magassdgdval. A forgds-
kupba olyan egyenes korhengert irunk, amelynek a magassdga megegyezik az alap-
korének dtmérdjével. Szamitsuk ki, hogy a henger térfogata, illetve felszine hdny
szdzaléka a kip térfogatdnak, illetve felszinének. (16 pont)

Megoldas. A henger, illetve a ktp alapkoré- C
nek sugarat és magassagat rendre r, m, illetve
R, M-mel jelolve M = R és m = 2r. a KN\ F

A két test forgastengelyre illeszkedd sik-
metszetét vizsgaljuk, és az abra szerinti jel6lé- M
seket alkalmazzuk. e

Az gbra alapjan CKFA ~ COBA, mivel A
megfelels oldalaik parhuzamosak. A hasonls- A p" o E R B

sag alapjan: £ = K€ Ebbél

I_M—m_R—Qr
R M R’
Mivel R > 0, ezért R—3r =0, azaz R = 3r.

0=R?>-3Rr=R(R—3r).
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A kapott eredményeket felhasznélva:

Vhenger r?’mm 23w 2r3m 2 0.
Vieg T R2nM T Rz ~ 2tz g 7"
up 3 3 3

Tehdt a henger térfogata 22,22%-a a kip térfogatédnak.
A forgaskup alkotéjanak nagysaga:

a=+\/R2+M2=V2R.
lgy
Ahenger o QTW(T + m) N 27‘77(7“ + 2’/‘) .
Awip  Rm(R+a)  Rm(R+vV2R)
- 6127 _ 6127 2
R2r(v2+4+1)  9r2m(v2+4+1)  3(vV2+1)
Tehat a henger felszine 27,61%-a a kup felszinének.

~0,2761.

6. a) Dia egy majdlison részt vesz eqy dartsjatékban. A tdbla hdrom koncentrikus
korbdl dall, amelyek dtmérdje rendre 15, 30 és 45 c¢m. Ha a dobd jdtékos nyila a
belsé kdrben landol, akkor nyer 12 eurdt, ha a kézépsé kérgytiribe érkezik, akkor
veszit 6 eurdt, ha pedig a kilsd szektorba taldl be, akkor nyer 3 eurdt. A jdtékosok
mindig eltaldljak o tabldt. Ha Dia nyila ugyanakkora valdszindséggel furddik be a
tabla minden egyes pontjdba, akkor hdny eurdct kell fizetnie a részvételért ahhoz,
hogy szdmdra a jaték igazsdgos legyen (azaz a nyeremény vdrhatd értéke egyenld a
részvételi dijjal)? (11 pont)

b) Ha a tabla szektorait a piros, kék, zold, sdrga és fehér szinekkel jelolik meg,
akkor hdnyféle olyan szinezés lehetséges, ahol a szomszédos tartomdnyok kilonbozd
szintek, és a tdblan nem szerepel egyszerre a piros, fehér és zold szin? (5 pont)

Megoldas. a) Az egyes szektorokba érkezés esélye ardnyos a tartomanyok te-

o 1527 2257 30%r  15*7 675w 452
rulet;ﬂvel- Thelss = o -1 Txsaépss = 1 1 - 1 Tiiss = 4
30 11257 .
— 47r = 7 ﬂ-. Igy Theiss : Tiomepss : Tkilss = 1:3: 5, és emiatt az egyes szekto-
3 5
kba érkezés esélye: —, —, —.
rokba érkezés esélye 9’9’ 9
Dia megnyerhet6 pénzének varhaté értéke:
1 3 5
Enyeremény = § <12+ § : (—6) + 6 -3=1.

A jaték igazsigos, ha a varhaté nyeremény és a részvételi dij osszege 0. Igy a
részvételi dijnak 1 eurénak kellene lennie.

b) A tabla olyan szinezéseinek szama, amikor a szomszédos szektorok kiilonb6z6
szintiek 5-4 -4 = 80. Ezek kozott 3! = 6 olyan eset van, amikor a tartomanyok jelolése
a piros, fehér, zold szinekkel torténik. Ennek figyelembevételével a megfelel6 esetek
szama 80 — 6 = 74.
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7. a) Egy trapéz pdrhuzamos oldalainak egyike 10, szdrai 13 és 15, magassdga
12 egység hosszi. Mekkora lehet a negyedik oldal? (12 pont)

b) Egy konvex érinténégyszég hdrom oldaldnak hossza 10, 13 és 15 egység.
Milyen hosszi lehet a negyedik oldal? (4 pont)

Megoldas. a) A Pitagorasz-tétel alapjan felhasznédljuk, hogy ha egy derékszogi
haromszog atfogdja 15, egyik befogdja 12, akkor a masik befogd 9; illetve, ha az
atfogd 13, az egyik befogd 12, akkor a méasik befogd 5 egység hossztusagu.

A megadott oldalhosszakkal és magassiggal az aldbbi 3-féle trapéz szerkeszt-
heto:

1. eset: 2. eset:
D 10 C D 10 5 C
FJ
15 12 12) \13 15 12 120 /13
AB=AFE+EF+FB=9+10+5=24. EB=DF =5,

3. eset:
10
EC=DC—-DE=10—-9=1, D9 fc
AF =EC =1,
AR5 B

Tehét a trapéz negyedik oldala 6, 14 vagy 24 egység hosszusdgu lehet.

b) A konvex érinténégyszog szemkozti oldalainak sszege egyenld. Attdl fiiggden,
hogy az ismeretlen oldal melyik ismert oldallal szemben talalhaté, az alabbi eseteket
kapjuk:

i) Ha 10+ d; = 13+ 15, akkor d; = 18.

it) Ha 134+ dy = 10+ 15, akkor dy = 12.

iti) Ha 154+ d3 = 10+ 13, akkor d3 = 18.

Tehat a négyszog negyedik oldala 8, 12 vagy 18 egység hosszisagu lehet.

8. Andris a Vidampark céllovéldéjében jatszik. Egymds utdn vonulnak el eldtte
a célpontok, és mindegyiket eqymdastol fliggetleniil, azonos valdsziniséggel taldlja el.
(Mivel Andris jé lovd, ezért p > 0,5.)
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a) Ha 4 [6vésbdl 0,1536 valdsziniiséggel taldl el 2 célpontot, akkor milyen eséllyel
taldl Andris eqy lovése sordn? (5 pont)

b) Milyen valdszindséggel 16 le Andris 4 l6vésbél legalabb 1 célpontot? (4 pont)

c) A 4 lovésbSl varhatéan hdny taldlata lesz Andrisnak? (2 pont)
d) Legaldbb hdany lovést kell leadni Andrisnak, hogy legaldbb 99,99 % biztonsdggal
legyen lovései kozott sikertelen? (5 pont)

Megoldas. a) Vezessiik be az X valdsziniiségi valtozot Andris 4 16vésbél 4ll6
taldlatainak lefrasira. A keresett valésziniiséget ¢ darab taldlat esetén P(X =i)-vel
jelolve:

P(X=2)= <§)p2(1 —p)?=0,1536, [p(1—p)]* = 0,0256.

Ebbél p, 1 —p € [0;1] miatt p(1 —p) =0,16,0 = p*> —p+0,16,p; = 0,8 vagy pz = 0,2.

A feladat feltétele alapjan p =0,8.

b)) PIX=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=1-P(X=0)=1-02"=
=0,9984.

¢) M(X)=n-p=4-0,8=32.

d) A sziikséges 1ovések szdmat jeloljikk m-nel. Ha Andris legaldbb 99,99%-os
eséllyel ad le rossz 16vést, akkor legfeljebb 0,01% valdszinfiséggel taldlja el az Osszes
célpontot, azaz:

0,8™ <0,0001,
n-1g0,8 <1g0,0001, n > % ~ 41,28. Tehat a sziikséges kisérletek szama leg-
aldbb 42.

9. a) Hatdrozzuk meg az a valds paraméter értékét dgy, hogy az

r—4 a—3
:R\{4} >R — —_
PR\ oR, ee o073
fiigguénynek legyen zérushelye. (6 pont)
b) a =1 esetén adjuk meg az f figgvény lokdlis szélséértékeit. (10 pont)

Megoldés. a) Az f(x) értelmezhetdsége miatt a # —1.
A zérushelyet vizsgélva:

flz) =

z—4 a—3
a+1 x—4

Ez alapjan
(z—4)°=(a+1)(a—3).
Mivel z € R\ {4}, ezért
0<(z—4)°=(a+1)(a—3).
A kapott masodfoki egyenlStlenséget a-ra megoldva a < —1 vagy a > 3 adddik.
Tehat az f fuggvénynek van zérushelye, ha a € |—o0; —1[U]3;00].
b) a=1esetén f(z) =231+ 2 (zeR\{4}).

284 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/5



A lokélis szélsbérték 1étezésének sziikséges feltétele f/(x) =0, azaz
1 2

2 o
Ebbol
(w—4)" =4,
|z —4| =2,
r—4=-2 vagy r—4=2,
T =2 vagy To = 6.
A széls6érték létezését és annak tipusat a méasodik derivalt alapjan vizsgélva:

N
f7(2) = —% <0,
£/(6) = % >0,

Tehét az x =2 az f(z) fiiggvény lokdlis maximumhelye, a lokdlis maximum értéke
pedig f(2) = —2.
Az =6 az f(z) fiiggvény lokélis minimumhelye, a lokélis minimum értéke
pedig f(6) = 2.
Fonyéné Németh Ildiké, Fony6 Lajos
Keszthely

Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1842. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdin a 9% + (6 — 23) - 3% + 522 — 39z +
+ 76 =0 egyenletet.

Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)

Megoldas. Az y = 3% jelolés bevezetése utan oldjuk meg az x paraméterii, y-ra
nézve masodfoku egyenletet a megolddképlet alkalmazasaval:

) — (62 —23) £ /(62 — 23)2 — 4(522 — 39z + 76)
1 2 = =
’ 2

(6z —23) £ /1622 — 120z +225  —6x+23+/(4x —15)>
2 - 2 o

| —6x+23+ (42 — 15)
- 5 ,

Ebbél y1 = —x+4 és yo = —dx +19.
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1. eset: 3% = —x +4.

Mivel az f(x) = 3% valds szamokon értelmezett fiiggvény szigorian monoton nd,
illetve a g(x) = —x 44 valds szdmokon értelmezett fliggvény szigortian monoton
csOkken, igy a két fliggvény grafikonjanak legfeljebb egy metszéspontja van, vagyis
az egyenletnek legfeljebb egy megoldédsa van. Az z = 1 pedig megoldas.

2. eset: 3¥ = —Hx +19.

Az elézbekhez hasonléan mivel az f(z) = 3% valds szdmokon értelmezett fiigg-
vény szigorian monoton nd, illetve a g(r) = —5x 4 19 valds szdmokon értelmezett
fliggvény szigoriian monoton csokken, igy a két fiiggvény grafikonjanak legfeljebb
egy metszéspontja van, vagyis az egyenletnek legfeljebb egy megolddsa van. Az
r = 2 pedig megoldas.

Ellendrzések:

9 +(6-1-23)-3'+5-12-39-14+76 =0,
92 +(6-2—-23)-324+5-22 392476 =0.

Pdnovics Mdté (PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn. és Ovoda Babits M. Gimn., 12. o. t.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Lényegében mindegyik megolddsban bevezetésre keriilt az y = 3
jelolés, amellyel az egyenlet a kdvetkez6 alakba irhatéd at:

y? + (62 —23) -y + 522 — 392 476 = 0.

A megoldas folyamatianak masodik lépéseként vagy szorzatta alakitottak az
egyenlet bal oldalat, vagy megolddképlettel megoldottak mint egy paraméteres,
y-ra nézve masodfoku egyenlet.

A megoldés befejezéséhez az x-re nézve exponencidlis tagot is tartalmazé egyen-
leteket a benniik szerepl6 kifejezések monotonitasara torténo hivatkozassal — amely-
hez hasznalhattak derivilast, vagy egyszerl fliggvénytani megfigyeléseket is a méa-
sodik 1épéstol fiiggetleniil — oldottdk meg. A megoldasok ellendrzésével tették végiil
teljessé a megoldast.

A feladatra 6sszesen 43 versenyz6 és csapat kiilldott megoldédst. 5 pontos 14, 4 pontos
21, 3 pontos 4, 2 pontos 1. 1 pontot 0, 0 pontot pedig 3 versenyz6 kapott.

Gratulalunk Olah Veranak,
lapunk korabbi foszerkesztojének!

Oléh Verdt a tudomany népszertisitése érdekében kifejtett eredményes tijsagirdi
munkassaganak elismeréseként a Magyar Tudoményos Akadémia Elncksége Akadé-
miai Ujsagiréi Dijban részesitette, amelyet 2025. majus 5-én vett &t Freund Tamés
elnoktdl az MTA 199. kozgyiilésének megnyitdjan.

Ez alkalombdl is gratulal, és tovabbi jo egészséget, eredményes munkat kivan a
KoMal. szerkesztOsége.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(859-863.)

[

K. 859. Egy nyelvtanfolyamért elére kifizettem mar 25000 forintot, de még
fizetnem kell érte annyit, amennyit abban az esetben kellene még fizetnem, ha az
eléleg feleannyi lett volna, mint amennyit most még fizetnem kell. Hany forintba
keriil ez a nyelvtanfolyam Osszesen?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél, GyOr

K. 860. Anna és Boglarka egy mésfél méter atmérdjii kor alakt étkezasztalnal
jatszik. Anna leteszi az asztalra a 42 x 30 cm-es téglalap alakid papirlapjat, Boglarka
pedig rarakja az ugyanekkora lapjat tgy, hogy a két lap egy-egy atléja pontosan
illeszkedik egymasra, 4m a lapok nem fedik teljes egészében egymast és nem l6gnak
le az asztalrél. Az asztallap hany szazalékat fedi le igy a két lap?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél, GyOr

K. 861. Egy nyolcfs barati tarsasag szeretne maguk kozott tarokkbajnoksagot
rendezni. Minden partiban pontosan négyen vesznek részt, tovabba barmely két
jatékos azonos szamu partiban jatszik egyiitt. Bizonyitsuk be, hogy tobb mint 13
parti fog lezajlani.

Javasolta: Paulovics Zoltan, Budapest

K/C. 862. a) Mutassuk meg, hogy az aldbbi tort minden pozitiv egész n
szam esetén egyszeriisithetO, azaz a szdmlaléja és a nevezdje nem relativ prim:
6n2 +13n+6
15n2 +22n+ 8"

2
b) Melyek azok a pozitiv egész n szdmok, amelyekre a 5n * tort nem egysze-

n+4
riisithetd, azaz a szamlaldja és a nevezdje relativ prim?

Javasolta: Bir¢é Badlint, Eger

K/C. 863. A K. 860. feladatban szereplé Anna
a négyzet alaku virdgoskertjének kozepére tulipan-
agyast készit. A mellékelt abrén lathaté ABCD sik-
idom belsejébe tulipAnhagymakat iiltet, a kert tobbi
részére liliomokat. Az dgyast szegélyezd korivek ko-
zéppontjai a négyzet csticsai, sugaruk hossza egyenld
a négyzet oldalhosszaval. Mekkora a teriilete Anna
tulipdndgyésanak, ha az egész virdgoskert 100 m? te-
riilet?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél, GyOr
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Bekiildési hatarid6: 2025. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(862-863., 1858-1862.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 862. A szovegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 863. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1858. Tomi megszamozott 30 kartyat 1-t6l 30-ig, majd elévett 10 boritékot,
és az Osszes kartyat beletette azokba. Minden boritékba legalabb 2, de legfeljebb
4 kartya keriilt. Ezutan minden boritékra rairta a benne 1évé kartyakon szerepld
szamok Osszegét, és az Osszegek szerint csokkend sorrendbe rendezte azokat. Mi
lehet a legkisebb, illetve legnagyobb szam a sorrendben harmadik boritékon?

Javasolta: Czett Mdtyds, Budapest
C. 1859. Egy nem szabélyos haromszog oldalainak hossza a, b, ¢, amelyekre

a+ b = 2c teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog beirt kérének kozéppontjat a
sulyponttal 6sszekotd szakasz parhuzamos a haromszog valamelyik oldalaval.

német versenyfeladat
C. 1860. Tekintsiink egy pozitiv egész szamokbdl all6 mértani sorozatot. Iga-

zoljuk, hogy barmely hdrom egymast kovetd sorozattag kontraharmonikus kozepe
egész szam. Allapitsuk meg, mitél fiigg ennek az egész szamnak a paritasa.

Az aq, ag, ..., a, pozitiv valés szdmok C (ay,as,...,a,) kontraharmonikus ko-
zepén a kovetkezd kifejezést értjik:
a%+a§+...+ai
ay+ax+...4+ay

Cl(ay,as,...,an) =
Javasolta: Unyi Tamds, Szada

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1861. Az ABCDE gula alaplapja a 12 egység oldalit ABCD négyzet. Tud-
juk, hogy az FE csucs alaplapra es6 merdleges vetiilete az ABC' D négyzet koriilirt
korére esik, tovabbé, hogy BE = CE, valamint AE = 18. Hatdrozzuk meg a gila
térfogatat.

Javasolta: Biré Balint, Eger
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C. 1862. n (> 2) gyerek hintézni szeretne a jatszotér két hintdjéval, amelyeket
nem kulénboztetiink meg. Kitalaltak, hogy péarosaval fognak hintazni ugy, hogy
mindenki mindegyik tarsdval egyiitt hintazik egyszer, két percet. Minden hintazas
utan a hintazéknak le kell szallniuk, és atadni a hintakat egy olyan parosnak, akik
még nem hintdztak egyiitt. (Olyan gyerek, aki most szallt ki a hintdbol, nem lehet
az Uj parban.) Végrehajthaté-e ez a terv?

Németh Ldszlo, Fonyod otlete alapjan

*

Bekiildési hatarid6: 2025. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5462-5469.)

B. 5462. Abel valamilyen sorrendben lefrta egy sorba a pozitiv egész szdmokat
1-t61 n-ig. Barmely pozitiv egész szam 1-t6l w—ig elall a leiras sorrendjében

egymast kovetd leirt szamok Osszegeként. Mi lehet az n?
(4 pont) Javasolta: Fiiredi Erik, Budapest

B. 5463. Adott a pozitiv koriiljardasa ABC D négyzet. Szerkesztendd olyan, szin-
tén pozitiv koriiljarastu, BEF szabalyos hdromszog, amelynek F' csiicsa a B kezdo-
ponti, C-t tartalmazo félegyenesre esik, és amelyre EAF < = 45° teljestl.

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor, Sdndorfalva

B. 5464. Legyen k > 1 egész szam. Mutassuk meg, hogy az a, =n?+n+1
sorozatnak végtelen sok olyan eleme van, amely a sorozat k kiilonb6z6 tagjanak
szorzataval egyenlo.

(4 pont) Javasolta: Hollé Gdabor, Budapest

B. 5465. Legyenck AA’, BB', CC’ 4tmérdk az ABC hegyesszogli, nem szabélyos
haromszog koré irt korben. Legyen az A’ pontnak a BC' egyenesre vett tiikorképe
A1, a B'-nek az AC-re vett tiikorképe Bi, a C'-nek az AB-re vett tikorképe pedig
C1. Mutassuk meg, hogy az A; B;C; haromszog hasonl6 az ABC haromszoghoz.

(5 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter, Budapest

B. 5466. Egy haromszog oldalainak hossza a, b és c. Bizonyitsuk be, hogy

(b+c)*  (c+a)® (a+D)?
> 6.
a?+bc b2 4+ca c2+ab —

(5 pont) Crux Mathematicorum
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B. 5467. Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b paratlan pozitiv egészek esetén az
(a4+b+7)7 —a” — b7 kifejezés értéke 168-cal osztva 7 maradékot ad.

(3 pont) Javasolta: Hujter Mihdly, Budapest

B. 5468. Legyen az ABC hegyesszogi haromszog beirt korének sugara r, koriilirt
korének sugara R és a talpponti haromszogébe irt kor sugara p. Mutassuk meg, hogy
r > +vRo.

(6 pont) Javasolta: Vigh Viktor, Sandorfalva

B. 5469. Bergengécidban harom varos van, A, B és C, ezekben 0Gsszesen 2025
ember lakik. Az idei évt6l kezdve minden év végén A lakossagdnak a fele atkoltozik
B-be, B-ének a harmada C-be, és C-ének a negyede A-ba (ha az atkoltozék szdma
barmely esetben nem lenne egész, akkor felfelé van kerekitve). Igazoljuk, hogy
néhany év eltelte utdn egyik varos lélekszama sem fog valtozni.

(6 pont) Javasolta: Vdli Benedek, Budapest
ok

Bekiildési hataridé: 2025. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

P 1
| |

A. 908. Legyen n > 2 egész szam. Piroska és a farkas egy olyan jatékot jatszanak,
amelyben az {1,2,...,n} szdmokat szinezik pirosra és kékre. Piroska minden korben
mond egy (i,5) part, ahol 1 <i< j<n és még i és j is szinezetlen, majd farkas
ezek egyikét kékre, a masikat pirosra szinezi. A jaték akkor ér véget, amikor az
{1,2,...,n} szdmok koziil legfeljebb egy kivétellel minden szdm meg lett szinezve.
Mutassuk meg, hogy létezik egy olyan n-t6l nem fiiggd ¢ > 0 valds szam, és létezik
Piroskdnak olyan stratégidja, amellyel biztosan el tudja érni, hogy a jaték soran
valamikor legyenek olyan 1 < a < b < n szdmok, hogy az {a,a+1,...,b} halmazban
legalabb c- ¢/n-nel tobb szdm legyen pirosra szinezve, mint kékre.

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(908-910.)

Javasolta: Pdlvélgyi Démdtor, Budapest

A. 909. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges N pozitiv egész szdmhoz lehet talalni
olyan n pozitiv egész szamot, hogy az n> — 1 barmely két kiilonbozé primtényezd-
jének legaldbb N legyen a kiilénbsége.

A. 910. Adottak az Ay, By, C1, A, By, Cy pontok ebben a sorrendben egy
egyenesen. Az Ay Ay és By By atmérdjli félkorok P-ben, a By By és C1Cy atmérdji
félkorok @Q-ban, és a C1C5 és Ay Ay atmérdjli félkorok R-ben metszik egymast. A k,
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l korok mindhérom félkort érintik az abran lathaté moédon. Jeldljik k és az A A
atmérdju félkor érintési pontjat K-val, mig [ és a C1Cs atmérdji félkor érintési
pontjat L-lel.

Bizonyitsuk be, hogy

A1R-B1P-BQ-CoR A1K-CoL

AR -B1Q BoP-CiR  AsK -CiL°

Aq B Ch A,y By Cs

Javasolta: Bdn-Szabs Aron (Budapest)

%

Bekiildési hatarid6: 2025. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabol kitiizott feladatok -‘

(663-666.)

1. 663. Egy szinhazban sokféle el6adast jatszanak, de naponta csak legfeljebb
egyet. Az el6adasokat sorszammal jeloljiik. A szinészek érdekesnek nevezik azokat
az id6szakaszokat, amikor tobbféle darabot jatszanak, és faraszténak, amikor kevés
félét vagy éppen nincs eléadas.

Készitsiink programot 663 néven, amely a napi el6adasok ismerete alapjan
megadja a legérdekesebb és a legfarasztébb K napos id6szakot.

A program standard bemenetének elsé sordban N a napok szama (1 <N < 730), M
az el6addsok szdma (1 <M< 100) és K a vizsgélt idészak hossza (1 <K < N) szerepel.
A kovetkezé sorban az egyes napok eléadasainak sorszdma keriil, vagy 0, ha aznap
nem volt el6adés.
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A programnak a standard kimenet els6 soraba annak a K napos idészak elsé
napjanak sorszamat kell irnia, amely a legérdekesebb, a masodik sorba, amely a
legfarasztobb volt. Toébb megoldés esetén a legkordbbit adjuk meg.

Példa a bemenetre: Kimenet:
12 5 4 8
532210242355 ]3

Magyarazat: pirossal jelolve a legérdekesebb és zolddel a legfarasztobb idoszak.

Bekiildendo egy tomoritett i663.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithaté.

(10 pont)

I. 664. Ez a feladat a méarciusi szdmban megjelent I. 657. feladat folytatasa,
amelyben a sik négy, kiilonb6z6 x koordinatdji pontja koziil az elsé ketton, az elsé
hérmon, illetve a négy ponton atmeno legfeljebb els6-, masod-, illetve harmadfokta
polinom egyiitthatéit kellett kiszdmolni. Ezek képletét a C8, C10 és C12 celldkban
kellett megjeleniteni.

Ezen polinomokat szeretnénk kozos koordinata-rendszerben dbrazolni.

1. Nyissuk meg a helyes eredményeket ado sajat, vagy a mintamegoldéas tabla-

zatat!

A B C D E E
1 Pontok X ¥ ?
2 P 1 -8 P(1:-8) -3.0 1
3 Q 4 28 Q(4;28) 4,0 b
4 R -3 0 R(30) -3.1 {
5 S = 8 5(-1:8) 4.1 Fd
6 !
7 Polinomok: 1
8 az elso két ponton atmend: 12x-20 £
5 i
10 az elsd harom ponton atmend: |2x*+2x-12 j‘
11 i
12 a négy ponton atmend: x*-9x {
e === =S =S == TS

2. Ha a B2:C5 tartomany mind a nyolc cellija a feltételeknek megfelel6 szam-
adatot tartalmaz, és megvannak a fiiggvényképletek is, jelenitsiik meg a négy
x koordinata felhasznalasaval
(a) az E2 celldban az x koordindtdk minimumét és az E4 celldban az E2
értékénél 0,1-del kisebb értéket,
(b) az E3 celldban az x koordindtdk maximumét és az E5 celldban az E3
értékénél 0,1-del nagyobb értéket.
(c) Az E2:E5 tartomdny celldinak értéke egy tizedes pontossdggal jelenjen
meg.
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3. Hozzunk létre egy Uj munkalapot grafadat néven, ennek A2-es celldjaban
hivatkozassal jelenitsiik meg az elobb kiszamolt E4 cella értékét.
4. Az A3 celldba keriiljon az elébb az E2 celldba kiszamolt érték, majd toltsiik
fel az A oszlop cellait 0,1-del névekvo értékekkel mindaddig, amig elérjitk az
imént kiszamolt E5 cellabeli értéket.
5. Az Al-es celldba keriiljon ,x”, a B1:D1 celldkba a harom polinom képlete a
minta szerint.
6. A B2:D202 tartomany celldiban szdmitsuk ki a hdrom polinom adott = ér-
tékhez tartozd helyettesitési értékét.
7. A kiszdmolt értékekre allitsunk be két tizedes pontossiagi megjelenitést.

| A B _ C D
1 | X y=12x-20 y=2x2+2x-12 y=x3-9x
2 3,1 -57,20 1,02 -1,89
3 | 3 -56,00 0,00 0,00
4 2,9 -54,80 0,98 174
5 2,8 -53,60 -1,92 3,25
6 7 -52,40 2,82, 4,62
7 2,6 51,20 -3,68 5,82
8 | 2,5 -50,00 -4,50| 6,88
9 2,4 -48,80 -5,28 7,78
10 2,3 -47,60 -6,02 8,53
ga I NNt ESIP [0 -7 N S T er Sk T ST . . K. LY
65 3,2 18,40 14,88 3,97
66 3,3 19,60 16,38 6,24
67 3,4 20,80 17,92 8,70
68 3,5 22,00 19,50 11,38
69 3,6 23,20 21,12 14,26
70 3,7 24,40 22,78 17,35
71| 3,8 25,60 24,48 20,67
72 | 3,9 26,80 26,22 24,22
73 4 28,00 28,00 28,00
74 4,1 29,20 29,82 32,02
i -

.l

e

m

)"\. N T N e, W VL S L e, W

S, W PR BN N P T W u e BN

8. A grafadat munkalap A:D tartomanyanak értéket tartalmazé celldit szegé-
lyezziik, az A1:D1 tartomany celldinak tartalmat formazzuk a minta szerint.
9. Abrézoljuk a fiiggvényeket kozos koordindta-rendszerben a mintdnak megfe-
lel6en egy 1j, diagram tipust, graf nevii munkalapon.
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10. Munkédnkat mentsiik poligraf néven a program alapértelmezett formatu-
maban.
Uj segédszamitésokat a grafadat munkalapon az E oszloptél jobbra végezhetiink.
A megolddsban sajat fiiggvény vagy makrd nem hasznalhato.
Bekiildend6 egy tomoritett i664.zip allomédnyban a tablazatkezel6 munkafiizet,
illetve egy rovid dokumentéacié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott tab-
lazatkezel6 neve, verziészama.

(10 pont)
I. 665. A Bujtor Istvan (szerepe Otvos Csopi) nevével fémjelzett Csépi-filmek

adataibdl all6 adatbazis szerepelt a 2023. oktoberi kbzépszintili érettségi gyakorlati
feladatai kozott. Ezt az adatbazist hasznéljuk ebben a feladatban.

Az adatbézis a kovetkezd tablakat tartalmazza:

T4blak:

film (id, cim, ev, hossz)

id A film azonositdja (szdm), ez a kulcs
cim A film cime (szoveg)

ev A film készitésének éve (szédm)

hossz A film hossza percekben megadva (szdm)

szereplo (id, szinesz, szerep)
id A szerepld azonositdja (szdm), ez a kules

szinesz Az adott szerepben jatsz6 szinész neve (szoveg)
Ha egy szinész mas filmekben eltérd szerepet jatszott, akkor a
neve t6bbszor el6fordul.
Az adattdbla nem tartalmaz azonos nevii kiilonb6z6 szinészeket.
szerep Az adott szinész altal jatszott szerep neve, leirdsa (szoveg)
Egy filmben egy szinész nem jatszott tobb szerepet.
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stab (id, filmid, szereploid)

id Azonositd (szdm), ez a kulcs
filmid A film azonositéja (szdm)
szereploid Az adott film szerepl8jének azonositéja (szdm)
g © csopifilm ﬂ £ csopistab B ©  csopiszereplo
- — -
@ id - int(11) N e id:int(11) @ id - int(11)
& cim : varchar(100) ) # filmid : int(11) @ szinesz : varchar(100)
# ev -int(11) # szereploid : int(11) @ szerep : varchar(100)

# hossz - int(11)

Rogzitsiik a kovetkezd feladatokat megoldé SQL parancsokat a feladatok végén
zaréjelben megadott névvel a csopi_megoldas.sql nevii dllomanyban. A javitas so-
ran csak ennek az dlloménynak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy a
lekérdezésekben pontosan a kivant mezdék szerepeljenek, felesleges mezo6t ne jelenit-
slink meg.

1. A csopi.sql allomény tartalmazza az adatbézist és a tabldkat létrehozo,
valamint az adatokat a tdblaba beszird SQL parancsokat! Futtassuk a lokalis
SQL szerveren a csopi.sql parancsfijlt.

2. Készitsiink lekérdezést, amely megadja, hogy ,,Matuska” szerepét melyik szi-
nész jatszotta és mely filmekben. (2matuska)

3. Készitsiink lekérdezést, amely meghatarozza, hogy melyik filmben volt a leg-
tobb szereplé és abban hdnyan szerepeltek. (3sokan)

4. Adjuk meg lekérdezés segitségével azoknak a szinészeknek a nevét, akik min-
den filmben szerepeltek. (4nepszeruek)

5. Szamoljuk ki lekérdezés segitségével, hogy a legrévidebb film vetitési ideje
hény szdzaléka a leghosszabbikénak. (5arany)

6. Készitsiink lekérdezést, amely meghatarozza, hogy a ,Hamis a baba” cimi
film és az el6tte késziiltek atlagos vetitési idejének hany szézaléka a kés6bb
késziilt filmek atlagos vetitési ideje. (6ido)

7. Lekérdezés segitségével irassuk ki azoknak a filmeknek a cimét és a szinészek-
nek a nevét, akik a sajit neviikon szerepelnek a filmben. (7sajatnev)

8. Lekérdezés segitségével frassuk ki azoknak a szinészeknek a nevét, akik az
els6 és az utolsé filmben is szerepeltek. A listdban a szinészek neve &bécé
sorrendben, ismétlédés nélkiil jelenjen meg. (8kitartok)

9. Lekérdezés segitségével soroljuk fel azoknak a szinészeknek a nevét és sze-
repszamat, akik a filmekben tobb szerepet is alakitottak. A lista a szerepek
széma szerint csokkend sorrendben, ismétlédés nélkiil jelenjen meg. (9nevek)

Bekiildendo egy tomoritett i665.zip allomanyban a csopi_megoldas.sql nevi
allomany, amely a feladatok megoldasat tartalmazza.

Letolthet6 allomany: csopi.sql
(10 pont)
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I. 666. Egy digitalis 6ceanon egyenes vonalban helyezkedik el a Bitek-sziget-
csoport. A szigetek kiterjedése a kozottiik 16vé tavolsagokhoz képest elhanyagolha-
t6. Ha két szomszédos sziget legfoljebb H tavolsiagra van egyméstol, akkor kozottitk
hajéval lehet kozlekedni, de az ennél nagyobb tavolsidgra 1évé szomszédos szigetek
kozott csak repiilével lehet megtenni az utat. Fontos, hogy a szigetcsoport bar-
melyik szigetérol barmelyik masik szigetére el lehessen jutni a fenti koézlekedési
eszkozok alkalmazédsaval. A szigetek kozotti hajé- és repiildjaratok oda-vissza koz-
lekednek, a repiilok a szigetcsoport két legtavolabbi szigete kozotti utat is képesek
megtenni.

A repiilgjaratok iizemeltetése meglehetésen koltséges és nem kornyezetbarat
— még akkor is, ha a repiilogépek két szomszédos sziget kozott kozlekednek —,
ezért a szigetcsoport kozlekedési minisztere azon topreng, hogyan cstkkentse a
repiléjaratok szamat. Kérdés, hogy legaldbb hany repiiléjaratnak kell kozlekednie,
hogy barmelyik szigetrél barmely szigetre el lehessen jutni.

Készitsiink programot i666 néven, amely megadja a valaszt a miniszter kérdése,
tehat kiszdamolja a szigetek Osszekottetéséhez sziikséges legkevesebb repiildjarat
szamat.

A program standard bemenetének els§ sordban a szigetek N szdma (10 <N <
< 500), majd a hajéval megtehetd legnagyobb H tévolsdg (1 < H < 10) szerepel.
A kovetkezé sorban N — 1 pozitiv egész szam all: a szigetek tdvolsiga a Bitek-
szigetcsoport bal szélsé szigetétél (nem feltétleniil tévolsig szerinti sorrendben).

A program a standard kimenet els6 soraba irja ki a sziikséges repiiljaratok
minimélis szamat.

Példa:

Bemenet Kimenet
13 3 3
10 14 28 33 16 4 2 7 17 20 8 26

Magyarazat: A széls6 szigettdl a 10 és 14 tavolsiagra 1évé, a 20 és 26 tavolsagra
1év6, valamint a 28 és 33 tavolsagra 1évo szigetek kozott sziikséges repiildjaratokat
fenntartani.

—— T ——————————————— —————————+—¢—

012345 6 7 8 910111213141516 171819 2021 2223 24 2526 27 28 29 30 31 32 33

Bekiildendo egy tomoritett i666.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithato.

(10 pont)
S

Bekiildési hatarid6: 2025. junius 16.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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Fizika gyakorlatok megoldasa

L ll

G. 873. Egy labddt feldobunk vy sebességgel. Amikor a tetépontra ér, egy tujabb
labddt dobunk fel szintén vy sebességgel. Hogyan vdltozik a két labda relativ sebessége
az idében? Mikor és hol taldlkoznak a labddk?

(8 pont)

I. megoldas. Vizsgaljuk a mozgast az elészor feldobott labdahoz rogzitett (sza-
badon esd) koordindta-rendszerben. A maésik labdat abban a pillanatban dobjuk
fel, amikor ez éppen a tetépontra ér, és igy a sebessége nulla. Eszerint a méasodik
labda az els6hoz viszonyitva vy sebességgel mozog (kozeledik hozzd). Ez a relativ
sebesség nem valtozik az id6ben, hiszen mindkét labda szabadon esik.

Az els6 labda
2
Yo

29
magassagra emelkedik, a mésodik labda ekkora tdvolsagbdl indulva kozeledik hozza,
a szabadon es6 koordindta-rendszerben allandé vy sebességgel. Eszerint a méasodik
labda feldobédsa utan

hmax =

hmax — ﬂ
Vo 2g

T =

id6vel talalkoznak.
Ez alatt az id6 alatt az els6 labda a f6ldhoz rogzitett koordinata-rendszerben

2
g 2 _ Yo
=3 =35 = 7 hmax
T TR 1
utat tesz meg, azaz a két labda
3v2 3
h:hmax s = 8790 = zhmax

magassagban talalkozik.

Lakatos Levente (Szekszardi Garay Jéanos Gimn., 9. évf.)
II. megoldas. Az el6szor feldobott labda sebessége az id6 fiiggvényében:

V1 = vg — gt.

A labda v
b= —
g
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idé mulva ér a tet6pontra (ekkor lesz a sebessége nulla). Az ekkor feldobott masodik
labda sebessége az id6 fliggvényében:

vg =g — g(t — 1) =vo—g(t— v0> =2v9—gt, ha t>t;= %
g g
Eszerint a két labda egymaéashoz viszonyitott sebessége Av = vy — vy = vg, id6ben
alland6 (1. dbra). A két labda ekkora sebességgel kozeledik egyméshoz a talél-
kozésig.

Vo
U1 V2
Yo

0 J 1
t \
— Uy

1. dbra

A labdak elmozduldsa az id6 fliggvényében:

g
{E1:’U0t—§t2,
2 2 2
g 2 Vo 9,9 Vo 9,0 3Uj
=gt —ty) — Z(t—t,)? = vt — 2 — 2t t— 2 =2yt — 22— =L,
x2 = vo( t) 2( t) o g 2 + o 2 Vo 9 2

Amikor taldlkoznak, a két labda elmozduldsa megegyezik:

3v?
To — X1 :vot——on,

29
amibél a taldlkozds idépontja (az els6 labda feldobdsa utén):

3
=20

29
(A mésodik labda feldobédsa utén pedig 7 =1t —t; = g—; id6vel, az el6z6 megoldédssal
6sszhangban.)

A taldlkozas magassiga (a feldobds helyétdl mérve):

h:],‘lzvot_thZ%_%_%

2 29 8 8g°
Csaki Aniké (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. A taldlkozds ideje és helye a 2. dbrdrdl kozvetleniil is leolvashatd. Az
elmozdulds a sebesség—id6 grafikonon a gorbe alatti teriilet, de az id6tengely alatti részt
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v
Vo

— Uy~

2. dabra

negativ eljellel kell szamitasba venni. Ez alapjan az eredd piros és a kék teriilet akkor
lesz egyforma, ha a taldlkozas a masodik labda feldobédsa utan

_h_w

T2 g
id6vel torténik. A taldlkozds magassiga pedig a kék trapéz teriilete, amely a nagy piros
haromszog teriiletének (a maximalis magassagnak) a 3/4-e:

3 33
h=-— hmax == -
4 8g

29 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldas. Kicsit hidnyos (2 pont) 6, hidnyos (1 pont)
4, nem értékelt 1 dolgozat.

G. 874. Egy teherautora M = 3 tonna szenet kell felrakni. A szén az autdtol
L =20 m tdvolsagra van. A rakoddshoz két L =20 m hosszi szallitészalag ve-
hetd igénybe. Az egyik szalag mdsodpercenként mi = 10 kg szenet tud szdllitani
vy =1 m/s sebességgel, a mdsik mg =15 kg szenet vo = 0,5 m/s sebességgel. Mennyi
idd alatt lehet a szenet a leggyorsabban felrakni a teherautdra?

(4 pont)

Megoldas. Az elsé 20 masodperc alatt egyik szalag sem rakott még szenet a
teherautéba, de ennek az idGtartamnak a végére az 1-es szalag mar teljesen meg
van rakva szénnel (20 s-1 m/s =20 m), a 2-es szalag pedig a feléig (20 s-0,5 m/s =
=10 m).

A mésodik 20 masodperc alatt az 1-es szalag mar 20 s- 10 kg/s = 200 kg szenet
rakott a teherautdba, a 2-es szalag még semmit, de mar teljesen meg van rakva
szénnel (40 s-0,5 m/s =20 m).

Az elkovetkezé méasodpercekben méar, mindkét szalag teljes kapacitdssal fogja
rakni a szenet. A teljes mennyiségbdl még 3000 kg — 200 kg = 2800 kg szén maradt.
A két szalag egyiitt masodpercenként 25 kg szenet rak fel. fgy a maradék mennyiség

felrakésahoz tovabbi 2599 k% =112 s id6re van sziikség.
25 kg/s

Eszerint leggyorsabban Gsszesen 152 mésodperc alatt lehet a szenet felrakni a
teherautora.

Kossdr Benedek Baldzs (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A megoldas sordn azt feltételezziik, hogy kezdetben a szalagok iiresek.
Amennyiben azt szeretnénk, hogy a szalagok a felrakodds végén ujra tiresek legyenek,
akkor a szén szalagokra rakasdt hamarabb abba kell hagyni: a lassabb szalagét 40, a
gyorsabbét 20 masodperccel a vége elbtt.
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44 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos (1-2 pont)
22 dolgozat.

G. 876. Az abran ldthato voltméré a K kapcsolé zdrdasa utdn 5 V-tal kisebb
fesziiltséget jelez, mint nyitott dllds esetén. Mekkora az U fesziiltség, ha R=2,4 Q¢

(3 pont)

Megoldas. A voltmérén mért fesziiltséget fesziiltségosztas képletével szamoljuk
ki. Jeloljitk a voltmérén mért fesziiltséget Uny-nyel a kapcsolé nyitott allapotdban
és U,-vel a kapcsolo zart allapotdban. Az els6 esetben a voltmérd

R U
U

U = — =
Y R+R 2
fesziiltséget mutat, mert ekkor két R nagysagu ellenallds sorba van kapcsolva, és a
voltmér§ az egyik R ellendllds kivezetéseire van kotve. A masodik esetben

RxR £ U

U, = = U=~.
RxR+R Z4+R 3

Ekkor két R értékii ellenallds parhuzamosan van kapcsolva (a x jel a ,replusz”-t,
a reciprokok osszegének reciprokét jeloli), ezek kivezetéseire van kotve a voltmérd,
és ez sorba van kotve egy harmadik R ellenallassal. A feladat szerint

Uny—UZ:§—§:€:5V,
amibdl a telep fesziiltsége: U =30 V.
Megjegyzés. Lathatd, hogy ebben a feladatban az R ellendllds értékétél nem fiigg a
megoldas (csak az egyes ellendllasok értékének ardnydtol).
Blaskovics Bdlint (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 8. évf.)
36 dolgozat érkezett. Helyes 31 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 2, hidnyos (1 pont)
3 dolgozat.

G. 879. Ugyanaz a repiild, ugyanolyan magasan, ugyanakkora sebességgel, tiszta
iddben szdll az égen. Vannak olyan napok, amikor nagyon hosszt csikot hiz maga
utdn, mdskor rovidebbet, és olyan is van, amikor egydltaldn nem ldthato csik a
reptld utdn. Elsésorban mitdl fiigg, hogy képzddik-e csik, és hogy az milyen hosszi?

(8 pont)
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Megoldas. A csikot, amelyet maga utan hiz a reptlé, kondenzcsiknak nevezziik.
A kondenzcsik a repiilogép altal kibocsatott égéstermékekre kicsapodott megfa-
gyott vizpara, amely hosszi, vékony felhé formajaban lathaté az égen.

A repiil6gép altal kibocsatott égéstermékek: szén-dioxid, vizgdz, koromszemcsék
és kénsav tartalmu aeroszolok. Az utébbi ketto a légkérben nagy magassagban el6-
fordulé tultelitett vizpara szamara kondenzacidés magvakként szolgal. A tultelitett
vizpara a szemcsékre és cseppecskékre ratapadva, majd megfagyva felhGszerti kép-
z6dményt hoz létre. A kondenzcsik tehdt nem més, mint felhé, csak kialakulasat
az emberi tevékenység segiti eld.

Abban a magassdgban, ahol a repiil6gépek kozlekednek, jéval hidegebb van
és a légnyomads is sokkal alacsonyabb, mint a felszin kozelében, és igy a levegd
kénnyen vizparaval tultelitetté valhat. A homérséklet csokkenésével a levegében
kevesebb vizpara lehet, a harmatpont elérésekor pedig telitetté valik. A tultelitett
vizgoz konnyebben kicsapodik, ha vannak apré részecskék, amelyeken a kicsapddas
megkezdddhet.

Ezek a kondenzcsikok tgy viselkednek, mint a felhdk: a fatyolfelh6k kozé sorol-
hatdék, amelyek apro jégkristalyokbdl allnak. Az, hogy mennyire lathaték, milyen
sokdig maradnak fenn és mennyire teriilnek szét, attdl fiigg, hogy az adott légréteg
paratartalma, homérsékleti és szélviszonyai mit tesznek lehetové. Hidegfront uté-
ni széraz levegoben csak egészen rovid csikokat latunk. Melegfront el6tti nedves
leveg6ben azonban sokaig (akdr 6rékig is) fennmaradnak a csikok.

Magjer Veronika (Komdrom, Selye Janos Gimndzium, 9. évf.)

33 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 16, hidnyos (1 pont)
11, hibéas 1 dolgozat.

G. 880. Vékony, 10 cm fokusztdvolsdgi

gytjtolencse optikai tengelyére eqy L-alaki, 10 em
vilagito LED-szalagot dllitottunk. Az L-alak 4cmT
4 cm-es hosszabbik szdra merdleges az opti- r
kai tengelyre, révidebb, 2 cm hosszusdgu szd-
2cm 13cm

ra pedig az optikai tengelyre illeszkedik gy,
hogy végpontja a lencsétdl — az abranak meg-
feleléen — 13 cm tdvolsagban van.

a) Vidzlatosan szerkesszik meg a lencse dltal a LED-szalagrol alkotott képet!

b) Szdmitsuk ki, milyen hosszi a LED-szalag képén az optikai tengellyel parhu-
zamos, illetve az optikai tengelyre merdleges szakasz! Mekkora ezeknek a részeknek
a nagyitasa?

(4 pont)

Tornyai Sdndor fizikaverseny, Hodmezdvdsdrhely

Megoldas. a) Jelolje a LED-szalag meghatarozé pontjait A, B és C, az ezeknek
megfeleld pontokat a valédi képen A’, B’ és C’, f =10 cm a lencse fokusztévol-
sagat, tg =15 cm, tc =13 cm, kp és ko az indexekben szereplo pontok targy- és
képtavolsagat, T =4 cm az AB, K az A'B’ és { a B'C’ tévolsdgot. A szerkesz-

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/5 301



A
_ 14
T D?\El 0 F2 B'\ \C”
B\ \C I I
Co K |
o | .\D’
[ | T
: : l% Al :
[ to I kp I I
S >t >t |
- ts e ke 1
1. dabra

tés az 1. abrdn lathaté. Az A pont képe egyszerlien megszerkeszthet a szokésos
modon az egyik vagy masik fokuszponton, illetve a lencse kozéppontjan atmend
(piros) sugdrmenetekkel. A B pont képe az optikai tengelyen lesz, ugyanolyan t&-
vol, mint az A pont képe. A C pont képe szintén az optikai tengelyen lesz, ennek
megszerkesztéséhez vegyiink fel egy D segédpontot (t¢ targytavolsdggal, de nem
az optikai tengelyen), amelynek a képe A-hoz hasonléan megszerkeszthetd (zold
sugdrmenetek), és igy megadja a ke képtavolsigot is.

b) A képtavolsigok a lencse leképzési torvényével meghatarozhatdk:

1
11

kp=|-—— =30

" (f tB) o

-1

1 1

ko = ( — ) =43,3 cm.
[ te

AOB és A’OB’ hasonl6 haromszogek, igy a LED-szalag optikai tengelyre mer&leges

szaranak képe

k
K="27_-8cm
tp

hosszii. Az optikai tengellyel parhuzamos szakasz képének hossza:
= kc *kB = 13,3 cm.

Az optikai tengelyre merdleges nagyitas:

K kp
N = = — = 2
1 T tn )

mig az optikai tengellyel parhuzamos nagyitas:
b kc—ks
n tp —tc n tg —tc

Hegediis Mdrk (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

Ny

= 6,67.
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2. dbra

Megjegyzés. A C pont képe egyszerlibben megszerkesztheté a 2. dbrdn lathaté folytonos
vonallal rajzolt sugarmenet segitségével is. Az A’ pont megoldasban leirt megszerkesztése
utdn megrajzoljuk az AC' egyenest, majd a lencse sikjaval valé metszéspontjabdl egyenest
hizunk az A’ ponton at. Ez az egyenes az optikai tengelyt a C’ pontban fogja metszeni,
hiszen ez egyben az A és a C pontbdl kiindulé sugarmenet is.

A megoldés sordan hallgatélagosan végig kihasznaltuk, hogy egyenes szakasz képe is
egyenes szakasz lesz. A nagyitdsok alapjan azt is észrevehetjiik, hogy az L vizszintes
szaranak vastagsdga — ahogy az a 2. dbrdn is lathaté — valtozd lesz, de ennek vizsgdlatat
nem kérte a feladat.

28 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 12, hidnyos (1-2 pont)
8, hibas 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5610. Az FEros kisbolygé 1,13 CSE-re kézeliti meg a Napot, naptdvolban
1,78 CSE-re keriil téle. CSE a csillagdszati eqység, a Nap-Fold kiézepes tdvolsd-
ga. Mekkora az Eros kisbolygo legnagyobb és legkisebb sebessége?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldas. Jeldlje p a Nap standard graviticiés paraméterét, ami a gravitacios
allando és a Nap tOmegének szorzata:

Nm? m?
—11 30 ~ 20
w=~vMg=6,67-10 7kg2 -1,99-10°" kg~ 1,33-10 o
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Jelolje r, az Eros kisbolygé perihéliumnél (napkozelnél), r, pedig az aphéliumnél
(naptdvolnal) vett tévolsagit a Nap tomegkozéppontjatol. A megadott adatok:

7, =113 CSE=1,69-10"" m és r,=1,78 CSE=2,66-10" m.

A bolygb sebessége a perihéliumnal legyen vy, az aphéliumnél pedig v,. A mozgasi
energianak és a gravitacidos potencidlis energidnak az Osszege a vis-viva energia,
amely a keringés soran végig allando:

1 2 _aymMe 1, ymMo

2 P b 2 @ ra
H_ K

o Ta

(1)

Mivel az apszispontokban a sebességvektor meréleges a sugarvektorra, ezért a
perdiiletmegmaradéas értelmében:

o ‘*cﬁw

2
_ Y
2

MIpUp = MTaV4,
T
(2) vy = Ly,
Ta

A (2) kifejezést az (1) egyenletbe beirva, majd rendezve:

) R B}
2 r2 To  Ta

11 -
) 2p (g - g) 2/1%“? 20T,
v, = = = s
TTIn R
2 k
vp = | — R ~310-10° = =31,0 —.
(ra+7p)7p S S

Ebbdl a (2) kifejezés alapjan (vagy az indexek felcserélésével):

k
Va = Py, A 1,97-10* = =19,7 .
Ta s s
Tehét az Eros kisbolygd legnagyobb sebessége (napkozelben) 31,0 km/s, legki-
sebb sebessége pedig (naptavolban) 19,7 km/s.

A Fizika Kozgdzra csapat: Illés Gergely Levente, Pdter Péter
(Pécsi Janus Pannonius Gimn., 12. évf.)

54 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos (1-3
pont) 11 dolgozat.

P. 5616. Egy roka dllandé v, sebességgel, eqyenes vonal mentén fut. Uldézébe
veszi Ot egy kutya, amelynek sebessége dllandé ve magysdgu, irdnya pedig mindig
a roka felé mutat. Egy adott pillanatban, amikor a réka és a kutya tdvolsdiga d,
a két sebesség éppen egymdsra merdleges. Mekkora a kutya gyorsuldsa ebben a
pillanatban?

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhaz
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I. megoldas. Vegyiink egy kicsiny At idétartamot. Ezalatt a kutya elmozdulasa
v At, az id6tartam kicsinysége miatt jé kozelitéssel az eredeti irdnyban. A réka
végig egyenes vonalu egyenletes mozgassal mozog, igy elmozdulasa ezalatt vy At. A
kicsiny idStartam végére a kutya alland6 nagysdgi sebessége (egy szintén kicsiny)
A szoggel elfordul, va-r6l v’/s-re valtozik. Az 1. dbra alapjan egyrészt:
UlAt ~ U1At

Aprtglp=a— G~

masrészt a vektorabra alapjan:

Av = |v'y —va| = 12 Ap.

ﬂ A
Uy

’U]At

U2At Aw

‘ d

1. dbra
Ezek felhasznaldsaval a kutya gyorsuldsa a vizsgalt pillanatban:

_Av mAp v

“TAT At d

Téth Hanga Katalin (Kecskeméti Banyai Julia Gimn., 11. évf.)

II. megoldas. Legyen a kutya helye a vizsgalt pillanapban K, a réka helye R;,
a kutya pillanatnyi sebességvektora legyen az e egyenesen, és kozvetleniil a kérdé-
ses pillanat utan kozelitsiik mozgasat egyenletes kormozgassal a palydja r sugari
simulokorén. Kicsi At id6 utan legyen a kutya mozgdsa sordn a szogelforduldsa
Ay, a kutya 1j helye K5, a rokéé pedig R, és a kutya pillanatnyi sebességvektora
legyen ekkor az f egyenesen. (Lésd a 2. dbrdt.)

!
A 'g
r
K
Ay e
K, P d R,
2. dbra
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Az abra alapjan:

R1R2 -~ ’UlAt

PR, d

A vizsgalt id6pillanatban a simulékéron, mint korpalyan dlland6 nagysagi sebes-
séggel mozgd kutya szogsebessége:

Ap~tgAp=

Ap vy
w=—= )
At d
gyorsuldsa pedig (a centripetalis gyorsulds képlete szerint):

V102
a=wuvyg=——-.
d

Gyenes Kdroly (Kecskeméti Banyai Julia Gimn., 11. évf.)
Megjegyzés. Fontos hangsilyozni, hogy a kutya nem kérpalydn mozog, igy a centripe-
talis gyorsulast a kérmozgasra ismert képlettel csak egy adott pillanatban, a pillanatnyi

simulokoérén valé mozgésra lehet szamolni.

v —> E

R

d

8. dabra

A kutya paly4jat numerikus moédszerekkel' meghatdrozhatjuk. A 8. dbrdn hirom
kilénb6z6 ve /v1 ardnyndl dbrazoltuk a kutya palyajat. Ha ve > v1, akkor a kutya elkapja a
rokat (az dbrdn az E pontban). Ha v2 = vy, akkor hosszt id6 utédn d/2 dllandé tavolsdggal
lemaradva koveti, ha pedig v2 < v1, akkor egyre jobban lemaradva iildozi.

34 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos (1-3
pont) 6, hibds 1, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5619. A Fold felszinérdl figgélegesen felfelé az elsé kozmikus sebességgel elin-
ditunk egy trszonddt.

a) Milyen magasra emelkedik a szonda?
b) Mennyi idd milva esik vissza a foldre?

A légellendllastol és a Fold forgasdtol tekintsink el.

IEhhez lasd Cséka Péter, Seprédi Barnabds: Fizika problémdk megolddsa numerikus mddsze-
rekkel cikkét a KoMal, 2024. novemberi szaméban.
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(Segitség: Mesterséges égitestek mozgasaval kapcsolatos problémék és feladatok c.
cikk a honlapon.)

(5 pont) Koézli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. Az els6 kozmikus sebességgel a Fold felszinének kozelében korpalyan
keringhet egy test. A mozgas dinamikai egyenlete:

2 mM
m— =~y—,
R~ R

ahol R a Fold sugara, M a Fold tomege és v a gravitaciés alland6. Ebbdl

M M k
WQ:% & w= %%7,91?.

Megjegyzés. Az elsé kozmikus sebesség nagysiga megtaldlhaté tabldzatokban, de egy-
szerlien kiszdmolhaté a Fold R sugara és a g nehézségi gyorsulas értékeinek ismeretében
is. A Fold felszinén 1év§ testre haté nehézségi erd (a Fold forgdsat elhanyagolva):

mM
mg:’Y?a
amibél )
2 YM 7 M
=-—=9gR~6,26-10" —-.
v R g ) 2

a) Az emelkedés magassigit a mechanikai energia megmaradasa alapjin haté-
rozhatjuk meg:

11 1
2R R R+HW
h=R.

A szonda tehét a Fold sugardval megegyezé magassdgba emelkedik:

h=R=6378 km.

b) A fiiggdleges hajitast egy nagyon elnytjtott ellipszispalyaval kozelitjik. Ilyen-
kor az ellipszis fékuszai kozelitéleg a nagytengely végpontjaiba esnek, azaz a = R.
Kepler III. torvénye értelmében ezen az ellipszispalyan a keringési id6 megegyezik
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a kozvetleniil a Fold felszine felett, az els6 kozmikus sebességgel korpalyan mozgd
test keringési idejével:

2
T= LR ~ 84,4 perc.
v

A szonda azonban csak az ellipszispalya felét futja be. Az ehhez tartozé ¢ idét
Kepler II. torvénye alapjan hatarozhatjuk meg:

t A,

T A
ahol Ag a szonddhoz huizott vezérsugar altal surolt teriilet, A = abr pedig az ellipszis
teljes tertilete.

b<a

i

Az dbra alapjan a surolt tertilet egy fél ellipszisbdl és egy egyenlé szard harom-
sz6gbOl rakhaté Ossze:

1 1
As= §A+ab: 5ab(7r+2),

amibdl a keresett 1do:

Ag 1 1
=—T=|-+—|Tx .
t 1 <2+7r> 69 perc

A wvip csapat: Szalai Dorottya, Ddvid Aliz Tinde, Haldsz Julia Regina (Budapest,
Vérosmajori Gimn., 11. évf.)

36 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 5, hidnyos (1-2
pont) 13 dolgozat.

308 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/5



P. 5626. Egy motoros dllo helyzetbél indulva ugy halad eqy kérpdlydn, hogy se-
bességének nagysdaga egyenletesen névekszik. Az induldstol szamitva mekkora széggel
fordul el a pdlya mentén, mire gyorsuldsinak irdnya a kezdeti gyorsuldsinak ird-
nydra elészor lesz merdleges?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. Kezdetben a motorosnak csak tangencialis gyorsuldsa van, de miu-
tan a palyajan valamekkora ¢ szoggel elfordul, a gyorsulasvektora mar nem a palya
érintéjének irdnydba mutat, mert ez a vektor ekkor mar az a; tangencidlis és acp
centripetdlis gyorsuldsok vektori ereddje lesz. Az eredeti és a pillanatnyi gyorsu-
lasvektor altal bezart szog két részbol all Ossze: egyrészt az érintéleges vektor ¢
szoggel fordult el (hiszen ez a vektor mindig merdleges lesz a sugdrra), masrészt
a centripetalis gyorsulds miatt a gyorsulasvektor valamekkora « szoget zar be az
érint6vel (1. dbra).

ahol r a korpalya sugara, w és [ pedig a motoros péalyamenti szogsebessége és
szoggyorsuldsa. Mivel a motoros egyenletesen gyorsulé kérmozgast végez:

B 2¢
= —t = .
p=73 B 2
2
w=pt= —4'0,
t
2
w
1) tga=— =2p.
( 5
A keresett pillanatban ¢ + a = 90°, tehét o és ¢ pétszogek. Igy viszont
1
tgao = —,
tgp

amit (1)-be behelyettesitve ¢-re a
(2) — =2
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transzcendens egyenletet kapjuk. A megolddsat grafikusan keressiikk meg. Legegy-

szerlibb az @ =ctgp és a 2¢ fliggvényeket abrazolni, és ezek els6 pozitiv ¢-hez

tartozé metszéspontjat megkeresni (2. dbra).

i ctgp 2¢

2. dbra

A grafikonrdl leolvasva ¢ = 0,653 ~ 37° adddik, tehat a gyorsuldsvektor a mo-
toros ekkora elforduldsakor fog derékszoget bezarni a kezdeti gyorsuldsvektorral.

Bdlint Aron (Budapest, V. Ker. Eotvos J. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A (2) egyenletet iterdcidval is megoldhatjuk (vagy a koriilbelili grafikus
megoldast {gy pontosithatjuk). Legyen

9(p) = Ct%,
igy az egyenletiink
g(e)=¢
Pn 9(¢n) alak lesz. Véalasszunk egy (hozzavetdleges) kiindulé értéket,
1,57080 0 példéul po = -t (ennél biztosan kisebb lesz az egyenlet leg-
0,78540 0,5 kisebb pozitiv megolddsa). Ezutdn ismételjik a kovetkezd

0,64270 | 0,66778 rekurziv szamitdst (zsebszamol6géppel, Excel tablizatkeze-
0,65524 | 0,65061 16vel vagy barmilyen programmal):

0,65293 | 0,65374 i1 = Pn +29(<Pn) .

0,65333 | 0,65319

0,65326 | 0,65329
0,65327 | 0,65327

A tdbldzatban lathatjuk, hogy esetiinkben a sorozat (gyor-
san) konvergal, és a hetedik 1épésben mér 5 tizedes pontos-
sdggal g(¢) = ¢.

(Amennyiben més egyenletek megolddsiandl a valasztott g(z) fliggvénnyel a sorozat
nem konvergl, érdemes a g~ '(z) inverz fiiggvénnyel prébalkozni.)

N O U R W N = O3

39 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldas. Hidnyos (2—-3 pont) 7, hibds 3 dolgozat.
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P. 5631. Kozismert, hogy eqy egyenletesen téltitt, vékony, nagyon hosszi, egye-
nes szdltol R tavolsagra mekkora az elektromos térerdsség. Hasonlitsuk dssze ezt a
térerdsséget eqy R sugarid félkor kozéppontjaban létrejovd térerdsséggel, feltételezve,
hogy a félkort egy ugyanolyan tulajdonsdgi, ugyanolyan vonalmenti toltésstriségi
szalbol készitettik!

(5 pont) Amerikai feladat nyoman

Megoldas. El6szor az egyenes szal terét hatarozzuk meg. Ehhez vegyiink egy /¢
hosszusagu széldarabot. Ennek toltése Q = A, ahol A a szal vonalmenti t6ltéssii-
riisége. Vegyiik koriil egy R sugard hengerpaldsttal (a szimmetria miatt a térnek
csak sugdriranyt komponense lehet), és irjuk fel erre a feliiletre a Gauss-torvényt:

2R’/T€E1 = )\76
€0

Ez alapjan a hosszi, egyenes szaltél R tavolsidgra a térerdsség:

A A
2%

E, = — .
Y R

Ezutdn térjink &t a félkor alakd szél terének meghatdrozésara. Az 1. dbran
lathaté egy kicsiny Af hossztusagu félkorivdarab altal a félkor kozéppontjaban
létrehozott AE térerosség:

AQ  NAYL

1. dbra 2. dbra

A szimmetria miatt az ered6 térerésség a félkor szimmetriatengelyével parhu-
zamos, y-irdnyu (az x-irdnyt komponensek kiejtik egymadst). Eszerint a keresett
térerdsség nagysaga:

Ey =Y AEy,

ahol

A A
AE, =AFEsina = k% sino = k/\R—Qx.

Itt az utolso 1épésben kihasznaltuk, hogy a 2. dbra alapjan Afsina = Az, ahol Ax
az ivdarab z-irdnyu vetiilete. Ezutan a félkor alaku szal tere egyszer(i 0sszegzéssel
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megkaphato:

d PR A A
Ey=) AE, :kﬁZszkﬁ 2R =2k 7.
-R -R

A két vizsgalt térerésség tehat megegyezik.
Bélteki Teé (Hédmezévasarhely, Bethlen G. Ref. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A két toltott szal O pontbeli elektromos térerésségét anélkil is Gssze
tudjuk hasonlitani, hogy barmelyik térerGsség nagysagat kiszdmitanank. Megmutatjuk,
hogy a két szil egymdasnak megfeleltethetd kicsiny darabkdinak térer6ssége ugyanolyan
irdnyd és ugyanolyan nagysagu vektor, igy ezek Osszege, vagyis az eredd elektromos
térerdsség a kétféle alaku szalra ugyanakkora.

Tekintsiik a félkoriv és az egyenes szal azon kicsiny darabkéit, amelyek az O pontbdl
nézve ugyanolyan irdnyban és ugyanakkora Ay szog alatt ldtszanak.

B AL D

A 3. dbra jel6léseit hasznalva az egyenes szl AL hosszisdgi részén AQ1 = AAL toltés,
a félkoriv alaki szal kicsiny Al = RA hosszisagt {vén pedig AQ2 = AAL toltés taldlhaté.
Ezek a toltések az O pontban

AFE| = k)\%, illetve AFEy = k)\%
nagysagu elektromos térerdsséget hoznak létre. Ennek a két térerésségnek azonban nem-
csak az irdnya, hanem a nagysiga is megegyezik, hiszen az OABA és a BC' D/ hasonlé-
sdga miatt

R _ rAp 1AL

r AL  RAL’ 2 T R2
(Kihasznéltuk, hogy Al < R és AL < r, vagyis A¢ < 1, igy a kicsiny korivek hossza és
a megfeleld hiirok hossza egyenlének vehetd.)

AL Al

tehat

22 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos (1-3 pont)
4 dolgozat.
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Felhivas a Forraspont Fizikataborra

A tavalyi sikeres els6 alkalom utdn ezen a nyiron
2025. julius 28. és augusztus 1. kozott
masodszor is megrendezésre keriil a Forraspont Fizikatabor.

A tédbor a Fagypont Fizikatabor folytatdsa, egy Otnapos balatoni vakéciozéds
formajaban. Célunk a fizikus k6zosség Osszehozédsa és a fizikaversenyek felada-
tainak népszeriisitése. A tdborban lesz sok elbadas, elmaradhatatlanok a triik-
kos és kiilonleges fizikafeladatok, és tervben van sok-sok sport, fiirdézés, zené-
1és és tarsasozés. A januéri tdborhoz hasonléan meghivjuk az olimpiai szakko-
rok felkészité tanarait is. Helyszin, koltségek, tovabbi informécié és jelentkezés:
https://sites.google.com/view/forraspontfizika/

A szervezlk

Fizikabol kitiizott feladatok

M. 441. Egy vasal6t allitsuk ferde tdmasztélapjara, majd kapcsoljuk be. Abré-
zoljuk az idé figgvényében a vasald ki-be kapcsoldsat! Varjuk meg a periodikus
ki-be kapcsolgatast, és ennek segitségével becsiiljiik meg, hogy allandésult allapot-
ban méasodpercenként mennyi hét ad le a vasaldé! A méréseket végezzik el hdrom
kiilléonb6zé bedllitott hémérsékletnél! Minden mérés el6tt varjuk meg, hogy a va-
salé szobahOmérsékletre hiiljon. A becsléshez a bekapcsolt vasald teljesitményét
kozelitsiik a névleges értékkel.

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

G. 889. Egy jatékmodell emelédaru legfeljebb 60 jatékbetongerendat képes fel-
emelni anélkiil, hogy a kotele elszakadna. A valédi daru, valamint a valédi betonge-
rendédk valamennyi linearis mérete 30-szor nagyobb a jatékmodell méreteinél, de az
anyagok fizikai tulajdonsagai ugyanazok. Hany igazi betongerendat képes felemelni
a valodi daru?

(4 pont) Radnai Gyula (1939-2021) feladata nyomén
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G. 890. Tegyiik fel, hogy +@Q t6ltés van a Fold felszinén, és ugyancsak +@Q toltés
van a Hold felszinén egyenletes eloszlasban.

a) Szémitsuk ki, hogy mekkora @ toltésre lenne sziikség ahhoz, hogy ezek
elektrosztatikus taszitasa kiegyensilyozza a Fold és a Hold kozotti gravitacios
vonzast!

b) Feltéve, hogy a Hold és a Fold tévolsdga felére csokken, hogyan véltozna meg
a gravitaciot kiegyenlité @ toltés nagysiga?
(3 pont)

G. 891. Egy dominé alaki hasabot készitiink valamilyen gyengén vezet$ anyag-
bél. A méretek: 0,5 cm x 3 cm X 6 cm. Megmérjiik a dominé elektromos ellenallasat
gy, hogy az egymadssal szemben 1év6 oldalai k6zott folyjon az aram. A csatlako-
zasokat ugy alakitjuk ki, hogy a domindkban az adramsiiriiség homogén legyen.
A fesziiltségeket gy valasztjuk meg, hogy az dramsiiriiség nagysidga mindharom
esetben megegyezzen.

a) Hogy aranylik egyméshoz a hdrom mért ellenallas?
b) Hogy aranylik egymashoz az alkalmazott harom fesziiltség?

¢) Hogy ardnylik egyméshoz a hdrom esetben a méasodpercenként felszabadul6
Joule-h&?

(4 pont)

G. 892. Akinek van (vagy volt) kardérija, szinte biztosan kiprébélta, hogy ami-
kor az ablakon besiit a nap, akkor az déra tivegét tiikkorként hasznalva mulatsadgosan
ugrandozoé fényfoltot vetithetlink a falra, a mennyezetre, a padléra, esetleg véletle-
niil valaki szemébe. Mitél fiigg a fényfolt alakja, az Oraiiveg alakjatol vagy a Nap
alakjatol?

(4 pont)

P. 5652. Egy H magassagu toronybdl a szog alatt felfelé eldobunk egy kovet.
A becsapd6das elétt a kb sebességvektora [ szget zar be a vizszintessel. A toronytol
milyen messze csapddott be a k67 A kozegellenédllast hanyagoljuk el.

(4 pont) KVANT feladat

P. 5653. Két egyenes Ut merGlegesen keresztezi egymast. Az egyik dton egy
személyautd 90 km/h sebességgel, a mésikon egy motoros 72 km/h sebességgel
kozeledik a keresztezOdéshez. Egy adott (¢ =0) pillanatban két jarmii tdvolsiga
(légvonalban) 347 m. 5 mésodperc elteltével a tévolsiguk 188 m-re csokken.

a) Milyen messze volt a két jarmii a keresztez6déstél kezdetben?
b) Mekkora lesz a két jarmi kozotti legkisebb tavolsig?

Az egyszeriliség kedvéért mindkét jarmiivet tekintsiikk pontszeriinek.

(5 pont) 1897. évi érettségi feladat nyomén
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P. 5654. Két, azonos hosszisagu, siirliségil és keresztmetszetii, vékony fémru-
dat Osszeforrasztottunk, igy egy kétszeres hosszisagu egyenes rudat kaptunk. Az
egyik (A jelil) rész anyagdnak Young-modulusa Ea, a mésik (B jelii) részé pedig
Eg > Ea. A rudat egy rd merdleges tengely koriil adott nagysigu szogsebességgel
megforgatjuk. A forgdstengely

a) az A rad szabad végpontjan,

b) a B rud szabad végpontjan,

¢) a forrasztési ponton

halad keresztiil. A harom eset koziil melyikben lesz a teljes rid megnyuldsa a
legnagyobb, illetve a legkisebb?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszl6, Budapest

P. 5655. Két, egymastol d tavolsagra 1év6 egyforma hangforras azonos fazisban
A hulldmhosszisagi hanghullamot sugaroz ki, amit egy vevo egy R sugara kor egy
pontjaban detektal. A két hangforras a kor kozéppontjahoz képest szimmetrikusan
helyezkedik el. Hol vannak azok a pontok, ahol a két hangforras hulldma maximé-
lisan erésiti egymast, ha d =2\ és R> d?

(4 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
P. 5656. Végtelen ellenallaslancot készitiink a kovetkezé médon: Az els ,1épcsd”

ellendlldsainak értéke R, a kovetkezOké 2R, 4R, ... stb., mindig kétszerese az
el8zének (dbra). Mekkora a végtelen ellendlldslanc ered§ ellendlldsa?

R 2R 4R
o— 1 -1 - ------
R 2R 4R
—— 1 -1 +------
R 2R 4R
(4 pont) Kozli: Szentivdnszki Soma, Budapest

P. 5657. Egy palackban haromszor akkora nyomasu leveg6 van, mint a kérnye-
zetében. A tartalyon nyitunk egy lyukat. Azt tapasztaljuk, hogy a palackban 1évé
gaz gyorsan lehiil, majd lassan visszamelegszik a kezdeti hémérsékletre.

a) Mekkora hémérsékletre hiil le a gdz a kezdeti 300 K-ré1?
b) A palackban 1év6 eredeti gaz hény szdzaléka tévozik a gyors lehilés,
¢) illetve a lassi melegedés sordn?

Tételezziik fel, hogy a palackba kiviilrél nem jut be levego.

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5658. Ha egy gomb alaki testet (pl. egy nagyobb acélgolyét) egy tires télba
helyeziink és lefényképezziik, a képen (a fényképezés irdnyatdl fiiggetleniil) mindig
egy kor jelenik meg (1. dbra). Ha az edénybe annyi vizet t6ltiink, hogy az kicsit
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ellepje a goly6t, majd 0j felvételt készitiink, a képen egy ellipszist latunk (2. dbra).
A 3. dbrdrdl, amely kinagyitva mutatja a golyét, kénnyen leolvashatd a torzulas
méretaranya. Hatarozzuk meg, hogy mekkora szoget zart be a fényképezdgép opti-
kai tengelye a vizszintessel, amikor a felvétel késziilt. (A fényképezigép és a goly6
tévolsdga sokkal nagyobb, mint a golyé dtmérdje.)

e

1. dbra

B

2. dbra 3. dbra
(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5659. Maghasadésos reakcidkban gyakran keletkezik °2Sr izotép, amely két
egymést kéveté B-bomlassal a stabil 92Zr-ra bomlik:

92SI‘ 2,66 h 92Y 3,54 h 92ZI‘

Egy adag vegytiszta ?2Sr preparatum elkészitése utdn mennyi idével lesz a keletkezd
92Y mennyisége a legnagyobb?

Utmutatds: Probalhatjuk az egyenleteket egyetlen radioaktiv bomlési egyenlet-
re visszavezetni. Otletet adhat a kévetkezd kétrészes cikk: Vigh Mdté: Osszetett
rezgések I-II. (https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml)

(5 pont) Koézli: Vigh Mdté, Herceghalom

P. 5660. Egy pontszerlinek tekinthets, m tomegii, atfart golyé az dbra szerint
egy R sugari, vizszintes atméréji, fiiggbleges siku, félkor alaki, rogzitett, merev

c
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drétra van flizve, amelyen sturlédasmentesen csiszhat. A golyéhoz egy vékony fonal
van kotve, amely a drét C' végén 1évo, kicsiny csigan van atvetve. A fondl masik
végéhez egy ugyancsak m tomegili nehezék van erdsitve. A bal oldali goly6t a fonél
vizszintes helyzetébdl 16késmentesen elengedjiik, amikor a fonal a = 0°-os szoget
zar be a vizszintes dtmérével.

a) Mekkora sebességgel mozognak a testek, amikor a bal oldali test a drétpalya
legals6 pontjéan halad at?

b) Mekkora a testek gyorsuldsa ebben a pillanatban?

(6 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
ES

Bekiildési hatarid6: 2025. junius 16.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 75. No. 5. May 2025)

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 287):

K. 859. I have already paid 25,000 forints in advance for a language course, but I
still have to pay as much as I would have to pay if the advance had been half of what I
still have to pay now. How much does the language course cost in total? (Proposed by:
Katalin Abigél Kozma, Gy6r) K. 860. Anna and Bogldrka are playing on a circular table
of diameter 1.5 meters. Anna places her rectangular piece of paper of dimensions 42 x
x 30 cm, and then Boglirka places her identical piece of paper such that two papers are
not completely covering each other, but share a diagonal with each other, and neither
hangs off the edge of the table. Find the percentage of the table covered by the two pieces
of paper. (Proposed by: Katalin Abigél Kozma, Gyd6r) K. 861. A group of eight friends
wants to organize a tarot championship. In each game, four players take part, and any
pair from the eight friends plays the same number of games. Prove that there will be
more than 13 games in the championship. (Proposed by: Zoltdn Paulovics, Budapest)
K/C. 862. a) Prove that the fraction below can be simplified (i.e., its numerator and
denominator are not relatively prime) for every positive integer n: 165‘752%. b) Find
those positive integers for which the fraction gZij cannot be simplified, i.e., its numerator
and denominator are relatively prime. (Proposed by: Bdlint Bird, Eger) K/C. 863. Anna
from problem K. 860. is creating a tulip bed in the middle of her square-shaped garden.
In 2D shape ABCD she is planting tulip bulbs, and she is planting lilies in the remaining
part of the garden. The centers of the circular arcs on the perimeter of the bed are the
vertices of the square, and their radii equal the side of the square. Find the area of Anna’s
tulip bed knowing that the area of the whole garden is 100 m?. (Proposed by: Katalin
Abigél Kozma, Gydr)

New exercises for practice — competition C (see page 288): Exercises up to grade 10:
K/C. 862. See the text at Exercises K. K/C. 863. See the text at Exercises K. Exercises
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for everyone: C. 1858. Tomi numbered 30 cards from 1 to 30 and distributed them into 10
envelopes. In each envelope there are at least 2 and at most 4 cards. On each envelop he
wrote the sum of the numbers on the cards contained in the envelop, and arranged them in
decreasing order. Find the smallest and the largest possible number, respectively, on the
third envelop of the arrangement. (Proposed by: Mdtyds Czett, Budapest) C. 1859. The
side lengths a, b and ¢ of a non-equilateral triangle satisfy a + b = 2¢. Prove that the line
segment connecting the incenter and the centroid of the triangle is parallel to one of the
sides of the triangle. (German competition problem) C. 1860. Let us consider a geometric
progression consisting of positive integers. Prove that the contraharmonic mean of any
three consecutive terms is an integer. How can the parity of this integer number be
determined? The contraharmonic mean C(a1,as,...,a,) of positive real numbers a1, az,
a%-ﬁ—a%-&—m-kai

a1tazt.+an "
Exercises upwards of grade 11: C. 1861. The base of the pyramid ABCDEF is the square
ABCD of side length 12. We know that the orthogonal projection of the vertex E on the
plane of the base is on the circumcircle of the square ABC' D, and also BE=CFE and AE =
= 18. Find the volume of the pyramid. (Proposed by: Bdlint Bird, Eger) C. 1862. n (> 2)
children want to play on the two undistinguishable swings of the playground. They have
decided that everybody will play together with two other children for two minutes. After
each round, the two children have to hand over the swings to another pair who have
not yet played on the swings together. (A child handing over the swing to the next pair
cannot be in the next pair.) Is the plan of the children feasible? (Based on the idea of
Ldszlé Németh, Fony6d)

New exercises — competition B (see page 289):

...y Gn is defined as C(ai,a2,...,an) = (Proposed by: Tamds Unyi, Szada)

B. 5462. Abel has written down the positive integers from 1 to n in a certain order.
Any positive integer from 1 to % can be obtained as the sum of some consecutive
terms from Abel’s sequence. For which values of n is this possible? (4 points) (Proposed
by: Erik Firedi, Budapest) B. 5463. The square ABCD of positive orientation is given.
Construct an equilateral triangle BEF of positive orientation such that its vertex F' is on
ray BC and ZEAF =45°. (3 points) (Proposed by: Viktor Vigh, Sindorfalva) B. 5464. Let
k> 1 be a given integer. Prove that the sequence a,, =n?+n+ 1 has infinitely many terms
that equal the product of k distinct terms of the same sequence. (4 points) (Proposed by:
Gdbor Hollé, Budapest) B. 5465. Let AA’, BB’, and CC’ be diameters in the circumcircle
of the non-equilateral acute triangle ABC. Let A; be the reflection of point A’ across line
BC, Bj be the reflection of B’ across line AC, and C; be the reflection of C’ across line
AB. Prove that triangle A1 B1C1 is similar to triangle ABC. (5 points) (Proposed by:
Szilveszter Kocsis, Budapest) B. 5466. The side lengths of a triangle are a, b and c. Prove

that S’;:gj + (bcztac)j + (cazilgi > 6. (5 points) (Crux Mathematicorum) B. 5467. Prove that

for any odd positive integers a and b the remainder of (a+b+7)" —a” — b modulo 168
is 7. (3 points) (Proposed by: Mihdly Hujter, Budapest) B. 5468. Let r be the inradius
of the acute triangle ABC, let R be the circumradius of the same triangle, and let the
inradius of the orthic triangle of the triangle ABC be g. Prove that r > \/Rp. (6 points)
(Proposed by: Viktor Vigh, Séndorfalva) B. 5469. There are three cities in Bergengdcia,
A, B, and C, inhabited by a total of 2025 people. Starting from the current year, at the
end of each year, half of the inhabitants of A move to B, a third of the inhabitants of
B move to C, and a quarter of the inhabitants of C' move to A (if any of the values of
these fractions is not an integer, we round the value up). Prove that after a few years, the
number of inhabitants of all three cities will remain unchanged. (6 points) (Proposed by:
Benedek Vili, Budapest)
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New problems — competition A (see page 290):

A. 908. Let n > 2 be an integer. Little Red Riding Hood and the wolf are playing a
game in which the numbers {1,2,...,n} are being colored red and blue. In each round,
Little Red Riding Hood selects a pair (4,7) such that 1 <¢ < j < n, and both ¢ and j are
still uncolored. Then the wolf colors one of them blue and the other red. The game ends
when all but at most one of the numbers from {1,2,...,n} have been colored. Show that
there exists a constant ¢ > 0 independent of n, and a strategy for Little Red Riding Hood
such that she can ensure that at some point during the game, there exist numbers 1 <
< a < b< n such that the set {a,a+1,...,b} contains at least ¢- /n more red numbers
than blue numbers. (Proposed by: Domdétor Pdlvolgyi, Budapest) A. 909. Prove that for
any positive integer N, there exists a positive integer n such that the difference between
any two distinct prime factors of n® — 1 is at least N. A. 910. Points A1, By, C1, Az, Ba,
(5 are collinear in this order. The semicircles with diameters A1 As and Bi B> intersect
at point P, the semicircles with diameters Bi B2 and C;C> intersect at point @, and
the semicircles with diameters C1C2 and Aj A2 intersect at point R. Circles k and [ are
tangent to all three semicircles as shown in the figure (see page 291). Let K denote the
point of tangency of the circle k and the semicircle with diameter A; Az, while let L denote
the point of tangency of the circle | and the semicircle with diameter C'1C. Prove that

A1R-B1P-BaQ-CoR _ A1 K-ColL A . .
SRB OB R = ko1 (Proposed by: Aron Bdn-Szabd, Budapest)

Problems in Physics
(see page 313)

M. 441. Place an iron on its inclined support and switch it on. Plot the on-and-off
switching of the iron as a function of time. Wait until this on-and-off switching becomes
periodic, and use this to estimate the heat that the iron gives off every second, in this
steady state. Take the measurements at three different temperature values. Before each
measurement, wait for the iron to cool down to room temperature. For the estimation of
the power, use the power rating of the iron.

G. 889. A toy model crane can lift up to 60 toy concrete beams without breaking the
rope. All the linear dimensions of the real crane, as well as the real concrete beams, are
30 times larger than those of the toy model, but the physical properties of the materials
are the same. How many real concrete beams can the real crane lift? G. 890. Suppose that
there is +Q charge on the surface of the Earth, and also +@ charge on the surface of the
Moon, in both cases the charges are distributed evenly. a) Calculate how much charge Q
would be needed so that the electrostatic repulsion balances the gravitational attraction
between the Earth and the Moon. b) Assuming that the distance between the Moon and
the Earth is halved, how would the magnitude of the charge ) balancing gravitational
attraction change? G. 891. A domino-shaped block is made from some low-conducting
material. The size of the block is: 0.5cm X 3cm X 6cm. The resistance of the domino is
measured so that current flows between the opposite faces of the domino. The connections
are made such that the current density in the domino is uniform. The voltages are chosen
so that the magnitude of the current density is the same in all three cases. a) What is the
ratio of the three measured resistances? b) What is the ratio of the applied three voltage
values? ¢) What is the ratio of the dissipated energy per second due to Joule heating in
the three cases. G. 892. Anyone who has (or has had) a wristwatch has almost certainly
experienced that when the Sun shines through the window, the glass of the watch can be
used as a mirror to project an amusing, bouncing spot of light onto the wall, the ceiling,
the floor, or even into the eyes of your friend. What does the shape of the light spot
depend on, the shape of the glass or the shape of the Sun?
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P. 5652. A stone is thrown from a tower of height H upwards at an angle of a. Just
before impact, the velocity vector of the stone makes an angle of 5 with the horizontal.
How far from the tower did the stone land? Neglect air resistance. P. 5653. Two straight
roads cross perpendicularly. On one road a car is approaching the crossroads at a speed
of 90 km/h, on the other a motorcyclist is approaching it at a speed of 72 km/h. At a
given (¢t =0) instant, the distance between the two vehicles (as the crow flies) is 347 m.
After 5 seconds, their distance decreases to 188 m. a) How far were the two vehicles from
the crossroads initially? b) What will be the minimum distance between the two vehicles?
For the sake of simplicity, consider both vehicles as point-like objects. P. 5654. Two thin
metal rods of the same length, density and cross-section were soldered together to make
a straight rod that is twice as long as the original length of a single rod. The Young’s
modulus of the material of one part (denoted by A) is Ea and that of the other part
(denoted by B) is Fg > FEa. The rod is rotated about an axis perpendicular to it at a
given angular speed. The axis of rotation goes through the a) free end of rod A, b) free
end of rod B, ¢) soldered ends. In which of the three cases will the total elongation of the
rod be the greatest and the smallest? P. 5655. Two identical sound sources at a distance
of d from each other emit sound waves of wavelength A in the same phase. The waves are
detected by a receiver at a point on the circumference of a circle of radius R. The two
sound sources are symmetrically positioned with respect to the centre of the circle. Where
are the points at which the waves from the two sound sources reinforce each other if d =2\
and R > d? P. 5656. We construct an infinite resistor chain as follows: the resistance of
the resistors of the first "step" are R, those of the next are 2R, 4R, ..., etc., always twice
the value of the previous one (see figure). What is the equivalent resistance of the infinite
resistor chain? P. 5657. A cylinder contains air at a pressure that is three times that of its
surroundings. A hole is opened in the cylinder. We find that the gas in the cylinder cools
rapidly, then slowly warms back to its initial temperature. a) To what temperature does
the gas cool from the initial 300 K? b) What percentage of the initial gas in the cylinder is
lost during the rapid cooling, ¢) and during the slow warming? Assume that no air can get
into the cylinder from outside. P. 5658. If a spherical body (e.g. a large steel ball) is placed
in an empty bowl and a photo is taken, a circle appears in the image (regardless of the
direction in which it was photographed) (Figure 1). If the bowl is filled with enough water
to slightly cover the ball and then a new image is taken, the image will appear as an ellipse
(Figure 2). From Figure 3, which shows the ball enlarged, the scale of the distortion can be
easily read. Determine the angle of the camera’s principal axis with the horizontal when
the picture was taken. (The distance between the camera and the ball is much larger than
the diameter of the ball.) P. 5659. Fission reactions often produce the isotope 928r, which

decays into the stable %2Zr in two successive 8 decays: 22Sr 266 by o2y 354D 025, After
preparing a sample of pure °?Sr, how long will it take for the amount of °*Y produced
to be the most? Hint: Try to reduce the equations to a single radioactive decay equation.
See the article about the addition of oscillations in several different cases: Vigh Mdté:
Osszetett rezgések I-11. (https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml) P. 5660. A
point-like ball of mass m is threaded to a fixed rigid semicircle-shaped wire, and can move
along it frictionlessly. The diameter of the semicircle is horizontal, its radius is R, and
the plane of the semicircle is vertical. (See the figure.) A thin thread is attached to the
ball and wound through a small pulley at the end of the wire at C. A body of mass m
is attached to the other end of the thread. The ball on the left is released without a jerk
from the horizontal position of the thread when the thread makes an angle of o = 0° with
the horizontal diameter. a) What is the speed at which the bodies move when the ball on
the left passes the lowest point of the wire? b) What is the acceleration of the bodies at
this moment?
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KoMaL Nyari Fizika Tabor — el6zetes tajékoztatas

Kedves kitarté KoMaL Versenyz6k, kedves fizika irant érdekl6dé Diakok! Orommel
értesitink Benneteket, hogy az elmult évek hagyomanyat kovetve, idén is
megrendezésre keriil a KOMaL Nyari Fizika Tabor janius 29. (vasarnap) és julius 5.
(szombat) kozott a szép természeti kdrnyezetet biztositd6 Dombdvar-Gunaras
uduléfalubana9-12. osztalyt végz6 kozépiskolas didkok szamara.

A taborban (kiilon tanarokkal és prog-
rammal) részt vesz a nemzetkozi
matematikai didkolimpiara készild
»,matematikus csapat”is

A tabor koltségének nagy részét

flirdébelépd, jutalmak, eléadok tlsz- ' ' ' : :
teletdija, stb.) palyazati forrasbdl biztositja a MATFUND Alapitvany. A taborba vald
utazast mindenkinek onalléan kell megoldania.

A mindig remek hangulatu taborban 6t napon
keresztil tudjatok prébara tenni, fejleszteni fizika-
. tudasotokat, mikozben uj baratokat szerezhettek a
L csapatmunka soran. A taborszervez6k minden nap
egy-egy érdekes mérési, numerikus és néhany
elméleti példa kiadasaval tesztelik a csapatok
felkésziiltségét, persze mindezt nyari hangulatban.
Az esti 6rak csoportos beszélgetésekkel szoktak
telni, ahol a kozépiskolai oktatasbdl kimaradt teriiletekbe is betekintést nyerhetnek
az ez irant érdekl6d6 taborozok, megtanulhatjak peIdauI a derivalas vagy az
integralds alapjait. Az izzaszté feladat- E=——=="ng - -
megoldas mellett persze szamos egyéb m&s

programmal is készilink, melyek nem
maradhatnak ki a K6MaL nyari taborabdl, M
mint a strandolds, turdzas, krumpliagyd ik
kiprobalasa, forrasztéas, tarsasozas, labda- pid
jatékok, és akozos éneklés atabortiiz koril. =

Ha a fentiek meghoztak a kedveteket vagy mar ,régi” taborozék vagytok, szeretettel
varjuk a jelentkezéseteket, talalkozunk a taborban!

A KoMal feladatmegolddknak a jelentkezési lapokat és tovabbi tdjékoztatast
majus kdzepén fogjuk kikiildeni, a jelentkezéseket majus 31-ig varjuk.
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