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KESZTHELYI GABRIELLA
MILYEN SZiNU A VALOSZINU?

A véletlen matematikaja

Fedezd fel, hogyan mikédik a véletlen a mindenna-
pokban! Ez a kotet nem egy szokvanyos matekkonyv,
hanem izgalmas, konnyed Utmutato az esélyek, sta-
tisztika es kritikai gondolkodas vilagaba. Humorral es
erdekes példakkal mutatja be, miert ertelmezzlk sok-
szor hibasan a valészinliségeket - és hogyan lathatunk
tisztabban a szamok moge?

Ajanljuk mindenkinek, aki kivancsi arra, hogy a mate-
matika hogyan kapcsolodik a randizashoz, a hirekhez,
a déntéseinkhez és a meglepo véletlenekhez. Megje-
lent a Typotex Kiadonal, 2025-ben.
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75 éves a Matematikai Kutatdintézet

A magyar matematika egyik fellegvira — az egyetemek mellett — a Rényi Alfréd
Matematikai Kutatéintézet. A KoMaL rendszeres feladatmegoldéi koziil is sokan

Eléadas a Nagyteremben

jartak mar az intézet épiiletében, hiszen gyakran rendeznek itt matematikai valo-
gatoversenyeket, és itt szokott sorra keriilni a Kiirschak Jézsef tanuloverseny ered-
ményhirdetése is. Emellett az intézet minden évben varja az érdeklédoket szeptem-

Rényi Alfréd
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ber végén a Kutatok Ejszakaja keretében és apri-
lisban a Lanyok Napjan. De egyénileg is fel lehet
keresni az intézetet, e cikk ir6ja példaul nyolca-
dikosként 1épett be el6szor — megilletédotten — a
Reéaltanoda utcai palota kapujan, a szakmédszer-
tani csoport egyik munkatarsihoz igyekezvén. Sot,
olyan kozépiskolasok is voltak, akik az itt dolgo-
z6 matematikusokkal kozos kutatast végeztek, leg-
utébb példdul Miranda Anna Christ kapcsolédott
be a mesterséges intelligencia matematikai alapja-
ival foglalkozé vizsgalatokba.

Az intézményt 1950-ben alapitottak a Magyar
Tudomaéanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai
Intézete néven. A kommunista ideoldgia szerint
»a tudomany kozvetlen termelSerévé valik”, en-
nek megfelel6en az intézet feladata a népgazdasig
fejlédésének segitése volt a tudomény eszkozeivel.
Az intézet vezetésével az akkor mindossze 29 éves
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sztarmatematikust, Rényi Alfrédot biztak meg. Rényi bolcsen hagyta, hogy a kote-
lez6 feladatok elvégzése mellett az intézetbe toborzott kivalé matematikusok elmé-
leti kérdésekkel is foglalkozzanak, hiszen az alkalmazott és az elméleti matematika
Osszetartozik, egytitt mivelve a két iranyt sokkal eredményesebb lesz a munka. Ezt
az Akadémia vezetésével is sikeriilt elfogadtatnia, ennek megfeleléen mar 1955-ben
a Matematikai Kutaté Intézet elnevezés keriilt a cégtablara. Rényi Alfréd sajnos
koran, 49 évesen elhunyt. Az intézet 1999 6ta viseli alapitéd igazgatdjanak a nevét.

Laikusok sokszor szegezik nekem a kérdést, amikor megtudjik, hol dolgozom:
,De hat mit lehet a matematikdban kutatni? Nincs méar minden felfedezve?” Ennek
a vélekedésnek talan ott lehet keresni az alapjat, hogy mig a fizikdban, a kémiaban,
a biolégiaban a kozépiskolai tananyagban is szerepelnek olyan tudomanyos felisme-
rések, amelyek a huszadik, s6t a huszonegyedik szazadban sziilettek, a kozépiskolas
matematikaban szinte kizarélag tobb évszazaddal korabbi tudas atadasara torek-
szenek. Hogy lassuk, ma is sziilethetnek 1j felfedezések a matematikaban, bemu-
tatok két olyan nagy hatdsi eredményt, amelyek a Matematikai Kutatéintézethez
kotédnek.

Az egyik Szemerédi Endre hires szdmelméle-
ti tétele, amely 1975-ben jelent meg. Legyen A a
pozitiv egész szamoknak egy sfirli részhalmaza.
Ez azt jelenti, hogy van olyan € > 0, hogy min-
den (elég nagy) N szdmra az 1,2, 3, ..., N sza-
mok kozott legaldbb e N eleme van az A halmaz-
nak. Erdés P4l és Turan Pal az 1930-as években
fogalmaztdk meg azt a sejtést, hogy ekkor A-
ban mindig van k-tagi szamtani sorozat, bar-
hogy is adjuk meg a k > 2 szamot. Mar a k=3
eset is nagyon nehéznek bizonyult, erre 1953-
ban Klaus Roth talalt bizonyitast. A sejtést tel-
jes altaldnossdgban aztén Szemerédi Endrének
sikeriilt bizonyitania. Rendkiviil bonyolult kom-
binatorikus jellegii érvelésének egyik alappillére
az ugynevezett regularitasi lemma, amely — ki-
csit pontatlanul fogalmazva — azt mondja ki,
hogy egy nagy graf kis hibaval mindig felbont-
hato olyan részekre, amelyek kozott a kapcsolat
agy latszik, mintha véletlenszer(i lenne. Kozel
két évtizedet kellett varni arra, hogy ez a meg-
lep6 felismerés a kombinatorika egyik alapvetd
modszerévé fejlédjon, de azdta rengetegen hi-
vatkoznak ra. Ezért és szamos mas kiemelkedd
eredményéért {télték oda Szemerédi Endrének
2012-ben az Abel-dijat, a legjelentésebb nem-
zetk6zi matematikai dijat. Erdés P4l, Turan P4l és

A masik kivalasztott eredmény Erdés Pal Rényi Alfréd
és Rényi Alfréd nevéhez fiiz6dik. 1959-ben és
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1960-ban két cikkben foglalkoztak a véletlen grafok vizsgalataval. A ma oly nép-
szert halozatelméletben gyakorta hivatkoznak erre az Erdés—Rényi-féle modellre.
A graf csucsainak szama legyen adott, jeloljik n-nel. Emellett rogzitsiink még egy
p valészintiséget is. A graf éleit véletlenszeriien fogjuk védlasztani, mégpedig bar-
melyik két cstcs kozott egymdstdl fuggetlenil p valdszintiséggel hizunk élet. (Ha
példdul n =5 és p=1/6, akkor mind a 10 csicspérra elvégziink egy kockadobést,
ha 6-ost dobunk, akkor Gsszekotjiik azt a két cstiicsot, ha mast mutat a dobdokocka,
akkor ott nem lesz éle a grafnak.) Erdds és Rényi az {gy kapott véletlen grafnak
kiilonbozé tulajdonsagait vizsgalta, példaul hogy mekkora valdszintiséggel lesz a
kapott graf Osszefiiggd, azaz barmely csicsabdl barmelyik masik cstcsba el lehet
jutni éleken haladva. Ha p kicsi, akkor a véletlen grafnak nagy valésziniiséggel csak
kevés éle lesz, nem varhatd, hogy Osszefiiggd legyen. Ha p nagy, akkor sok él lesz,
szamithatunk ré, hogy a grafunk sszefligg6. Hol van az dtmenet? Erdds és Rényi
azt taldlta, hogy ha p = (Inn+¢)/n, akkor annak a valészintisége, hogy a graf 6ssze-
fliggd, koriilbeliil exp(—exp(—c)), ahol mind az In logaritmusfiiggvénynek, mind az
exp exponencidlis fiiggvénynek az alapja az e = 2,71828... szam. Figyeljiink fel ar-
ra, hogy az dtmenet nagyon gyors: Ha n nagyon nagy, akkor a p valésziniiség igen
kicsi valtozasan mulhat, hogy a graf Gsszefligg6-e. Hasonlit ez ahhoz, ahogy egy t6
befagy: eloszor csak kisebb jégtablak jelennek meg, majd a homérséklet egy csekély
csOkkenése mellett hirtelen bedll a jég.

Ma is szdmos téméaban folytatnak
kiemelkedd kutatdsokat az intézet
munkatdrsai. A jov6é donti el, hogy
ezek kozul melyek fognak szerepel-
ni egy hasonlé irasban 25 vagy
50 év mulva. Mindenesetre szamos
jel mutatja a Rényi Intézet nagy
nemzetkozi elismertségét. Evrél-évre
tobb jelentés konferenciat rendez az
intézet, amelyeken a tudomanyte-
riillet legnagyobb alakjai tartanak
eléaddsokat. Az Eurépai Kutatési
Tanécs (European Research Council,

g roviditve ERC) kutatdsi pélydzatain
ll‘ a Rényi Intézet a legeredménye-
sebb magyar intézmény. Az utolsd
negyedszazadban a négy évenként
megrendezett Matematikai Vilagkongresszusok mindegyikén volt rényis kutaté a
rangot jelenté meghivott eléaddk kozott. A munkatarsak kozil tobben tagjai a
Magyar Tudoméanyos Akadémianak, illetve kiilfoldi akadémidknak. Szamos hazai
és nemzetkozi dijat kaptak, amelyek koziil kiemelkedik Szemerédi Endre (2012) és
Lovéasz Lészlé (2021) Abel-dija.

Lovasz Laszl6
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»2Aranycsapat” — A Rényi Intézet ERC pélyazatot elnyert kutat6i 2021-ben

Az intézet 1958 6ta talalhaté Budapest Bel-
varosiban, a Redltanoda utca 13-15. cimen.
Elotte lakasokbdl atalakitott iroddkban helyez-
ték el a kutatokat, példdul a Sztalin (ma And-
rassy) ut 31-ben. Az intézet mai otthona az
1880-as években épiilt baré Redl Béla palotaja-
ként. A bar6 haldla utan az épiiletet a Magyar
Mérnok- és Epitész-Egylet vasarolta meg, és el-
nokének, Hauszmann Alajosnak a tervei alap-
jan kibovitette. Ekkor épiilt az udvari szarny,
az el6addteremben ma is megfigyelhet6k kiilon- A Rényi Intézet épiilete a
bz mérnoki jelképek. A masodik vildghabori Redltanoda utca 13-15. alatt
utan allamositottak a hazat, kilénb6z6 intéz-
mények (példdul népi kollégium) mitkodtek benne, miel6tt még a matematikusok
birtokba vehették. A legenda szerint itt volt irodédja az Ebtenyésztok Egyestiletének
is, aminek emlékét ma is 6rzi az egyik szeminariumi szoba elnevezése, ez a Kutyéas
terem.

A Rényi Intézetben a kiillonb6z6 matematikai dgakat (algebra, geometria, anali-
zis, valdsziniiségszamitds, kombinatorika, topoldgia stb.) miivel§ osztdlyok mellett
miikédik egy Szakmoédszertan Osztaly is, ahol a matematika oktatdsanak elméle-
ti alapjaival foglalkoznak, szoros kapcsolatban a gyakorlé pedagdgusokkal. Bizom
benne, hogy — ahogyan egykor én magam is — a K6MaL, mai olvaséi koziil is sokan
kapcsolatba keriilnek a Rényi Intézet szakmoddszertani kutatoéival és lesznek kozii-
lik, akik majd a joviben munkahelyiiknek valasztjik ezt
a nagy multd intézményt.

Palfy Péter Pal
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Kiosztottak az idei Ericsson-dijakat

Idén 2025. janius 12-én az Ericsson Magyarorszag székhazaban adtak at az

Ericsson dijakat. Hat kategéridban Gsszesen kilenc pedagdgus nyerte el a rangos
elismerést és a vele jaré 500 000 Ft-os jutalmat.

Az iinnepélyes dijatadén immar 25. alkalommal nytjtottak at ilyen dijakat a
kozépiskolai matematika- és fizikaoktatas kiemelkedd pedagdgusainak, mig a ,,Digi-
talis kultira népszeriisitéséért” és a ,,Digitalis kultira tehetségeinek gondozasaért”
dijak dtadasara idén mésodszor keriilt sor.

Az egyes kategéridk dijazottjai:

,Ericsson a matematika népszeriisitéséért” dij
Pdnczél Rébert (Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimnéziuma és Kollégiuma)

“i‘!‘l

Imagine
Possible

»Ericsson a matematika tehetségeinek gondozasaért” dij

Arki Tamds (Révai Miklés Gimnazium és Kollégium, Gy6r)

Steller Gabor (ELTE Radnéti Miklés Gyakorld Altalanos Iskola és Gyakorlé Gim-
nazium, Budapest)
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,Ericsson a fizika népszeriisitéséért” dij

Kilian Baldzsné dr. Raics Katalin (Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimndziuma és
Kollégiuma)

,Ericsson a fizika tehetségeinek gondozasaért” dij
Berkes-Sinka Mdrta (Dobé Istvan Gimnézium, Eger)
Kis Tamds (Szent Imre Katolikus Altaldnos Iskola, Tenk)

,Ericsson a digitalis kultura népszeriisitéséért” dij
Hipik Angéla (Kispesti Dedk Ferenc Gimnézium, Budapest)

»Ericsson a digitalis kultura tehetségeinek gondozasaért” dij
Borbdsné Penke Judit (Szent Istvain Gimnazium, Budapest)
Kiss Robert (Bényai Julia Gimnazium, Kecskemét)
Gratulalunk a dijazottaknak!

74 Z4

Tait tételének bizonyitasa

A KoMaL 2025 szeptemberi szamaban (Tait tétele és a 3-reguldris grifok — a
B. 5403. feladat hdttere, 346—-350. oldal) kimondtuk Tait aldbbi tételét.

Tétel (Tait tétele). Legyen G egy 3-reguldris, hidélmentes, sikbarajzolt grdf. Ek-
kor G tartomdnyai 4-szinezhetdk akkor és csak akkor, ha élei 3-szinezhetdk.

A tételben k-szinezésen olyan szinezést értiink, amely k-féle szint hasznal, és
az egymadssal szomszédos tartomanyok (illetve élszinezés esetén az egy csicsban
taldlkozé élek) mindig kiilonbo6z6 szinfiek.

A szeptemberi szdmba nem keriilt be a tétel bizonyitasa (azzal a céllal, hogy
akinek van kedve, gondolkodhasson rajta), ezt most pétoljuk.

1. Tartomanyszinezésb6l élszinezést

A bizonyitast a kénnyebb irdnnyal kezdjiik. Tegyiik fel, hogy G tartomanyait
sikertilt jol kiszinezni 4 szinnel (ezek legyenek: kék, piros, sdrga és zold). Beldtjuk
— ezt a szinezést felhasznalva — hogy ekkor az éleket ki tudjuk jél szinezni harom
szinnel (lila, narancs, tiirkiz).

G minden éle két kiilonbozé szinfl tartomédny kozott képez hatdrvonalat (hiszen
G hidélmentes). Az élek szineit az alapjdn hatdrozzuk meg, hogy milyen szini
tartomanyokat valasztanak el, az alabbi tablazat szerint:
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[ ® Keék ® Piros Sérga | @ Zold
® Kék - ® Lila Narancs Thirkiz
® Piros ® Lila Tiirkiz Narancs
Sarga Narancs Tiirkiz - ® Lila
® 761d Tiirkiz Narancs | ® Lila -

Hogyan sziiletett a tablazat? A szabdly az, hogy egy-egy sorban, illetve oszlop-
ban 3 kiilénb6z6 szinnek kell szerepelnie. Hiszen ha pl. a kék-piros és a kék-sarga
tartomanyokat elvalaszt6 élek ugyanolyan szintiek lennének, akkor a graf egy olyan
csucsanal, ahol egy kék, egy piros és egy sarga tartomany taldlkozik, két ugyan-
olyan szinii él keletkezne. Kénny{i meggondolni (ezt az Olvaséra bizzuk), hogy igy
minden csticsban 3 kiilonb6zé szint él fog talalkozni. Egy példa a tdblazat szerint
szinezett térképre:

M
T
N

/®/'

%N |

L

2. Elszinezésbdl tartomanyszinezést

1. dbra

Kovetkezik a nehezebb és izgalmasabb! irdny bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy a
3-regularis grafunk élei mér jél ki vannak szinezve, gyartsuk le ebbdl a tartomé-
nyok egy j6 4-szinezését. Az elézbek ismeretében természetes ezt megprobalni dgy
csindlni, hogy a tablazatunkban rogzitett szin-szabalyok most is miikodjenek, azaz
példaul egy kék és egy piros tartomanyt elvalaszté hatar mindig lila legyen.

Vegyiik észre, hogy ha egy kivalasztott tartomanyt kedviink szerint kiszineziink
(példéul a nem korldtos tartomdnyt kékre), akkor {gy a tdbldzat mér egyértelmi-
en meghatdrozza a vele szomszédos tartomanyok szineit. Altaldban, ha egy még
szinezetlen tartomanyunk szomszédos egy maér kiszinezett tartomannyal, akkor a
tablazat alapjdn egyértelmii, hogy milyenre kell kiszinezni (ha példdul egy narancs
szinti él egyik oldala kék, akkor a mésik oldaldnak muszaj sdrganak lennie). Ilyen
moédon a graf osszes tartomdnyéat ki tudjuk szinezni (amig nincs az Gsszes tarto-
many kiszinezve, addig mindig lesz olyan szinezett tartomany, amely szomszédos
egy szinezetlennel).

1Ez az irdny ad(na) lehetSséget a négyszin-tétel 3-élszinezéseken keresztiil valé bizonyitasara.
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De honnan tudhatjuk, hogy ez a tartomanyszinezés mindenhol jé lesz, azaz
barmely két szomszédos tartomany kiillonb6z6 szini lesz a végén? Ennél is tobbet
fogunk beldtni: két szomszédos tartomény nem egyszertien kiillonb6z6 szini lesz,
hanem az 6ket elvalaszté hatarvonal mindig épp a tablazat altal diktalt szini lesz,
akkor is, ha nem az elvdlaszt6 él szinét felhaszndlva szineztiik ki a két tartomanyt.

A bizonyitashoz kossiink 6ssze minden tartomanyt azzal a szomszédjaval, ame-
lyik alapjan kiszineztiik. Jeloljiink ki minden tartomanyban egy belsé pontot fd-
varosnak, ezek legyenek az Osszekottetések végpontjai. Kénnyen meggondolhato,
hogy igy egy fagrafot kapunk, amelyet F*-gal fogunk jelolni. A *-gal arra utalunk,
hogy F* a G sikbarajzolt graf un. dudlis grifjanak, G*-nak az éleibdl all. (fgy F*
a G* egy feszit6faja.) Vildgos az is, hogy az Gsszekottetéseket be lehet Ggy rajzolni,
hogy:

1. Csak a két érintett tartomanyban haladjon az azokat 6sszekots él vonala. A két
Osszekotott tartomanyt elvdlaszté hatért (G-beli élt) csak egyszer, annak egy
bels6 pontjaban messe.

2. Az osszekottetések ne keresztezzék egymast, azaz F™* sikbarajzolt legyen (1dsd
2. dbra).

2. abra

Igy F* élei persze megfeleltethet8k G egy-egy élének?, és igy beszélhetiink F*
éleinek szinérdl is. F* minden éle azt a szint kapja, amilyen szini G-beli élet
keresztez.

Legyen s és t két tetszolegesen vélaszott szomszédos tartomany G-ben. Ha F™*-
ban él koti 6ket Ossze, akkor persze vilagos, hogy teljesiilni fog a tablazat altal
diktalt szabdly, hiszen a késébb szinezett tartomanyt éppen ez alapjan szineztiik ki.

Es mi a helyzet, ha F*-ban nem koti 6ssze kozvetlen él s és ¢ févarosat? Ilyenkor
a fagrafok ismert tulajdonsagai szerint F*-ban egyértelmiien létezik egy s és t f6va-
rosat 0sszekotd ut, ezt jeloljiuk U*-gal. Ezen it mentén kellene tudnunk végigkévetni
a szinvaltasokat, és valahogy belatni, hogy az U* két vége kozotti , kiilonbség”, azaz

a tablazat altal diktalt hatarszin éppen az, aminek lennie kell.

2 Altaladban a G sikgraf és az 6 G* dudlisdnak élei megfelelnek egyméasnak. Ez a megfeleltetés
rdadésul egy-egyértelmii ,,parbaallitas”.
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2.1. Szamoljunk szinekkel!

Ahhoz, hogy egy utat végig tudjunk kévetni, szamolnunk kellene tudni a szinek-
kel, ehhez pedig valamilyen algebrai struktiraval kell ellatni ¢ket. Ehhez vegyiik
azokat a 2-dimenziés vektorokat, amelyek mindkét koordinataja O vagy 1, és alkal-
mazzuk rdjuk ezt a tomor jelolést: 00, 01, 10, 11. Ezeket koordindtédnként (biten-
ként) modulo 2 szdmolva adjuk éssze, vagyisaz 1+0=0+1=1és0+0=1+1=0
szabaly szerint. Ha a tartoméany- és az élszineket alkalmasan feleltetjiik meg ezek-
nek a 2-bites objektumoknak, akkor igaz lesz, hogy a hatarold él szine mindig az
altala elvalasztott tartomanyok szineinek 6sszege. A tabldzatunk tulajdonképpen a
szinek ,6sszeado-tablaja”:

| 00 ® Kék 01 ® Piros | 10 = Sérga | 11 ® Zsld
00 ® Kék - 01 @ Lila 10 ® Narancs | 11 ® Tiirkiz
01 ® Piros || 01 ® Lila - 11 ® Tirkiz 10 ® Narancs
10 © Sarga || 10 ® Narancs | 11 ® Tirkiz - 01 ® Lila
11 ® Zold 11 @ Tiirkiz 10 ® Narancs | 01 ® Lila -

(Mint 1athatd, az egyes vektorok tartomanyként vagy élként mas-més szint je-
lentenek. A 01 példdul piros tartomdnyt, de lila élet jelent.) Azért hasznos ez a
megfeleltetés, mert ennek segitségével az s és t szinének viszonyéat jol meg tud-
juk fogni. Ha ugyanis U* élein végigmegylink s-bol ¢ felé, minden egyes e* élen
végigmenve éppen gy valtozik meg a tartomany szine, mint ha az eddigi tarto-
ményszinhez hozzéadnank e* szinét. Igy az s-t8l t-ig torténd valtozas éppen annyi,
mint az U* élei szineinek az Osszege. Azt kell tehdt belatnunk, hogy ez az Gsszeg
megegyezik az s és t tartomdanyokat elvalaszté hatarvonal szinével.

2.2. Kiviilrol beliilre

Kossiik most Ossze s és t févarosat egy 1j, kozvetlen éllel (most is figyelve
arra, hogy csak s-ben és t-ben haladjunk és a hatarukat csak egyszer, annak bels6
pontjaban messiik; tovibbd F™* éleit se keresztezziik). Ez az 04j él az U* tttal egyiitt
egy grafelméleti kort alkot, ezt jeloljiikk K*-gal.
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Allitas. A K* éleinek szineit sszeadva 00-t kapunk.

Bizonyitds. K* élei nem keresztezik egymast, igy a kornek lesz egyértelmiien
belseje, illetve kiilseje. A G cstcsai kozil néhany cstcs bels6, néhany csics kiilsé
lesz (a 2. dbrdn a belsd csiicsokat piros korokkel emeltiik ki). Vegyiik észre, hogy
K™ élei a G élei koziil éppen azoknak felelnek meg, amelyek egy bels6 és egy kiils
csucsot kotnek Ossze.

Béarmely csicsra igaz, hogy a hidrom ott taldlkozd él szinének Gsszege: 01 +
+ 10411 = 00. fgy ha az Gsszes bels6 csicsra 6sszeadjuk az onnan kiinduléd élek
szinét, akkor is 00-t kapunk. Ebben a ¥ 0sszegben kétszer szerepel minden olyan
él, amely két belsé csticsot kot 6ssze. De a modulo 2 6sszeadas tulajdonsagai miatt,
ha valamit sajat magédval adunk 6ssze, akkor 00-t kapunk. Tehat ¥ = 00 éppen
megegyezik azon élek szineinek Gsszegével, amelyek egy belsd és egy kiils6 csticsot
kotnek Gssze. Ez viszont megegyezik K* élei szineinek 6sszegével, hiszen K* minden
éle egy azonos szinli — egy belso és egy kiils6 csticsot 6sszekotd — G-beli élt metsz. O

Tehdt a K* éleinek szineinek oGsszege 00, ami éppen azt jelenti (a modulo 2
Osszeadas tulajdonsdgai miatt), hogy az U* éleinek szineinek osszege megegyezik
az s és t tartomanyokat elvalaszté hatarvonal szinével, mivel ezen él szinéhez csak
a sajat szinét hozzdadva kaphattuk meg a 00-t. Ezt szerettiik volna bizonyitani.

2.3. Egy kozvetlen bizonyitas

Egy szép otlettel a nehezebb rész bizonyitasa joval révidebben is elmondhaté.
Tekintstk a 3-reguldris grafunk éleinek egy jé szinezését, ahol tehat minden cstcs-
ban egy narancs, egy lila és egy tiirkiz él taldlkozik. Ebbdl kiindulva gyartjuk le
a tartomédnyaink 4-szinezését. A tartomanyok lehetséges szineit most is két bittel
fogjuk kédolni: korabban is alkalmazott médon 00 a kék, 01 a piros, 10 a sarga és
11 a zo6ld szin kédja.

Ideiglenesen felejtsiik el a lila éleket, igy maradnak a narancs és a tiirkiz élek,
minden csicsban egy-egy taldlkozik beléliik. A narancs és a tirkiz élek tehat egy
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2-reguldris sikgréfot, azaz egy vagy tobb? diszjunkt kort alkotnak. Most minden
kiszinezend$ tartomanyara szamoljuk meg, hogy hany ilyen narancs-tiirkiz kérnek
van a belsejében. Ha paros soknak, akkor a tartomany szinének elsé bitje legyen 0;
ha péaratlan soknak, akkor pedig 1.

Ezutan a narancs éleket felejtsiik el ideiglenesen, igy a lila-tiirkiz kérok marad-
nak, amelyek egy masik diszjunkt korokbél allo rendszert alkotnak. A tartoményok
szinének masodik bitje legyen 0, ha paros sok kornek van a belsejében; illetve 1, ha
paratlan soknak.

5. dbra

Konnyen meggondolhatd, hogy barmely két szomszédos tartomény szine kiilon-
b6z6 lesz. Ha narancs él valasztja el dket, akkor a sziniik els6 bitje kiilonbozik. Ha
lila él valasztja el 6ket, akkor a masodik bit kiilonbozik. Egy tiirkiz él két olda-
lan pedig mindkét bit ellentétes lesz. Vagyis a 00, 01, 10 és 11 (kék, piros, sérga
és z0ld) szinekkel sikeriilt tigy szinezniink a graf tartomdnyait, hogy a szomszédos
tartomanyok mindig kiilonb6z6 szintiek.

3 Az dbran bemutatott példan egyetlen kort alkotnak a narancs és tiirkiz élek. Akkor lehetne
tobb kor, ha a lila élek egy része elvagd élhalmazt alkotndnak, azaz a lila élek nélkiil tobb
Osszefliggbségi komponensre esne szét a graf.
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Megjegyzés. Tait az On the Colouring of Maps (Proceedings of the Royal Society
of Edinburgh, Volume 10, 1880, pp. 501-503) cimii frdsdban azt ldtja be vdzlato-
san, hogy ha egy haromszogelt sikgraf élei ki vannak szinezve gy, hogy minden
tartomanyt harom kiilonboz6 szindi él hatérol (egy csicsban tébb azonos szind él
is taldlkozhat), akkor a csicsait is ki tudjuk négy szinnel szinezni (ugy, hogy a
szomszédos csticsok kiilénboz6 szintiek). Tait {6 Gtlete az, hogy ha az egyik szind,
pl. a lila éleket ideiglenesen egy-egy 1j cstccsal felosztjuk, akkor az igy kapott graf
minden tartoménya négy oldald lesz. Beldthat6 (ezt Tait sem részletezi), hogy az
ilyen grafok pdros grdfok, azaz a cstcsaik két szinnel szinezhetok. Ha a lila élek
visszadllitdsa utan a narancs éleket osztjuk fel, akkor egy masféle 2 szinnel val6 szi-
nezést kapunk. A kétféle kétszini szinezés dsszekombindlva a graf csicsainak olyan
4 szinnel valé szinezését adja, melyben a szomszédos csiicsok mindig kiilonb6zé
szintiek.

Ez a kozvetlen bizonyitds 1ényegében Tait gondolatmenetének leforditasa a du-
alis sikgraf nyelvére.

Hujter Balint

==

Rejtvények, ordoglakatok

Emelt szinti bujocska II.

L

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtérét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiillonbo6zé kirakés jatékok, topo-
l6giai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikéat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

|

Manapséag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok tritkkjeit mi talaljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altaldnositani, igyekezziink 1j feladatokat kitalalni.

Legutobb szeptemberi szamunkban foglalkoztunk bijécska tipust érdéglakatok-
kal. Elkészitésre ajanlottunk olvaséinknak egy péalcas véaltozatot, ahol a ,,szokéasos”
triikk nem miikodik, mivel az &tbtjtatds utdn (14sd dbra) a pédlca nem fér 4t a
hurkon a zsinér révidsége miatt. Azonban vegyiik észre, hogy ebben az atbuijtatott
allapotban valéjaban annyi a célunk, hogy a hurok a dupla zsinér masik oldala-
ra keriiljon. Ezt Ggy is elérhetjiik, ha a téglatest forméaju ,alapot” bujtatjuk 4t a
hurkon. Ezzel a feladatot gyakorlatilag meg is oldottuk.
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1. dbra 2. dbra

3. abra 4. abra

Erdemes sz6t ejteni a klasszikus (és a szeptemberi szimban mar bemutatott)
drotszives 6rdoglakat kiilonbozd, a boriton lathaté variaciéirdl is. Ezek a jatékok
alapvetOen ugyanarra az egyszeru triikkkre épitenek, mint az Osszes alapszinti bu-
jocska tipusu jaték, de meghokkentd formajukkal, vagy egyéb apré csavarral a gya-
korlottabb megoldéknak is szérakoztaté feladvanyt biztositanak. Személyes kedven-
cem a négyzetes spiral kialakitasa valtozat: az egyik legegyszeriibb bujécska felad-
vany gytjteményemben, amely csupan forméajaval csalja meg a jatékost — tapasz-

talataim szerint mégis sokaknak
beletorik a bicskaja.

Egy nagyon meghokkentd biu-
jocskat lathatunk az 5. dbrdn. Ez
egy fatalapzatbdl és két szal drot-
bél all — utébbiakra jobb és bal
oldali drétként fogunk hivatkoz-
ni a szerint, hogy a fotén a jobb
vagy a bal oldalra esik a talapzat-
ba rogzitésiik. A célunk a zsinér
lefiizése.

5. dbra
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A jobb oldali drét egy hurok-
ban végzddik, amely koriilfogja a
bal oldali drétot. Képzeletben ezt
a hurkot emeljiik fel (mintha a
drét gumibdl lenne), és hiizzuk ki
a bal oldali drét végén 1év6 hu-
rokbdl. (A mellékelt dbrén szem-
1éltettitk az atalakitdst.) Ezzel az

egyszert médositassal a feladvany -

kozonséges bujocskava valtozik: a
jobb oldali drot végén 1évé hur-
kon kell elészor fentrél atbujtat-
ni a zsinért, majd kigombolni az
yakadalyt”, ami esetiinkben a bal
oldali drét 6nmagéaba hurkol6dé
vége.

6. dbra

Természetesen a fémbol késziilt, valddi jaték ilyen médon nem deformélhaté.
De a leirt elképzelt modositas megadja a megoldas kulcsat. Latjuk, hogyan?

Végezetil bemutatjuk a drotsziv jaték tobb
emeletes valtozatait. Itt az eredeti jatékban
a keretet lezard, silyzéra emlékezteté forma-
ju pantot egy komplett djabb drétsziv jatékra
cseréltiik, igy egy kétemeletes jatékot kaptunk.
Ahhoz, hogy az als6 szintrdl le tudjuk venni
a szivet, menet kozben rad kell tegytk a felsd
szintre. Vagyis a kétemeletes jatékot visszave-
zethetjiik az alapjaték megoldasara.

Epithetiink harom- vagy még tobb emeletes
drétszivet is, de ebben a formaban a keretek
fizikai merevsége miatt ezek megoldhatdsaga
méar nehezen megvalésithaté. A tébbemeletes
droétsziv jatékot mas forméban szokas megépi-
teni, amir6l mar valéjaban irtunk: ez lényegé-
ben a meleda, amelyet a K6MaL 2024. marciusi
szamaban mutattunk be.

J6 szorakozast!
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| | Gyakorlé feladatsor
| | emelt szintli matematika érettségire

1. Oldja meg a val6s szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet!

\/1‘2—53:—14-|5—x|-sin(2x+%) 1g(9—2)=0 (13 pont)

I. rész

2. a) Tizes szamrendszerben hany jegyti szdm az 5297 (8 pont)

b) Egy mértani sorozat elsé tagja 572°, kvéciense 5. Az els6 tagtdl kezdve
legalabb hany tagot kell 6sszeszorozni ebben a sorozatban, hogy a szorzat értéke

elérje 529-t? (8 pont)
¢) Apéczai Csere Janos éppen 400 éve sziiletett. Irja fel a tudds sziiletési évsza-
mét 6tos szémrendszerben! (2 pont)

3. Egy 34-f6s osztalyban senki sem sziiletett februarban.

a) Bizonyitsa be, hogy van olyan hénap, amelyben az osztdlybdl legaldbb négy

didk sziiletett! (3 pont)
b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy lesz két olyan didk ebben az osztalyban,
aki ugyanazon a napon sziletett? (6 pont)

¢) Az iskoldhoz kozeli fagyizdban tizféle fagylaltot drulnak. Legaldbb hanyszor
kellett a teljes osztalynak elmennie a fagyizoba, ha biztosak lehetiink abban, hogy
a fagyizdsok alatt volt két pontosan ugyanolyan rendelés, ha mindenki legfeljebb
két gomboce fagyit vehet? (Két fagyirendelés kiilonbozé, ha a két tolesérben az alsé
vagy a fels§ gombdc ize eltér rendelésekben.) (5 pont)

4. Egy osztaly nyari bulijan az osztaly egy része a strandon a biifében vasarol.
Lujzi csak egy langost vesz maganak, de kifizeti Sanyi, Szoszi, Kati és Béla tea-
siiltkrumpli meniijét is (négy tedt és négy stltkrumplit), ezért végil 7130 Ft-ot
fizet. Jani is Osszegylijtott par rendelést, nyolc teat, 6t langost és két siiltkrumplit
vesz, amiért 12 790 Ft-ot fizet. Armand csak Zsuzsit és Amandat hivja meg most,
azt tervezi, vesz mindharmuknak egy-egy teat, siiltkrumplit, langost, de rajon, hogy
6 igy éhes maradna, igy végiil hozzicsap még a rendeléshez két siiltkrumplit; egy
tizezressel fizet, és még vissza is kap 230 Ft-ot.

a) Mennyibe keriil a tea, a ldngos és a siiltkrumpli ebben a biifében? (8 pont)

b) Hényféle sorrendben adhatjék ki a kiadépulton az el6bb kifizetett &sszes italt
és ételt, ha az azonos termékek kozott nem tesziink kiilonbséget? (8 pont)
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II. rész

5. Az a és b vektorokra teljesiil, hogy |a| =|b|=|a+b|=1.
a) Mekkora a és b vektorok skaldris szorzata? (4 pont)
b) Mekkora 2a + b vektor abszolitértéke? (4 pont)

Adott az a(3;4) vektor. Az origd kozépponti 6 egység sugari kor a vektorral
parhuzamos érintdje az y tengelyt a (0;p) pontban metszi.

¢) Adja meg p lehetséges értékeit! (8 pont)

6. Zsigri tanar Ur egy magannyugdij-megtakaritasi konstrukciéban vesz részt:
2001 elsé banki napjan, és azdta is minden hénap elsé banki napjan befizetett
40 000 Ft-ot. A nyugdijpénztdr mindvégig havi 0,4%-os kamatot biztosit. Az 4llam,
hogy tdmogassa az ongondoskoddst, az adott évben befizetett Osszeg 5%-at, de
legfeljebb évi 25 000 Ft-ot, a kévetkezd év elsé banki napjan befizeti a pénztartag
szamlajara.

a) Mekkora Osszeg lesz a tanar ar szdmldjin 2026 elsé banki napjan? (2026-ban
méar nem fizet be tandr Gr és mér nem is szdmol kamatot a bank, csak az dllami
jovairast 2025-re.) (7 pont)

A 2026-ra 6sszegytilt pénz egy részébdl Zsigri tanar tr vilagkoriili utazasba kezd,
de 12 millié Ft-ot a szdmlan hagy majd, hogy abbdl havi alland6 Gsszegii nyugdij
kiegészitést kapjon pont 20 éven keresztiil. (A pénztdr minden hénap els§ napjan
jovéirja a kamatot, majd dijmentesen atvezeti a tanar ur normdal bankszamlajara
a nyugdijkiegészités Osszegét.)

b) Mekkora havi nyugdijkiegészitéssel szamolhat ebbdl a tandr tr, ha a pénztér
tovébbra is fix 0,4%-o0s havi kamatot biztosit a szdmldn maradé pénzre? (6 pont)

Minden egyes évben 0,002 annak a valdsziniisége, hogy ez a nyugdijpénztar
kamatot csokkent.

¢) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a teljes folyamat 45 éve alatt egyszer
sem fog kamatot csokkenteni a pénztér? (8 pont)

7. Egy szellemvasiit olyan szérnyszaj alakt cégért készit, amely
terveinek hatdrvonalait a koordinata-rendszerben az y = x + 5 egyen-
letii egyenes, illetve az

1 13 3
flx)=22>—42+2 ésa g(r)=——a’+—x+>
2 8 4
figgvények gorbéi hatarozzak meg.

Hany deciliter piros festéket kell hasznéalni a nyelvhez és hany
deciliter sziirke festéket a szaj belsejének befestéséhez, ha négyzet-
méterenként 7 dl festék sziikséges mindkét szinbdél, és a koordinata-
rendszer tengelyein a terveken az egységek valésagban 50 cm-nek

felelnek meg? (A fogakat egy fehér ledldmpa szolgéltatja majd, de az alatta 1évé
teriiletet is befestik szlirkére.) Védlaszait egészre kerekitve adja meg! (16 pont)
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8. Egy egyenl6 szari haromszog alapja 10 egység, szarai 13 egység hosszuak.
A héromszogbe téglalapokat irunk, amelyeknek egyik oldala a haromszog alapjira
esik, a masik két csticsa pedig a haromszog egy-egy szarara.

a) Mekkora a téglalap teriilete, ha hdromszog alapjéra esé oldalhossza 8 egy-
ség? (5 pont)

b) Mekkordk a maximélis teriilet(i beirhat6 téglalap oldalai? (5 pont)

A haromszoget kétféleképpen megforgatjuk: A) az alapja koril, B) az egyik
szara koriil.

¢) Mekkora az A), illetve a B) esetben keletkezett testek felszineinek ardnya?
Az ardny pontos értékét adja meg! (6 pont)

9. Egy ellen6rzés soran azt vizsgaltak, hogy az 1 kg-os csomagolast rizs tomege
val6jdban mennyire tér el az 1000 grammtél. Két sorozatban 8-8 mérést csinaltak,
az eredményeket az alabbi tdblazatba foglaltak.

A mért eltérések grammokban

1. méréssorozat 1 3 55 | 2,5 3 6 5 0

2. méréssorozat 3 6 6 3 3 3 6
a) Hany gramm az els6 méréssorozat atlaga és szérdsa? Vdlaszat egy tizedesjegy
pontossiggal adja meg! (8 pont)

b) Készitsen sodréfa (boxplot) diagramot az elsé méréssorozat adatair6l! (5 pont)
A maésodik méréssorozat szérasa 1,5 gramm.
¢) Mi lehetett a tabldzat hidnyz6 adata? (8 pont)

Az ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorld
Gimnazium matematika munkakozossége
Budapest

Megoldasvazlatok a 2025./8. szdm
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Két pozitiv szam szdmtani kdzepe 205, a szdmtani és mértani kozepiik kilonb-
sége 160. Melyik ez a két szdm? (11 pont)

Megoldas. Jeloljik az egyik szamot x-szel, a masikat y-nal, ahol x >0 és y > 0.
Szamtani kozepiik

Tty

=205, amibol r+y=410, y=410—=z.
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A mértani kozép legfeljebb annyi, mint a szdmtani, ezért most a feladat feltétele
alapjan 160-nal kisebb, mint a szamtani kozép, azaz értéke 205 — 160 = 45. Ekkor

Ty =45 & xy = 45% = 2025,
amibe az y helyére (410 — x)-et helyettesitve egy masodfoki egyenletet kapunk:
2(410 — ) = 2025 < 2% — 4102 + 2025 = 0,

amelynek gyokei 1 =405, o =5, igy y1 =410 —405 =5, o =410 — 5 = 405, azaz
ugyanazt a szampart kapjuk meg kétszer.

Ellenérzés: Az 5 és a 405 szamtani kozepe tényleg 205, mértani kozepiik pedig
45, ami valéban 160-nal kisebb a szdmtani kozepiiknél.

A keresett két pozitiv szdm az 5 és a 405.
a) Szdmitsa ki x € R értékét, ha 1@ . ﬁ =0, valamint A(x;7), B(4;—1) és
C(z—11;-4). (8 pont)
b) Adja meg az — a) részben kapott — ABC' hdromszog silypontjat. (2 pont)
c) Mekkora az — a) részben kapott — ABC' hdromszig teriilete? (3 pont)
Megoldas. a) Els6ként kiszdmitjuk a két vektor koordinatait:
AB=(4—w;-8) &  AC=(-11;-11),
igy skalaris szorzatuk a kovetkezokeppen irhato fel:
AB.AC = (—11) 4 (—8)- (~11) =0,
amib6l x = —4 adddik, ez a feladat egyetlen megoldéasa.
Ellenérzés: © = —4 esetén AB = (8;—8), ekkor AB-AC=8-(—11)+(—8)-(—11)=
=—88+88=0.
b) A feladat el6z8 részében x = —4-et kaptunk, {gy az ABC hiromszog csicsai
a kovetkezok:

A(z;7) = (=4;7), B(4;—-1) és C(x—11;—-4) = (—15;—-4).
A silypont koordindtai a csticspontok megfeleléi koordindtdainak atlagaként szé-

molhatdk ki:
—4+4+(—15).7+(—1)+(—4) B B g
S( 3 ; 3 =5 5,3 .

¢) Az a) részben lattuk, hogy a haromszog két oldalvektordnak skalaris szorzata
nulla, ezért merdlegesek egymasra, igy az ABC hiromszog derékszogli. A befogdk

hossza: AB = /82 + (—8)2 =8v/2, illetve AC = /(—11)2+ (—11)2 = 11/2. A h4-

romszog teriilete:
8v2-11v2
po B2 112 ; V2 _gs.

a) Hatdrozza meg az
fiR—=R; f(z) = —3cos(4x) +2
fligguény értékkészletét. (6 pont)
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b) Szdmitdssal igazolja, hogy a
g: R =R, g(x) = 20252 — 20262
fiigguény pdratlan. (6 pont)
Megoldas. a) Ismert, hogy a k(x) = cos(x) fliggvény értékkészlete: Ry = [—1;1].
Ha h(z) = cos(4x), akkor Rp =[—1;1]. Ha i(x) = —3cos(4z), akkor R; =[—3;3],
végil f(x) = —3cos(4zx) + 2 értékkészlete: Ry = [—1;5].
b) Minden z € R-re:

—g(—z) = —(2025- (—2)* — 2026 - (—2)) =
= —(—20252° +20262) = 20252° — 20262 = g(x).
Azt kaptuk, hogy minden valés z-re g(z) = —g(—2), azaz a g(z) fliggvény paratlan.

4. a) Egy egyenes folyé mentén fekvd téglalap alaki telek folydval pdrhuzamos
oldaldnak hossza a téglalap mdsik oldalhosszdnak a négyszerese. A telek folyd feldli
oldaldn nincs kerités, a mdsik hdrom oldal mentén lévd kerités egyiittes hosszisdga
600 méter. Mekkora a telek terilete? (3 pont)

b) Egy masik folydparti, téglalap alaki telek kérbekeritésére szintén 600 méter
hosszusagu keritést haszndlnak fel dgy, hogy a folydpartra nem épitenek keritést,
de kozben a telek teriilete a lehetd legnagyobb legyen. Mekkora az igy kapott telek
terilete? (8 pont)

c) Hdny osztdja van a (—45000)-nek? (4 pont)

Megoldas. a) Legyen a téglalap révidebb oldaldnak hossza x méter, ekkor a
hosszabb oldal 4x méter hosszi. A folyé mentén nincs kerités, tehat a kerités
a harom mésik oldal mentén van: x + 4x + x = 6 = 600, amibdl x = 100 méter.

Ekkor a hosszabb oldal: 4x = 400 méter, igy a telek teriilete: T'=z - 4x = 100 - 400 =
= 40000 m?2.

b) Legyen a téglalap folyéra meréleges oldaldnak hossza y méter, a foly6val
parhuzamos oldaldnak hossza pedig z méter. Ekkor a kerités 2y + z = 600 méter
hosszil, amibél z = 600 — 2y. A teriiletet felirjuk y fliggvényében:

T(y) =y -z = y(600 — 2y) = 600y — 2y°,
ezutan megkeressiik 7T'(y) maximumét:
T(y) = —2(y* — 300y) = —2(y — 150)* + 45000,

igy a lefelé nyilé parabola maximumpontja: P(150;45000). Ez azt jelenti, hogy a
telek teriilete y = 150 esetén a legnagyobb, mégpedig 45000 m?.

Ellen6rzés: Ha y = 150 méter, akkor z =600 — 2 - 150 = 300 méter, igy a telek
teriilete valéban T'= 150 m - 300 m = 45000 m?.

¢) A primtényezds felbontdsbdl kiszdmitjuk a pozitiv osztdk szdmét:
45000 = 2° - 3% 5%,

amibdl a pozitiv oszték széma: (3+1)-(2+1)-(4+1)=4-3-5=60. Minden pozitiv
oszto ellentettje is osztd, igy a —45000-nek 2 - 60 = 120 osztdja van.
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II. rész

5. a) Adott az e: x —y =8 egyenletii egyenes és a k: x> +y*> —6x+4y+4=0
egyenletd kor. Allapitsa meg az e egyenes és a k kor kélcsonds helyzetét. Ha
van(nak), adja meg a kézos pont(ok) koordindtdit. (8 pont)

b) Adott a koordindtasikon a P(3;—5) és a Q(6;—2) pont. Jeloljik rendre P;-
gyel és Q1-gyel a P, illetve a QQ pont x tengelyre esé merdleges vetiiletét; Po-vel és
Q2-vel pedig a P, illetve a Q pont y tengelyre esé merdleges vetiiletét. Mekkora a
Q1P1Q2Ps négyszog keritilete? (5 pont)

c) Mekkora a Q1 P1Q2Ps négyszog terilete? (3 pont)

Megoldas. a) Megoldjuk az e egyenes, illetve a k kor egyenletét tartalmazo
egyenletrendszert, példaul gy, hogy az egyenes egyenletébdl kifejezziik y-t:

Yy=r— 8)
majd a kapott kifejezést behelyettesitjik y helyére a kor egyenletébe:

2?2+ (2 —8)* —6x+4(x—8)+4=0,
22? — 182 +36 =0,

amib6l z1 = 3; x2 = 6 adddik, igy y1 = —5; yo = —2.
A kozos pontok: M;(3;—5) és My(6;—2), vagyis az e egyenes a k kor szel6je.
b) Egy tetszbleges pont x tengelyre torténd merdleges vetitésekor az abszcisszdja
nem valtozik, az ordinatija pedig 0 lesz, igy a megfelel vetiiletek:

P =(30) é&  Q1=(60).

Az y tengelyre torténd meréleges vetitésekor viszont az abszcissza vélik nullava, az
ordindta pedig nem valtozik, igy a megfelel6 vetiiletek:

Py, =(0;-5) és Q2= (0;-2).

Abréazoljuk a pontokat:
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A Q1 P1Q2 P> négyszog oldalainak hossza:
Q1P1:|6—3‘ :3,

P1Qy = /32 +22 =13,
Q2P =[—-245]=3,

PQ1 = /62 + 52 = V61,

igy a keresett keriilet: K =34+ +1134+3+v61 =64+113+/61.
¢) Az origét jeloljik O-val. Ekkor a Q1 P1 Q2 P> négyszog teriilete a Q1OP; és a
P0Q4 derékszogti haromszogek teriiletének kiillonbségével egyenld:
65 3.2

T -5 = 15 — 3 =12 (teriiletegység).

6. a) Anna, Bogi és Cili unokatestvérek. Hat év milva Bogi annyi idds lesz, mint
most Anna. Hét év milva Anna 9-szer annyi idds lesz, mint most Cili. Nyolc év
mulva hdrman egyiitt 42 évesek lesznek. Hany évesek most a ldnyok? (10 pont)

In(x)
b) Oldja meg a (5> >6,25 egyenldtlenséget a valds szamok halmazdn. (6 pont)

Megoldas. a) Legyen Anna jelenlegi életkora a, Bogi életkora b, Cili életkora
c. Mivel 6 év mulva Bogi annyi idés lesz, mint most Anna, ezért b=a — 6. Hét
év milva Anna 9-szer annyi idds lesz, mint most Cili, vagyis 9c =a+ 7, ebbdl
kifejezziik c-t: ¢ = %7. Végiil 8 év milva harman egyiitt 42 évesek lesznek, ezért
(a+8)+ (b+8)+ (c+8) =42, amibsl

a+b+c+24=42,

rendezve
a+b+c=18.

Az eléz6ekben targyalt b= (a — 6)-ot, a c = a?f—et behelyettesitjiik:

7
a—l—(a—6)+a—g =18,
7
2a—6+“;r —18,

18a — 54+ a+ 7 =162,

amibél a = 11 adddik.
Ekkor:

1
:a+7:£:2’

b=a—-6=5
a , c 9 9

igy most Anna 11, Bogi 5, Cili pedig 2 éves.
Ellen6rzés: Bogi 6 év milva tényleg 11 éves lesz, mint amennyi most Anna.
Anna 7 év milva 18 éves lesz, ami valéban 9-szer annyi, mint a 2 év. Végil 8 év
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miulva Gsszesen 19+ 13 4 10 = 42 évesek lesznek a lanyok, igy a megoldas kielégiti
a feladat feltételeit.
b) Az egyenlStlenség értelmezési tartomdnya: x > 0. Felirjuk a 6,25-ot a %

hatvanyaként:
9 In(x) 9 -2
z >(2) .
5 —\5

Mivel % < 1, ezért a hatvanyainak értéke kisebb kitevé esetén nagyobb, igy:
In(z) < -2,

amibdl —2 = In(e~2), illetve az In(z) fiiggvény szigortian monoton névé tulajdon-
saga miatt
T < e 2.

Figyelembe véve az x > 0 értelmezési tartomanyt, a megoldashalmaz:
T € ]O; 6_2} .
Ekvivalens dtalakitasokat végeztiink.

7. a) Bizonyitsa be, hogy a tizes szimrendszerben felirt 2,025 szdm racio-

ndlis. (6 pont)
b) Mutassa meg, hogy a 2-1g7 irraciondlis. (5 pont)
c) Szdmitsa ki az /(5x2 — 32 + 8x)dx hatdrozatlan integrdlt! (5 pont)

Megoldas. a) Mivel

. 1 1
2,025 =2+0,025+0,000025... =2+ 0,025 + 108 -0,025 + 106 -0,025...,

ezért a szam tort része az a; = 0,025 kezdotagu, g = # hanyadosti mértani soro-

zatbdl képezett sor. Alkalmazzuk a mértani sor Osszegképletét:

g__m _ 0025 _ 0025 _ 2
- - 1 — 7999 T 000’
l-¢ 1-155 000 999
Ebbdl kovetkezik, hogy
.. 25 2023
2,025 =24 —— = =2
’ 999 = 999

vagyis felirhato két egész szam hanyadosaként, azaz racionalis. Ezzel a bizonyitas
végére értiink.

b) Tegyiik fel indirekt médon, hogy 2-1g7 raciondlis, és mivel 1g7 pozitiv, ezért
felirhat6 p és q pozitiv egészek hanyadosaként:

2-1g7=g@2q-1g7:p@1g72qu@72q:10?@7%:2?-51’,

ami azt jelenti, hogy a bal oldalon a 7-nek egy pozitiv egész kitev6jii hatvanya all.
Ez pedig a szamelmélet alaptétele alapjan nem lehet egyenld egy olyan szammal,

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9 551



amelynek primtényez&s felbontasaban nem szerepel a 7. Marpedig a jobb oldalon
egy ilyen szam van, igy ellentmondésra jutottunk, azaz az indirekt feltevésiink
hamis. Tehat az eredeti allitas igaz, azaz beldttuk, hogy a 2-1g7 szam irracionalis.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
¢)
5z3 310

/(5.’17 —32° +8x)dr = = —

422+ C C eR.
3 10+$+, S

8. Tekintsiik a wvalds szdmok halmazdn értelmezett f(x) =23, illetve g(x) =
=2x + 1 hozzdrendelési szabdllyal megadott két figgvényt. Adja meg az aldbbi dssze-
tett fligguények hozzdrendelési szabalydt és derivdltfiggvényét.

a) (fog)(z)= (2 pont) b) (fog)(z)= (3 pont)
) (fof)(x)= (2 pont) d) (fof)(z)= (2 pont)
e) (gof)(x)= (2 pont) f) (g0 f)(z)= (2 pont)
g) (gog)(z) = (2 pont) h) (gog)'(z)= (1 pont)

Megoldas. a) (fog)(z
b) (fog)(z)=1[(2
c) (fo)(x)=f(f(x)) = f(a®) = (a®)’ =2”

fof)(z)= (2" =92°

N@)=g(f(x)) =g(2°) =22 +1

)(z) =22 +1) = 622

9)(z)=g(g(x)) = (2x+1):2(2x+1)+1:4m+3
9)'(x) =4z +3)" =

)=flg(z)) = f(2z +1) = (22 +1)°
13 =3(2z+1)2-2 = 6(22 +1)?

(e]

d)

e) (g
A
) (
)

(

g ¢
g)(go
(go

9. a) Tohotom szdmegyenesen abrdzolta a [—5;8] intervallumot, majd csukott
szemmel rdbékott az egyik pontjdra. Mekkora a wvaldszinisége, hogy Téhdtom a
[—1;2] intervallum egyik pontjdra bokitt rd, ha a vdlasztds valdszindsége egyenesen
ardnyos az intervallum hosszdval? (3 pont)

b) Igazolja, hogy a [—5;8] és a [—1;2] intervallum szdmossdga egyenld. (5 pont)

c¢) Hdnyféleképpen vdlaszthatd ki pontosan két szam a Pascal-hdromszdg felsé ot
sorabol dgy, hogy dsszegiik pdros legyen? (Két kivdlasztds kiilonbézd, ha legaldbb az
egyik szamot mdsik helyrdl vdlasztottuk a Pascal-hdromszdoghdl.) (4 pont)

d) Hdnyféleképpen vdlaszthatd ki legaldbb hét szdm a Pascal-hdromszig felsd ot
sorabdl igy, hogy szorzatuk pdratlan legyen? (Két kivdlasztds kilonbozd, ha legaldbb
az eqyik szamot mdsik helyrdl vdlasztottuk a Pascal-hdromszdoghdl.) (4 pont)
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Megoldas. a) A valésziniiség egyenletes eloszlds esetén a geometriai valdsziniiségi
modell alkalmazéasaval:

kedvezd hossz

2-(~1) 3

teljes hossz (=5) 13’

b) Két halmaz szdmossiga egyenld, ha létezik koztiik egy kolcsonosen egyértelmi
leképezés. Legyen példdul f(x) = 13—3:3—1— 12—37 ekkor f(—5)=—1,és f(8)=2,igy az f
fiiggvény leképezi a [—5;8] intervallumot a [—1;2] intervallumra. Ez egy szigorian
monoton (névekvd) fliggvény, igy bijekcié. Tehat

|[-5; 8] = |[-1;2]|.

¢) A Pascal-hdromszog felsé 6t sora a 0. sortdl a 4. sorig terjed:

0. sor: 1

1. sor: 1 1

2. sor: 1 2 1

3. sor: 1 3 3 1
4.sor: 1 4 6 4 1

Itt Osszesen 1+243+4+45 =15 szadm talalhatd, amelyek koziil 4 péaros, a tobbi,
azaz 15 —4 =11 darab paratlan. Két egész szam 6sszege akkor és csak akkor paros,
ha paritdsuk megegyezik. Ha mindkettd paros, akkor a kivalasztasok szdma: (3) =
= 6. Ha mindkettd paratlan, akkor a megfelel6 kivalasztasok szama: (121) =55, igy
6 + 55 = 61-féleképpen valaszthato ki a megfelel6 két szam.

d) Néhany egész szam szorzata pontosan akkor pédratlan, ha mindegyik szdm
paratlan. A kérdéses helyen 11 péaratlan szam taldlhatd, amelyek kozil legalabb
hetet, azaz 7, 8, 9, 10 vagy 11 darabot valasztunk, igy a lehetOségek szama:

O MY e () e (M) (M) — 3304 165455+ 11+ 1 =562
7 8 9 10 1)~ T

Kozma Katalin Abigél
GyoOr

Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1847. Az ABCD négyzet AD oldalan valasszuk ki ugy a P pontot, hogy
CPA<=105° legyen. A CP egyenesre az A pontbdl bocsdssunk merdlegest, amely-
nek talppontjdt jelolje Q. Hatdrozzuk meg az ABQ és az AC'P hdromszogek terilete
ardnydnak pontos értékét.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
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1. Megoldas. Legyen a négyzet oldalanak hossza a, és alkalmazzuk az AP =p
jelolést. A feltételek miatt APQ< =75° QAP<=15° PAC<=CAB<=45°
ACP< =30°.

Tekintstik az 1. d@brdt.

D a C
P
a
p
A a B
1. dbra

Az APQ derékszogli haromszogben cos15° = ATQ, ahonnan AQ = p-cos15°.
A trigonometrikus tertiletképlet alkalmazdsédval:

AQ-a-sin105°  p-cos15°-a-sin105°
2 B 2 ’

amelybdl a sin105° =sin75° = cos 15° trigonometrikus azonossiagok alkalmazasaval

Tapg =

p-a-cos?15°

(1) Tapq = 5
Hasonléképpen kapjuk, hogy
- AC - sin45°
Tacp = 1)7,

2
ahonnan AC = ay/2 és sin45° = g alapjan

-a
(2) Tacp = pT
Az (1) és (2) megfelels oldalainak ardnyabol

T

(3) ABQ _ 052 15°.

Tacp
Tudjuk, hogy
cos15° = cos(45° — 30°) = cos45° - cos 30° 4+ sin45° - sin 30°,
ezért a sin45° = cos45° = g, c0s30° = ¥ illetve sin30° = % értékek beirasaval

2
v2-(V3+1)
4

cos15° = , innen négyzetre emeléssel és egyszertsitéssel adodik a két
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haromszog teriiletének aranya:

Tapg  2+V3
Tacp 4

(Tobb dolgozat alapjin)

2. Megoldas. Jeloléseink a 2. dabrdn lathatok.

D C
[/
k
P
Q 1059
A B
2. dbra

Az ABCQ négyszog hurnégyszog, mert a B és ) csticsokndl levs belsd szogei
egyarant derékszogek. A hurnégyszog koré irt k kor egyben az ABCD négyzet
koriilirt kore is, hiszen az AC' 4tmér6ji korre a D pont is illeszkedik.

Nyilvdnvald, hogy BCO A<= DAC< =45° és igy PAC< =45° is igaz.

A k korben az AB és BC négyzetoldalakhoz egyenld nagysagui kertileti szogek
tartoznak, tehat QB felezi a CQA< derékszoget, és igy BQA< = 45°, vagyis az
ABQ és CPA haromszogek Q, illetve A csticsanal levé belso szogek nagysiga 45°.

A CPA<=105° feltételbdl és a PAC'<t =45° eredménybdl kiévetkezik, hogy
ACP<=ACQ<« =30°, de akkor a keriileti szogek tétele miatt ABQ<=30° is
teljesill. Az ABQ és ACP haromszogek két-két szoge tehat megegyezik, ezért
hasonldk, a hasonlosag ardnya:

_AB_CD
-~ CP CP
Az ACD<=45° és ACP< = 30° egyenldségekbdl adédik, hogy PC D<= 15°, ezért
(4) szerint A\ = cos15°.
Az ABQ és ACP haromszogek teriiletének ardnya A\2-tel egyenld, tehét

(4) A

Tapg

cos215°.
Tacp
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V2 (vV3+1)

Az 1. megolddsban igazoltuk, hogy cos15° = ————=, ebbdl négyzetre emeléssel
és egyszerisitéssel kapjuk, hogy

Tapg 2+ V3

Tacp 4

Hetyei Ddniel (Révai M. Gimn., Gy6r, 11. o. t.) dolgozatdnak felhasznaldsaval
,Bardti angyalai” csapat (Ciszterci Rend Nagy L. Gimn., Pécs) dolgozata alapjan

34 dolgozat érkezett. 5 pontos 21, 4 pontos 2, 3 pontos 3, 2 pontos 3, 1 pontos 2, 0
pontos 3 dolgozat.

C. 1853. Néhdany kutato egy virdgos homokgyepen zimmadgd poszméhek dtvenfds
csapatdt figyeli. Izgatottan dllapitidk meg, hogy a poszméhek mindegyike pontosan
négyféle virdgrol gydjtott virdgport, mieldtt tovdbbrepiilt volna. Sét, még azt is felje-
gyezték, hogy mindegyik poszméh kilonbozé négyest vdlasztott, de mind az 50 posz-
méh megldtogatott eqy buglyos fatyolvirdgot. Bizonyitsuk be, hogy dsszesen legaldbb
9-féle virdgrol gyijtittek a poszméhek.

Javasolta: Paulovics Zoltan (Budapest)

Megoldas. Legyen a virdgok szama a fatyolvirdgon kiviil n. Ha a poszméhek
valéban kiilonbo6z6 virdgnégyestol gylijtik a virdgporaikat, akkor Gsszesen (g) vi-
ragnégyest latogathatnak meg (hiszen a fatyolvirdg porait mind begytijtotték), ami
igy nem lehet kevesebb mint a poszméhek szdma. Avagy

n
= 50.
(1)

Ha 8 virdg lenne, akkor (n =8 —1=7 miatt) ({) =35 < 50 lenne. Es mivel (}) <
< (";rl) (n > 3)-ra, ezért kevesebb virdg esetén sem lehetnének meg a kiilonbozd
4-esek. Tehat n > 8. Ha 9 virdg lenne (tehdt n = 8), akkor (§) =56 > 50. Azaz 9
virdg valéban a minimélis viragszam, ahonnan a poszméhek virdgport gyijthettek
ily moédon.

Farkas Andrds (Jaszberény, Lehel Vezér Gimn., 11. o. t.) dolgozata alapjan

187 dolgozat érkezett. 5 pontos 165, 4 pontos 19, 3 pontos 1, 1 pontos 2.

C. 1855. Egy 19 drdnbol dllo csapat repil egy gyakorlotér felett, a biztonsdgi
eldirdsoknak megfeleléen olyan régzitett alakzatban, ahol bdrmely két gépnek kii-
lonbozd a tdvolsiga. Egy hackertdmadds kovetkeztében a drénok egymdsra nyitnak
tiizet: mindegyik dron 16 egyet a hozzd legkdzelebbi dronra, és ezzel megsemmisiti
azt. (Feltételezziik, hogy minden drén tudott 1éni, a drénok pontszeriinek tekinthe-
tok, tovdbbd hogy a dronok csak azutdn semmisiilnek meg, miutdn minden golyd
becsapddott.)

Van-e koztik tulélé dron?

Egy drént legfeljebb hdany azonos (6t is tartalmazd) sikbdl szdrmazd lovedék
taldlhatott el?

Javasolta: Paulovics Zoltdn (Budapest)

556 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9



Megoldas. Eloszor arra a kérdésre adunk valaszt, hogy van-e koztiik tuléls.
Raadasul kétféle modon.

1. médszer. Az alabbiakban bebizonyitjuk, hogy a drénok koézott mindig van
legaldbb egy t1lélo. Indirekt bizonyitunk, ehhez feltételezziik, hogy nincsen t1lélé
drén.

Mivel barmelyik két gépnek kiilonb6z6 a tavolsaga, egyértelmiien beazonosithatd
az a dronpéros, amelyek tavolsiga a legkisebb. Jeloljiik ezt a két drént A-val és
B-vel. Ezek alapjan az A-hoz legkozelebbi drén B és a B-hez legkozelebbi dron A,
azaz egymast kolcsonosen lelovik. Ezen kiviil még 17 drén marad, amelyek 6sszesen
17 16vést adnak le. Ezek koziil egyik sem talalhatja el A-t vagy B-t, hiszen ebben az
esetben kevesebb mint 17 16vés irdnyulna a maradék 17 drénra, azaz lenne koztitk
tléls. Igy a megsemmisitett A és B drénok a maradéktdl fiiggetlenek, nem koti
Oket Gssze 16vés, tehat ez a drénpéros figyelmen kiviil hagyhaté.

Ezt a gondolatmenetet elismételhetjiik 17-re, illetve C és D legkisebb tavolsdgra
16v8 drénokra. Es igy tovabb. . .

Lathaté, hogy itt egy 1épésben mindig egy drénpéaros, azaz két drén tavolithatd
el a csapatbdl, azaz mindig csak a maradék 17, 15, 13, 11, 9, 7, 5, 3, 1 drént kell
figyelembe venniink. Igy a végén marad 1 drén, amelyre még nem 16tt semmi, igy
tialéli a tamadast. Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy nincs tulélé dron, igy
belattuk, hogy van legalabb egy tlél6 drén.

Filop Magdaléna Hasian (Pécs, Pécsi Ledwey K. Gimn., 10. o. t.)
dolgozata alapjan

2. médszer. Teljes indukcidval altalanos esetben adunk valaszt a kérdésre, azaz
megmutatjuk, hogy 2n + 1 darab drén esetén lesz t1lélo.

n =1 esetén nyilvanvald, hogy lesz tulélonk, hiszen ,korbelovés” nem lehetséges,
mert ha az X dronhoz Y van a legkézelebb, Y-hoz Z, Z-hez pedig X, ugy X és
Y tavolsaganal kisebb Y és Z tavolsaga, amelynél kisebb Z és X tavolsiaga, ami
ellentmondasra vezet: X-nek nem Y-ra, hanem Z-re kellett volna céloznia.

Tegyiik fel, hogy igaz az allitds n-re, megmutatjuk, hogy (n+ 1)-re is teljesiil-
ni fog.

Vezessiink be egy irdnyitott grafot: a pontjai a drénok legyenek, és fusson az u
csucsbdl irdnyitott €l a v csicsba, ha az u-nak megfeleltetett drén ralétt a v-nek
megfeleltetett drénra. Tovabbé irjuk az élekre a csiicsoknak megfeleltetett drénok
tavolsdgait, amelyet egy (u;v) él esetén jeloljon d(u;v).

Valasszuk ki a grafunk egy tetszoleges csicsat, és a bel6le indulé irdnyitott
élen lépjink at egy masik csticsba. Folytassuk a lépkedést egészen addig, amig egy
olyan cstucsba nem jutunk, ahol mar jartunk. Ez bizonyosan bekévetkezik, hiszen
minden cstcsbdél tovabb tudunk 1épni (ugyanis minden csticsbél indul ki irdnyitott
él), igy legfeljebb 2(n+ 1) + 1 1épést kovetSen elakadunk. Ekkor egy irdnyitott kort
taldltunk, amelynek csticsait rendre jelolje: vy, va, ..., vk, és az utolsd lépésiink
vg-bol vi-be vezetett (ahol k > 1 pozitiv egész). Eldszor vizsgaljuk azt az esetet,
amikor k£ > 3. Mivel minden drén a hozz4 legk6zelebbi dronra 16tt, igy a kér mentén
vizsgilva a tavolsdgokat azt kapjuk, hogy: d(vy;vg) > d(ve;v3) > ... > d(vg;v1). Ami
viszont azt jelenti, hogy a wvi-gyel jelolt drénhoz kozelebb van a vi-val jelolt drén,
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mint a vy-vel jelolt, és mégis a tavolabbira nyitott tiizet. Ez ellentmond a feladat
feltételeinek, igy arra jutottunk, hogy k < 3, tehdt k= 2.

A k=2 jelentése az, hogy van két drén (a vi-gyel és vg-vel jel6lt), amelyek
egymasra tlizeltek. Ha a grafunk tobbi csicsabdl irdnyitott tton nem érheto el
sem v, sem vg, Ugy ezeket elhagyva egy, a feltételeknek megfelel6, 2n + 1 cstcsa
grafot kapunk, amelyre az indukcids feltétel miatt teljesiil az allitas: 1étezik tuléls.
Ekkor persze a 2n + 3 csticsu grafnak megfeleltetett dréncsapatban is ugyanaz a
droénm tuilél.

Amennyiben valamely masik csiicsbdl vezet iranyitott Gt v1-be vagy vs-be, ugy
a tobbi 2n + 1 cstics kozott futd (azaz az dltaluk feszitett) élek szdma kevesebb,
mint 2n+ 1. Ez pedig azt jelenti, hogy nem mutathat minden csticsba él, tehat lesz
taléls drén.

Kallés Kldra (Nyiregyhdza, Szent Imre Kat. Gimn., Két Tan. Nyelvii Alt. Tsk.,

Koll., 7. o. t.),
Hetyei Daniel (Gy6r, Révai M. Gimn., 11. o. t) és
Lovas Mdrk (Pécs, Pécsi Janus Pannonius Gimn., 9. o. t.) dolgozata alapjdn

Vilasz a feladat masodik részére: Egy dront legfeljebb hany azonos (6t is tartal-

mazd) sikbol szdrmazd lovedék taldlhatott el?

Ha egy drént n masik dron eltaldlhatott, akkor m-nél kevesebb is eltaldlhat-
ta, ha pedig n drén mar nem talalhatta el, akkor n-nél tobb sem. Tegyiik fel,
hogy létezik olyan dréon, amelyet 6 16vedék talalt el, és nevezziik el D-nek. Tekint-
siik a D-bél és a ra 16vokbol 4ll6 drénhetest. Ekkor ha minden szég 60°-os a D
koriil, gy — mivel egyik harmas sem feszithet szabédlyos haromszoget — D és vala-
mely mdsik két (D-re 16v8) drén dltal alkotott
haromszogben az egyik szog biztosan nagyobb
5,5 lesz, mint 60°. Ismert, hogy egy haromszog-

ben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal

4,9 51 van, tehat az egyik drén a 6 koziil nem D-t
fogja 16ni, hanem azt, amelyik kézelebb van

16 C hozza, ami ellentmondas. Ha pedig nem mind-

6,7 9 ' egyik szog 60°-o0s, akkor van egy kevesebb mint
60°-0s, de ekkor — az el6z6ekhez hasonléan —

megint arra jutunk, hogy az egyik D-re 16v6

v drénhoz nem is D 4ll a legkdzelebb. Igy n < 5.

B Az dbra mutatja, hogy az n =5 eset megvals-
sithatd. (Az dbrdn nem lathat6 drénok nagyon
messze vannak az dbrézolt pontoktdl.)

Molndr-Sdska Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 7. o. t) és
Bodé Rékus Ddniel (Szegedi Radnéti M. Kis. Gimn., 8. o. t.) dolgozata alapjan

A feladatra Osszesen 133 dolgozat érkezett. 5 pontos 19, 4 pontos 12, 3 pontos 15, 2
pontos 24, 1 pontos 24. 0 pontot 39 bekiild6 kapott.
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A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(879-883.) K 3

K. 879. Nyuszi répat visz a kosardban. Ha itkozben talalkozik egy masik nyllal,
akkor ad neki egy répat, ha pedig egy rékaval talalkozik, akkor az elveszi téle a
répai felét.

Osszesen négy allattal talalkozott ttkdzben (mindegyik allat nytdl vagy réka
volt) és ennek sordn az Osszes répédja elfogyott. Hany répa lehetett a kosardban az
els6 talalkozas el6tt?

K. 880. Nyolc haromlabu sarkany énekkart alapitott. Mint az kéztudott, egy
haromldbu sarkdanynak egy, harom, hét vagy kilenc feje van. A haromfejiiek min-
den feje szopran, a hétfejliek minden feje mezzo, a kilencfejiiek minden feje alt
szo0lamban énekel, mig az egyfejiek nem énekelnek, 6k csak karvezetOk lehetnek. A
sarkanyoknak Osszesen kétszer annyi feje volt, mint 1laba. Hany fej énekelhette az
,O, ha rézsabimbé lehetnék” cimii hdromszolami kérusmii egyes szbélamait?

K. 881. Andris, Bori, Csaba, Déri, Egon, Fanni és Gébor egy tdborban talalkoz-
tak. Andris Fanni kivételével mindenkit ismert koziiliik, Borinak hédrom ismerdse
volt, Csabanak egy, Dérinak pedig feleannyi, mint Egonnak. Fanninak eggyel keve-
sebb ismerdse volt, mint Gdbornak. (Az ismeretségek kolesonosek.) Kit ismerhetett
koziiliik Fanni a tabor kezdetén?

K/C. 882. Egy ABCDEFGHIJK L szabélyos tizenkétszog AC és FH &tléjara
befelé egy-egy négyzetet irunk. Mutassuk meg, hogy a két négyzetnek van egy kozos
csucsa.

K/C. 883. Egy sorozat képzési szabdlya a kovetkez6: ha a sorozat ¢ eleme pé-
ratlan pozitiv szam, akkor a kovetkez6 elem legyen 3t — 9, ha péaros pozitiv szam,
akkor a kovetkezo legyen 2t — 7. Tegyiik fel, hogy a sorozatot két pozitiv szam
alkotja valtakozva: a, b, a, b, ... Mi lehet a és b?

*

Bekiildési hatarid6: 2026. januar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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A 2024-2025-6s tanév pontversenyeinek
iskolanként Gsszesitett eredménye

Az aldbbiakban azokat az iskoldkat gytijtottiik ossze, amelyeknek legaldbb egy
didkjat felsoroltuk a 2025/6. szdmban kozolt pontverseny eredményekben. A zé-
rojelekben az értékelt versenyzOk szama, pontszamuk Gsszege all az egyes katego-
ridkban, illetve a tanaraik neve. A szaktandrok neve gy szerepel, ahogyan azt a
versenyzok a regisztraciékor megadték, ezért el6fordulhat, hogy a tanar nem okta-
téja a versenyz6 iskoldjanak. Az esetleges névelirdasokért szives elnézéstiiket kérjiik.

A tablazatokban hasznalt jelolések:
benevezett: benevezettek, akik legalabb 1 dolgozatot bekiildtek;
értékelt: akiknek neve szerepelt a szeptemberi szdmban a 2024-2025-6s tanévi
pontversenyek eredménylistaiban.

Matematika
K, C verseny A, B verseny Osszesen
Evfolyam | benevezett értékelt | benevezett értékelt | benevezett értékelt
1-8. oszt. 34 23 19 9 41 29
9. oszt. 292 127 52 19 328 145
10. oszt. 176 83 72 27 215 110
11. oszt. 116 22 112 33 184 53
12. oszt. 7 28 53 25 117 51
Osszesen 695 283 308 113 885 388
BACs-KISKUN VARMEGYE
Baja:

Magyarorszigi Németek Altaldnos Mivelédési Kozpontja Gimndzium 1 versenyzb
(K, C: 1/155).

Kecskemét:

Kecskeméti Bdnyai Juilia Gimndzium 2 versenyzé (A, B: 2/317; Bogddnyné Pig-
niczki Erzsébet, Reiterné Makra Zsuzsanna),

Kecskeméti Katona Jézsef Gimndzium 2 versenyzé (K, C: 2/207; Arany Tiinde,
Csordésné Szécsi Jolan, Reiter Istvan).

BARANYA VARMEGYE
Pécs:
Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimndziuma és Kollégiuma 1 versenyz (K, C: 1/282;
Baréti Akos, Gellén Veronika),
Koch Valéria Gimndzium, Altaldnos Iskola, Ovoda, Kollégium és Pedagdgiai Intézet
1 versenyz6 (K, C: 1/152),
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PTE Dedk Ferenc Gyakorlé Gimndzium és Altaldnos Iskola 10 versenyzb
(K, C: 1/167; A, B: 9/396),

Pécsi Janus Pannonius Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/427),

Pécsi LeSwey Kldra Gimndzium 2 versenyzé (K, C: 1/196; A, B: 1/123; Kiss Zoltan,
Porkoldb Tamas),

Pécsi Tudomdnyegyetem Gyakorld Altaldnos Iskola, Gimndzium és Ovoda Babits
Mihdly Gimndziuma 1 versenyz6 (K, C: 1/198; A, B: 1/42).

BEKES VARMEGYE
Gyula:
Erkel Ferenc Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/221; Székely Andras).

Oroshaza:
Tancsics Mihdly Gimndzium és Szakkozépiskola 1 versenyz6 (A, B: 1/48; Nagyné
Démotor Marta).

BORSOD-ABAUJ-ZEMPLEN VARMEGYE

Miskolc:

Féldes Ferenc Gimndzium 18 versenyz6 (K, C: 15/1619; A, B: 3/272; Csendi Balazs,
Csetneki Csilla, Grallert Krisztina, Kovacs Attila Andrasné, Kovacs Attilané,
Kovécs Bedta, Nagy Edina, Szabadfalviné Kormdnyos Anik6, T6th Tibor),

Miskolci Herman Otté Gimndzium 38 versenyzd (K, C: 38/3191; Buza Attila, Gu-
lyasné Nemes Katalin, Madardsz Péter, Pantyané Kuzder Maria, Pilzné Nagy-
laki Tiinde, Pilzné Nagylaki Tiinde Erika, Takdcs Zoltan, Taricska Dévid).

BUDAPEST
Budapest:
Ady Endre Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/74),

Badr-Madas Reformdtus Gimndzium, Altaldnos Iskola és Kollégium 10 versenyzé
(K, C: 8/926; A, B: 2/121; Csanddy Gabor Matyasné, Rakamazi Richard),
Békdsmegyeri Veres Péter Gimndzium 5 versenyz6 (K, C: 3/364; A, B: 2/345;

Dobos Sandor, Gyenes Zoltan, Holl6 Gabor, Molnar-Szabé Vilmos, Surdnyi
Lészl6, Szédmaddéné Békéssy Szilvia, Szmerka Gergely, Tassy Gergely),
Berzsenyi Ddniel Gimndzium 6 versenyz6 (K, C: 5/510; A, B: 1/60; Csernovszky
Zoltan, Gal Gyorgyné, Nemecské Istvan, Okordi Péterné, Sztranyak Attila),
Budai Ciszterci Szent Imre Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/111; Stirling Anna),
Budai Nagy Antal Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/141; Buglyéné Ludmann Méria,
Dani Péter, Nagy Emese, Szdsz Péter),
Budapest I. Keriileti Toldy Ferenc Gimndzium 1 versenyzé (A, B: 1/71),
Budapest II. Keriileti Rikdczi Ferenc Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/156; Csttor
Csilla),
Budapest IX. Keriileti Ledvey Kldra Gimndzium 2 versenyz6 (K, C: 2/306),
Budapest V. Keriileti Edtvos Jozsef Gimndzium 7 versenyz6 (K, C: 7/1433; Balogh
Andrea, Czirék Adrienn, Horvathné Bujtds Anna, Hujter Balint, Székely Péter),
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Budapest-Fasori Evangélikus Gimndzium 33 versenyz6 (K, C: 33/1682),

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimndzium 39 versenyzb
(K, C: 6/785; A, B: 36/5250; Adam Réka, Bereczki Zoltan, Damésdi Gébor,
Dobos Sandor, Farkas Margit Ilona, Fazakas Tiinde, Fejes Toth Gabor, Gyenes
Zoltan, Hujter Balint, Kiss Géza, Kocsis Szilveszter, Lenger Daniel, Nagy
Kartal, Pereczes Marianna, Pésa Lajos, Racsamny Anna, Réka Séandor, Simon
Péter, Somodi Zoltan, Surdnyi Lisz16, Székely Mérton, Szepessy Luca, Szolda-
tics Jozsef, Terpai Tamés, Yakumo Ran),

Corvin Mdtyds Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/44),

ELTE Apdczai Csere Janos Gyakorlé Gimndzium és Kollégium 4 versenyz6
(K, C: 3/358; A, B: 1/140; Antal Zoltan, Csanyi Janos, Suta Judit, Téth Attila),

ELTE Trefort Agoston Gyakorlé Gimndzium 2 versenyzb (K, C: 2/144; Ujhézy
Maérton),

KMASZC Bercsényi Miklds Elelmiszeripari-Kornyezetvédelmi Technikum, Szak-
képzb Iskola és Kollégium 2 versenyzé (K, C: 2/188; Almésy Miklds),

Karinthy Frigyes Gimndzium 1 versenyz6 (A, B: 1/278; Gréf Andrea),

Kempelen Farkas Gimndzium 3 versenyzé (K, C: 3/794; Pach-Pluhar Gabriella,
Romhényi Katalin),

Maddch Imre Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/51),

Obudai Arpdd Gimndzium 7 versenyzé (K, C: 6/927; A, B: 1/128; Blumenau-
Szabd Zsuzsanna, Kézér Ildikd, Nemecskéné Szabd Zsuzsanna, Szamadé Laszlo,
Sztojcsevné Fekete Médria, Sztojcsevné Fekete Méria ),

Szent Istvin Gimndzium 8 versenyzd (K, C: 4/338; A, B: 4/488; Bora Eszter,
Csepregi-Horvath Zséfia, Dankowsky Anna Zora, Jeneiné Bicsak Krisztina, Ju-
hész Istvan, Juhasz Péter, Magyar Zsolt, Molnar-Saska Ildiko, Pésa Lajos,
Tamaés Bedta),

Tdncsics Mihdly Altaldnos Iskola és Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/166),

Vdrosmajori Gimndzium 23 versenyz6 (K, C: 23/1884; P4lfiné Kovécs Erika, Szabd
Maérton).

CSONGRAD-CSANAD VARMEGYE
Hoédmezovasarhely:
Bethlen Gdbor Reformdtus Gimndzium és Szathmdry Kollégium 3 versenyzd
(K, C: 3/161; Prikler Gyorgy).

Szeged:

Déri Miksa Ipari Szakkézépiskola 1 versenyzé (K, C: 1/226),

Karolina Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/156; Horvath Tamés, Nagy Gabor),

Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimndzium 65 versenyzé (K, C: 47/5072;
A, B: 18/1795; Abrahdm Gabor, Baloghné Cseh Judit, Fronebl Méria, Mike
Jéanos, Schultz Janos, Szaszk6-Bogarné Eckert Bernadett, Tigyi Istvan),

Szegedi Tudomdnyegyetem Bdthory Istvdn Gyakorld Gimndzium és Altaldnos Iskola
2 versenyzé (K, C: 2/329; Veres Réka, dr. Matos Zoltan).
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GYOR-MOSON-SOPRON VARMEGYE
Gyor:
Kazinczy Ferenc Gimndzium 1 versenyzd (A, B: 1/123; Podczdné Kecskeméty
Szilvia),
Révai Miklés Gimndzium és Kollégium 3 versenyzé (K, C: 1/204; A, B: 2/267).

HAJDU-BIHAR VARMEGYE

Debrecen:

Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorld Gimndziuma és Altaldnos Iskoldja 1
versenyzé (K, C: 1/134),

Debreceni Fazekas Mihaly Gimndzium 9 versenyzé (K, C: 4/824; A, B: 5/581; Ba-
lazs Tivadar, Gadl Istvanné, Koviacs Péter, Mester Gyula, Pésa Lajos, Remeténé
Orvos Viola, T6th Mariann),

Debreceni Reformdtus Kollégium Déczy Gimndziuma 5 versenyzd (K, C: 5/437),

Péchy Mihdly Miszaki Kézépiskola 1 versenyz6 (K, C: 1/192; Dr. Pink Istvan,
Droftiné Ori Enikd).

HEVES VARMEGYE
Eger:
Dobé Istvan Gimndzium 4 versenyzé (K, C: 3/422; A, B: 1/193; Bata Zoltan, Bird
Bélint, Pappné Baldzs Judit).

JAsz-NAGYKUN-SZOLNOK VARMEGYE
Jaszberény:
Lehel Vezér Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/180; Nagyné Kontra Noéra).

Szolnok:
Verseghy Ferenc Gimndzium 9 versenyz6 (K, C: 9/1872; A, B: 1/118; Dravucz
Anita, Karakas Zso6fia Noémi, Lapu Béla, Pogdny Gyula).

KOoMAROM-ESZTERGOM VARMEGYE
Esztergom:

Arpdd-hdzi Szent Erzsébet Gimndzium, Ovoda és Altaldnos Iskola 1 versenyzo
(A, B: 1/9).

NOGRAD VARMEGYE
Balassagyarmat:

Balassagyarmati Balassi Bdlint Gimndzium 1 versenyzd (A, B: 1/226; Hegedis
Csaba).

PEST VARMEGYE
Biatorbagy:
Biatorbagyi Innovativ Technikum és Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/241).
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Cegléd:
Ceglédi Kossuth Lajos Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/82).

Go6dolls:
Godollsi Torok Igndc Gimndzium 4 versenyzé (K, C: 2/265; A, B: 2/305; Budai
Tiinde, Thuréczy Erzsébet, Varga Csaba).

SOMOGY VARMEGYE
Kaposvar:
Kaposvari Tancsics Mihdly Gimndzium 1 versenyz6 (A, B: 1/53; Szigeti Tamaés,
Trembeczki Csaba).

SZABOLCS-SZATMAR-BEREG VARMEGYE
Kisvarda:
Kisvdrdai Bessenyei Gyiorgy Gimndzium és Kollégium 1 versenyz6 (A, B: 1/97;
Maklariné Gubik Anna).

Nyiregyhaza:
Szent Imre Katolikus Gimndzium, Két Tanitdsi Nyelvi Altalanos Iskola, Kollégium,
Ovoda és AMI 1 versenyzd (K, C: 1/189; Kalls Béla, Kirdlyné Varga Krisztina).

VAS VARMEGYE
Szombathely:

ELTE Bolyai Jdnos Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimndzium 1 versenyzé
(K, C: 1/191; Fekete Marta).

VESZPREM VARMEGYE
Papa:
Tirr Istvan Gimndzium és Kollégium 1 versenyzé (A, B: 1/167).

Veszprém:
Lovassy Ldszld Gimndzium 2 versenyz6 (A, B: 2/164; Marffy Katalin, dr. Kdntorné
Kovécs Csilla).

ZALA VARMEGYE
Zalaegerszeg:
Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimndzium 5 versenyzé (K, C: 5/302; Benke Barbara,
Kiss Zsolt, Schneider Janos).
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HATARON TULROL

BELGIUM
Briisszel:

Brussels European School I (Uccle) 3 versenyz6 (K, C: 3/597; Csonka Dorottya).

Kina
Szencsen:
Shenzhen Middle School 1 versenyzd (A, B: 1/96; Wei Wu).
Vuhan:

Qi Yi Middle School 1 versenyz6 (A, B: 1/84).

NEMETORSZAG
Neufahrn bei Freising:

Oscar Maria Graf Gymnasium 1 versenyz6 (K, C: 1/291).

Wuppertal:
Carl-Fuhlrott-Gymnasium 1 versenyzé (K, C: 1/110).

ROMANIA
Csikszereda:

Mdrton Aron Liceum 3 versenyzd (A, B: 3/557; Csapé Hajnalka, P4l Olga).
Ersekujvar:
Jedlik Anyos Elektrotechnikai Szakkozépiskola 1 versenyz6 (K, C: 1/189).

Kolozsvar:

Transylvania College 1 versenyzé (A, B: 1/234; Bratfilean-Igna Tulia, Simion
Radu).

Székelyudvarhely:
Tamdsi Aron Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/162; A, B: 1/209).

Temesvar:
Barték Béla Elméleti Liceum 1 versenyz6 (A, B: 1/184; Pacurar Maria).

SZLOVAKIA
Fiilek:

Fiileki Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/195; A, B: 1/87; Molnar Lészld).

Galanta:
Kodaly Zoltan Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/76).

Révkomarom:
Selye Janos Gimndzium 6 versenyz6 (K, C: 6/1993; Edes Erzsébet).

Somorja:
Maddch Imre Gimndzium 1 versenyzd (K, C: 1/60; Mészaros Csilla).
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VIETNAM
Ha Tinh City:
1 versenyz6 (A, B: 1/109; Huu Dinh Tran).

Informatika
I verseny

Evfolyam | benevezett értékelt
1-8. oszt. 1 1

9. oszt. 11 4
10. oszt. 24 6
11. oszt. 34 11
12. oszt. 8 6
Osszesen 78 28

BAcs-KISKUN VARMEGYE
Kecskemét:

Kecskeméti Bdnyai Jilia Gimndzium 1 versenyz6 (I: 1/338; 1: 1/338),
Kecskeméti Bolyai Janos Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/161; I: 1/161; Kutas Tibor).

BARANYA VARMEGYE
Pécs:
Pécsi Janus Pannonius Gimndzium 1 versenyz6 (I: 1/153; I: 1/153; Gyongyiné
Mester Henriette).

BUDAPEST
Budapest:
Balassi Bdlint Nyolcévfolyamos Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/216; 1. 1/216),
Budapest I. Keriileti Toldy Ferenc Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/58; 1: 1/58),
Budapest V. Keriileti Eotvos Jozsef Gimndzium 1 versenyzd (I: 1/236; I: 1/236),
Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorls Altaldnos Iskola és Gimndzium 3 versenyzb
(I: 3/848; 1. 3/848; Nikhazy Ldszl6, Pasztor Attila, Sdsdi Mariann, Szoldatics
Jézsef),
Maddch Imre Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/80; I: 1/80; Benis Erzsébet),
Sztehlo Gabor Fvangélikus Owvoda, Altaldnos Iskola és Gimndzium 10 versenyzd (I:

10/729; 1: 10/729).

GYOR-MOSON-SOPRON VARMEGYE
Pannonhalma:

Pannonhalmi Bencés Gimndzium, Eqyhdzzenei Szakkiozépiskola és Kollégium 1 ver-
senyz6 (I: 1/95; I: 1/95; Bella Gabor ).
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HAJDU-BIHAR VARMEGYE
Debrecen:
Debreceni Fazekas Mihdly Gimndzium 1 versenyz6 (I: 1/140; 1. 1/140; Simon
Gyula).

HEVES VARMEGYE
Eger:
Dobé Istvin Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/100; I: 1/100; Fazekasné Vincze Henri-
etta),

Neumann Jdnos Gimndzium, Technikum és Kollégium 1 versenyzé (I: 1/341; I:
1/341).

JAsz-NAGYKUN-SZOLNOK VARMEGYE
Szolnok:
Varga Katalin Gimndzium 1 versenyzd (I: 1/70; I: 1/70; Dedkné Longauer Adél).

PEST VARMEGYE
Godolls:
Godollsi Torok Igndc Gimndzium 1 versenyzd (I: 1/127; I. 1/127; Markd Déniel).

HATARON TULROL

NEMETORSZAG
Waldkirchen:
Johannes Gutenberg Gymnasium Waldkirchen 1 versenyzé (I: 1/49; T: 1/49).

ROMANIA
Székelyu(!varhely:
Tamdsi Aron Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/178; 1. 1/178).
Fizika
P, G verseny M verseny Osszesen

Evfolyam | benevezett értékelt | benevezett értékelt | benevezett értékelt
1-8. oszt. 4 1 0 0 4 1
9. oszt. 65 35 6 1 69 35
10. oszt. 58 38 9 8 61 44
11. oszt. 67 47 7 5 74 52
12. oszt. 36 16 3 2 36 16
Osszesen 230 137 25 16 244 148
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BAcs-KISKUN VARMEGYE
Kecskemét:
Kecskeméti Banyai Julia Gimndzium 2 versenyz6 (P, G: 2/277; Bakk Jénos, Szittyai
Istvén),

Kecskeméti Katona Jozsef Gimndzium 12 versenyz6 (P, G: 12/845; Arany Tiinde,
Szalai Péter).

BARANYA VARMEGYE
Pécs:
Pécsi Lebwey Kldara Gimndzium 5 versenyzd (P, G: 4/373; M: 1/52; Almaési Laszlo,
Hegediis Janos, Simon Péter).

BORSOD-ABAUJ-ZEMPLEN VARMEGYE
Miskolc:
Féldes Ferenc Gimndzium 4 versenyzd (P, G: 4/134; Bir6 Istvan, P4l Mihdly),
Miskolci Herman Otté Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/166; Dudéds Imre, Pantyané
Kuzder Maria, Pilzné Nagylaki Tiinde, Veres Pélné).

BUDAPEST

Budapest:

Badr-Madas Reformdtus Gimndzium, Altaldnos Iskola és Kollégium 1 versenyzé
(P, G: 1/60),

Balassi Bdlint Nyolcéufolyamos Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/110; Jakab Hilda),

Berzsenyi Ddniel Gimndzium 2 versenyzd (P, G: 1/80; M: 1/35; Baranyai Klara,
Barkécezi Gergely),

Budai Ciszterci Szent Imre Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/62; Stirling Anna),

Budapest IX. Keriileti Ledvey Kldra Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/148; Barabds
Péter, Kriska Ad4m),

Budapest V. Keriileti Eétvés Jozsef Gimndzium 4 versenyzd (P, G: 4/310; Feke
Zsolt, Gyertydn Attila, Varga Baldzs),

Budapest-Fasori Evangélikus Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/143; Izsa Eva),

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimndzium T versenyzb
(P, G: 7/816; Nagy Piroska Maria, Schramek Anikd),

ELTE Apdczai Csere Janos Gyakorls Gimndzium és Kollégium 18 versenyzé
(P, G: 15/981; M: 5/148; Gyertyan Attila, Szentivdnszki Soma, Zsigri Ferenc),

Karinthy Frigyes Gimndzium 1 versenyzé (P, G: 1/92),

Kempelen Farkas Gimndzium 1 versenyzé (P, G: 1/88; Dezamicsné Babich
Gertrud),

Obudai Arpdd Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/77; Tarr Levente),

Piarista Gimndzium 2 versenyzé (P, G: 2/181; Chikan Eva),

Virosmajori Gimndzium 5 versenyzd (P, G: 5/212; Abram Lész16).
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CSONGRAD-CSANAD VARMEGYE
Hédmezo6vasarhely:
Bethlen Gdbor Reformdtus Gimndzium és Szathmdary Kollégium 21 versenyzo

(P, G: 21/921; M: 3/46; Berecz Jénos, Kovacs Eszter).

Szeged:

Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimndzium 9 versenyzé (P, G: 9/600; Csényi
Sandor, Gutai Arpad Taméas, Mike Péter),

Szegedi Tudomdnyegyetem Bdthory Istvin Gyakorlé Gimndzium és Altaldnos Iskola
8 versenyz6 (P, G: 5/489; M: 3/93; Csiszar Imre, Nagy Tibor).

HAJDU-BIHAR VARMEGYE
Debrecen:
Debreceni Ady Endre Gimndzium 1 versenyzé (P, G: 1/111),
Debreceni Reformdtus Kollégium Ddczy Gimndziuma 12 versenyz6 (P, G: 12/302).

HEVES VARMEGYE
Eger:
Dobé Istvdin Gimndzium 4 versenyzd (P, G: 4/355; Berkes-Sinka Marta, Pecsenye
P4l).

JASzZ-NAGYKUN-SZOLNOK VARMEGYE
Szolnok:
Verseghy Ferenc Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/128).

NOGRAD VARMEGYE
Balassagyarmat:
Balassagyarmati Balassi Bdlint Gimndzium 3 versenyzé (M: 3/29).

PEST VARMEGYE
Cegléd:
Ceglédi Kossuth Lajos Gimndzium 1 versenyzd (P, G: 1/129).
Godolls:
Godollsi Torok Ignde Gimndzium 1 versenyzd (P, G: 1/88).

SOMOGY VARMEGYE
Kaposvar:
Kaposvdri Tancsics Mihdly Gimndzium 1 versenyzd (P, G: 1/92; Hunka Géborné).
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TOLNA VARMEGYE
Szekszard:
Szekszdrdi Garay Jdnos Gimndzium 1 versenyzd (P, G: 1/95; Elblinger Ferenc).

VAS VARMEGYE
Szombathely:

ELTE Bolyai Jinos Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimndzium 1 versenyzb
(P, G: 1/91; Pajer Szabolcs).

ZALA VARMEGYE
Zalaegerszeg:
Zalaegerszegi Zrinyi Miklds Gimndzium 4 versenyz6 (P, G: 4/201; Bébics Lilla,
Kovécs Tibor).

HATARON TULROL

AMERIKAI EGYESULT ALLAMOK
South Bend:
Career Academy South Bend Public Charter School 1 versenyzé (P, G: 1/163).

NEMETORSZAG
Neufahrn bei Freising:
Oscar Maria Graf Gymnasium 1 versenyzd (P, G: 1/59).

Waldkirchen:
Johannes Gutenberg Gymnasium Waldkirchen 1 versenyzé (P, G: 1/20).

ROMANIA
Székelyudvarhely:
Tamdsi Aron Gimndzium 3 versenyz6 (P, G: 3/247; Székely Zoltan).

SZLOVAKIA
Révkomarom:
Selye Janos Gimndzium 4 versenyz (P, G: 4/317; Hevesi Aniké).
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Angol nyelvii kivonatok:

Problems in Physics 63, 127, 191, 255, 319,
399, 463, 527, 607

A pontversenyben megoldott és kitlizott matematika és fizika
példak csoportositasa targykorok szerint

A példdk szdama mégétt zarcjelben az oldalszdm olvashato, ha két szdm fordul eld, az elsé a
kitdzés, a mdsodik a megoldds helyét jeldli. A matematika feladatok felsorolisanak sorrend-
je: A jelii nehezebb feladatok, B feladatok, C gyakorlatok, K gyakorlatok, K/C gyakor-
latok. A fizika feladatok felsoroldsdnak sorrendje: M mérési feladatok, G gyakorlatok, P

feladatok.

MATEMATIKA

Aritmetika, algebra (mdveletek szdmokkal,
kifejezésekkel, azonossdgok):

A. 903 (161); 914 (434); 917 (500); 921
(579); — B. 5430 (34); 5438 (95); 5464

(289); 5471 (371);

(

(94);

(32

865 (369); 874 (497);

5479 (432); 5482

433); 5487 (499); — C. 1837 (151); 1845
1863 (370); 1868 (431); — K. 840
); 850 (157); 854 (222); 859 (287);

876 (497); 879

(559); 880 (559); — K/C. 862 (287); 868

(369); 872 (431).

Szdmelméleti feladatok (egész szamok, prim-
szdmok, oszthatdsdg, szdmrendszerek):
—A. 903 (161); 904 (161); 909 (290);

916 (434); — B. 5399 (27);

5434 (34);

5436 (35); 5443 (95); 5445 (96); 5449

074

(160); 5450 (160); 5461 (226); 5464
(289); 5467 (290); 5481 (433); 5485
(433); 5490 (499); 5491 (499); 5496
(578); — C. 1822 (22); 1833 (428); 1838
(33); 1843 (94); 1846 (94); 1857 (225);

1860 (288); 1878 (577); — K. 841 (32);
845 (93); 850 (157); 852 (157); 871
(430); — K/C. 847 (93); 862 (287); 868
(369); 877 (497); 878 (497).

Halmazok (ponthalmazok is):

C. 1875 (498); — K/C. 842 (32); 847
(93); 872 (431).

Valészintség, kombinatorika, statisztika (ki-
vdlasztas, leszamolds, binomidlis egyiitt-
hatdk):

A. 896 (35); 904 (161); 908 (290); 913
(372); 922 (579); B. 5430 (34); 5438
(95); 5442 (95); 5454 (225); 5462 (289);
5470 (371); 5476 (371); 5482 (433); 5498

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9



578); 5499 (578); — C. 1846 (94); 1853
224, 556); 1867 (370); 1876 (498); 1853
556); — K. 839 (32); 841 (32); 861
287); 869 (430); 879 (559); - K/C. 873
(431); 877 (497).
Logikai kérdések (jdtékok, szinezések, tdbld-
zatok, sakktdbla):
A. 908 (290); 914 (434); 918 (500);
922 (579); — B. 5448 (159); 5462 (289);
5483 (433); 5488 (499); 5492 (500); 5494
(578); — C. 1838 (33); 1844 (94); 1858
(288); 1870 (432); 1872 (432); 1875
(498); K. 819 (133); 844 (93); 845 (93);
849 (157); 856 (223); 864 (369).
Egyenletek (aranyossdg, szdzalék):
C. 1845 (94); 1868 (431).

Specidlis egyenletek (egész rész, tort rész, ex-
ponencidlis, logaritmikus)::
C. 1842 (33, 285); 1880 (577).
Egyenletrendszerek:
C. 1833 (428); 1840 (33); 1852 (159);
1857 (225); 1873 (497); — K. 866 (369).

Egyenlétlenségek, becslések (geometriai is):
A. 917 (500); 921 (579); — B. 5430 (34);
5435 (34); 5441 (95); 5446 (159); 5447
(159); 5456 (225); 5466 (289); 5468
(290); 5498 (578); 5500 (578); — C. 1837
(151); 1850 (158); — K/C. 857 (223).

Figguények (szélséérték, hatdrérték, figg-
vényvizsgdlat):

A. 916 (434); 921 (579); — B. 5432 (34);
5459 (226, 490); 5473 (371); 5500 (578);

Polinomok:

PRy

A. 898 (36); 904 (161); B. 5432 (34);
5434 (34); 5491 (499); C. 1872 (432).
Sorozatok:
B. 5443 (95); 5445 (96); 5469 (290);
5485 (433); 5487 (499); — K/C. 883
(559); — C. 1848 (158); 1860 (288).
Grafok:
A. 918 (500); — B. 5403 (345); 5454
(225); 5483 (433); — C. 1844 (94); 1855
(224, 556); 1865 (370); 1870 (432); —
K. 881 (559).
Sikmértani bizonyitdsok:
A. 897 (35); 902 (161); 910 (290); 912

(372); 915 (434); 919 (501); 920 (579); —
B. 5394 (24); 5402 (29); 5404 (89); 5413
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(153); 5431 (34); 5435 (34); 5437 (35);
5439 (95); 5440 (95, 488); 5444 (95);
5451 (160); 5452 (160); 5455 (225); 5457
(225); 5458 (226); 5460 (226); 5465
289); 5472 (371); B5ATT (372); 5478
432); 5480 (433); 5484 (433); 5486
99); 5489 (499); 5495 (578); 5497
78); 5501 (579); — C. 1822 (22); 1839
. 1847 (94, 553); 1849 (158); 1851
;1854 (224); 1859 (288); 1874

4
5
159);
); 1877 (498); 1882 (577); — K. 860
)
).

3);
59
498

287
559

(
(
(
(
3
(
(
( ; K/C. 848 (93); 863 (287); 882
(55

Sikmértani szerkesztések:

B. 5463 (289); — C.
(370); 1874 (498);

1839 (33); 1866

~ K. 875 (497).

Stkmértani szamitdsok:

A. 910 (290); 911 (372); B. 5402 (29);

5446 (159); 5451 (160); 5452 (160); 5455
(225); 5457 (225); 5475 (371); 5489
(499); 5495 (578); — C. 1841 (33); 1847
(94, 553); 1849 (158); 1851 (159); 1864
(370); 1869 (431); 1879 (577); — K. 855
(223); 860 (287); — K/C. 843 (32); 848
(93); 858 (223); 863 (287); 867 (369).
Kombinatorikus geometria, sikidomok dara-

boldsa, sik lefedése:

A. 919 (501); — B. 5474 (371); 5488
(499); — C. 1855 (224, 556); 1881 (577);
— K. 846 (93); 851 (157); 870 (430).
Meértani helyek:
B. 5493 (500).
Koordindtageometria:
B. 5433 (34); 5452 (160); 5493 (500);

C. 1837 (151); 1871 (432).

Trigonometria, goniometria:
B. 5441 (95); — C. 1841 (33); 1856 (225).

Térmértani bizonyitdsok:
B. 5433 (34); 5453 (160);
C. 1861 (288).

5457 (225); —

Térmértani szdmitdsok (térelemek tdvolsdga,
szoge, felszin, térfogat):
B. 5453 (160); — C. 1861 (288);
(158).

- K. 853

975



FIZIKA

Kinematika:
G. 873 (59, 297); 874 (59, 299); 877
(123); 881 (186, 448); 893 (393, 585);
901 (521); 902 (521); 905 (603); —
M. 433 (111); 437 (59, 233); 440 (250);
— P. 5589 (57); 5607 (242); 5616 (60,
304); 5619 (60, 306); 5625 (124); 5626
(124, 309); 5643 (251); 5652 (314, 453);
5653 (314); 5670 (459); 5688 (604).

Pontmechanika:
G. 878 (123, 388); 882 (187); 888 (251,
449); 889 (313); 897 (458); 899 (459);
— M. 436 (169); — P. 5599 (238); 5610
(303); 5617 (60); 5618 (60, 246); 5622
(61, 389); 5627 (124, 391); 5629 (124);
5634 (187, 588); 5636 (188, 516); 5642

(189); 5599 (238); 5643 (251); 5644
(252, 592); 5645 (252, 518); 5646 (252,
594); 5660 (316); 5661 (394); 5662
(394); 5671 (459); 5672 (459); 5673
(460); 5678 (461); 5679 (522); 5680
(522); 5681 (522); 5687 (524); 5689
(604); 5690 (604); 5696 (605).

Merev testek mechanikdja:
G. 875 (59); 894 (393); 898 (458); 903
(521); 907 (603); — M. 444 (521); —
P. 5591 (115); 5600 (240); 5611 (243);
5624 (61, 390); 5628 (124); 5635 (188,
515); 5643 (251); 5654 (315); 5663
(394); 5664 (395, 597); 5669 (396, 601);
5691 (604).

Kotelek, lancok, granuldlt anyagok mechani-
kdja:
M. 445 (603); — P. 5592 (117);
(459).

Rugalmassagtan:
M. 436 (169); — P. 5654 (315).

Hangtan:
P. 5655 (315).

Folyadékok és gazok mechanikdja:
G. 866 (113); 895 (393); 906 (603); —
P. 5664 (395, 597); 5682 (523).

5671

o976

Fénytan:
G. 880 (123, 301); 884 (187); 885 (250);
892 (314); — M. 443 (458); — P. 5595
(118); 5621 (61); 5633 (125); 5640 (188,
591); 5649 (253); 5658 (315); 5667 (395,
599); 5685 (524); 5694 (605).

Hétan:
G. 867 (234); 879 (123, 300); 887 (250);

904 (522); 908 (603); — M. 441 (313,
509); — P. 5612 (245); 5620 (61); 5630
(124); 5637 (188); 5647 (252); 5657
(315); 5665 (395); 5673 (460); 5674
(460); 5692 (604).

Csillagdszat, asztrofizika:
G. 890 (314); — P. 5597 (120); 5610

(303); 5619 (60, 306); 5623 (61); 5629
(124); 5636 (188, 516); 5642 (189); 5646
(252, 594); 5672 (459); 5689 (604).

Statisztikus fizika:
P. 5650 (253).

Elektrosztatika:
G. 886 (250); 890 (314); — P. 5575 (55);
5622 (61, 389); 5631 (124, 311); 5632
(125, 452); 5638 (188); 5651 (253, 596);
5666 (395); 5675 (460).

Magnetosztatika:
- P. 5696 (605).

Egyendrami hdldzatok:
G. 868 (236); 876 (59, 300); 883 (187);
891 (314, 513); 896 (394, 586); 899
(459); 900 (459); 904 (522); — M. 439
(186, 446); — P. 5604 (175); 5648 (252);
5656 (315); 5676 (460); 5677 (461); 5683
(523); 5684 (523); 5693 (604).

Valtoarami hdlozatok:
P. 5615 (178); 5639 (188, 517).

Atomfizika és magfizika:
P. 5641 (189); 5659 (316, 455);
(396); 5677 (461); 5695 (605).
Egyéb:
M. 437 (59, 233); 438 (123, 386); 442
(393, 511); — G. 5623 (61); 5633 (125);
5686 (524).

5668
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A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(882-883., 1878-1882.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 882. A szévegét 1ldsd a K feladatoknal.

K/C. 883. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1878. Hany olyan tizes szamrendszerbeli négyjegyii pozitiv egész szam van,
amelyben legfeljebb az egyik szamjegy oszthaté 3-mal, a szdmjegyek Osszege 15, a
szamjegyek 3-as maradékainak Osszege pedig 67

Javasolta: Bird Balint (Eger)

C. 1879. Adott az asztalon egy konvex n-szog, amelynek minden oldala 2 egység
hosszisagu. A sokszog minden csticsdba egy egységsugart korongot helyeziink agy,
hogy a szomszédos korongok érintsék egymést. Az igy létrejott alakzaton kivilrol
végiggorgetiink egy ezektdl kiillonb6zé egységsugari korongot gy, hogy az a végén
a kiindulasi helyére keriiljon. Hatarozzuk meg n fiiggvényében, hogy 6sszesen mek-
kora szoggel fordul el ez a korong a végiggorgetés soran.

német versenyfeladat

C. 1880. Oldjuk meg a természetes szdmok halmazan az (z+1)! = 2 — z egyen-
letet.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
Feladatok 11. évfolyamtal

C. 1881. Adott egy n x n-es sakktabla, melyet szeretnénk lefedni atfedésmen-
tesen 3 négyzetbdl 4ll6 L betiikkel tgy, hogy legfeljebb egy mez6é maradjon iiresen.
Mutassuk meg, hogy ez tetszbleges n # 3 pozitiv természetes szamra megtehetd.
(Az L betiik minden oldala rdcsvonalra kell, hogy essen.)

Javasolta: Czett Mdtyds (Zalaegerszeg)
C. 1882. Legyen ABCD konvex négyszog, az ABD haromszog beirt korének

kozéppontjat jelolje I. Mutassuk meg, hogy ha CB =CD = CI, akkor ABCD
hirnégyszog.

Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)
e

Bekiildési hatarid6: 2026. januar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9 577



A B pontversenyben kittizott feladatok
(5494-5501.)

B. 5494. Anna és Béla a kovetkezd jatékot jatsszdk egy 2 x 2026-os tablan.
Felvaltva helyeznek le domindkat a tablara, egészen addig, amig mar nem lehet
4j domindét elhelyezni. Ha ekkor a tabla teljesen le van fedve, akkor Anna nyer,
kiilonben Béla. Kinek van nyerd stratégidja, ha Anna kezd? (Egy dominé két
élszomszédos mez6t fed le. A dominék nem léghatnak le a tablardl és nem fedhetik
egymast.)

(8 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)

B. 5495. Egy derékszogii haromszog befogdi a és b, atfogdja c, beirt korének
sugara r. Mutassuk meg, hogy

2r? = (¢ —a)(c—D).
(3 pont) Javasolta: Kiss Géza (Cs6mor)

B. 5496. Jeloljiik p(r)-rel egy r pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak a szor-
zatat. Adott n pozitiv egész szdm esetén hatdrozzuk meg azokat a k pozitiv egész
szamokat, amelyekre p(k™) egy egész szam n-edik hatvanya.

(4 pont) Javasolta: Horvdth Aron (Nemesbhéd)

B. 5497. Adott egy AB végpontu k koriv, a felezépontja F'. Egy kor a P pontban
beliilrdl érinti k-t, és a (Q pontban érinti az AB szakaszt. Mutassuk meg, hogy az
APQ és BPQ korok sugarainak Osszege egyenlo az AF szakasz hosszaval.

(4 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonydd)

B. 5498. Legyen n > 2 egy adott pozitiv egész. Az 1,2,...,n szamok mely

e sz

G103 + G203+ -+ an—10n,

maximalis?

(5 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)
B. 5499. Egy szabalyos 45-sz6g minden csicsat kiszineztiik a piros, sarga és zold

szinek valamelyikével; mindegyik szinnel 15 csicsot. Egy haromszog piros (sérga,

z6ld), ha mindhdrom csticsa piros (sdrga, zold). Bizonyitsuk be, hogy van hirom

egybevagd haromszog, amelyek kozil az egyik piros, a masik sarga, a harmadik
z0ld.

(6 pont) Javasolta: Roka Sdandor (Nyiregyhéza)

B. 5500. Hatdrozzuk meg |a|+ |b| + |c| 4 |d| + |e| legkisebb lehetséges értékét, ha
az 2% + ax® + ba* + cx® + daz? + ex + 1 = 0 egyenletnek van valds gyoke.

(5 pont) Javasolta: Somogyi Akos (London)
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B. 5501. Az ABC haromszog beirt kore a BC, CA, AB oldalakat rendre a
D, E,F pontokban érinti, az F' ponttal dtellenes pont a beirt koron G. A GD és
GFE egyenesek az AB egyenest a D', illetve E’ pontokban metszik. Mutassuk meg,
hogy az AED’ és BDE'’ korok a beirt koron metszik egymadst.

(6 pont) Javasolta: Jdrmai Roland (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2026. januar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A. 920. Adott egy nem egyenl6 szarat ABC haromszog, melynek koriilirt korét
jeloljiikk Q-val. Legyen wa az A cstcshoz tartozd mixtilinedris beirt kor (azaz az
a kor, ami érinti az AB, AC oldalakat és -t beliilr6l). Hasonléan definidljuk az
wp,wc koroket. Jelolje az wa,wp,we korok 2-n 1évo érintési pontjait rendre T4, Tp
és Tc.

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(920-922.)

Mutassuk meg, hogy az wa,wp,wc korok Monge-egyenese (azaz a harom kor
paronként vett kiils6 hasonlésigi kozéppontjain dtmend egyenese) egybeesik az
ATeBT4CTp hirhatszog Pascal-egyenesével (azaz az ATc NTaC, TeBNCTg,
BT, NTgrA pontokon &tmend egyenessel).

Javasolta: Sha Jingyuan (Budapest)

A. 921. Adott egy n > 2 egész szam. Legyenek xq,...,x, olyan pozitiv valds
szamok, melyek szorzata n — 1. Mutassuk meg, hogy

1 1
x1+...+mn—( —+...+ n_l) <(n—1)'*w.
T

1 Tn

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Palaiseau)

A. 922. Rogzitsiink két pozitiv egész szamot, a-t és b-t. Legyen n egy pozitiv
egész szam, és T egy an X bn-es tadbla mezoinek egy fekete—fehér szinezése, melyben
van legalabb két fehér mez6. Csigusz, a csiga elindult egy fehér mez6rdl, bejarta az
Osszes fehér mez6t pontosan egyszer, majd visszaért a kiindulé mezéjére, mindezt
ugy, hogy végig csak oldalszomszédos fehér mezék kozott haladt. Ezutan észrevette,
hogy ezt pontosan egyféleképpen tudta megtenni (vagyis azutén, hogy elindult, mar
csak egyféleképpen tudta befejezni a korutat).
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Jelolje T, azon T szinezések halmazat, melyekre teljesiil a fenti tulajdonsag, és
jelolje ¢(T') a fehér mezdk szdmat T-ben. Mutassuk meg, hogy

L maxger, o(T)
n—00 abn?

létezik minden pozitiv egész a és b esetén, és hatarozzuk meg L értékét.

Javasolta: Lovas Mdrton és Beke Csongor (Cambridge)

*

Bekiildési hatarid6: 2026. januar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Informatikabdl kitiizott feladatok

LT\

1. 679. Egy kisvaros utcain és terein a meleg nyéri napokon a fakat és més koztéri
novényeket locsoljak. A modern locsoldkocsi adatrogzitoje feljegyzi, hogy az egyes
novényeknél hany liter vizet haszndlt fel a kertész.

Készitsiink programot i679 néven, amely megadja a locsolasi adatok atlagat,
moduszat, medidnjat és az éppen ennyit fogyaszto elsé névények sorszamat, vala-
mint, hogy hany névény locsoldsanél hasznaltak fel éppen ennyi vizet.

A program standard bemenetének elsé soraban a meglocsolt névények N szima
(1 <N <1000) és egy novény locsolasdhoz felhasznalt viz maximdlis M térfogata
(1 <M< 200) literben van székozzel elvilasztva. A kovetkez6 sorban az N novény
locsoldsdhoz felhaszndlt viz (1 < Vi <M, egész szam) térfogata szerepel.

A program standard kimenetére harom sort irjunk ki, benniik az adatokat sz6-
kozzel elvalasztva. Az els6 sorba az atlagos locsolési térfogatot egész szamra kere-
kitve, az els6 éppen atlagos vizfogyaszté névény sorszamat, és hogy hany noévényt
locsoltak éppen ennyi vizzel. A masodik sorba irjuk ki a locsolasi térfogatok mo-
duszét (t6bb mdédusz esetén a legkisebbet), valamint az els§ ennyivel locsolt névény
sorszamat, illetve Osszes szamét. A harmadik sorban a vizmennyiségek medidnja
legyen, az elsé ennyi vizzel locsolt névény sorszama, majd az éppen ennyivel lo-
csolt novények szdma. Ha az adott kozépértéknek megfelel6 vizzel egy névényt sem
locsoltak, akkor a méasodik szam az adott sorban legyen —1.

Bemenet: Kimenet:
11 100 18 3 4
48 15 18 18 15 18 8 15 11 18 10 | 18 3 4
15 2 3
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Bekiildendé egy tomoritett ¢679.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldas rovid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

(10 pont)
I. 680. Nézziik meg a mintat, és nyissuk meg a mellékelt F'1-2024.zlsx tablazatot.

| A B C D E = | G H ] J ‘
1 |Futam Véros Futam napja Futamkér Palyahossz [m] Versenytdv [km] Futamidd  Helyezés Rajtszam Versenyzd Sz
2 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 1:31:44,742 1 1 MaxVerstappen 1
3 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 2 11 Sergio Perez 1
4 :Gahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 3 55 Carlos Sainz 19
5 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 4 16 Charles Leclerc
6 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 5 63 George Russell
7 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 6 4 Lando Norris
'\B-.:M' R e TS Y O il o] it S~ s ""‘L"""’""“\rp"inl‘f ——
il K L M N o) P Q | R |
° Szilletésiidd Csapat Rajtpozicio Kordk MNem mindsitett Pont Leggyorsabb kir  Leggyorsabb kondd |
5 1957.09.30 Red Bull Racing Honda RBPT 1 57 26 Yes 1:32,608 |
f 1990.01.16 Red Bull Racing Honda RBPT 5 57 18 No 1:34,364 |
P 1994.09.01 Ferrari 4 57 15 No 1:34,507 |
i 1597.10.16 Ferrari 2 57 12 No 1:34,090 |
: 1998.02.15 Mercedes 3 57 10 No 1:35,065 |
199011 1T ML MYIedeR L o oo T B n s BN s ppisin e JRBATE |

A téblazat a Formula 1 2024-es nagydijainak néhiny adatat tartalmazza.
480 sorbdl és 18 oszlopbdl all. Azért ilyen nagy, mert az adatokat redundansan
— indokolatlanul t6bbszorosen — tarolja.

Ezeket az adatokat — kés6bbi felhasznalas céljabdl — alakitsuk at adatbézis tab-
lakka. Ha alaposan atvizsgaljuk az adatokat, hét kiilonbozo entitds adatai keve-
redtek Gssze, ebbdl négy a Futam, a Csapat, a Versenyzd és az Eredmény.

1. Valogassuk szét e négy entitashoz tartozé adatoszlopokat. Figyeljiink arra,
hogy a tobbiekbdl kiszamithatd vagy megadhatd oszlop ne szerepeljen egyik
adattabldban sem.

2. A maradék oszlopok alapjan allapitsuk meg a maradék harom entitédst.

3. Hét 1j munkalapon, amelyek neve az egyes tdbldk/entitdsok nevével egyezd,
jelenitsiik meg a megfelel tabla adatait.

4. Egészitsiik ki szamlalé tipust elsédleges kulcsokkal a tablakat, valamint Gjabb
mezok bevezetésével biztositsuk a tabldk kozotti kapcsolatot. és a tablak kap-
csolatat biztosité mezokkel a tdblakat.

5. Jelenitsiik meg egy 1j munkalapon a tabldk kapcsolatat a minta szerint.

A B C D e}
1 Csapat Versenyz6 Futam ¥
2 csapatlD versenyzéID futamID f
3 csapatnév veresenyzénév futamnev i
4 sziiletésiidd Varos ¢
5 rajtszam futam napja f
6 csapati futamkér ‘f

s | [TV et ety

R g s o BB e N e U o o
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6. Egészitsiik ki a tabldkat azokkal a mez6kkel, amelyek a tablak kapcsolataiért
felelések!
7. Készitsiik el az F1-2024.sql szoveges allomanyt.
a. Ez tartalmazza az adatbézist létrehozé SQL parancsokat,
b. a tablakat létrehoz6é SQL parancsokat,
c. és az adatokat a tabldba beszuré SQL parancsokat!

Bekiildend6 az i680.zip tomortett dlloméanyban a munkafiizet az eredeti nevén,
az F1-202/4.sql dlloméany és egy rovid dokumentacio, a tablazatkezel$ neve, verzio-
szama.

Letolthet6 fajl: F1-2024.xlsx
(10 pont)
1. 681. Budapest turistaldtvanyossagai kozé tartoznak a szobrok, amelyek szét-

szorva talalhatok a varosban népszerli és kevésbé latogatott helyeken. A koztéri
szobrok adatai a bpszobrok adatbazisban allnak rendelkezésre.

Az adatbéazis a kovetkezé tdbldkat tartalmazzas:

Tablak:
szobor (id, cim, ev, kerulet, hely)
id A szobor azonositdja (szdm), ez a kulcs
cim A szobor elnevezése (szoveg)
ev Melyik évben allitottdk fel az alkotdst (szdm); tires, ha az adat

nem ismert
kerulet Melyik budapesti keriiletben taldlhat6 (szam)
hely A szobor jelenlegi koztertileti helye (szoveg)

alkoto (id, szoborid, nev)

id A szobor alkotdjanak, illetve alkotéinak azonositéja (szdm), ez a
kulcs

szoborid A szobor azonositéja (szdm); egy-egy szobrot tobben is készit-
hettek

nev A miivész neve (széveg); a miivészek kozott nincs két azonos nevii

anyag (id, szoborid, nev)

id A szobor anyagénak, illetve anyagainak azonositéja (szdm), ez a
kulcs

szoborid A szobor azonositéja (szam); egy-egy szobor tobbféle anyaghdl is
késziilhetett

nev Az anyag neve (szoveg)
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n bpszobrok alkoto bpszobrok szobor ~oezobrok
v o .g Q@ o g £ bpszobrok anyag

¢ id - int(11) /e id s int(11) @ id :int(11)
# szoborid : int(11) r & cim : varchar(100) 1 # szoborid : int(11)
= nev : varchar(50) # ev:int(11) & nev : varchar(50)

# kerulet : int(11)

@ hely : varchar(100)

A kovetkezd feladatok megoldasat rogzitsik a szobrok_megoldas.sql &llo-
méanyban a feladatok végén zardjelben megadott névvel. A javitas soran csak ennek
az allomanynak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy a lekérdezésekben
pontosan a kivant mez6k szerepeljenek, felesleges mezGt ne jelenitsiink meg.

1. A bpszobrok.sql allomany tartalmazza az adatbézist és a tablakat létrehozo,
valamint az adatokat a tabldba besziuré SQL parancsokat. Futtassuk a lokélis
SQL szerveren a bpszobrok.sql parancsfajlt.

2. Soroljuk fel lekérdezés segitségével dbécérendben a Margitsziget szobrainak
cimét és a feldllitasuktol eltelt id6t. (2margit)

3. Készitsiink lekérdezést, amely megadja az észak-pesti, azaz a 4., 13. és 15.
keriiletek szobrainak cimét, keriiletét és kozteriileti helyét. (3eszak)

4. Készitstink lekérdezést, amely megadja az ismert felallitasi évek alapjan, hogy
melyik évben allitottdk fel a legtobb szobrot, és ez hany alkotast jelent.
(dlegtobb)

5. A koztéri szobrokat kiilonb6z6 anyagokbdl készitik. Adjuk meg lekérdezés segit-
ségével, hogy az egyes nyersanyagokat hény szobor elkészitéséhez hasznaltak.
A listdban darabszam szerint cstkkenden jelenitsiik meg a nyersanyagneveket
és a darabszdmokat. (5anyagok)

6. Soroljuk fel az Anonymus szobranal korabban feldllitott alkotdsok cimét és
felallitasuk évét. A lista az alkotdsok cime szerint dbécérendben jelenjen meg.
(6anonymus)

7. Liszt Ferencnek tobb szobra lathaté a varosban. Lekérdezés segitségével haté-
rozzuk meg, hogy a Liszt Ferenc-szobrok alkotéinak milyen méas cimi alkotasaik
vannak még felallitva Budapesten. A listdban a Liszt Ferenc-szobrok cime ne
jelenjen meg, de a tobbi alkotds cime és a szobraszok neve szerepeljen. (7liszt)

8. Sokféle alapanyagbol készitenek szobrokat, de a legnépszeriibb a mészk6 és
a bronz. Készitsiink lekérdezést, amely megadja, hogy az adatbazisban hany
olyan vegyes technikaji szobor van, amely egyszerre tartalmaz mészkovet és
bronzot. (8vegyes)

9. Azon miivészek nevét keressiik, akiknek szobrai 1990-t61 lathaték a varosban, de
elStte nem volt feldllitott miiviik. Készitsiik el a sziikséges lekérdezést. (9valt)

Letolthet6 allomany: bpszobrok.sql
(10 pont)
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I. 682. Andras széles konyvespolcan egymaés mellett sorakoznak a konyvek.
A legtobb konyv Andras kedvenc szerz6it6l van, némelyiktdl j6 néhany, de vannak
olyan szerzok is, akiktél csak egy konyv. Andrés konyvei egy sorban egymés mel-
lett vannak a polcon, semmilyen szempontbél nincsenek rendezve, és Andras nem
szeretné 6ket atrendezni. Azért, hogy mégis jobban elkiiloniiljenek, kitaldlta, hogy
mindegyik konyv kapjon egy megfeleld szinii papirkétést. Az azonos szerz6tél szar-
mazd konyvek azonos szint kapjanak, de ezt a szint kaphatjak még més szerzétol
szarmazo konyvek is. De az nem fordulhat el6, hogy két egymas melletti konyv
azonos szini, de nem azonos a szerzOjiik. Andras alaposan elgondolkodott azon,
hogy végiil is hany kiilonb6z6 szinli papirt kell vennie a bekotéshez, és melyikbol
mennyit.

Készitsiink programot 7682 néven, amely a polcon sorakozé konyvek szama és a
konyvek szerzoi ismeretében kiszamitja, hogy legkevesebb hany szint kell hasznélni
a bekotéshez, illetve melyik szinnel hany kényvet kell majd bekdtni.

A program standard bemenetének elsd soraban a kényvek szdma (1 <N < 500)
szerepel. A kovetkezO sorban egy-egy szdkozzel elvilasztva N darab egész szam
talalhato: az i-edik szam a polcon taldlhatd i-edik konyv s; szerzojét jelenti
(1 < s; <N). Természetesen minden szerzének egyedi szdma van, amely pontosan
az 6 konyveit jeloli.

A program a standard kimenet elsé soraba irja ki, hogy legaldbb hény szint
kell hasznélni a bekotéshez, a kimenet masodik sordba székozzel elvalasztva adja
meg, hogy az egyes szinekhez hany konyv tartozik, a kimenet harmadik soraban
adja meg a konyvek egy lehetséges szinezését. A program sorrendben adjon szint
a konyveknek, az els6 konyvnek az 1-es szint, a kovetkezd eltérd szinti konyvnek a
2-es szint és igy tovabb.

Példa:

Bemenet: Kimenet:
12 3
343323542736|633
121131321312

Bekiildendd egy tomoritett 1682.zip dllomanyban a program forraskodja és rovid
dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

10 pont
(10 pont) "

Bekiildési hatarid6: 2026. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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Fizika gyakorlatok megoldasa
L‘@J

G. 893. A folyosd padldjdra leteritett, 4 m hosszisdgi szényeget négyrét (négy
egyforma rétegben) Osszehajtjuk gy, hogy bal oldali szegélyét (B) megfogjuk, és
folyamatosan 20 cm /s nagysdgi, vizszintes irdnyd sebességgel elészor jobbra, azutdn
balra, majd ismét jobbra vissziik. (Ldsd az abrat!)

a) Mennyi idét vesz igénybe a szbényeg dsszehajtisa?

b) Az dsszehajtas megkezdésétdl mért 5 s elteltével a szényegnek milyen hosszi
darabja rendelkezik jobbra irdnyuld sebességgel? A szényeq vékony, konnyen hajthato
anyagbol késziilt, és nem csiszik meg a padlon. Az irdnyvdltoztatdsok pillanatsze-
riien kivetkeznek be.

//’ %
i /!
‘/_ A ) A—
1m
=

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmez6vasarhely

Megoldas. a) A szényeg B szélét dllandé v =20 cm/s sebességgel hiizzuk, mig
a J széle végig egy helyben marad. Az Osszehajtds 1épései az 1. dbrdn lathatok.

J

Kiindulas:
4 m
6 m
1. hajtas ey
3 m 1m
* 1 3 m
4 m

2. hajtas: f:" ___________________

3. hajtas: _________é
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Az 1. dbrdrdl leolvashatd, hogy a szényeg B széle (és vele egyiitt a keziink)
Osszesen s =6+ 4+ 2 =12 m utat tett meg. Ezt v =20 cm/s = 0,2 m/s sebességgel

s 12 m

t:—zi
v 0,2m/s

=60 s =1 perc

id6 alatt lehetett megtenni. Tehat a szényeg 6sszehajtasa 1 percig tartott.

b) t; =5 s alatt a szényeg B széle s1 =vt; =0,2 cm/s-5 s =1 m utat tesz meg.
Azonban a hajtas feleakkora sebességgel mozog, {gy ekdzben csak 3 = 0,5 m-t tesz
meg, ahogy ez a 2. dbrdn is latszik.

05m 0,5m

2. dbra

Ebbdl kévetkezden a szényegnek % = 0,5 m hosszi darabja fog ebben a pilla-
natban jobbra iranyuld sebességgel rendelkezni.

Csikos Attila (Budapest, Varosmajori Gimn., 9. évf.)

70 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 27, hidnyos
(1-2 pont) 18, hibas 3 dolgozat.

Ry G. 896. Ot ellendlldst kapcsolunk az abra szerint egy
— K 24 V-os fesziiltségforris A és B kimenetére. Az ellendl-
ldsok: Rl =40 Q, R2 =50 Q, R3 = R4 =10 Q és R5 =
=20 Q.
|:| Ry Ry |:| Ry a) Hatdrozzuk meg az dramkor eredd ellendlldsdt a
kapcsolo zart és nyitott dlldsaban!
,il b) Mennyivel vdltozik meg az Ry ellendllds teljesit-
— ménye, ha a zdrt kapcsoldt kinyitjuk?
oA oB (4 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok

Megoldas. a) Ha a K kapcsol6 nyitva van, akkor az Ry, R3 és Ry ellendlldsok
sorba vannak kotve, és az R; ellendllds pedig veliikk parhuzamosan. igy nyitott
kapcsold esetében az eredo ellendllés:

Rl(R2+R3+R4) 40-70
Ry, =R Ro+ Rs+ Ry) = = Q=255 Q.
y = B s ) = e Ryt Re 10470
(Itt a x jel a ,replusz” miiveletet jeloli, ami a reciprokok Gsszegének reciprokat irja
le réviden.)

Zart kapcsold esetén a kapcsolds bonyolultabb, az attekinthetoség érdekében
érdemes &trajzolni (dbra a tiloldalon).

A soros és parhuzamos kapcsolasok egymasutdnja alapjan az ered6 ellenéllas:
RZ = R1 X (RQ + R5 X (Rg +R4))

Ez kifejtve nagyon bonyolult képlet, érdemes tobb 1épésben kiszamitani:
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Ry
Ry L
1
LT
R,
1
l
A oB

Rs+Ry=2-10 Q=20 Q,

Rsx (Rs+Ry) =20 Qx20 Q=10 Q,
Ry+ Rs x (Rs + Ry) =50 Q+10 © = 60 ,
40 - 60
40 + 60

Az ered§ ellendllas tehat zart kapcsold esetén R, = 24 2, nyitott kapcsolénal
pedig Ry, = 25,5 (2, tehat a kapcsol6 kinyitasakor kis mértékben megnévekszik.

=24 Q.

RZ=R1X(R2+R5X(R3+R4)):4OQX60 Q=

b) Mindkét esetben meghatérozzuk az Ry ellenédllison es6 fesziiltséget, és aztan
abbdl a rajta disszipalddd teljesitményt. Nyitott kapcsold esetén a sorba kapcsolt
Ry, R3 és Ry ellendllasokon U =24 V fesziiltség esik, igy az R4 ellenéllasra es6
fesziiltség a fesziiltségosztd képlet alapjan:

B 10
Ro+Rs+Ry  50+10+410

Zart kapcsold esetén az U = 24 'V fesziiltséget elészor az egymdssal sorba kap-
csolt Rs x (R34 R4) =10 Q és Ry =50 Q kozott kell elosztani:

Rs5 x (Rg + R4) o 10
R2+R5X(R3+R4) 50410

majd ezt kell tovabb osztani a sorosan kapcsolt R3 és R, ellenallasok kozott. Ezek
egyforma nagysaguak, igy a fesziiltség felezédik:

U4,ny = -24 V= 3,43 V.

Usss,, =

24V =4V,

U.
Uy, = 352 _ o /.
2
Az ellenéllason disszipalodé teljesitmény nyitott kapcsolénal:

U2
Py ny = ;é:y ~12W,

zart kapcsolénal pedig:
2

Py, = % =0,40 W.
; Ry )
A teljesitmény tehat kozel haromszorosara névekszik a kapcsold kinyitasakor.
Blaskovics Bdlint (Budapest, NKE Obudai Arpad Gimn., 9. évf.)

49 dolgozat érkezett. Helyes 23 megold4s. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos (1-2 pont)
17, hibas 5 dolgozat.
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P. 5634. Eqgy rajztdbla és eqy rajta nyugvd konyv kézott a surloddsi egyiitthato .
A rajztabla egyik szélét lassan emeljiik.

Fizika feladatok megoldasa

a) Mekkora o hajldsszog esetén csiszik meg a konyv?
b) Mekkora a tdbla 2a hajldsszgl helyzetében a lecsiszd konyv gyorsuldsa?
c) Mekkora az a legkisebb vizszintes gyorsulds, amivel a 2« hajldsszogid tdabldat
elére kellene tolni ahhoz, hogy a kényv ne csusszon meg?
A csiszdsi és a tapaddsi surlodasi egyiitthatdt tekintsik egyenlének. Az eredmé-
nyeket u és g segitségével adjuk meg.
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz
I. megoldas. a) Egyensuly akkor 4ll fenn, ha a lejtével padrhuzamos és a lejtére
merdleges erdk ereddje is nulla. Az mg nehézségi erdt lejtével parhuzamos és lejtére
merdleges komponensekre bontva, a nyomoderét Ni-nel, a surlédési erét Si-sel
jelolve:
mgsina = Sy,
mgcosa = Nj.
Hatéaresetben
Sy = ,UN 1y

ezt az els6 egyenlet jobb oldalaba beirva, majd Ny értékét a masodik egyenletbdl

kifejezve kapjuk:
mgsina = umgcos o,

amibol
tga=p
és
« = arctg .

b) Jelolje a konyv keresett gyorsuldsiat a megadott helyzetben a. Felirhatjuk a
lejt6vel parhuzamos irdanyban a dinamika alapegyenletét:

ma = mgsin2a — So = mgsin2a — pmg cos 2a,

ahol felhasznéltuk, hogy az a) részben kovetett gondolatmenet alapjan a strlédasi

er6 most:
So = uNy = umgcos2a.

A p=tga eredmény behelyettesitése és egyszeriisités utan:

a = g(sin2a — tgacos2a).
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A kétszeres szogek szogfiiggvényeire ismert Osszefiiggések:

. 2tga 1—-tg2a
sin2a = ————, cos2a = ——5—.
1+tg°a 14+tg°a

Ezeket beirva és rendezve:

2tga 1—tg?a tga+tgd o
a = — « =
g 1+tg’a & 1+tg?a 1+tg?a

=gtga=pug.

Tehat a konyv gyorsuldsa ekkor a = ug.

¢) Legyen a tébla minimdlis gyorsuldsa ag. Vizs- N
galjuk a mozgast a lejtéhoz rogzitett vonatkozta-
tasi rendszerben, ebben a kényv nyugalomban van. S5
Ugyanakkor, mivel nem inerciarendszerben dolgo-
zunk, fel kell venniink egy, a tabla gyorsuldsdval el- 200\ Mag
lentétes irdnyd, may nagysagi tehetetlenségi erdt
is (1. dbra). Az el6bbieknek megfeleléen ezt is lej-
tével parhuzamos és lejtére merdleges komponen-
sekre bontjuk.

N

2a

Az egyensily feltétele a megcstszas hatardndl
(a tdbla minimalis gyorsuldsénal): mg

\
mgsin2a — mag cos2a = S3, A

mgcos2a + magpsin2a = N, 1. dbra
Sg = /LN3.

Ebbdl az a) részhez hasonléan:
mgsin2a — mag cos 2 = p(mgcos 2a + mag sin 2«),
amelybol rendezve:
ap(psin2a 4 cos2a) = g(sin2a — pcos 2av).

Ismét felhaszndlva a u = tga egyenlOséget és a kétszeres szogek szogfiiggvényeire
mar hasznalt Osszefiiggéseket:

2tga 1—tga 2tg o 1—tg?a
a0<tga & + & )zg( & tg g ),

—tga
1+tg2a  14+tg2a 1+tg2a 1+tg%a
majd mindkét oldalon k6zos nevezore hozva, dsszevonva és egyszeriisitve:
ap = gtga = ug.

A t4blat tehat legaldbb ag = pug gyorsuldssal kell elére tolni ahhoz, hogy a kényv
ne cstsszon meg.

Klement Tamds (Pécsi Lebwey Kldara Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A feladatnak csak akkor van értelme, ha 2a < 90°, és igy p < 1.
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2. A feladat c¢) része megoldhaté inerciarendszerben is: ilyenkor a hdrom eré a koényvet
ap gyorsuldssal gyorsitja vizszintesen (hogy ne mozogjon a lejtéhoz képest). Ekkor az
er6ket célszerti vizszintes és fiiggbleges komponensekre bontani. A mozgédsegyenletek:

mg = N3 cos2a + Sssin2a,
mag = N3sin2a — S3cos2a,
53 = /J,]\/vg7

amelybdl a minimalis gyorsulasra ugyanazt az eredményt kapjuk.

3. A feladat a lejtd legkisebb gyorsuldsat keresi, de meghatarozhatjuk a legnagyobb
gyorsulast is, amely esetében a konyv nem cstszik meg. Ekkor a surlodési er6 nagysaga
szintén maximélis, de irdnya ellentétes (hiszen azt kell megakadalyoznia, hogy a konyv fel-
felé megcesisszon). Ekkor az egyenstly feltétele (a lejtével egytitt gyorsuld vonatkoztatasi
rendszerben):

mg cos 2a + mag sin 2 = Ny,
mgsin2a + S5 = mag cos 2,
S5 = puNs,
amibdl a tabla maximélis gyorsuldsa:

= sin2a + pcos2a  p(3—p?)
o= cosQa—usin2ag_ 1—3p? 9

A képlet p > % esetben negativ értéket ad, de ez hibas eredmény, mert a tapadé sturlédas
nem tudja elinditani a konyvet — ilyenkor a strlédési eré nagysaga kisebb lesz a maximalis
értéknél. Ezt el lehetett volna keriilni, ha az egyenletrendszer harmadik egyenlete helyett
egyenlétlenséget frunk: 0 < S5 < uN3.

Lathato, ha p > % (azaz a > 30°, 2a > 60°), akkor a gyorsulds végtelen nagy lehet,
a konyv , befesziil”, ,ratapad” a lejtére.

A II. megoldas. A megcstszas hataran a

nyomoer$ és a surldodasi eré ereddje a fe-
lillet normalisaval € szoget zar be, ez a meg-
csuszas hatarszoge. Mivel a strlédasi erd
nagysaga ekkor éppen a nyomoder6 nagy-
z saganak pu-szorose, és a két eré merdleges
egymasra, tge = p.

K

a) A koényvre a nehézségi erd és a rajz-
tébla feliilete altal kifejtett kényszerer6 hat
(2. dbra). A két erd csak akkor lehet egyen-
mg silyban, ha irdnyuk (és nagysidguk) meg-
egyezik. Ez alapjan:

v o = ¢ = arctg .

2. dbra b) A konyvre most is csak a nehézségi

eré és a kényszerer$ hat (amelynek a nagy-

sdga természetesen nem egyezik meg az a) részben szereplével: akkordnak kell
lennie, hogy a lejtére (rajztabldra) merdleges komponense kiegyenlitse a nehézségi
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eré lejtére merdleges komponensét). Ezek eredéjének a feliilettel parhuzamosnak
kell lennie: ez az eredd erd hozza létre a konyv keresett lejtéiranya gyorsuldasat. A
3. dabrdn berajzoltuk a konyvre haté erdket és ezek eredjét is: ez utébbi végpontjat
a kényszererd hatasvonala metszi ki a lejtovel parhuzamos egyenesbdl. Bejeloltiink
szogeket, és megrajzoltunk néhany egyenest: lathato, hogy az alul keletkezo kis ha-
romszog egyenlészaru, és igy a vizszintes szara is ma hosszusagi. Ezutan méar a
3. dbrdrdl leolvashatjuk:

ma =mgtgo = a=gtga =pug.

K3

Q

A A mag
3. dbra 4. dbra

¢) A mozgast vizsgiljuk a lejtével egylitt gyorsul6 vonatkoztatédsi rendszerben.
Legyen a lejté minimalis gyorsulasa ag. Ekkor egy vizszintes, mag nagysagu tehetet-
lenségi er hatdsat is figyelembe kell venni (amely a lejté gyorsuldséval ellentétes
irdnyba mutat). Az erdének akkordnak kell lennie, hogy kiegyenlitse a nehézségi
er$ és a kényszererd ereddjét. A legkisebb ilyen gyorsuldst keressiik, ezért a kény-
szerer6 most is az eddigi, ,,éppen nem csuszik meg lefele” hatarhelyzetben van. A
4. abrdn lathatjuk, hogy a kényszerer6 hatasvonala kimetszi az mag er6é végpontjat
(és egyben meghatdrozza K3 nagysdgat is, de arra a feladat megolddsdhoz nincs
sziikségiink). Az &brardl kozvetlentil leolvashatd a lejtd keresett legkisebb gyorsu-
l4sa:

mag =mgtgo = ag =gtga = ug.

46 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldés. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 23, hidnyos (1-2
pont) 4 dolgozat.

P. 5640. A Kandri-szigetek legnagyobb vdrosiban, Las Palmasban taldlhato egy
Eurdpdban egyediildllo kidllitds, amely a Fold vizeinek élévilagdt mutatja be. A ki-
allitds eqyik attrakcidja egy 400 kébméteres, figgdleges, henger alaki tengeri akvd-
rium, melynek karbantartdsdt buvdrok végzik. Vizszintesen korbenézve az akvdrium
faldnak hdnyad részén ldt ki az a buvdr, aki az R sugari henger szimmetriatenge-
lyétdl d tdavolsagra van? A tengerviz torésmutatdja n.

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9 591



Megoldas. A fénysugarak ttja megfordithaté, igy a buvar abba az irdnyba lat
ki, amerre egy fénysugar ki tud 1épni az akvariumbdél. Ennek az a feltétele, hogy az
akvarium falandl a fénysugar beesési szoge ne le-
gyen nagyobb a teljes visszaverddés a = arcsin%
hatarszogénél. Az akvariumot feliilnézetben mu-
tatd dbrdn ez a pirossal jelolt P{ Py és Py P, {veken
teljesiil.

A keresett ardany az ivekhez tartozé kozépponti
szogek Osszegének és a teljes szognek a hanyadosa:

2(8+9) :LM

2 T

A § sz6g az O BP, haromszog kiilsé szoge, igy
d=a+7.

A szinusztételt az OBP, és OBP, haromszogekre is felirva:

R sin(y+e) siny

d sina sina’

amibdl egyrészt
y=m—(y+e)=a+p,

masrészt

R

siny = —sina = —.
7T nd
Mindezek alapjan a keresett ardny:

B+6 a+B+y 2y 2 .
= = = —- = —arcsin —.
T T T T nd

A kifejezés csak d > % értékeknél értelmezhets. Ha d < %, akkor n=1, azaz a
buvar minden irdnyba kilat az akvariumbdl.

Fekete Licia (Budapest V. Ker. E6tvos J. Gimn., 12. évf.)

9 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldas. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 2, hidnyos (2 pont)
2, nem versenyszerl 2 dolgozat.

P. 5644. Milyen egyetlen, m tomeggel kellene helyettesiteni az
abran szerepld jobb oldali csigdt és a rajta lévd tomegeket, hogy az
my tomegt test ugyanigy mozogjon, mint az eredeti elrendezésben?
Hanyagoljuk el a csigdk tomegét és a surloddst.

(4 pont) Kozli: Siposs Andrds, Budapest

I. megoldas. A csigdk és kotelek tomege, valamint a strlédéas
elhanyagolhaté, igy az egyes testek mozgasegyenlete:

mig—2K =m1 A,

(1) K —mzg=ms(A+a),
(2) KimQ‘g:mQ(A*a%
(3) 2K —mg = mA.
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Itt A az m, tomegii test, a koteléhez kapcsolédd csiga, valamint a keresett m
helyettesité tomeg gyorsulasa, a az mo és mg tomegek gyorsuldsa a mozgocsigahoz
viszonyitva, K pedig a mozgdcsigan atvetett kotélben a kotéler6. Az 1. dbra bal
oldaldn az eredeti, a jobb oldaldn a helyettes{t elrendezés lathaté (mg > mg és
my >m, és ebbdl kovetkez6en A >0 és a > 0 vélasztassal, de ennek a megoldas
szempontjabdl nincs jelent&sége).

PIIIIIIIIIIIA PIIIIIIIIIIIA

2K

QKX 2K
2K

AV

2K

mlgv 0 IT\A mlgv 'T\A

mg

1. dbra

Az (1) és (2) egyenleteket a tomegekkel elosztva, majd az egyenleteket 6sszeadva,
és végiil rendezve:

K K
7_g+7—g:2A7 = A:7m2+m3K—g,
msg ma 2moms

majd A értékét (3)-ba beirva:

2K mo +ms
——g=F5—"K-yg
m 2moms

Ebbdl a keresett helyettesito tomeg:

477127713

mo +m3

Zadori Gellért (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
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7777777777777 II. megoldas. Vizsgaljuk a mozgést a jobb oldali csi-
gaval egylitt mozgd vonatkoztatasi rendszerben. A csiga

‘ |
‘ |
: 2K - gyorsuldsa legyen A, igy ebben a rendszerben vizsgélva
| I a mozgast az m; tOmegl testre az m;g nehézségi erén
| - kiviil egy m;A nagysagt, lefelé mutaté tehetetlenségi
| " | er6 hatdsit is figyelembe kell venniink, tehat olyan,
: K « | mintha a nehézségi gyorsulds értéke g* = g + A lenne.
AT : | A 2. dgbra alapjan a mozgasegyenletek:
| K K |
‘ | - * _
ey Al e e
| .l msa = K — mgg*.
b myg” msg-
| | .,
!  Ebbdl
2. db mo —m 2meom,
e a=——"3g4* és K=""208 g
ma +m3 mo +mg3

A csigat tarté kotélre (a csiga elhanyagolhaté tomege miatt) 2K erd hat. Ha a
csigat és a két rajta 10g6 testet egyetlen m tomeggel helyettesitenénk, akkor arra
(mivel ebben a rendszerben nyugalomban van) 2K — mg* =0 er6 hatna. Ebbdl a
keresett tomeg:

N 2K o 4m2m3

m P
g ma +m3

Megjegyzés. Lathatd, hogy a megoldas szempontjabdl az m; tdmeg nagysaga érdektelen.

24 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos (1-2 pont)
8, hibas 3 dolgozat.

P. 5646. Urutazdst terveznek a Marsra. Az trhajo a Féldet elhagyva olyan el-
lipszis pdlyara dll, amely érinti a két bolygdpdlyat, perihéliumdaba esik a felszallds,
aphéliumdba pedig a megérkezés. A visszaut hasonld ellipszispdlyan torténik. Az in-
duldshoz mindkét esetben ki kell varni, amig a két bolygo megfeleld helyzetbe keriil.
Mennyi ideig tart az oda-, illetve visszaut, és legaldbb mennyi idét fognak a Marson
tolteni? A bolygopalydkat tekintsik azonos sikban fekvd kéroknek, a Mars keringési
ideje 687,0 foldi nap.

(5 pont) Kozli: Viaddr Karoly, Kiskunhalas

Megoldas. A Mars keringési ideje Ty = 687,0 nap = 1,881 év. Kepler I1I. torvénye
alapjan a Mars-pélya sugara:

RdM R% s/ Tv 2
Mo pu= (2N R = 1524 CsE
T T T M (Tp) F=5h S

ahol Ry = 1CsE a Fold-palya sugara és Tp = 1év a Fold keringési ideje. Az oda-
és visszaut ellipszispdlyajanak félnagytengelye:

Ry + Ry

Q=

5 = 1,262 CsE,
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amelyen a keringési id6 (ismét Kepler III. tor-

vénye alapjan): Ry
a® R} a\®
==, = I= — | Tr =1,418 év.
2 T2 (RF) r v
Az oda- és visszatt idétartama egyarant ennek ¢
az idonek a fele:
T )
t= 7= 0,709 év = 259 nap. Ry

Az t{irhajét akkor lehet visszainditani, ha
a t ideig tartd visszait utan éppen a Folddel
egyszerre ér az ellipszis napkozeli pontjaba. 1. dbra
A 2. dbrdn az odaut indulasinak és megérke-
zésének, valamint a visszatt induldsianak pilla-
nata lathato.

odadt odant visszait
indulaskor érkezéskor indulaskor

2. dbra

Az odautazas induldsakor a Mars még o = 3;’;—00 t = 135,7°-kal a talalkozési pont
elott gér. Mire az (irhajé pontosan fél fordulat utan eléri a Marsot, a Fold § =
= %t = 255,2°-0t tesz meg a palyajan, igy a Fold ekkor g — 180° = 75,2°-kal
jar a Mars elott. Emiatt a visszaindulaskor a Marsnak kell ugyanekkora szoggel a
Fold elott jarnia. Tehat a Foldnek az tirhajé megérkezése és visszaindulasa kozott

a Marshoz viszonyitva
v =360° —2(5 — 180°) = 209,6°

szoget kell elfordulnia a Nap koril. A két bolygd relativ szogsebessége

360°  360° _ 168,6°

Wrel = ’

TF TM ev
igy a legrévidebb varakozési ido:
t1 = 1 = 1,243 év ~ 454 nap.
Wrel

FElekes Panni (Budapest-Fasori Evangélikus Gimn., 10. évf.)
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Megjegyzések. 1. A megadott ellipszispalyat Hohmann-pdlyanak nevezik Walter Hoh-
mann német mérndk utan, aki 1925-ben javasolta, mint rakétaiizemanyag-felhasznalds
szempontjabol leggazdasagosabb bolygdkozi palyat.

2. A Mars és a Fold

360°

Wrel

Trel =

= 2,135 év &~ 780 nap

id6kozonként keriil ugyanilyen relativ helyzetbe, igy az elsé lehetséges alkalom utdn ennyi
idénként adédik tijabb lehetOség a visszaindulésra.

3. A Fold és a Mars pélydjanak numerikus excentricitdsa: 0,0167, illetve 0,0934. A
Mars-pélya inklindcidja (a palya sikjdnak a Fold palydjaéval, vagyis az ekliptikdval bezart
szoge): 1,85°. Ezeket a végsd, pontosabb tervezéskor figyelembe kell venni.

22 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hidnyos (2-3 pont)
10 dolgozat.

P. 5651. Egy szigetelt, egyenletesen o feliileti téltéssiriiséggel rendelkezd szabd-
lyos hdromszog alaki lap minden oldala \/2a hosszisdgi. Mekkora az elektromos
térerosség értéke abban a pontban, amely minden csucsponttol a tdvolsagra helyez-
kedik el?

(6 pont) KVANT feladat

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a csiicsoktdl a tavolsdgra 1évé pontban van egy ¢
toltésli pontszeri test. Ekkor Newton III. torvénye alapjan ugyanakkora erével hat
a ponttoltés a lapra, mint a lap a ponttoltésre. Osszuk a lapot kis darabkékra,
és jeloljik az i-edik darabka teriiletét AA;-vel. Ekkor az egyenletes toltéseloszlas
miatt az i-edik darabka toltése

nagysagi, igy a rdhaté elektromos er6é nagysaga
F; = E;AQ;,

ahol E; a ¢ ponttoltés altal a darabka helyén létrehozott térerdsség nagysaga. A szi-
getel6lapra haté er6t a lemezdarabkakra haté erdk vektori 6sszegeként szamithatjuk
ki. A szimmetria miatt az eredd er6 a lemezre merdleges lesz, igy elegendé az ilyen
iranya er6komponenseket 6sszegezni:

F= ZFi cosq; = ZEiUAAi cosq; = UZEiAAi cos oy,
ahol «; a ponttoltést a felilletdarabkaval Gsszekoté egyenes és a feliilet normélisa

altal bezart szog. A kapott kifejezésben az Osszeg a g ponttoltés altal a lapon
létrehozott elektromos fluxus:

U= ZEZ-AAZ- cos ;.

Ha gondolatban korbevessziik a ponttoltést szimmetrikusan egy v/2a oldalélii okta-
éderrel, akkor a ponttoltés tavolsiga a csticsoktdl a lesz. A Gauss-térvény alapjin
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az oktaéder lapjain Osszesen ¢/eq fluxus halad 4t, ezért egyetlen haromszoglapon

ennek a nyolcada:
q

8¢
Ezt felhasznalva a ponttoltés és a haromszoglap kozott hatd erd:
aq
= 8o’
és ebbdl a ¢ ponttoltés helyén 1étrejove elektromos térerdsség:

p_f_ o
q 8o
Kiss Adorjin Timon (Kaposvari Tancsics M. Gimn., 12. évf.)

7 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldds. Hidnyos (2 pont) 1 dolgozat.

P. 5664. Sokszor halljuk, hogy a sarkokon olvado jég lassitja a Féld tengely kirili
forgdsdt. Becsiiljik meg a jelenség nagysdgdt! Az Antarktisz terilete 14 millié km?,
az Arktisz jégtakardjdat is tekintsik ugyanekkordnak. Vizsgdaljuk azt, ha a Déli, illetve
az Eszaki sarkon 1 m vastagsdgban elolvad a jég.

a) Mennyivel vdltozik a tengerszint az egyik és a mdsik esetben?

b) Mennyivel vdltozik egy foldi nap hossza?
(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Megoldas. A feladatban felhaszndlt megadott, tablazatokbdl kikeresett és sza-
mitott adatok:

az Antarktisz (és az Arktisz) teriilete: A = 14 millié km? = 1,4-10'3 m?,

az olvadé jég vastagsaga: h =1 m,

a jég stirlisége: o; = 917 kg/m?3, a viz sfirlisége: o, ~ 1000 kg/m?,

a Fold sugara: R = 6,371 -10° km,

a Fold tehetetlenségi nyomatéka*: Og = 8,04 - 1037 kgm?,

az 6cednok és tengerek felszine: A, ~ 3,61-101 m? (a Fold felszinének 70,8%-a),

a) 1. Antarktisz (szdrazfoldi jég).
Az elolvadé jég térfogata:
Vi=Ah=14-10" m®,
a keletkez6 viz térfogata:
Ve = 2V~ 128103 m?.

v

Ebbdl a tengerek vizszintemelkedése:

Ah = W ~ 0,0358 m = 3,6 cm.
Ao

4Irodalmi adat. A Féld tehetetlenségi nyomatékara az egyszerti homogén gémb modellel ennél
nagyobb érték adédik: © = %mR2 ~9,7-10%7 kgm?. Az eltérés f6 oka (a nem teljesen szabalyos
gémb alakon kiviil), hogy a F6ld nem homogén, a magjdnak sokkal nagyobb a sfirlisége, mint a
kéregnek.
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II. Arktisz (tengeri jég).
A tengeri jég tszik a vizen, igy a megolvadds el6tt is a sulyanak megfeleld
mennyiségi vizet szorit ki. A tengerek szintje ezért az olvadas miatt nem emelkedik.

b) Az olvadés kozben a Fold perdiilete nem véltozik, igy
N = Ow = allando.
Ebbél a napok T = 1 nap ~ 86400 s hosszdnak® véltozésa:
AO

AT =——T.
Og

Az elolvadé jég tomege:
m;j = o;V; = 1,284 -10'° kg.
A (kezdeti) tehetetlenségi nyomaték meghatdrozasahoz a jeget gombsiiveg alaktinak
tekintjiik.® Ekkor a teriilete igy is felirhato:
A=27R*(1 - cos?),
ahol 9 a jégtakard peremének szogtavolsiga a sarkoktol. Az adatokat behelyette-
sitve 9 ~ 19°.
A jégsapka tehetetlenségi nyomatéka a Fold forgastengelyére vonatkoztatva:
[,

Oy = /Qj(Rsinﬂ)de: 27rgth4/sin3 Jdd,
v 0
ahol dV =27 Rsind hRdY a jégsapka elemi gémbovének térfogata. Az integral
értéke:
9

9
1 2 1
/sin3 9dd = {— cost + 3 cos® 19} =3~ cost + 3 cos® 9 ~ 0,0029.
0
0

Ezt felhasznélva és az adatokat behelyettesitve:
Oy ~ 2,7-10%® kgm?.

I. Antarktisz.

Az olvadéds utdn a viz elteriil a vildgtengereken. A kontinensek eloszldsa nem
egyenletes, de kozelitoleg gy szamolhatunk, mintha egy vékony gémbhéj lenne.
Ennek tehetetlenségi nyomatéka:

2
0, = §ij? =3,47-10% kgm?.
A tehetetlenségi nyomaték valtozéasa:
AO =0, — 0y =3,20-10%° kgm?,

és ez alapjan a napok hosszanak valtozasa:

A
AT = —@T =3,4-107% s =0,34 ms.
Og

5 Azért csak kozelitéen, mert valéjaban itt nem a 24 6ras nap, hanem a 23" 56’ 4" -es csillagnap,
a Fold éllécsillagokhoz viszonyitott forgasi periodusanak valtozasat szamitjuk.

6Mivel a gémbsiiveg magassidga minddssze a Fold sugardnak 5%-a, feladat megoldasanak
kozelitései mellett a gombsiiveg helyett — sokkal egyszertibben — korlappal is szdmolhatunk.
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II. Arktisz.
Ebben az esetben nincs tomegatrendez6dés, igy a napok hossza se valtozik.
Az Entropiatagadok csapat: Budai Mdté, Nacsa Domdn
(Gyula, Erkel F. Gimn., 12. évf.)

26 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 10, hidnyos (2-3 pont)
8, hibas 1, nem versenyszerl 3 dolgozat.

P. 5667. Az abran egy izzéldmpa ldthato két homori tikor kozott. A jobb ol-
dali tikor pdrhuzamos fénynyaldbot dllit eld, mig a bal oldali, kis méretd tikor
megakaddlyozza, hogy az izzélampa fényének jelentds része kiszdkjon ebbdl az dssze-
allitasbol, ami eqy gépkocsi reflektordanak felel meg.

7\

a) Magyardzzuk el, hogy miért ad erdsebb fényt a reflektor a bal oldali kis tikor
haszndlataval, mint nélkile!

b) Vonalzéval végezzink méréseket az abran, és dllapitsuk meg a két tikor
fokusztdvolsdganak ardnyat!
c¢) Vonalzéval elvégzett méréseink alapjdn becsiljik meg, hogy az izzdldmpa fé-

nyének hany szdzaléka keril a reflektor altal elballitott pdrhuzamos fénynyaldbba a
kis tikor haszndlata nélkil, illetve a kis tikor beépitésével!

(5 pont) Példatari feladat nyoman

Megoldés. a) A reflektornak parhuzamos fénynyaldbot kell eléallitania. A kis
tikor visszajuttat a parabolatiikorre olyan fénysugarakat, amelyek enélkiill mas
iranyokba szorodtak volna. Ezéltal annak ellenére megno a reflektor fényereje, hogy
a kis tiikor a fénynyalab egy részét kitakarja.

b) A nagy tiikor egy parabolatiikor, aminek éppen a fokuszaban helyezkedik
el az izz6 (ezért hoz létre parhuzamos nyaldbot), {gy annak f; fékusztdvolsiga
kozvetleniil lemérhetd. A kis titkor egy gombtiikor, ennek kozéppontjdban van az
izz6 (ezért a fény ugyanabba az irdnyba verddik vissza), igy a gémb r sugara
olvashato le. Az fo fokusztavolsag ennek fele.
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A kinyomtatott abrardl leolvasott és az ezekbdl szamolt értékek:

fl = 8a8 c1m,

r=3,5 cm,
r
f2 === 1,75 cm,

2
f1

L —503~5.
p)

Megjegyzés. A feladatban nincsenek abszolut méretek megadva, a kinyomtatott abrarél
leolvasott méretek a nagyitastdl fliggenek. Igy csak a fékusztavolsdgok keresett aranya
fiiggetlen a nyomtatds nagyitasatol.

c) A ® fényaramokat a térszigek” alapjan lehet kiszamolni:
o =19,

ahol I a fényforras intenzitasa, (2 pedig a térszog. Egy ¢ félnyilasszogli kiphoz
tartozo térszog:
Q) = 27(1 - cos ),

a teljes térszog pedig 4.

Az dbrdn harom kiilonb6z6 szoget jeloltiink be: « és 8 a nagy, illetve a kis tiikor
pereméhez hizott sugarak optikai tengellyel bezart szoge, v pedig annak a sugarnak
a szoge, amely a parabolatiikorrél visszaverddve éppen a kis tiikor peremét érinti.
Erre azért van sziikségiink, mert az ennél kisebb szégben indulé fénysugarakat a
kis tiikor kitakarja. A kinyomtatott abran lemérve:

a~47°, B~ 42°, v~ 15°.

/

7A térszog nagysdga a térszog altal egy r sugari gémb feliiletébdl kimetszett feliletdarab
teriilete osztva r2-tel (Q = A/r2). Mértékegysége a szteradidn (sr).
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A kis tiikor nélkil az izzé fényének hasznosulé hanyada:

Qa) 27(1—cosa) 1—cosa
= = ~ 16 .
47 4 2 %
A kis tukor hasznalataval ehhez hozzdadddik az arrdl visszaver6do fény is, viszont
mindkett6bél le kell vonnunk a kitakart részt. Ez alapjan a hasznosuld fénydram
és a teljes fényaram aranya:
Q) +Q(B) —2Q(y)  2cosy —cosa —cos 3

= ~ 25%.
47 2 5%

Lathatjuk, hogy a kis tiikér t6bb mint masfélszeresére noveli a reflektor telje-
sitményét.

Bis Ldszlé Teodor (Ceglédi Kossuth L. Gimn., 12. évf.) és

Siimeghi Ndndor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan.

Megjegyzés. A fénybél az izzé foglalata is kitakar valamennyit, de ezt nem vettiik
figyelembe a szamitdasnal. A kis tiikrot gyakran beleépitik az izzéba.

26 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldds. Kicsit hidnyos (34 pont) 15, hidnyos
(1-2 pont) 7, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

P. 5669. Egy R=5 cm sugard, m = 0,5 kg tomegil, homogén anyageloszlisi
tdresa r=0,5 cm sugard tengelyéhez egy L =20 cm hosszisdgu, vékony fondl egyik
véqgét rogzitjik, és a fondl L/2 hosszisdgi részét a tengelyre feltekerjik. A figgdleges
fondl mdsik végét ragzitett helyzetben tartva a tdrcsdt elengedjiik.

a) Mekkora erd fesziti a fonalat az egyenletesen s
gyorsulé tarcsa (,jojé”) mozgdsa kézben?

b) Mekkora a tdrcsa tengelyének sebessége a fondl
kitekeredésének pillanatdban? L/2

c) A tdresa fiiggdleges mozgdsanak megforduldsakor
a fonalat feszitd erd egy rovid iddre megnd (a tdrcsa
,rant egyet” a fondlon). Becsiljik meg a fondlerd dt-
lagos értékét a rantds alatt! 2r

A tengely tomegét, a fondl fiiggblegestdl vald eltérését R
és a kozegellenallast elhanyagolhatjuk. A tdrcsa szdg-
sebességét az ,atforduldas” alatt tekintsik dllandonak.

(6 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka
Megoldas. a) A tarcsira két erd hat: a nehézségi erd és a fondler6 (dbra).
A témegkozéppont gyorsuldsa akp, a tarcsa szoggyorsulasa 8. A mozgasegyenletek:
Magkp, = mg — K,
06 =K,
ahol © = %mR2 a tércsa tehetetlenségi nyomatéka. A kényszerfeltétel miatt (a fonal

nem csuszik meg a tengelyen):
Qtkp = 1.
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Az egyenletrendszer megoldéasa:

K=Y __ 481N,
2r
1+ %7
Atkp = LRZ =0,192 m/sz.
+ 32

Tehat a fonalerd a letekeredés alatt: K =
=4,81 N.

b) A tengely aqy, gyorsuldssal tesz meg L/2
tavolsagot, igy a végsebessége:

Lg
TR = 07196 m/S.
2z

v = +/Law, =

Megjegyzés. A végsebesség (a gyorsulds ismerete nélkiil) az energiamegmaradéasbdl is
meghatarozhato:
1 1 L
§m1)2 + 5@002 =mgs,
amibél a v = rw kényszerfeltétel és © = %mR2 felhaszndlasdval:

R2

2

1+ ) =L
v ( +2r2) 9>
_Lg
14+ 257

az el6z6 megoldassal megegyezben.

¢) A rantés alatt a tomegkozéppont sebessége irdnyt vélt, igy a rendszer impul-
zusa
Al =2mu
értékkel megvaltozik. Ekozben a tengely kozel allandd szogsebességgel atfordul, a
7 szogelfordulashoz
™ orm
At=—=—
w v
idére van sziikség. (Itt ismét felhasznaltuk a v = rw kényszerfeltételt.) A rantds

alatt a testre haté atlagos erd:

AT
K, —mg=—,
A
amib6l a keresett (dtlagos) fondlerd a rdntds kozben:
Al 2mo? 4Ly
K, =2t _ (2 1) mg=735N.
At +mg T +my (7‘(‘(27‘2 + R?) + ) g 5

Papp Emese Petra (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

36 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldéds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 17, hidnyos
(1-3 pont) 7, nem versenyszer(i 1 dolgozat.
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Fizikabol kittizott feladatok

M. 445. Mérjikk meg, hogy egy adott granuldris anyagnak (pl. rizs, gersli stb.)
mekkora a térkitoltése! Mennyire fiigg ez a rendszer prepardlasatol (pl.: tomorités,
rézogatas stb.)?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
G. 905. A foly6n lefelé halad egy evezds, a parthoz képest 8 m/s sebességgel.
Szembe jon vele egy motorcsénak a vizhez viszonyitott 10 m/s sebességgel. Taldl-

kozasuk utdan 10 masodperccel 160 méterre vannak egymastol. Mekkora sebességgel
folyik a foly6?

(8 pont) Versenyfeladat nyoman

G. 906. A s6s tengerviz sfirtisége 1025 kg/m3, az édesvizé 1000 kg/m?3.

a) Hogyan véltozik a hajora haté felhajtderé nagysdga, amikor a folyé torkolatét
elhagyva kitszik a nyilt tengerre?

b) Szdmitsuk ki, hogy 1 m® tengerviz hany kg sét tartalmaz, ha tudjuk, hogy a
tengeri s6 sfirtisége 2200 kg/m3.

Tegyiik fel, hogy a s6 és a viz keverése nem jar térfogatvaltozassal.
(3 pont) Versenyfeladat nyomén

G. 907. Az egyenletes tomegeloszldsi, m = 0,7 kg tomeg,
ABC szabalyos haromszog alaki lemez A csiicsa az dbra szerint
csukléval csatlakozik a fliggbleges falhoz. A haromszog vizszintes

AB oldaldnak B végpontjit egy fonal koti dssze a fallal. A fondl
a vizszintessel ¢ = 60°-os szoget zar be.

a) Mekkora er6 ébred a fonalban?

b) Mekkora nagysdgu, és milyen irdnyd erével terheli a ha-
romszoglemez a csuklét?

A B
(4 pont) Koazli: Zsigri Ferenc, Budapest
G. 908. Mennyi hét kozoljink egy 15 °C-os, 4,00 cm atmérdji
rézgolyoval, hogy ne férjen at egy 4,02 cm atméroja lyukon? fo:

(3 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9 603



P. 5688. Egy adott pontbdl « szog alatt vy kezdbsebességgel elhajitunk egy si-
lyos testet. Adjuk meg a palya egyenletét abban a ferdeszogli koordinata-rendszer-
ben, amelynek egyik tengelye a hajitas iranyaba, a masik pedig a nehézségi erd
irdnyaba mutat. Kapcsolatba hozhato-e az egyenletben fellépé allandé a parabola
alaku palyagorbe p ,,paraméterével”?

(4 pont) Példatari feladat nyomdn

P. 5689. Tekintsiik a Fold Nap koriili palyajat 150 millié kilométer sugari
kornek. Tegyiik fel, hogy egy iistokos az ekliptika sikjaban, parabolapalyan kozelit a
Naphoz tgy, hogy a Fold palyajat kétszer metszi, és a két metszéspontot 6sszekotd
egyenes szakasz hossza éppen a foldpalya atméréje. (Szerencsére a Fold jé messzire
elkeriili az tistokost, amikor az a f6ldpélya kézelében mozog.)

a) Mennyire kozel halad el az istokos a Nap kozéppontjahoz, és mekkora a
sebessége ekkor?

b) Mekkora szogben metszi egymaést a Fold és az listokos palydja?
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz
P. 5690. Egy « hajlasszogi lejtén G sulyu kicsiny test nyugszik. A test és a lejtd
kozotti tapadod surlédas egytiitthatdja p > tga.

Legalabb mekkora nagysagt és milyen iranyt erével tudjuk a testet megmozdi-
tani?

(5 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka
P. 5691. Hatarozzuk meg egy vékony, m tomegli, homogén tomegeloszlasi, a

oldalt szabalyos haromszog alaki lemez tehetetlenségi nyomatékat az egyik csicsan
athaladé tengelyre vonatkozdan, ha az

a) a hiromszog sikjira merdleges,
b) a magassdgvonal,
¢) az eléz6 két tengelyre mer6leges.
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 5692. Egy adott mennyiségii egyatomos idedlis gaz kvazisztatikusan eljut a
kezdeti pg nyomésu és Vy térfogatu allapotabdl a py nyomasa és 2V, térfogati

végallapotaba. A folyamatot Ggy valasztjuk meg, hogy a gdz homérséklete sohasem
csOkkenhet, illetve a gdz sohasem adhat le hot.

a) Minimélisan mekkora hét kozolhettiink a gézzal?

b) Maximélisan mekkora hét kozolhettiink a gézzal?
(5 pont) KVANT feladat

P. 5693. Hat darab egyforma R ellenédllasb6l egy ABCD tetraédert allitunk
Ossze, és a tetraéder A és B, valamint C' és D cstcsa kozé egy-egy Uy fesziiltségl
telepet kapcsolunk. Mennyi hé fejlodik adott 71" id6 alatt az egész héaldzaton?
(A telepek belsd ellenéllasa elhanyagolhat6.)

(4 pont) Példatéri feladat nyomdn
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P. 5694. Egy hagyoméanyos optikai rdaccsal eléallitjuk egy natriumgdzlampa fé-
nyének diffrakciés képét. Becsiiljiilk meg, hogy hany vékony résbél all a racs, ha
els6 rendben éppen hogy csak fel tudjuk bontani a natriumlampa két, 589,6 nm és
590,0 nm hulldmhosszti spektrumvonalét!

(5 pont) Példatari feladat nyoman

P. 5695. Alland6 teljesitményti, 420 nm hulldmhossziségt fénynyaldbbal cézium
kat6da vakuum-fotocellat vildgitunk meg. Az aldbbi grafikon mutatja a fotocella
fotoaramanak I erésségét az andd katédhoz viszonyitott U fesziiltségének fiiggvé-
nyében.

I(nA)
75
50
25 -+
U (V)
T T T T T T T T T T T T
—4 -2 0 2 4 6 8

a) Mekkora a cézium kilépési munkéja?
b) Legaldbb mekkora teljesitményti fénynyaldb érkezett a fotocella katddjara?
(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely
P. 5696. Vikuumban fiiggdlegesen elhelyezkedo, .
hosszi, egyenes vezetében idében dlland6 aram fo-

lyik. A vezet6tdl ro tdvolsigra 1évé P pontbdl az
dbra szerint egy protont inditunk az egyenes ve-

zetére és a P pontra illeszked6 sikra merdleges 1
irdnyban. Mozgésa sordn a proton maximalis tavol-
séga a vezetStol 4rg. PP R
( -~ T0 )
a) A mozgés sordan mekkora maximalis 9 szoget -~ [ _‘:;\/
zar be a proton mozgdasiranya a vizszintessel? | P

b) Mekkora a ¥ sz0g abban a pillanatban, amikor
a proton 2ry tavolsdgra van az egyenes vezetGtol?

(6 pont) Kozli: Vigh Maté, Herceghalom

*

Bekiildési hatarid6: 2026. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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K
.

New exercises for practice — competition K (see page 559): K. 879. A bunny is carrying
carrots in its basket. If it meets another bunny, it gives it one carrot. If it meets a fox,
the fox takes half of its carrots. It meets 4 animals in total (each one is either a bunny or
a fox) during which, at some point, it is left with no carrots. How many carrots could it
have started with? K. 880. Eight three-legged dragons formed a choir. As we all know, a
three-legged dragon can have one, three, seven, or nine heads. The three-headed ones are
sopranos, the seven-headed ones are mezzos, the nine-headed ones are all altos, and the
one-headed ones do not sing, they can only be choir leaders. The dragons have altogether
twice as many heads as legs. How many heads could have sung each voice of the famous
three-voice choral piece: “I wish I were a rosebud”. K. 881. Andris, Bori, Csaba, Dori,
Egon, Fanni and Gabor took part in a summer camp together. Andris knows everybody
except Fanni, Bori knows three of the kids, Csaba knows one kid, and Déri knows half
as much of the kids as Egon. Fanni knows one less kid than Gabor. (Acquaintances are
considered mutual.) Find the possible number of acquaintances of Fanni. K/C. 882. Inside
regular dodecagon ABCDEFGHIJK L we draw squares on diagonals AC' and F H. Prove
that the two squares share a common vertex. K/C. 883. A sequence is obtained with the
following recursive method: if member ¢ is a positive odd number, then the next member
is 3t — 9, if it’s a positive even number, then the next member is 2t — 7. Suppose that the
sequence alternates between two positive values: a, b, a, b, ... Find the possible values of
a and b.

.
A

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 577): Exercises up to grade 10:
K/C. 882. See the text at Exercises K. K/C. 883. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1878. How many four-digit positive integers in base ten are there in which at
most one of the digits is divisible by 3, the sum of the digits is 15, and the sum of the mod
3 remainders of the digits is 67 (Proposed by Bélint Biré, Eger) C. 1879. A convex n-gon
is given on the table, the sides of which have length 2. We place a disk with unit radius
on each vertex of the polygon such that the adjacent disks are tangent to each other. We
roll another circular token with unit radius around this arrangement such that it returns
to its initial position. Determine, as a function of n, the total angle through which this
disk rotates during the rolling process. (German competition problem) C. 1880. Solve
equation (z 4 1)! = 2® — x on the set of natural numbers. (Proposed by Bélint Biré, Eger)
Exercises upwards of grade 11: C. 1881. Given an n X n chessboard, we want to cover it
without overlaps using L-shaped pieces consisting of 3 squares, in such a way that at most
one square remains uncovered. Prove that this is possible for any positive integer n # 3.
(All the sides of the L-shape should follow the grid lines.) (Proposed by Métyds Czett,
Zalaegerszeg) C. 1882. Let ABCD be a convex quadrilateral, and let I be the incenter
of triangle ABD. Prove that if CB =CD = CI, then ABCD is a cyclic quadrilateral.
(Proposed by Viktor Vigh, Sdndorfalva)

New exercises — competition B (see page 578): B. 5494. Anna and Béla plays the
following game on a 2 x 2026 board. They take turns to place dominoes on the board
until no new domino can be placed on the board. If the board is fully covered, the winner
is Anna, otherwise Béla is the winner. Who has a winning strategy, if Anna is the first
player? (A domino covers two adjacent squares on the board. The dominoes cannot extend
beyond the edges of the board and cannot overlap each other.) (8 points) (Proposed by
Madrton Lovas, Budakaldsz) B. 5495. The legs of a right triangle are a and b, its hypotenuse
is ¢, and its inradius is 7. Prove that 2r®> = (c —a)(c —b). (8 points) (Proposed by Géza
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Kiss, Csomor) B. 5496. Let p(r) denote the product of the divisors of positive integer 7.
For a given positive integer n determine those positive integers k for which p(k™) is the n'®
power of an integer. (4 points) (Proposed by Aron Hotvdth, Nemesb8d) B. 5497. Circular
arc k with endpoints AB is given. Let F' be the midpoint of the arc. A circle is tangent
internally to k at point P, and tangent internally to line segment AB at point Q). Prove
that the sum of the radii of circle APQ and BPQ equals the length of line segment AF.
(4 points) (Proposed by Ldszlé Németh, Fony6d) B. 5498. Let n > 2 be a given positive
integer. For which permutation a1,as2,...,a, of numbers 1,2,...,n will the value of a1a2 +
+azasz+ -+ an—1a, be maximal? (5 points) (Proposed by Mdrton Lovas, Budakaldsz)
B. 5499. Each of the vertices of a regular 45-gon are colored red, yellow or green, and each
color is used exactly 15 times. A triangle is red (yellow, green), if all three of its vertices is
red (yellow, green). Prove that there exists a red, a yellow and a green triangle, all three
of which are congruent to each other. (6 points) (Proposed by Sdndor Rdka, Nyiregyhdza)
B. 5500. Find the smallest possible value of |a| 4 |b| + |¢| + |d| + |e|, if equation z° + az® +
+ bz 4 cx® + dz* + ex +1 =0 has a real root. (5 points) (Proposed by Akos Somogyi,
London) B. 5501. The incircle of triangle ABC' is tangent to sides BC, CA and AB at
points D, E and F, respectively. Let G be the antipode of point F' on the incircle. Lines
GD and GFE intersect line AB at points D’ and E’, respectively. Prove that circles AED’
and BDE' intersect each other on the incircle. (6 points) (Proposed by Roland Jdrmai,
Budapest)

New problems — competition A (see page 579): A. 920. Given a non-isosceles triangle
ABC, let its circumcircle be denoted by €. Let wa be the mixtilinear incircle correspond-
ing to vertex A (that is, the circle tangent to sides AB, AC, and internally tangent to Q).
Define wp and we analogously. Let the points where wa,wp,wc touch 2 be denoted by
Ta,Ts,Tc, respectively. Show that the Monge line of the circles wa,wp,wc (that is, the
line passing through the pairwise external homothety centers of the three circles) coin-
cides with the Pascal line of the hexagon ATc BTACTg (that is, the line passing through
the points ATc NT4C, Tc BNCTg, BTaNTpA). (Proposed by Sha Jingyuan, Budapest)
A. 921. Let n > 2 be an integer. Let z1,...,x, be positive real numbers whose product is

n— 1. Prove that 1 +...+ 2, — (ﬂ%l +...+ x"%l) <(n— 1)1“‘%. (Proposed by Aron
7 "

Bdn-Szabd, Palaiseau) A. 922. Fix two positive integers a and b. Let n be a positive in-
teger, and let T" be a black—white coloring of the cells of an an x bn grid, containing at
least two white cells. Csigusz the snail starts on a white cell, visits all white cells exactly
once, and then returns to the starting cell, always moving between side-adjacent white
cells. He then notices that he was able to do this in exactly one way (that is, once he
made his first move, there was a unique way to complete the cycle). Let 7T, denote the

set of all colorings T satisfying this property, and let ¢(7") denote the number of white

lattice points in T'. Show that L = lim, o maXTET" ¢(0) exists for every choice of positive

integers a and b, and determine the value of L. (Proposed by Mdrton Lovas and Csongor
Beke, Cambridge)

Problems in Physics
(see page 603)

M. 445. Measure the space-filling properties of a given granular material (e.g. rice,
barley, etc.). To what extent does this depend on the preparation of the system (e.g.,
compaction, shaking, etc.)?

G. 905. A row boat is moving downstream at a speed of 8 m/s relative to the shore.
A motorboat is coming upstream towards the row boat at a speed of 10 m/s relative to
the water. Ten seconds after they meet, they are 160 meters apart. What is the speed
of the river? G. 906. The density of salt water is 1025 kg/m?, while that of fresh water
is 1000 kg/m®. a) How does the buoyant force exerted on a ship change when the ship
leaves the river mouth and sails out into the open sea? b) Calculate how many kilograms
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of salt are contained in 1 m® of seawater, given that the density of sea salt is 2200 kg/m?>.
Assume that mixing salt and water does not cause any change in volume. G. 907. Vertex
A of the ABC equilateral triangle-shaped plate, which has uniform mass distribution and
mass m = 0.7 kg, is connected to the vertical wall with a hinge, as shown in the figure.
Vertex B, which is the vertex at the other end of the horizontal side AB of the triangle, is
connected to the wall by a string. The string makes an angle of (o = 60° with the horizontal.
a) What is the tension in the string? b) What is the magnitude and the direction of the
force exerted on the hinge by the triangle-shaped plate? G. 908. How much heat must be
transferred to a copper ball with a diameter of 4.00 cm and a temperature of 15 °C so
that it cannot pass through a hole with a diameter of 4.02 cm?

P. 5688. From a given point, a heavy body is thrown at an angle a with an initial
velocity vo. Give the equation of the trajectory in the oblique coordinate system, where
one axis points in the direction of the initial velocity and the other in the direction of the
gravitational force. Can the constant in the equation be related to the “parameter” p of
the parabolic trajectory? P. 5689. Consider the Earth’s orbit around the Sun as a circle
with a radius of 150 million kilometres. Suppose that a comet in the plane of the ecliptic
approaches the Sun along a parabolic path such that it intersects the Earth’s orbit twice,
and the length of the straight line connecting the two points of intersection is exactly the
diameter of the Earth’s orbit. (Fortunately, the Earth misses the comet by a wide margin
when it moves close to the Earth’s orbit.) a) How close does the comet get to the centre
of the Sun, and what is its speed at that position? b) What is the angle between the
Earth’s orbit and the comet’s orbit? P. 5690. A small body of weight G rests on a slope of
angle a. The coefficient of friction between the body and the slope is p > tana. What is
the minimum force needed to move the body, and in what direction should it be exerted?
P. 5691. Determine the moment of inertia of a thin, equilateral triangle-shaped plate of
uniform mass distribution, with mass m, and side length a, with respect to an axis, which
goes through one of the vertices of the triangle, and a) which is perpendicular to the plane
of the plate, b) which coincides with the altitude of the triangle, ¢) the axis is perpendicular
to the previously described two axes. P. 5692. A given quantity of monatomic ideal gas
is quasi-statically taken from its initial state of pressure po and volume Vj to its final
state of pressure po and volume 2V;. The process is chosen so that the temperature of
the gas never decreases and the gas never releases heat. a) What is the minimum amount
of heat that can be transferred to the gas? b) What is the maximum amount of heat
that can be transferred to the gas? P. 5693. A tetrahedron is assembled from six identical
resistors each of resistance R, and two batteries, each with a voltage of Up, such that
one battery is connected across the vertices AB and the other is connected across the
vertices CD. How much heat is generated over a given time T across the entire network?
(The internal resistance of the batteries is negligible.) P. 5694. We use a conventional
diffraction grating to produce the diffraction pattern of the light from a sodium vapour
lamp. Estimate how many thin slits the grating consists of if we can just resolve the two
spectral lines of the sodium lamp with wavelengths of 589.6 nm and 590.0 nm in the
first order. P. 5695. We illuminate a vacuum photocell with a caesium cathode using a
constant-power light beam with a wavelength of 420 nm. The graph on page 605 shows
the intensity I of the photocell’s photocurrent as a function of the voltage U between the
anode and cathode. a) What is the work function of caesium? b) What is the minimum
power of the light beam that reaches the cathode of the photocell? P. 5696. A constant
current flows through a long, straight conductor positioned vertically in vacuum. From
point P, located at a distance ro from the conductor, we launch a proton onto the straight
conductor in a direction perpendicular to the plane containing point P, as shown in the
figure. During its motion, the maximum distance of the proton from the conductor is 4r¢.
a) During the motion, what is the maximum angle ¥ between the direction of motion of
the proton and the horizontal? b) What is the angle ¥ at the moment when the proton is
at a distance 2rg from the straight conductor?
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