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| | Jelentés a 2025. évi

| Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuléversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2025. évi Kiirschak Jozsef Matematikai
Tanuléversenyt oktober 10-én, kozép-eurdpai id6 szerint 14 orai kezdettel rendezte
meg a kévetkez6 tizenharom helyszinen: Budapest, Cambridge, Csikszereda, Deb-
recen, Eger, Gy6r, Gyula, Ithaca, Kolozsvar, Miskolc, Szeged, Székesfehérvar és
Veszprém.

A Térsulat elnoksége a verseny lebonyolitasara az aldbbi bizottsagot kérte fel:
Biré Andras, Fleiner Tamds (elnok), Frenkel Péter, Harangi Viktor, Kés Géza,
Kovacs Benedek (titkdr), Maga Péter, Pach Péter P4l és Téth Géza. A bizottsig
szeptember 10-i 1ilésén az alabbi feladatokat tiizte ki:

1. Legyen n rogzitett pozitiv egész. Irjuk fel a 0, 1, ..., n— 1 szémokat egy tablara
valamilyen sorrendben. Két szam egymaéssal inverzidban dll, ha a nagyobb megel6zi
a kisebbet. Egy k szdmot nevezziink sajdtsigosnak, ha pontosan k maésikkal all
inverzioban. Legfeljebb hany sajatsdgos szam lehet a tdblan?

2. Ebben a feladatban tizes szamrendszerben felirt szamokrol lesz sz6. Meg-
engediink nullaval kezd6d¢é felirdsokat is. Egy paros sok szamjegybdl allo szamot
vdghatonak neveziunk, ha két egyenld hosszu részre félbevagva a részek Gsszegének
négyzete az eredeti szam. Példaul 2025 = (20 + 25)2 és 0001 = (00 + 01)? négyjegyti
vaghaté szamok. Bizonyitsuk be, hogy a 2n-jegyl vaghaté pozitiv egész szamok
szama minden n-re 2-hatvany.

3. Adott n > 10 pont a sikon, nincs harom egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy
ki lehet Oket szinezni pirossal és kékkel tigy, hogy minden félsik, ami legalabb 10
pontot tartalmaz, tartalmaz piros és kék pontot is.

A bizottsag november 27-i Ulésén, a beérkezett dolgozatok atnézése utan a
kovetkezo jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le, 119 regisztralt versenyz6tol
Osszesen 104 dolgozat érkezett be.

A bizottsag a versenyt kovetOen szerzett tudomast arrdl, hogy a 2. feladat sze-
repelt az MBL tébor idei felvételi tesztjén. Sajnos az is csak késon dertilt ki, hogy
a 3. feladat nehezebb formaban nem csupan az 1992. évi Kiirschak versenyen, ha-
nem 2002-ben a K6Mal.-ban is kit{izésre keriilt A.281-es sorszam alatt. A bizottsag
egyelére nem tervezi, hogy a feladatot a jovében ismételten kitiizi.

Az idei versenyen 53-an oldottdk meg az els6 feladatot kisebb-nagyobb hidnyos-
saggal, a méasodik feladatban pedig 15-en értek el érdemi eredményt. A harmadik
feladat bizonyult a legnehezebbnek: ebben mindéssze 9 versenyzé tudott nemtrivi-
alis részeredményt felmutatni.

Két versenyz6 1ényegében helyesen oldotta meg mindharom kittizott feladatot,
ezért
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I. dijat és 100 000 Ft pénzjutalmat nyer
Aravin Péter, az Ithaca High School 9. osztalyos tanul6ja (tandrai Frederick
Deppe, Pésa Lajos és Damasdi Gébor) valamint

Bodor Matyas, a csikszeredai Marton Aron Fégimnazium 12. osztilyos tanuldja
(tandra P&ll Olga).

Egy versenyzo helyesen oldotta meg az 1. feladatot, azonban a 2. és 3. felada-
tokra adott megolddsa kisebb kiegészitésre szorul. Ezért a teljesitményért

I1. dijban és 60 000 Ft pénzjutalomban részesiil

Morvai Varkony Albert, a G6dolléi Torok Ignac Gimnazium 10. osztalyos ta-
nuléja (tandrai Baldzsné Zsigd Agnes, Damdsdi Gébor, Dobos Sandor és Kovécs
Benedek).

Kilenc versenyz6 az 1. feladat mellett egy mésik feladatot is lényegében helyesen
oldott meg. Ennek megfeleléen

dicséretet érdemel

Czanik Pal, a Budapesti Fazekas Mihély Gyakorl Altaldnos Iskola és Gimnézi-
um érettségizett tanuldja (tandrai Kocsis Szilveszter, Lenger Daniel, Dobos Séndor,
Gyenes Zoltan, Hujter Bélint, Sdndor Andras, Pésa Lajos, Nador Benedek és Ko-
vacs Benedek),

Hajba Milan, a gy6ri Révai Miklés Gimnéazium és Kollégium 11. osztalyos ta-
nuléja (tanarai Csete Lajos és Arki Tamas),

Holl6 Martin, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gim-
nizium 12. osztalyos tanuldja (tandrai Hujter Bélint, Gyenes Zoltan, Kiss Géza,
Dobos Sandor, Surdnyi Lészlé és Nagy Kartal),

Santa Gergely, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altalanos Iskola és Gim-
ndzium 11. osztélyos tanuléja (tandrai Dobos Sandor, Lenger Déniel, Gyenes Zoltan
és Pésa Lajos),

Sardinecz Déra, a Budapesti Fazekas Mihély Gyakorlé Altalanos Iskola és Gim-
nizium 12. osztalyos tanuldja (tanarai Hujter Bélint, Gyenes Zoltan és Kiss Géza),

Sarusi-Kis Balazs, az ELTE Radnéti Miklés Gyakorlé Gimnézium 12. osztalyos
tanuléja (tandrai Steller Gabor, Kornai Julia és Nagy Kartal),

Schmidt Botond, a budapesti Szent Istvin Gimnézium 10. osztilyos tanuléja
(tandrai Juhdsz Istvan és Juhdsz Péter),

Varga Boldizsar, a Békasmegyeri Veres Péter Gimnéazium érettségizett tanuldja,
aki jelenleg az ELTE TTK matematika szakos hallgat6ja (tandra Holl6 Gébor) és

Vo6dros Daniel, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium 11. osztalyos tanulja (tandrai Dobos Séandor, Lenger Déniel, Pésa Lajos,
Simon Péter, Gyenes Zoltan, Addm Réka és Fazakas Tiinde).

A versenybizottsidg ezuton koszoni meg minden versenyzd, felkészité tanar és
a lebonyolitdsban koézremiik6dd kolléga munkajat, valamint a Lovasz Alapitvany
pénzdijakhoz nytjtott tamogatasat, a dijazottaknak pedig tovabbi sikereket kivanva
gratuldl.”
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A 2025. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak megoldasai

1. feladat. Legyen n rogzitett pozitiv egész. Irjuk fel a 0,1,...,n — 1 szdmokat
egy tablara valamilyen sorrendben. Két szam egymaéssal inverzioban dll, ha a na-
gyobb megeldzi a kisebbet. Egy k szamot nevezzink sajdtsigosnak, ha pontosan k
masikkal all inverziéban. Legfeljebb hany sajatsagos szam lehet a tablan?

Az 1. feladat 1. megoldasa. Megmutatjuk, hogy egy k szam pontosan akkor
sajatsagos, ha az 6t megeléz6 szamok koziil pontosan annyi k-ndl kisebb van, mint
ahany k-nal nagyobb. Egy k szdm inverziéban &all

e azon k-nal kisebb szamokkal, amik £ utan allnak a tablan, illetve

e azon k-nal nagyobb szamokkal, amik k elott allnak a tablan.

Az el6bbiek szamat jeldlje z. Ekkor k pontosan akkor sajitsigos, ha az utobbiak
szama k — x, ami viszont éppen azon k-ndl kisebb szamok szdma, amik k el6tt
allnak a tablan.

Kovetkezésképp egy szam csak akkor lehet sajatsagos, ha paros sok szam el6zi
meg a tablan (azaz paratlanadik poziciéban all), igy legfeljebb [%] db sajatsagos
szam &allhat a tablan. Ennyi lehet is: tekintsiik a

0,%,1,%,2,%,...

sorrendet, ahol a 2k + 1-edik helyen a k szdm all k =0,1,...,[n/2] — 1 esetén, mig
a *-gal jelolt pdros pozicidkban barmilyen szdm allhat, ami legaldbb [n/2]. Ekkor

minden k € {0,1,...,[n/2] — 1} sajtsdgos, mert k utdn nincs ndla kisebb szdm,
az elotte 1év6 2k szam kozil pedig minden méasodik nagyobb néala, igy valéban
pontosan k szammal all inverziéban. O

Az 1. feladat 2. megoldasa. Megmutatjuk, hogy a tabldn nem lehet két szomszé-
dos sajatsagos szam. Tegytk fel, hogy a és b szomszédos szdmok a tabldn (ab vagy
ba sorrendben). Legyen a < b, és a tobbi szdmot osszuk hérom csoportba nagy-
sag szerint: a-nal kisebbek (kicsik), a és b kozottiek (kozepesek), valamint b-nél
nagyobbak (nagyok). Jelolje az a,b eldtt allé kicsi, kozepes, illetve nagy szdmok
szamat rendre xq, y1, illetve z;. Hasonlban, az a,b utan all6 kicsi, kozepes, illetve
nagy szamok szama legyen s, 4, illetve zo. Vegyiik észre, hogy a kozepes szdmok
szama

Yy1+y2=b—a—1

1. eset: ab sorrend. Ekkor a pontosan xs + y1 + 21 szdmmal all inverziéban, mig
b pontosan w3 + yo + z1 szammal. Ha a és b is sajatsagos volna, akkor

b—a=(za4y2+21)—(24+y1+21)=y2e -1 <y1+y2=b—a—1,

ami ellentmondas.

2. eset: ba sorrend. Ebben az esetben a és b egymassal is inverzidoban all, igy a
pontosan xs +y;1 + 21 + 1 szdmmal all inverziéban, mig b pontosan xo +y2 + 21 + 1
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szammal. Ha tehat a és b is sajatsagos volna, akkor
a—b=(ra+yi+z+1)—(2t+yt+a+l)=y—y2<y+yp=a—b—1,
ami ellentmondaés.

Ezt a gondolatmenetet esetszétvalasztas és képletek nélkiil is el lehet mondani: a
és b szomszédos szamokra tekintsiik azokat a szamokat, amik pontosan az egyikkel
allnak inverziéban. Kénnyen meggondolhaté, hogy ezek éppen a kozepes szamok,
azaz b—a — 1 ilyen van. Tehat legfeljebb ennyiben térhet el a és b ,inverzié-szama”.
fgy nem lehet mindkettd sajatsagos, kiillonben ez az eltérés b — a volna.

Vagyis a sajatsdgos szamok kozott nincsenek szomszédosak, {gy legfeljebb [n/2]
sajatsagos szam lehet a tablan. Ennyi el6 is fordulhat: tekintsiik az

n—1%xn—2%xn—3x*,...

sorrendet, ahol a *-gal jelolt paros pozicidbkban barmilyen sorrendben allhatnak a
maradék szamok. O

Az 1. feladat 3. megoldasa. (Schmidt Botond megolddsa alapjin.) Egy tdbldn
szamat (7). Azt allitjuk, hogy k + p + ¢ mindig paratlan.

Ez nyilvan teljesiil, amikor a szdmok novekv6 sorrendben vannak, hiszen ekkor
p=k+1 és i=0. Most egy tetszbéleges sorrend esetén vizsgaljuk, mi torténik,
ha két szomszédos szdmot megcseréliink. Ha nincs koztiik k, akkor persze p és i
valtozatlanok maradnak. Ha az egyikiik k, akkor pedig mind p, mind ¢ pontosan
1-gyel valtozik, vagyis p + ¢ paritasa ismét valtozatlan. Mivel szomszédos szamok
megcserélésével barmilyen sorrendhez eljuthatunk, belattuk, hogy k + p+ 4 valéban
mindig paratlan.

Ha k sajatsagos, akkor ¢ = k, vagyis ekkor 2k + p paratlan, azaz ez csak paratlan
p pozicidji szamokkal eshet meg. O

Az 1. feladat 4. megoldasa. (Molnar Istvan Addm megoldésa alapjan.) Jelolje
£ a tablan 1év6 utolso szamot. Ez a nala nagyobb szdmokkal all inverzidban, azaz
n—1—/{ szammal. Vagyis pontosan akkor sajatsagos, ha n = 2¢+ 1. Vagyis ez csak
paratlan n esetén koévetkezhet be.

Tovabba vegyiik észre, hogy ha toroljik f-et a tablardl, valamint minden ¢-
nél nagyobb szamot 1-gyel cstkkentiink, akkor a sajatsdgossag tulajdonsiga nem
valtozik: az ¢-nél kisebb szdmok inverzid-szama nem valtozik; egy ¢-nél nagyobb
szamé ugyan 1-gyel csokken, de maga a szam is ugyanigy valtozik.

Most vegyiik az n szam egy tetszbleges sorrendjét. Minden 1épésben az utolsd
szamot a fenti médon torolve elérjiik, hogy végil tires legyen a tabla. Az eredeti sor-
rendben m-edik szdm pontosan akkor sajatsagos, ha n —m torlés utdn megmaradd
m szadm koziil az utolsé sajatsagos. Mint lattuk, ez az aktualisan utolsé szam csak
akkor lehet sajatsagos, ha m paratlan. Ez azonnal mutatja, hogy csak a paratlan
poziciéban all6 szamok lehetnek sajatsagosak.

Ezzel a megkozelitéssel az is konnyen atgondolhatd, milyen sorrendek esetén lesz
minden paratlan poziciéban all6 szam sajatsagos. O
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2. feladat. Ebben a feladatban tizes szdmrendszerben felirt szamokrol lesz szo.
Megengediink nullaval kezd6d6 felirdsokat is. Egy paros sok szamjegybol all6 sza-
mot vdghatonak neveziink, ha két egyenlé hosszi részre félbevagva a részek Gssze-
gének négyzete az eredeti szdm. Példdul 2025 = (20 + 25)2 és 0001 = (00 + 01)2
négyjegyl vaghato szamok. Bizonyitsuk be, hogy a 2n-jegyli vaghatd pozitiv egész
szamok szama minden n-re 2-hatvany.

A 2. feladat megoldasa. Legyen ¢ =99...9=10"—1=¢;---qs, ahol q1, ..., gs
egymashoz paronként relativ prim primhatvényok. Legyen ¢; € {0,1} (i =1,...,5);
ez 2° lehetéség. Az x =¢; modg; (i =1,...,s) szimultdn kongruenciarendszernek a
kinai maradéktétel szerint pontosan egy x megolddsa van az {1,...,q} halmazban,
hiszen ez teljes maradékrendszer mod ¢ ---¢s. Ekkor z? egy 2n-jegyli vaghaté
pozitiv egész szdm. Valéban, legyen 22 = 10"y + v, ahol u,v € {0,...,q}. Ekkor u <
<z,emiatt 1 —¢<0<u+v<z+gq,tovdabbdu+v=(g+1)utv=a’=c?=¢;=x
mod ¢; minden i-re, ahonnan v+ v =x mod g; emiatt u+v = x.

Minden 2n-jegyii vaghato pozitiv egész szamot pontosan egyszer kapunk meg a
fenti eljarassal. Valoban, ha legalabb egy ¢; értékét megvaltoztatjuk, akkor x és igy
x? is megvaltozik. Masrészt, ha 10"u+v = (u+v)? egy 2n-jegyti vighaté pozitiv
egész szam, akkor legyen z =u+v € {1,...,q}. Ekkor 2(z — 1) =22 —x =qu, de
és x — 1 relativ primek, igy minden i-re x vagy x — 1 oszthatd g¢;-vel.

Mindezek alapjan a 2n-jegyti vaghat6 pozitiv egész szamok szdma 2°. O

3. feladat. Adott » > 10 pont a sikon, nincs harom egy egyenesen. Bizonyitsuk
be, hogy ki lehet ket szinezni pirossal és kékkel dgy, hogy minden félsik, ami
legalabb 10 pontot tartalmaz, tartalmaz piros és kék pontot is.

A 3. feladat 1. megoldasa. Megmutatjuk, hogy az allitas 10 helyett 3-mal is tel-
jesiil. Vilagos, hogy elég a pontosan harom pontot levago félsikokrol igazolni, hogy
piros és kék pontot is tartalmaznak. Tekintsiik a megadott pontok konvex burké-
nak cstcsait, és vegylik ezen cstuicsok egy olyan, tartalmazisra nézve miniméalis P
részhalmazat, ami az 6sszes, félsikkal levaghaté pontharmasbol legalabb egy pontot
tartalmaz. (Mivel minden levdghaté ponthdrmas tartalmazza a konvex buroknak
legaldbb egy csicsét, ezért bizonyosan létezik ilyen P részhalmaz.) Szinezzik a
P-beli pontokat pirosra, az 6sszes tobbit pedig kékre.

Most vagjunk le 3 pontot egy félsikkal. A P valasztasa miatt a levagott 3 pont
kozott van piros. Indirekt tegyiik fel, hogy mind a harom levagott pont piros. Ekkor
e harom pont mindegyike a konvex burok egy-egy csicsa. Figyeljiik meg, hogy e
harom piros pont koziil a kozépsét kékre atszinezve tovabbra is igaz lesz, hogy
minden levaghat6é pontharmas tartalmaz piros pontot. Ez ellentmond a P halmaz
minimalitasanak. Tehat a levagott harom pont kozott kéknek is kell lennie, és ezzel
a bizonyitast befejeztiik. O

A 3. feladat 2. megoldasa. Ez a megoldas 10 helyett 5-tel bizonyitja be az allitast.
Sorszdmozzuk meg a konvex burok csicsait korbe (1-essel kezdve). Szinezziik ki a
konvex burok csticsait pirosra, a konvex burok belsejébe es6 pontokat pedig kékre.
Ez majdnem j6: csak az olyan, félsikkal levaghaté 5-6sokkel lehet gond, amelyek a
konvex burok 5 egymast kovetd csicsabdl allnak. Minden ilyen esetben szinezziink
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at kékre egy olyan paros index{i csticsot, ami nem az els6 és nem az utolsé a levagott
5 csices koziil. A konvex burok kékre szinezett csticsai tehat rendelkeznek azzal a
tulajdonsaggal, hogy a konvex burok tetszoleges kék csicsa és a vele szomszédos
piros cstcsok alkotta haromszog belsejébe nem esik pontja a vizsgalt halmaznak.
Ezért ha egy félsik gy vag le legalabb két pontot a ponthalmazbdl, hogy az
egyik levagott pont a konvex burok kék csticsa, akkor e kék cstucs valamelyik piros
szomszédjat is le kell vagnia.

Most vagjunk le 5 pontot egy félsikkal. Ha mind az 5 leviagott pont a konvex
burok csticsa, akkor vildgos, hogy van koztiik legaldbb egy pératlan index(i (ami
biztosan piros) és van legaldbb egy kékre szinezett paros indexti is. Ha a levdgott
pontok koézott van olyan is, ami a konvex burok belsejébe esik, akkor az nyilvan
kék. Ha a konvex buroknak legaldbb két cstcsat vagtuk le, akkor nem lehet ezek
mindegyike kék, hiszen a paratlan index(i koziiliik piros. Ha pedig csak egy kék
cstucsot vagtunk le a konvex burokroél, akkor levagtunk 4 kék pontot is a konvex
burok belsejébél. Ekkor azonban a levagott konvex burok csiics nem lehet kék a fenti
megfigyelésiink miatt. Mivel minden esetet megvizsgaltunk, az allitast belattuk. O

Fleiner Tamas

Rejtvények, ordoglakatok

O’Beirne olvasztotégelye

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek koz6tt fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakéds jatékok, topo-
légiai feladvanyok, érdoglakatok és a matematikat felhasznalé biivészmutatvanyok.

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkjeit mi taldljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiikk el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink 14j feladatokat kitalalni.

Nem kell tal sokaig keresgélniink az
interneten a fejtoré feladatok ko6zott
ahhoz, hogy sik vagy tér Kkitoltésé-
re vonatkozo feladvanyra bukkanjunk.
Ezek egyik fajtdja az, amikor néhany
sikidom vagy test valamilyen keretben
van elhelyezve 1gy, hogy latszolag tel-
jesen Kkitoltik azt, de van még kiilon
egy tovabbi eleme a jatéknak. Ezt a
kilonalls elemet is el kell — és lehet! —
helyezni a keretben, a tobbivel egyfitt.
Ami eredetileg lehetetlennek tlinik, cso-
délatos médon — tligyes atrendezéssel —
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mégis megvaldsithatd! Ilyen példdul ez a hdromszoges feladvany is (1. dbra):
helyezziik be a nagy haromszog keretébe még a kicsi szabalyos haromszoget is!

T. H. O'Beirne

PUZZLES AND
PARADOXES

>

S |

London
OXFORD UNIVERSITY PRESS

New York Toronts

1965

2. dbra

Hasonlo, de talan még érdekesebb tér-
beli feladat Tom O’Beirne ,olvasztétége-
lye”, ahol egy nyolc téglatesttel — ,.fa-
hasabbal” — latszdlag teljesen megtoltott
dobozba kell elhelyezni egy kilencediket
is, mintegy ,felolvasztva” és a tobbi kozé
csorgatva azt. (Valgjdban persze nem ol-
vasztunk fel semmit — a fat a legkevésbé
© —, a hasdbok tigyes atrendezését igényli
a feladat.)

A probléma szerzéje Thomas O’Beirne
brit matematikus a Puzzles and Para-
doxes (Oxford University Press, 1965, a
konyv boritéja a 2. dbrdn lathatd) cimil
kényvében kozolte ezt a ,paradoxont”,
amely azért inkabb a koényv cimében is
jelzett fejtorok kozé tartozik, semmint a
paradoxonok kozé. A feladvany a kovet-
kez6. Helyezziink el egy 58 x 88 x 133 mé-
retli dobozban nyolc téglatestet a 3. db-
rdn lathat6 elrendezést kovetve. (A jobb
attekinthet6ség kedvéért két tombre va-
lasztottuk szét a téglakat, a dobozba ter-
mészetesen ezeket szorosan egymas mellé
téve fér el a nyolc hasib.)

19

38

72

3. dbra
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A feladat az, hogy a meglév6 darabokat atrendezve egészitsiik ki a doboz tar-
talmat egy kilencedik, 19 x 29 x 44 méretii téglatesttel.

Aki szeretné kiprobalni a jatékot, az még ne olvasson tovabb, mert az 5. dbra
mér a feladat megoldasat mutatja. A jaték egyszerii elemekbél all, ezért akar fabol,
akdr 3D nyomtatdval konnyen elkészithetjiik a téglatesteket. (Az egységet célszertl
1 mm-nek valasztani, igy egy jol lathato, kellemes méretdi jatékhoz jutunk.)

Mivel az eredeti elrendezésben a doboz mindhdrom irdnyban egy egységgel na-
gyobb, mint a benne igy elrendezett nyolc téglatest, szamolassal meggyézédhetiink
réla, hogy ,elvi” akaddlya nincs az dtrendezésnek (azaz a kilenc tégla térfogata
nem nagyobb a dobozéndl).

4. dbra. A képen a jaték egy fabodl késziilt valtozata lathaté (Forrds: internet)

A doboz térfogata 58-88-133 = 678 832 térfogategység, a bele helyezett hasaboké
pedig 57 -87-132 = 654 588, igy a kettd kiilonbsége — 24 244 — éppen egyenld a
kilencedik test térfogataval. Ha tényleg onthetnénk a kilencedik testet — illetve
vele egyenl térfogatt folyadékot —, méar készen is lennénk. De igy még csak annyi
nyilvanvald, hogy ugy kell a téglatesteket elhelyezni a dobozban, hogy faltdl falig
érjenek, ne legyen rés sem koztiik, sem egy ilyen test és a doboz fala kozott.

Az 5. abrdn lathat6 a feladat megoldésa.

Az 4trendezés megtaldlisa természetesen a tervezd zsenialitésa. Erdekes végig-
gondolni, hogy miért éppen ezek a méretek szerepeltek a feladatban, miért éppen
ekkordnak érdemes vilasztani a téglatesteket. Ehhez tekintsiik a 6. dbra rajzait!

A bal oldali rajz méreteibdl latszik, az elsé nyolc téglatest igy keletkezett, hogy
az eredeti téglatestet az élek harmadolé pontjain dtmend sikokkal nyolc részre
osztottuk. Az dtrendezés utan kapott j téglatest élei rendre 2y, 7z, illetve 2x. Ha az
eredetihez hasonldéan csalafinta feladatot akarunk késziteni, akkor vdlasszunk olyan
értékeket, hogy a kilencedik hasabot is tartalmazd nagy tégla minden éle 1-gyel
legyen nagyobb, mint az eredetié. Ennek az egyenletrendszernek pedig éppen a
fenti szamok a megoldasai: © =29, y =44 és z = 19.
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38x 29 %44 '

6. dbra

Elviekben felirhatjuk masként is az egyenletrendszert attél figgden, hogy a
két tégla melyik éleit allitjuk parba. Vildgos, hogy 3z + 1 =2z nem teljesiilhet.
Ha 3z+1="7z, akkor 3y +1=2x és 3z+1 =2y, azaz x és y szerepet cserél, de
nem kapunk lényegesen 1j esetet. Vagyis kideriilt, hogy ,az eredetihez hasonldéan
csalafinta” feladat csak az eredeti feladat lehet.

J6 szérakozast!

Szilassi Lajos

74 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/2



o~
S

1. Hatarozza meg a természetes szadmok halmazanak azt a legb6vebb részhal-
mazat, amely értelmezési tartomanya lehet az alabbi kifejezéseknek.

a) log, (—2x2 — Tz + 15) (6 pont)

b)

Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

22— 2z

T 6 pont
92— 7z +15 (6 pont)

2. Egy online jatékban a koordinata-rendszer origbjabol kell eljutni a katica-
bogér figurdval az F'(8;4) koordinatdju pontba. A katicabogérral minden 1épésben
csak jobbra vagy felfelé léphetiink egyet.

7.-
61
5.-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a) Hanyféle uton juthat el a katica az origébdl F-be? (Két utvonal kiillénbozé,
ha az egyikben lépiink olyan racspontra, amelyre a mésikban nem.) (6 pont)

b) Az F(8;4) koordinétdju pont egy parabola fékuszpontja. Mi lehet a parabola
egyenlete, ha tudjuk, hogy a parabola tengelye parhuzamos az y tengellyel és a 10
ordindt4ji pontban metszi az y tengelyt? (6 pont)

3. Egy napkozis csoport minden tagja egész délutan papirrepiiléket hajtogat.
A tapasztalat szerint a meghajtogatott repiilék 3 szdzaléka hibds — nem lehet
reptlésre birni.

a) Mennyi a valészintisége, hogy ha 5-6t kivdlasztunk — visszatevéssel — a papir-
repiilék koziil, lesz koztiik hibés? (5 pont)

Egy tanuld statisztikat készitett a 10 percenként elkésziilé papirrepiilok szamé-
bél. Azt tapasztalta, hogy az adatok medidnjanak és alsé kvartilisének Osszege 28,
a felso6 és alsé kvartilis kiillonbsége 6, valamint a fels6 kvartilis és median eltérése 4.
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b) Hatérozza meg az adatok ezen jellemzdit. (4 pont)

c) Abrazolja dobozdiagramon az adatokat, ha a minimum 8, a maximum pedig
22 és kiugré érték ninces. (8 pont)

d) A csoport tagjai elhatarozték, hogy feltjitanak egy régi szokast: képeslappal
lepik meg egymast a nyari sziinetben. Ezért kicserélték egymassal a lakcimiiket
(kolesonosen). Egy grafon képzelték el a cseréket. Az élek jelentették a lakcimeserét.
Ha kettével tobben lettek volna — és 6k is kicserélik mindenkivel a cimiiket —, a
grafnak 45-tel tobb éle lett volna. Hanyan voltak a csoportban? (8 pont)

4. Egy haromsz6g mindhdarom oldalara kifelé egy-egy, a haromszog oldalaval
egyenld oldalhossztisagi négyzetet rajzolunk. A szomszédos négyzetek szabad csi-
csait 6sszekotve kapjuk az ADE, CFG és BHI hiaromszogeket az dbrdnak megfe-
lelGen.

G
F
g H
E
A B
D I

a) Bizonyitsa be, hogy ezeknek a haromszogeknek a teriilete egyenld az eredeti

ABC héiromszog teriiletével. (4 pont)
b) Hatdrozza meg a DEFGHI hatszog teriiletét, ha az eredeti haromszog
oldalainak hossza 6 cm, 7 cm és 8 cm. (6 pont)

¢) Adja meg az alédbbi allitdsok logikai értékét, ha « tetsz6leges valds szam.

A: c0s(270° + «) = sin(a)

B: 1+ cos(2a) = 2sin?(a)

C'" sin(60° — a) = cos(30° + ) (3 pont)
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II. rész

5. Egy haromszog b oldaldhoz tartozé magassaga, az a oldala, a b oldala és
a c oldala centiméterben kifejezve ebben a sorrendben egy 2 differencidji szamtani
sorozat négy egymast kéveto tagja.

a) Hanyszorosa a hdromszog teriiletének mérdszama a keriilet mérdszaméanak?
(8 pont)
b) Mekkora részekre osztja a b oldalt a hozzdtartozé magassig? (8 pont)

¢) Bizonyitsa be, hogy minden pozitiv egész n esetén 24" + 4 kifejezés oszthatd
20-szal. (5 pont)

6. Koordinata-rendszerbe rajzolunk két korvonalat. A korok egyenlete z2 + y2 —
— 142 — 12y + 60 =0 és 22+ y? — 22 — 6y = 0. A nagyobb sugart kor kozéppontja
legyen O1, a kisebb sugari kor kézéppontja legyen Os. A két kor metszéspontjait
jelolje A és B.

a) Igazolja, hogy az O1AB haromszog teriilete kétszer akkora, mint az O AB
héromszog teriilete. (8 pont)

Tekintsiik az 22 +y? — 14z — 12y +60 < 0 és 2% + y? — 22 — 6y < kérlapokat mint
ponthalmazokat.

b) Hatérozza meg a két ponthalmaz metszetének teriiletét. (5 pont)

¢) Adja meg a két ponthalmaz egyesitésének teriiletét. (3 pont)

7. Haromszogszamnak nevezziik az olyan szamot, amelyet megkaphatunk gy,
hogy 1-t6l valameddig az Gsszes természetes szamot 6sszeadjuk. Az elsé n pozitiv
egész szam Osszege az n-edik haromszogszam. Az abran lathaté elrendezés mutatja,
hogy miért nevezik haromszogszdmoknak.

. — 1
. — 1 o o —_— 2

. — 1] e o — 2 e o o —> 3

. —> +1 e o —> 12 e o o —> 13 e o o o —> |4
1 3 6 10

a) Az els6 szaz pozitiv természetes szambdl kivdlasztunk egyet. Nézziik az aldbbi
eseményeket:

A: a véalasztott szam haromszogszam,

B: a vélasztott szam négyzetszam,

C': a vélasztott szam primszam.

Hatdrozza meg a kovetkez6 valészintiségeket: P(A); P(A-C); P(A+B). (8 pont)

b) Az n-edik pozitiv négyzetszamot hozzdadva az n-edik haromszogszdmhoz
14 751-et kapunk. Mennyi az n értéke, és melyek ezek a szdmok? (8 pont)

8. Adott két, a pozitiv valés szamok halmazan értelmezett fiiggvény: f: Rt — R,
f(z) =cos(z) és g: Rt = R, g(x) =2z —F.
a) Hatarozza meg a kovetkez6 értékeket: f (g (37)), gt (g), g(f (%)) (3 pont)
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b) Hatarozza meg az y tengely, az f és g fiiggvény grafikonja, tovabba az » = %
egyenes altal kozrezart teriilet nagysigat. (5 pont)
¢) Oldja meg a kovetkezd egyenletet a [0; 27| intervallumon:
. @ 1.
cos(2x) + sin (ac + §) =3 sin(x). (8 pont)

9. Egy 60 fokos nyilasszogli egyenes korkupba két darab gémbdt helyeziink
egymas folé ugy, hogy a nagyobbik géomb a kup alapjan nyugszik, a két gémb
érinti egymast és a kup palastjat is.

a) Hatdrozza meg a két gébmb sugardnak ardnydt. (7 pont)
b) Hanyszor nagyobb a kip térfogata a két gomb oGssztérfogatdndl? (6 pont)
¢) Adja meg a kip térfogatat, ha tudjuk, hogy a magassdga 18 cm. (3 pont)

Tatar Zsuzsanna Maria
Esztergom

Megoldasvazlatok a 2026./1. szdm
matematika gyakorlo feladatsorahoz
L. rész
1. a) Oldja meg a kovetkezd egyenletet az egész szdmok halmazdn:

@9

1 1
z—3 =43

1) =9+uz. (6 pont)

b) Egy négyszig a szigére teljesiil, hogy 4sin? o — 3 = 0. Mekkora lehet az o szdg
nagysdga? (6 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet értelmezési tartomédnya: z € R\ {—3;3}. Az els6 z4-
rojelben szereplé nevezetes azonossag alkalmazésa és a szorzas elvégzése utan az
(x+3)— (x—3) — (22 —9) = 9+ x egyenlethez jutunk. Rendezve ezt az 22 +2 —6 =0
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masodfoki egyenletet kapjuk. Ennek gyokei 1 = —3 és o =2, de az 1 nem eleme
az értelmezési tartomanynak. Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért az
egyenlet megoldasa az x = 2.

b) A sina= V3 egyenlet ]0°;360°[ intervallumba es6 megoldasai az a; = 60°

2
és ag =120°. A sina = 7@ egyenlet adott intervallumon beliili megoldasai az

as = 240° és ay = 300°. A kapott négy megoldas igazza teszi az egyenletet.

2. Zoli biciklikerekének atmérdje 70 cm, a peddlhoz kapcsolodo elsd vdltoja olyan
fokozatban van, ahol a fogaskerék keriiletén 56 ,fog” van, mig a hdtsé kerékhez
kapesolodd vdltd esetén a fogaskeréken 20 ,fog” helyezkedik el. (A biciklin a peddlhoz
kapcsolodo elsd vdlto fogaskereke és a peddl teljesen egyiitt forog. Az elsé és a hdtsé
fogaskereket kdti 6ssze a biciklildne, igy a két fogaskerék mindig ugyanannyi ,fogat”

fordul.)

a) Mekkora sebességgel halad Zoli, ha a peddlja 10 teljes kort 8 mdsodperc alatt
tesz meg, illetve a hdtsd kerék és a hatsd fogaskerék teljesen egyitt forog? (4 pont)

b) Zoli 34 bardtjdval egyiitt kézos kerékpdrtirdra indul. A biciklik minden kereke
egymdstol fliggetlendl két egész kilométer kézatt 0,0005 valdsziniséggel kap defektet.
Milyen hosszu ut esetén mondhatjik, hogy legaldbb 0,95 valdsziniséggel lesz defekt
a tirdn? (6 pont)

¢) Egy biciklikolcsonzbben kedden 48-an kértek kerékpdrt, 4-gyel tobb nd, mint
férfi. A legaldbb 40 éves vendégek szamdnak 60%-a volt a 40 évnél fiatalabbak
szama; a legaldbb 40 évesek kézil dtszér annyian kértek hagyomdnyos kerékpdrt,
mint elektromosat. Egyetlen férfi kért elektromosat, 2-vel tébb legaldbb 40 éves nd
volt, mint férfi. Hiny 40 évesnél fiatalabb nd kélcsonzott kedden biciklit? (4 pont)

Megoldas. a) 8 mésodperc alatt az elsé fogaskerék 560 ,fogat” fordul. Ugyan-
ennyi ,,fogat” fordul a hatsé fogaskerék is, ami 560 : 20 = 28 teljes fordulatot jelent
a hatsé kerék esetében. A kerék keriilete 2rm =2-35- 7 =707 cm, ezért a Zoli altal
megtett Gt 28 - 70m ~ 6158 cm, igy Zoli sebessége 61,58 :8 = 7,7 .

b) Annak a val6szintisége, hogy n km alatt egy kerék nem lesz defektes: 0,9995™.
Mivel a kerekeken fliggetleniil lesz defekt, ezért annak a valdsziniisége, hogy 70
kerék koziil nem lesz defekt n km alatt: (0,9995™)7° = 0,99957°". Az el6z6 esemény
komplementere, hogy lesz defekt n km alatt: 1 —0,99957°" amelyre az alabbi
egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie:

1—0,99957°" > 0,95.
Ezt 4trendezve kapjuk, hogy 0,05 > 0,99957°" amelyet azonos alapra hozva a
0,9995'°80.9095 9:05 > () 9995707

egyenlétlenség adodik. Mivel az f(x) = 0,9995% exponencidlis fiiggvény szigorian
monoton csokkend, ezért
logg 9995 0,05 < 70n,
vagyis
10gg 9995 0,05
n> —————

~ 85,6.
70 ’
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Tehat legalabb 86 km-es tira esetén legalabb 0,95 annak a valészintisége, hogy lesz
defekt a turan.

—4 e
¢) A kolesonzoben =22 férfi kért kerékpart, és 48 — 22 = 26 nd. Ossze-

sen = 30-an voltak a legaldbb negyven évesek, és 48 — 30 = 18-an negyven év

)

alattiak. A legalabb 40 évesek koziil 30 - g = 25-en kértek hagyomanyos, mig 5-en
elektromos kerékpart. Készitsiink tablazatot a feladathoz, jelentse x a 40 évnél
fiatalabb nok szamat.

N6k | Férfiak | Osszesen
40 év alatti T 18—z 18
legalabb 40 éves — elektromos kerékparral 4 1 5
legalabb 40 éves — hagyomanyos kerékparral | 22—z | =z +3 25
Osszesen 26 22 48

A legalabb 40 éves nék és férfiak szaméara vonatkozd informacié alapjan
A4+ (2—2) =1+ (z+3)+2,
ebbdl z = 10, azaz 10 negyven évesnél fiatalabb né kélesonzott kedden biciklit.

3. a) Adja meg az (m —1)x? + (2m — 9)x + 1 = 0 mdsodfoki egyenlet m € R pa-
raméterének lehetséges értékeit gy, hogy az egyenlet két kiillonbozd pozitiv gyokének
osszege 5-nél nagyobb legyen. (7 pont)

b) Gondoltam egy szimra, lejegyeztem egy lapra, és leirtam mellé a négyzetét.
Lehet-e a gondolt szam pdros, ha a leirt szamok tizes alapi logaritmusainak dsszege
kisebb, mint a szdmok dsszegének tizes alapi logaritmusa? (6 pont)

Megoldés. a) Az m paraméter értéke nem lehet 1, mivel akkor nem lenne ma-
sodfokt az egyenlet. Egy mésodfoki egyenletnek pontosan akkor van két kiilon-
boz6 valés gyoke, ha a diszkrimindnsa pozitiv: (2m — 9)2 —4(m — 1) > 0, amibél
4m? — 40m + 85 > 0. A mésodfoki egyenlétlenség megoldasaval az m < 3,06 vagy
m > 6,94 feltételeket kapjuk. Most alkalmazzuk az egyenlet x; és x4 gyokeire a
Viete-formulakat. Ekkor

25
1’1‘%2:7>0,
m—1
igy m > 1.
2m—9
1+ X2 =— > 5.
m—1

Mivel a nevezSben szereplo algebrai kifejezés az el6z6 feltétel miatt pozitiv, ezért
azzal beszorozva a —(2m —9) > 5(m — 1) egyenl6tlenséget kapjuk, amelyet atren-
dezve addédik, hogy m < 2. Ezt a fentiekkel Gsszevetve az 1 < m < 2 paraméterek
kielégitik a feladat feltételeit.

b) Jelolje x a gondolt szdmot, a logaritmus definiciéja miatt « > 0. Oldjuk meg
algr +lga? <lg(z+ 22) egyenlbtlenséget. Az dsszeg logaritmusara vonatkozé azo-
nossagot alkalmazva lgz® < lg(z +22). A 10-es alapti logaritmusfiiggvény szigord-
an monoton névekedd, illetve x > 0, ezért z-szel oszthatunk, igy az 22 —2—1<0
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2 0 2
lum, amelyben nincs pozitiv paros szam, tehat a gondolt szim nem lehet paros.

egyenlétlenséghez jutunk. Az egyenlétlenség megoldédsa a ] [ interval-

4. Egy pozitiv tagokbdl dllé szamtani sorozat elsé hdrom tagjinak dsszege 10,5.
Az f: RY =5 R, f(x) =27 fiigguény helyettesitési értékeinek sszege a sorozat elsé
hdrom tagjinak helyén 73v/2. Hatdrozza meg a sorozat differencidjdt. (7 pont)

b) Igazolja, hogy ha egy sorozat elsé n tagjinak dsszege S, = 1,5n* —n, akkor
az eqy 3 differencidji szdmtani sorozat. (5 pont)

Megoldas. a) A szdmtani sorozat mésodik tagjat aog-vel, differencidjit d-vel
jelolve as —d+as +as +d =10,5, as = 3,5. Az exponencidlis fiiggvény helyettesitési
értékeinek Osszege

93.5-d 4 935 4 93.5+d _73./5
8v/2
;T[+8\/§+8\/§-2d:73x/§,
8v2
;—d[+8\/§-2d:65\/§.
Uj véltozét vezethetiink be y = 29 helyett, és osztunk v/2-vel. Igy a 8y% — 65y +8 =0
egyenlethez jutunk. Ennek megoldédsai y; = 8, amibdl a 27 fliggvény szigort mono-
1
tonitasa miatt d; =3 és yo = 3’ igy do = —3. A kapott megoldasok valoban kielégitik
a feladat feltételeit.

b) A sorozat m-edik tagjit meghatarozhatjuk az a, =S, — S,_1 Osszefiiggés
alapjan. Igy a, = (1,5n* —n) — (1,5(n — 1) — (n — 1)) = 3n —2,5. A sorozat diffe-
rencidja d = a, — a,—1 = (3n—2,5) — (3(n— 1) — 2,5) = 3. Ezzel igazoltuk a feladat
allitasét.

II. rész

5. Eqgy kastély parkjdban a tulipdnok virdgdgydsa derékszogi trapéz alaki, amely-
nek parhuzamos oldalai 8 m és 5 m, derékszégi szdra pedig 4 m hossziusdgu.

a) Igazolja, hogy a hegyessziogl csicsbdl induld dtld mentén dltetett tulipdnok a
hegyesszog szogfelezdjére illeszkednek. (6 pont)

Egy olyan hirtrapéz alaki teriiletet fiivesitenek be a kertészek, amelynek alapjai
6 m és 3 m hosszisdguak, hegyesszogei 60°-osak. Erre a teriletre a gyerekek 30 cm
sugard mianyag hulahoppkarikdkat dobdlnak. A karikdk (képzeletbeli) kozéppontjai
véletlenszeriien esnek valahovd a filvesitett teriiletre.

b) Mennyi a valdszindsége, hogy egy hulahoppkarika nem ldg le a fives teri-
letrdl? (5 pont)

A park kozepén évd téban tavirdzsdakat ldthatunk. A virdgzds idészakdban na-
ponta 30%-kal tobb kinyilt virdgot ldthatunk itt.

¢) Ha jinius elsején tizenkét virdgot szdmoltunk meg, akkor mikor lesz legaldbb
kétszdz kinyilt virdg ezen a tavon? (5 pont)
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Megoldas. a) A TBC' derékszogli haromszogben TB =8 —5 =3 m, igy

t cu—é
g =3

Az ABD derékszogii haromszogben tg S = %

D C
A / Bl
A T B

A hegyesszogli tartomanyban a tangensfiiggvény kolcsonosen egyértelmi, ezért
28 = «a. Ezzel igazoltuk az allitast.

b) A keresett valészinliség meghatarozasihoz ki kell szamitani az EFGH hir-
trapéz teriiletét, és a PQRS trapéz oldalainak hosszat, illetve tertiletét, ahol ez

utobbi trapéz oldalai 0,3 m-re vannak az FFGH trapéz oldalaitél parhuzamosan
,befelé”.

P,
E

3v3
Az EFGH trapéz magassaga mq = %, tertilete t; = % = %\/g m?.
A PQRS trapéz parhuzamos oldalainak hossza PQ =6 —2- % =496 m és RS =

=3-2- % = 2,60 m. Magassdga pedig my = % —2.0,3~2 m. Igy teriilete

ty = 7,61 m?. A keresett valészinliséget geometriai modell alapjan a két teriilet
hanyadosaként kapjuk P = % =0,651.

¢) A kinyilt virdgok széma mértani sorozatot alkot, amelynek elsé tagja a; = 12,
hényadosa pedig ¢ = 1,3. Megoldandé az a, = 12-1,3"~! > 200 egyenlStlenség. Ez
alapjan n > 11,7, igy junius 12-ét6l lesz legalabb 200 kinyilt virdg a tavon.
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6. A H halmazt azok az (a;b) szampdrok alkotjdk, amelyekre teljesiilnek a kévet-
kezd feltételek:

eaeN;beN
e a<b
eal|l2;0b|12
a) Igazolja, hogy a H halmaznak 21 eleme van. (3 pont)

Tekintstk azt a 21 pontd grdfot, amelynek csicsai a H halmaz elemei. Ebben
a grafban két pontot akkor kotink dssze, ha a nekik megfelelé szampdarok kézdtt
vannak azonos szdmok. Pl dsszekitjik a (4;6) pontot és a (6;12) pontokat, mert
mindegyik szdmpdrban szerepel a 6.

b) Csicsai felsoroldsdval adjon meg egy 5 pontbdl dllé kort ebben a grdfban.

(2 pont)
c) Hdny él van ebben a grdfban? (5 pont)
d) A 21 ponti grifnak megfeleld szabdlyos 21 sziget szeretnénk egy korlapra

megrajzolni ugy, hogy a szabdlyos sokszdg leghosszabb dtloja 18 cm legyen. Ehhez
minimdlisan mekkora sugard korlapra lesz sziikség? (6 pont)

Megoldas. a) A 12 pozitiv osztéi az {1;2;3;4;6;12}, az a és b értéke egyarant
ezek koziil valaszthaté ki ismétléssel. Ha a = 1, akkor b hatféle értéket vehet fel; ha
a =2, akkor b 6tféle lehet. Igy tovdbb, a lehetéségek szdma 6 +5+4+3+2+1=21.

Megjegyzés. Természetesen az ismétléses kombindciéra vonatkozo Osszefiiggést
hasznalva is megadhat6 a lehetoségek szama (6+371) = (;) =21.

b) Az 5 csucs példaul (1;2); (2;3); (3;4); (4;6) és (1;6).

¢) Annak a 6 darab csicsnak mindegyike, amelyben azonos szamok szerepelnek,
5 maésik csticesal vank 6sszekotve, a kiilonbozé szémokbdl all6 15 cstcs 10-zel.
A fokszamok 6sszege 65+ 15-10 = 180, emiatt az élek szama 90.

d) A szabélyos 21-sz0g egy bels§ szogének nagysiga 162,86°, két szomszédos
atlé altal bezart szog a = 8,57°. Ekkora szoget zar be két 18 cm-es atld is, ezzel
kiszdmithaté a szabdlyos sokszog oldalainak hossza: a =2-18-sin § = 2,69 cm.
A szabdlyos sokszog koréirhaté korének sugarat kell kiszamitanunk:

a

R= - =9,03 cm.
2-sina

7. a) Szildrd iddjdrds eldrejelzésében hétfétdl péntekig a napi mazimumok a
kévetkezé modon alakulnak: 34 °C, 30 °C, 26 °C, 22 °C és 28 °C. Szildrd azt
is elmondta, hogy a teljes hétre szdmitva a napi maximumok dtlaga 28 °C és az
datlagtol valo dtlagos abszolut eltérés értéke % °C. Hatdrozza meg a hétvégi napi
mazimumokat, ha vasdrnapra vdrhatoan kicsit lehil az ido. (6 pont)

b) A 2023. évre vonatkozdan Szildrd ésszegyljtotte a napi csapadékmennyisé-
get és megadta a sodrdfadiagram elkészitéséhez sziikséges adatokat. Qo =0 mm;
Q1 =1mm; Q> =5 mm; @3 =8 mm és Qs =32 mm. Mennyi lehet a 2023. évben
osszesen mért csapadék mennyiségének legkisebb, illetve legnagyobb értéke?

(5 pont)
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c) Szildrd szdmitdgépén elromlott a T-es szamgjegy, ezért az adatok tovdbbitdsihoz
a 10-es szamrendszer helyett a 7-es szamrendszert haszndlja. Mekkora a szélerdsség,
illetve a legalacsonyabb és legmagasabb homérséklet 10-es szamrendszerbeli értéke,
ha Szildrd tzenete igy szolt:

A mai napon mért legnagyobb szélerésség 50 km/h. A legmagasabb és legala-
csonyabb hémérséklet 6sszege 105 °C, kiilonbsége pedig 15 °C. (5 pont)

Megoldés. a) Jelolje 1 a szombati, x5 a vasdrnapi hémérsékletet gy, hogy
x1 > xo. Megoldandé a kdvetkezo egyenletrendszer:

14
R s,
16+ a1 — 28|+ |z, — 28] 18
7 T

Ennek a megoldasabdl a szombati maximum x; = 30 °C és a vasarnapi maximum
x9 =26 °C. A kapott értékek megfelelnek a feladat feltételeinek.

b) A 365 nagysag szerint sorba rendezett adat esetén az elsé érték a minimum,
a 91. és 92. adat atlaga az alsé kvartilis, a 183. adat a medidn, a 274. és 275. adat
atlaga a fels6 kvartilis, illetve a 365. adat a maximum. Az Gsszesen mért csapadék
mennyiségének legkisebb értéke igy 90-0+92-14+91-54+91-8+32=1307 mm. Az
Osszesen mért csapadék mennyiségének legnagyobb értéke igy 1-0+91-1491-5+
+92-8490-32 =4162 mm.

¢) A legnagyobb széler8sség 35 km/h. A legmagasabb h&mérséklet 7-es szdm-
rendszerbeli értéke 45, ami a 10-es szaimrendszerben 33 °C, a legalacsonyabb 7-es
szamrendszerbeli értéke 30, ami a 10-es szdmrendszerben 21 °C.

8. a) Egy négyzetes hasdb tetejére olyan 6 cm magas szabdlyos négyoldali gu-
lat helyeziink, amelynek alaplapja pontosan illeszkedik o négyzetes hasdb négyzet
alaki lapjdra. Szamitsa ki a test felszinét, ha az alapéleinek hossza 12 cm, teljes
magassaga pedig 30 cm. (4 pont)

b) Az elébbi test éleire pozitiv primszamokat irunk tdgy, hogy az egy csicsba
befuto éleken kiilonbozo szdmoknak kell szerepelni. Lehetséges-e olyan eset, hogy az
élekre irt szamok Osszege kevesebb, mint 707 Vilaszdt indokolja! (4 pont)

c) Van egy 22 cm magas négyzetes hasabunk, amelynek az egyik négyzet alaki
lapjara 6 cm magas szabdlyos négyoldali guldt illesztiink. Az dsszeillesztett testet a
négyzetlapjara dllitjuk, 500 ml folyadékot téltink bele, és megjeldljiik a vizszintet.
Ezt kbvetden a testet a gula csucsdra allitjuk, és azt tapasztaljuk, hogy a folyadék-
szint most 2 cm-rel magasabban van, mint az elsé esetben bejeldlt szint, de mindkét
esetben a hasdb alaki részre esik. Mekkora a hasdb alapéleinek hossza? (8 pont)

Megoldas. a) Az ABCDEFGH téglatest felszine a fedSlapja nélkiil
A =12-12+44-12-24 = 1296 cm?.

A tetejére helyezett giila oldallapjainak magassiga m, = 6+v/2, igy az oldallapok
teriiletének Osszege Ay =4 - %ﬁ = 203,65 cm?. A test felszine A ~ 1500 cm?.
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b) Igen, lehetséges. Szemléltessiik a test élhdlézatat 5
graffal. Induljunk el az dbra kézepén 1évé cstcsbdl, és ir- 9 7

juk a leheto legkisebb pozitiv primszamot az élekre a fel- \r /
tételeknek megfeleléen. Az éleken megjelend primek Ossze- 3.2

ge 68. [t [t 5><7 3
/L 2*
3 )
2

¢) 500 ml = 500 cm3.

Az els6 esetben a folyadék térfogatara felirhatjuk az
(1) a®-mq = 500

egyenletet. A masodik esetben, a gula alaku rész teljesen megtelik és még hozza-
adddik egy téglatest alaki rész, igy

a’-6

(2) — a®-my = 500.
A hasab alaki rész magassdga és a 2 cm-es szintkiilonbség miatt

Az els6 egyenletbdl mi-et, a masodikbdl ma-t kifejezziik, és beirjuk a harmadikba.
Igy az

500 500 — 2a?

+ -

=24

a? a
egyenlet adédik. Ennek pozitiv megoldédsa

azw@QG,Qcm.
13

Tehat a hasab alapélének hossza 6,2 cm.

9. Az emelt szintdi matematika érettségi szobeli vizsgarészének fontos eleme
az adott témakorhéz kapcsoloéds gyakorlati alkalmazdsok ismertetése. A didkok a
differencidl- és integralszamitdishoz kapcsolodoan gyakran hoznak példdkat a fizika
teriletérol.
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a) Egy autd pillanatnyi sebességét olyan mdsodfokd figgvény irja le az idé figg-
vényében, amelynek két zérushelye a 0 mdsodpercnél, illetve a 10 mdsodpercnél van,
maximdlis értéke pedig a mozgds 5. mdsodpercében 8 m/s. Igazolja, hogy a sebesség-
nek megfeleld fiigguény hozzdrendelési szabdlya f(x) = —0,3222 +3,2x. (4 pont)

b) Az autd dltal megtett 4t nagysdgdt a sebesség-idd grafikon alatti terilet szdm-
értéke adja meg. Szdmitsa ki az auto dltal a megdlldsig megtett utat. (4 pont)

c) A testek gyorsuldsdt dgy szamithatjuk ki a sebesség-idd figgvény ismereté-
ben, ha meghatdrozzuk o fiigguény adott iddponthoz tartozo érintdjének a mere-
dekségét. Eqy harmonikus rezgé mozgdst végzd test esetén a sebességet leiro fiigg-
vény: f(x)=0,3cos(3x). Szdmitsa ki az x =2 mdsodperchez tartozé gyorsulds szam-
értékét. (4 pont)

d) A munka kiszdmitdsdhoz az erd és az erd irdnydba torténd elmozdulds szor-
zatdt kell kiszdmitani. Mekkora a munkavégzés szamértéke abban az esetben, ha a
testre hato dllando 45 N nagysdgi erd a derékszogi koordindtarendszer x tenge-
lyének pozitiv irdnydba mutat, mikézben a test az origdbdl felfelé induld f(x) = %a:
fligguényre illeszkedd emelkeddn 160 m utat tesz meg? (4 pont)

Megoldas. a) Legyen a pillanatnyi sebességet leiré masodfokt fiiggvény altald-
nos hozzarendelési szabalya f(x) = ax®+bx +c. A fiiggvény dtmegy az origén, igy
f(0) =0, amib6l ¢ = 0. A mésik zérushely z = 10, igy a- 102 +b-10 = 0, valamint a
maximumra vonatkozé informacié alapjan hasznalhatjuk az f(5) =a-52+b-5=8
egyenletet vagy a szélsGértékre alkalmazhaté —— =5 Osszefiiggést. Ezekbdl ki-

a
szamithaté az a = —0,32 és a b= 3,2 egyiitthatok értéke, tehat a hozzarendelési
szabaly valéban a megadott.

b) A grafikon alatti teriiletet az aldbbi hatdrozott integrél kiszdmitédsdval haté-
rozhatjuk meg:

10 x?’ x2 10

/(—0,32x2+3,2x)dx: —0,32~?+3,2~7 =53,33
0

0

méter a megtett 1t.

¢) Az érint6 meredekségének meghatarozasahoz sziikségiink van a derivaltfiigg-
vény megaddsdra: f'(z) = —0,3sin(3z) - 3. A derivaltfiiggvény x = 2 helyen felvett
helyettesitési értéke az érinté meredeksége, igy a gyorsulds szamértéke
f'(2) = —0,3sin(3-2)-3=10,25.
d) A megadott f(z) fiiggvény meredeksége m = 1, igy irdnyszoge m = tga
alapjan o = 26,6°. Az erd irdnyaba torténd elmozdulds nagysiga
160 - cosa = 143,11 m.

Ebbél kiszamithatjuk a végzett munka nagysigat W =45-143,11 = 6439,9 (J).

Jécsik Csilla
Gyér
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Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1844 Agi pirossal, Laci kékkel szinezgeti egy n x n-es (n > 1) fehér tiblizat
mezdit, amely i-edik sordnak j-edik mezdjét (i;7)-vel jeloljik. Elsé lépésben Agi
pirosra festi a fédtlo (bal felsdtdl a jobb alséig) mezdit. Ezutdn felvdltva jonnek: ha
Laci (i5§)-t szinezi, akkor Agi (j;4)-t. Minden mez6t pontosan egyszer szineznek be.
A k-adik sort kiillonlegesnek hivjuk, ha barmely kék (k;j) esetén létezik 1, hogy (k;l)
és (1;4) is piros. Bizonyitsuk be, hogy a szinezgetés végeztével Agi taldl kiilonleges
sort.

Javasolta: Paulovics Zoltdn (Budapest)

1. megoldas. Tegyiik fel, hogy nem talal. Valasszunk ki egy olyan sort, amelyben
maximalis szamu piros van. Ez a sor legyen a k-adik, és legyen benne m darab piros
négyzet.

Mindenképpen lesz legaldbb egy olyan kék (k;j) mezd, amihez nem taldl meg-
felel6 [-et, kiilonben a sor kiilonleges lenne.

A k-adik sorbdl vélasszunk egy ilyen kék (k;j)-t. Ekkor nézziik meg az Osszes
I-re, hogy (k;l) piros-e. Osszesen m darab olyan [ van, amelyre piros. Ekkor, mivel
nincs megfeleld I, ezért mind az m darab (I;7) kék lesz.

Viszont mivel minden (I;4) kék, ezért minden (j;1) piros (m darab) a szinezési
szabdly szerint. Valamint (j;k) is biztosan piros, mivel (k;j) kék. Tehdt a j-edik
sorban legaldbb m + 1 darab piros négyzet van, ami ellentmond annak, hogy a
k-adikban maximalis szamu m van.

Bodé Rdékus Ddniel (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 8. o. t.)
dolgozata alapjan

2. megoldas. Képzeljiik el ezt a tablazatot gy, mintha egy focibajnoksig tabla-
zatét 14tndnk. Ekkor ha az (i,7)-edik piros, akkor az i-edik csapat megverte a j-edik
csapatot, ha pedig kék, akkor meg a j-edik csapat verte meg az i-edik csapatot.
(Tegyiik fel, hogy nem sziilethet déntetlen, tovabbd a piros (i;i) mezdk jelentésével
ne foglalkozzunk.) Ekkor igazabdl az a kérdés, hogy ha n csapat van, akkor bizto-
san van-e olyan csapat, amelyik minden csapatot vagy megvert, vagy legy6zott egy
olyan csapatot, amelyik legyOzte azt a csapatot, amelyik legy&ézte 6t. Hiszen, ha egy
kiilonleges sor valamely (példaul a j-edik) eleme kék (tehét valakitél kikapott), de
létezik egy olyan eleme (példaul az l-edik), amely piros — azaz az l-edik csapatot
legy&zte —, és rdaddsul (1;7) is piros — azaz az l-edik csapat legyOzte a j-edik csapa-
tot —, akkor a kiilonleges sorunkra valéban teljesiil, hogy az 6t legy6z6 csapat egyik
legy6z6jét legyodzte.

Jeloljon X egy olyan csapatot, amelyik a legtobbszor gy6zott, bebizonyitjuk,
hogy X teljesiti ezeket a feltételeket, vagyis X sora kiilonleges.
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Most vizsgaljuk azokat a csapatokat, amelyek legy6zték X-et. Ha X nem teljesiti
a feltételeket, akkor valamelyik csapat, amelyik megverte X-et biztos, hogy megvert
minden olyan csapatot is, amit X megvert, igy ekkor ez a csapat tobbet nyert volna,
mint X, tehat ez ellentmondés. Tehat mindig lesz ilyen csapat. Igy egy olyan sort
kell klvalasztama Aginak, ahol maximalis sz4mu piros mezé van. Igy belattuk, hogy
a szinezgetés végeztével Agi taldl killonleges sort.

Molndr-Sdska Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 7. o. t.)
dolgozata alapjan

3. megoldas. Teljes indukciéval bizonyitjuk az allitast. Az allitds n = 2, 3-ra igaz,
ez konnyen ellenérizhetd.

Tegyiik fel, hogy igaz az allitds (azaz létezik kiilonleges sor) n-re. Ekkor bebi-
zonyitjuk, hogy igaz (n+ 1)-re is.

Tekintstink tehat egy tetszdleges (n+4 1) x (n+ 1)-es, a feladat szerint kiszine-
zett tablazatot, és vizsgaljuk annak elsé n sorabdl és oszlopabdl képzett n X n-es
résztablazatat.

Az indukciés feltétel miatt ennek a résztablazatnak van kiilonleges sora, legyen
ez a p-edik sor. Ha a p-edik sor a teljes tabldzatban is kiilonleges, akkor készen
vagyunk. Ha nem az, akkor van olyan kék (p;j) mezdje a sornak, amelyre barmely
[ esetén a (p;l) vagy az (I;7) kék. Melyik szdm lehet a 57

Mivel a résztablazatban ez a sor kiilonleges volt, ezért minden 1 < j < n szamra,
ha (p;j) kék, tgy a teljes, (n+1) X (n+ 1)-es tdbldzatunkban is megfelels lesz
ugyanaz az [, amelyre teljesiilt, hogy (p;l) és (I;4) piros. Tehdt j =n+1.

Ha tehdt j =n+1 ,rontotta el” a p-edik sort, akkor az (n + 1)-edik sor olyan,
hogy (p;n+1) kék (igy (n+ 1;p) piros), tovdbbé barmely I-re, ha (p,l) piros, Ggy
(I;n+1) kék. Am ha (I;n+1) kék, akkor (n+ 1;1) piros. Tehat arra jutottunk, hogy
az (n+ 1)-edik sorban minden olyan mezé piros, amely a p-edik sorban is piros.
Ekkor konny( ellenérizni a kiilonlegesség feltételét az (n + 1)-edik sorra — mivel
(n+1;n+1) piros, ezért elég a sor 1 < j < n mezdire. Ha ugyanis a j-edik mez&je
kék, akkor (p;j) is kék, igy — a p-edik sor résztdblazatban vald kiilonlegessége miatt
— 1étezik olyan I, amelyre (p;l) és (I;4) is piros, de ekkor (n+ 1;1) és (I;7) is piros.
Ezzel belattuk, hogy amennyiben a p-edik sor nem kiilonleges a teljes tablazatban,
ugy az (n+ 1)-edik sor az.

Bencze Mdtyds (Székelyudvarhely, Tamasi A. Gimn., 12. o. t.) 6tlete alapjan

A feladatra Gsszesen 71 versenyzd és csapat kiildott megoldast. 5 pontos 10, 4 pontos
3, 3 pontos 5, 1 pontos 50 dolgozat.

C. 1865. Az iskolai szkanderbajnoksdgon 17 f& indult el. Mindenki pontosan egy-
szer mérkézott meg mindenkivel, dontetlen nem sziletett. A versenyzdék eqy csoport-
jat erésnek hivjuk, ha teljesiil rajuk, hogy bdrmely rajtuk kivili versenyzot leqyozott
kozilik valaki. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthato legfeljebb 9 fbs erds csoport.

Javasolta: Paulovics Zoltan (Budapest)

1. megoldas. Osszuk a 17 versenyzot tetszélegesen 8 pérra, ekkor marad egy
sparatlan” jatékos. Minden parbdl vilasszuk a gy6ztest; legyen az S halmaz az igy
kapott 8 gybztes, plusz még a paratlan jatékos. Tehét |S| = 9.
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Ekkor minden, S-en kivili jatékos valamely par vesztese, tehat legy6zi 6t a
parjanak S-be vett gyoztese. Kovetkezésképpen az S-en kiviil 4ll6 minden jatékost
megveri valaki S-bol, azaz S erds csoport.

Yan Zhebeier (Miskolci Herman Otté Gimn., 11. o. t.) dolgozata alapjdn

2. megoldas. A 17 f6bél kivalasztjuk barmely 9-et. Ha ez egy erds csoport, akkor
kész vagyunk.

Ha ez nem erds, akkor az azt jelenti, hogy a maradék 8 emberbdl van valaki,
aki mind a 9-iiket legyozte.

Ekkor kivilasztjuk a masik — tehdt a kezdetben nem vélasztott — 8 embert,
0k mindenképpen erdsek lesznek, mert koztiitk van egy olyan ember aki a masik 9
emberbdl mindenkit legy6zott.

Bodé Rékus Ddniel (Szegedi Radndti M. Kisérleti Gimn., 9. o. t.)
dolgozata alapjan

3. megoldas. Az Gsszes meccs szama: 12&. Mivel minden meccset megnyerte az
17-16
2

17

egyik résztvevo, igy a nyert meccsek atlagos szama =8, tehat biztosan van

olyan ember, aki legaldbb 8 meccset nyert.
Ekkor megalkothatd az erdés csapat gy, hogy annak tagja 6 (az egyik legalabb
8 meccset nyert didk), és még azon legfeljebb 8 ember, akiket nem gy6zott le. Az
elsének kivalasztott didk ugyanis minden csoporton kiviili didkot legy6zott, ezért a
kivalasztottak erés csoportot alkotnak. Tehét az allitas igaz: mindig van legfeljebb

9 f6s er6s csoport.

Rdkéczi Bartos (Szegedi Radndti M. Kisérleti Gimn., 9. o. t.) és Kallds Kldra
(Nyiregyhéza, Szent Imre Kat. Gimn., Két Tan. Nyelvii Alt. Isk., Koll., 8. o. t.)
dolgozata alapjan

4. Megoldas. A 17 jatékost tekintsiik egy G graf csticsainak. Ha A legy6zi B-t,
akkor rajzoljunk irdnyitott élt A-bol B felé. Igy egy 17 csticst irdnyitott teljes
grafot kapunk.

Tekintstik a cstuicsok egy K részhalmazat. G egy csucsat K &ltal lefedettnek
fogunk nevezni, ha olyan él végpontja, amelynek kezd6pontja K-ban van.

Készitsiik el a csucsok egy E halmazat a kovetkezé modon:
Mivel egy n-csticsti grafban az dsszes (kimend) él szdma

() -5

ezért van legalabb egy olyan cstcs, amelynek kimen6 foka legalabb "T_l (Es igy
legaldbb 8.) Vélasszunk ki egy ilyen csticsot, nevezziik el v1-nek és , tegytik bele” az
E halmazba. (Egyelére ez a halmaz egyetlen eleme.) Jelolje m azon csiicsok szamét,
amelyeket E nem fed le, vagyis v; nem gy6zott le. Nyilvan m < 8. Ha m =0, akkor
készen vagyunk, F egy (egyf6s) er6s csoport. Ha m > 0, akkor tekintsiik az E altal
le nem fedett csiicsokat a kozottiik levd élekkel. Ez is egy irdnyitott teljes graf, igy
itt van olyan cstics, amelynek itteni foka legalabb (m —1)/2. Egy ilyen vy csticsot
is tegyiink bele E-be.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/2 89



Ismételjik meg az eljardst a maradék cstcsokon. 17 csics esetén m az egyes
lépések utan legfeljebb 8, 3, 1, majd 0 lesz.
Tehat legfeljebb 4 1épés sziikséges, hogy minden cstcsot lefedjiink.

Az igy kivalasztott csticsok E halmaza erds csoportot hataroz meg, a mérete 4,
tehéat biztosan van legfeljebb 9 f6s er6s csoport.

Pap Lola (Budapest, Madéch I. Gimn., 11. o. t.) dolgozata alapjan

A feladatra Gsszesen 155 versenyz6 és csapat kiildott megoldédst. 5 pontos 99, 4 pontos
5, 3 pontos 6, 2 pontos 4, 1 pontos 17.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5472. Az ABCD konvex négyszigben AB = BC' = CD. Igazoljuk, hogy ha
BCD<=2DAB<«, akkor ABC<x=2CDA<«.

(4 pont) Javasolta: Kos Géza (Budapest) és Vigh Viktor (Sandorfalva)

1. megoldas. Legyen a négyszog A csicsnal fekvo szoge a, a feladatban szerepl6
feltétel szerint akkor BC D< = 2.

D P A

A BCD szogfelezbje messe az AD oldalt a P pontban. Az ABCP négyszog
deltoid, mivel AB = BC és a BCD< felezése utdn DAB<{ = BCP< = a. Ezzel
belattuk, hogy CP = PA is teljesiil.

Az ABP és CDP héaromszogek egybevagdk, mert két-két oldaluk — AB = CD,
PA = PC — egyenld és megegyezik az ezek altal kozbezart szogik is: BAP< =
= DCP<. Az egybevagdsig alapjan a két haromszog tovabbi megfeleld szogei is
egyenlék, ABP<=CDP<. A deltoid BP atléja felezi az ABC' szbget, tehat az
ABC sz6g valoban kétszerese a C DA szognek.

Megjegyzés. A négyszoget a C' P szogfelezével és az ABC P deltoid BP atldjaval
harom egybevagd haromszogre bontottuk, igy

APB<=BPC<=CPD<=060°.

Szekrényes Sdra Réza (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 8. o. t.)
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2. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit megtartva legyen a C pontbdl a BD
atléra allitott merdleges talppontja E, tovabba a B pontbdl az AD-re allitott
meroleges talppontja F'.

Tudjuk, hogy BC = CD, igy EC a BD szakaszfelez6 merélegese, BE = ED
és BCE<=FECD<=a. Az ABF,BCE,DCE derékszogli haromszogek atfogoi
ugyanakkorak és egy hegyesszogik «, tehat egybevagok. Igy FB= BE = FED és
a BF D derékszogtii haromszog atfogdja kétszerese az F'B befogonak, a haromszog
félszabalyos. Ezutan az allitasban szerepld szogek:

CDA<=CDE<+ BDA<«=90°—- ECD<+ BDF<1=90°—a+30° =120° — «,
ABC<=ABF<+ FBD<+ EBC<=2(90° — a) +60° =240° — 20 = 2- CD A<.

Kiss Villé Zsdfia (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. o. t.)

3. megoldas. Az eddigi jel6léseket tovabbra is megtartjuk. Tiikrozziik a C' pontot
a négyszog BD atldjara. Legyen a tiikorképpont C”.

c

D

Megmutatjuk, hogy ez a C’ pont az ABD hiromszog koriilirt korének kozép-
pontja. Ez a C’ pont a BD felezOmerdlegesén helyezkedik el, a C’ és A pontok a
BD egyenesnek ugyanabban a félsikjaban vannak, tovabba

BC'D<x=DCB«=2a=2-BAD<.

Ezek alapjdn a BC'D< csak a BD {vhez tartoz6 kozépponti szog lehet az ABD
koriilirt korében.

A koriilirt kor sugara BC' = BC = AB = C'A, az ABC’ haromszog szabélyos.
Az ABD koérben az AB ivhez tartoz6 kozépponti szog 60°, igy az ADB keriileti
szog 30°.
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Ezutan a 2. megoldashoz hasonld szégszamolassal:

ADB<=90° — a4 30° = 120° — a,
CBA< = CBD< + DBC'<+ C'BA< = 2(90° — o) + 60° = 240° — 20v.

Ezzel belattuk, hogy
CBA«=2-CDA«.

Hajba Milin (Gy6r, Révai Miklés Gimn. és Koll., 11. o. t.)

A feladatra 6sszesen 105 versenyzd és csapat kiildott megoldédst. 4 pontos 73, 3 pontos
11 dolgozat. 2 pontot kapott 9, 1 pontot 2 versenyz6. Nem versenyszer 1 tanulé dolgozata,
0 pontos 8 dolgozat. Nem értékeljiik 1 {6 dolgozatat.

B. 5489. Az ABC derékszogii haromszogben ABC< = 15° és CAB< = "175°, to-
vabbd az AB dtfogo felezépontja F. A BC' befogon vegyiik fel a D pontot gy, hogy
BD =CA, a CA félegyenesen az A ponton til az E pontot ugy, hogy CE = BC
teljesiljon. A BE és CF egyenesek metszéspontja legyen M. Bizonyitsuk be, hogy
a DM és CM egyenesek érintik az AEF hdromszog koré irt kort.

(4 pont) Javasolta: Biré Bdlint (Eger)
Megoldas. Mivel a feltétel szerint CE = CB, ezért a BEC egyenl6 szarta derék-

sz6gl haromszog, igy egyrészt BEC<t = CBE< = 45°, méasrészt ABE<( = 30°.
Allitsunk A-bol meroOlegest BE-re, a mer6leges talppontja legyen O. Ekkor

ABE< = 30° miatt az ABO derékszogli haromszog egy szabalyos haromszog fele,

AB
tehdt O AB< = 60°, valamint OA = - = AF. Tekintsiik az abrat.

E s
0]
A (K80° P
75° M
F
- 15°
c D B

Az AFO egyenld szarti haromszog szabalyos, mert az AF és OA szarak al-
tal bezart szog nagysdga 60°. Ebbél az is kovetkezik, hogy O illeszkedik az AF
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felez6merolegesére. Nyilvanvald, hogy BE A< = 45°, ezért az FAO egyenld szard
derékszogli haromszog és igy

OA=AF =FO=0E.

Eszerint az O egyenls tavolsdgra van az A, F, F pontoktdl, tehdt O az AEF
haromszog koriilirt korének kdzéppontja.

Az ACF egyenl§ szart haromszogben FAC <= ACF<1="175°, ezért CF A<=30°,
innen AFO<=60° miatt CFO< =90°, tehdt OF 1L CM, vagyis az AEF kor su-
gara mer6Gleges C'M-re, tehat C'M érintdje a kornek.

Parhuzamost hiztunk a B ponton keresztiill C'E-vel, a parhuzamos és a CM
egyenes metszéspontja P. A parhuzamossagbol kovetkezik, hogy M BP<( = 45°.

Tudjuk, hogy a CBF egyenl6 szarti haromszog, emiatt FCB< = 15° és igy
a PCB derékszogii haromszoghen BPC< = 75°. A megfelel6 szogek egyenlésége
és a 75°-os szoggel szemkozti kozos BC oldal azt jelenti, hogy az ABC és PCB
haromszogek egybevagdk, ezért

AC =BD=BP.

A PMB és BM D haromszogek egybevagdk, mert kozos benniik a BM szakasz,
és BP = BD, valamint a két haromszogben az egyenl6 hosszisagu szakaszok &altal
bezart M BP<, illetve DBM < szogek mindegyike 45°-0s. Ez azt is jelenti, hogy a
PM B haromszognek a BE egyenesre vonatkozo tiikkorképe éppen a BM D harom-
sz0g.

Mivel a PM egyenessel azonos C'F' egyenes érintéje az AEF kornek, ezért a
PM egyenesnek a BE-re vonatkoz6 DM tiikorképe is érinti az AEF kort.

Ezzel a feladat mindkét allitasat igazoltuk.
Maréti Olga (Szegedi Radnéti Miklds Kisérleti Gimnazium, 9. o. t.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. A helyes megolddsok egy része a honlapon talalhaté els6 megol-
dasnak felelt meg, néhany pedig a honlap masodik megoldaséban szereplé BGEC
négyzetet (vagy annak megfelel6t) konstrudlta meg és ennek alapjdn bizonyitott.
Tobb, a fenti megoldashoz hasonlé helyes megoldés is sziiletett, amelyben az A
pontbdl a BE-re bocsatott merdleges talppontjardl lattak be, hogy az nem mas,
mint az AEF kor kozéppontja, majd egy geometriai konstrukcié segitségével meg-
adtdk a D pontnak a BE-re vonatkoz6 tiikorképét (ez az dbrdn a P pont). Jé
néhanyan koordindta-geometriai megkozelitést hasznéltak, célszertien a C' pontot
valasztva origénak, a CB és C'A oldalak egyeneseit koordindtatengelyeknek.

2. A felmeriil6 hibdk féként az indoklas vagy a hivatkozasok hidnyossagai, bizo-
nyitasi lépések hibai és elhanyagolasai, illetve az dbra hidnya voltak.

A feladatra 71 dolgozat érkezett. 4 pontos 37, 3 pontos 5, 2 pontos 13, 1 pontos 10, 0
pontos 4. Nem versenyszerli 2 dolgozat.
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I_ _I A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

K 3 (889-893.)

K. 889. A sakkban a kirdlynd (vezér) egyenes vonalban vagy &tlésan minden
irdnyban barmennyit léphet. Legalabb hany kirdlynot helyezziink el egy 6 x 6-os
sakktablan tgy, hogy barmelyik olyan mezére tudjon 1épni legalabb az egyikiik,
amelyiken nem &all kirdlyn&?

K. 890. Adott egy négyzet négy csicsa és a kézéppontja.

a) Hény olyan egyenes rajzolhat6, amely ebbél az 6t pontbdl legaldbb kettén
athalad?

b) Hany olyan kor rajzolhatd, amely ebbdl az 5 pontbdl legalabb hérmon at-
halad?

Birkds Gyorgy feladatai alapjan

K. 891. Egy 5 cm élhosszisagu fehér szinl kocka feliletére berajzoljuk pirossal
az Osszes lapatlot.

a) A kocka egyik csticsabdl elindul egy rezes futrinka, amely csak a piros szinfi
vonalakon haladhat, és a kocka minden cstcsan keresztiillmegy utja sordn, majd
visszatér a kiindulasi pontba. Legaldbb mekkora utat tesz meg igy a rezes futrinka?

b) A nagy kockat szétviagjuk 1 cm élhossziisdgu kisebb kockakra. Hany olyan
kis kocka lesz a szétvagas utdn, amelynek feliiletén nincsen piros vonal?

K. 892. Cikkcakk szamnak hivjuk az olyan szamokat, amelyek szamjegyeit balrél
jobbra tekintve az elsé szamjegynél kisebb a maésodik, a mésodik szamjegynél
nagyobb a harmadik, a harmadikndl kisebb a negyedik és igy tovabb. Hanyféle,
Otjegyti cikkcakk szamot készithetiink az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyekb6l?

K. 893. Az ABC haromszoghen ABC< =15°, BCA<=30°, a D pont pedig
gy helyezkedik el a BC oldalon, hogy ADC< = 45°. Igazoljuk, hogy D a BC
szakasz felezOpontja.

*

Bekiildési hataridé: 2026. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(892-893., 1888-1892.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 892. A szovegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 893. A szévegét 1ldsd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1888. Anna felirt minden haromjegyti pozitiv egész szdmot a tdblara, mind-
egyiket pontosan egyszer. Boglarka egymas utan letérolte Anna szamait, és mind-
egyik helyére azt a szamot irta fel, amelyet gy kapott, hogy az els6 és a méa-
sodik szamjegy Osszegébdl kivonta az utolsd szamjegyet. Példaul a 225 helyett
24+2—-5=—1-et, a 973 helyett 947 — 3 = 13-at irt. Mennyi a Boglarka altal a

tablara felirt szamok Osszege?
Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

C. 1889. Egy szdmegyenesen be van jelolve az 1 és a /5, semmi més. Adjuk meg
szerkesztéssel a szamegyenesen a 0 helyét. (Az elemi szerkesztési lépéseket, mint
példaul szog felezése, tengelyes titkrozés, nem kell részletezni.)

Javasolta: Veszprémi Ferenc (Budapest)

C. 1890. Bizonyitsuk be, hogy a /a irracionalis szdm nem irhaté fel b+ cv/d

alakban, ahol a, b, ¢, d természetes szamok.
Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

Feladatok 11. évfolyamtal

C. 1891. Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja I, az Al egyenes a hé-
romszog koriilirt korét masodszor a D pontban metszi. A CDI haromszog koriilirt
korének és a BC' szakasznak a masodik metszéspontja E. Bizonyitsuk be, hogy

BE=1IF.
Javasolta: David Nguyen (Sydney, Ausztrélia)

C. 1892. Bizonyitsuk be, hogy

(&) =15(5) +o0(3) +10(3)+ ()

teljesiil minden pozitiv egész n szamra.

Javasolta: Paulovics Zoltdn (Budapest)

*

Bekiildési hataridé: 2026. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5510-5517.)

B. 5510. Egy kocka lapjaira irjunk valés szamokat gy, hogy a szemkozti lapokon
levo szamok Osszege mindig 7 legyen. Ezutdn képezziik mindegyik csticsnal a vele
érintkez6 lapokra irt szamok szorzatat. Legfeljebb mennyi lehet ennek a nyolc
szorzatnak az Osszege?

(3 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonydd)

B. 5511. Mutassuk meg, hogy ha az egységkor atmérojét egy har 45 fokban
metszi, akkor a htron keletkezo két szakasz hosszanak négyzetosszege 2.

(8 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Séandorfalva)

B. 5512. Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges k és n pozitiv egészekre

1 1 1
>14—.
R T
(4 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

B. 5513. Az ABCDEF szabéalyos hatszog belsejében adott egy P pont ugy,
hogy az ABP, BC'P és C'DP haromszogek teriilete rendre 25, 31, illetve 32 egység.
Szamitsuk ki a DEP, EFP és F'AP haromszogek teriiletét.

(4 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

B. 5514. Az ABC haromszog oldalait a szokdsos médon jelolve a >b>c. A C
csucsbdl indulé szogfelezd talppontja P. Bizonyitsuk be, hogy a CP, BP, CP, PA
hosszisagu oldalakkal szerkesztett hurtrapéz atléja v ab hosszisagu.

(5 pont) Javasolta: Hugjter Mihdly (Budapest)

B. 5515. Fel lehet-e irni egy szabdalyos 1000-sz6g minden cstcsara egy-egy szam-
jegyet ugy, hogy a 000, 001, 002, ..., 998, 999 szdamok mindegyike Gsszeolvashatd
legyen valamely harom egymast kévetd cstucsrdl az éramutatod iranydban haladva?

(5 pont) Beke Csongor (Cambridge) 6tletébél

B. 5516. Egy parabolaba beleirtunk egy derékszogli haromszoget tigy, hogy az
atfogbhoz tartozé magassag talppontja a parabola fékuszpontja. Mekkorak lehetnek
a haromszog szogei?

(6 pont) Javasolta: Hollo Gdbor (Budapest)
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B. 5517. Mely p primszamok esetén létezik az 1, 2, ..., p— 1 szdmoknak olyan a1,

as, ..., ap—1 permuticidja, amelyre al, a3, ..., agj paronként kilénb6z6 maradékot

adnak p-vel osztva?

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

»
L

8
a

Az A pontversenyben Kkitiizott nehezebb feladatok
(926-928.)

A. 926. Legyen

A:{[32V544:n:lﬂﬁwn}:{l&11QBJ&“}.

Két jatékos, Kezd6 és Masodik egy N érmébdol allé kupaccal jatszik a kovetkezd
szabélyok szerint. A jatékosok felvaltva lépnek, Kezd6 kezd. Minden 1épésben a
soron kovetkezd jatékos valaszt egy k € A szamot, majd elvesz k darab érmét a
kupacbdl. Az a jatékos, aki nem tud szabalyos 1épést tenni, elvesziti a jatékot.

Hatarozzuk meg, hogy N-tdl fiiggéen melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja,

Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

A. 927. Legyen ABCDEF egy bicentrikus hatszog, azaz olyan hiurhatszog,
amelybe kor irhat6. Tegyiik fel, hogy létezik olyan P pont, amelyre az AP egyenes
merdleges a BF egyenesre, C'P mer6leges BD-re, és EP mer6leges DF-re. Bizo-
nyitsuk be, hogy a hatszog valamelyik két szemkozti oldalanak Gsszege egyenld a
hatszog koré irt kor atmérdjével.

Javasolta: Andrei Chirita (Cambridge)
A. 928. Legyenek ag =0<a; <as <...<a, olyan egész szamok, amelyekre a

by = Ap+1 — Ak
P okt

n
¢n, olyan valds szdmok, amelyekre az 14 > cxz® polinom oszthaté az (z+1)"
k=1

sorozat (k=0,1,...,n— 1) monoton né. Tegyiik fel, hogy ¢1, ca, .

“ey

polinommal. Mutassuk meg, hogy
2> |e1| > ez| > ... > enl.

Javasolta: Kos Géza (Budapest)
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Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! A KoMalL olvaséjaként bizonyara szivesen foglalko-
zol matematikaval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpalyadul
ennek a szép tudomanynak a miivelését vilasztod, illetve szeretnél megismerkedni
alkalmazésaival a miiszaki, gazdasigi és pénziigyi élet kiilonb6z6 teriiletein.

Az alkalmazott matematika ma méar az élet szinte minden tertiletén nélkiilézhe-
tetlen, és az ilyen képzettségii munkaerd irant egyre névekszik az igény. A Fortune
magazin cikke szerint a legjelentdsebb viltozas az iizleti életben az ipari forrada-
lom 6ta a matematikai algoritmusok térhéditdsa (https://fortune.com/2015/01/22
/the-algorithmic-ceo/). Egy amerikai felmérés évrol évre a legjobb foglalkoza-
sok kozott tartja szamon a matematikus végzettségiiek szamara elérheté adattu-
dés, aktudrius és statisztikus munkakoroket (https://money.usnews.com/careers/
best-jobs/rankings/the-100-best-jobs). Mindez Magyarorszagra is igaz, az ELTE-
n végzett matematikusokat nemcsak a kutatointézetek, egyetemek varjak, hanem
szamos cég is, igen jo fizetéssel.

Esetleg még nem dontottél, de leginkabb matematikabol folytatnal felsofoku ta-
nulmanyokat? Minderre kitiind lehetoség nyilik az orszag egyik legnagyobb multa
egyetemén, az Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudoméanyi Karan, ahol
vilaghirii professzoroktdl és lelkes, kbzvetlen fiatal oktatéktol tanulhatsz. Pezsgé di-
akélet var rad az ELTE korszerii szamitégépparkkal felszerelt, a KéMalL szerkesz-
toségének is otthont adé modern lagymanyosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyijté haroméves ma-
tematikai alapképzésiink. Itt az els6 évben hallgatéi és oktatéi mentorok biztositjak,
hogy mindenki be tudjon illeszkedni és taldljon elGismereteinek, képességeinek és
tanulasi sebességének megfeleld nehézségli feladatokat. Az elsé év végén donthetsz
arr6l, hogy milyen témékkal szeretnél a tovdbbiakban behatébban foglalkozni.

A kindlat széles: aki szeretne, elmélyedhet az elméleti matematika kérdéseiben,
hiszen szinte minden fontos teriiletrdl hirdetiink kurzusokat. Ezek épitenek a ma-
gyar matematikai kutatasok méltan vilaghiri hagyomanyaira, ugyanakkor szilard
alapokat nytjtanak a modern matematika miveléséhez, jol felkészitve hallgatoin-
kat a leend6 kutatéi munkara.

Akit viszont az alkalmazasok érdekelnek, megteheti, hogy az alapok elsajdti-
tdsa utan olyan modern témakkal is foglalkozzon, mint az adattudoméany vagy
a mesterséges intelligencia matematikai kérdései. Azoknak is ajanljuk a matemati-
ka alapképzési szakot, akik ismereteiket késébb inkabb a matematikan kiviil szeret-
nék majd gytimolesoztetni. Itt szerzett tudasukat hasznosithatjak példaul gazdasa-
gi teriileten, médiaban, a matematika népszerisitésében, a kdzmiivel6désben — és
a megszerzett matematikai gondolkoddasmod mindvégig segiteni fogja cket a mun-
kéajukban.
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A képzés egyéb vonatkozéasairdl tovabbi részletek a http://www.math.elte.hu/
honlapon a Képzések mentiipont alatt talalhatok. Ajanljuk a kozépiskolasoknak
sz0l6 oldalainkat is, ahol végzett didkjainkkal késziilt interjuk is lathatok.

A legkiemelkedébb hallgaték az egyetemi oktatémunkéba is bekapcsolodhatnak,
és jo eséllyel palydzhatnak osztondijakra, kiilfoldi részképzésre (pl. az Erasmus+
program keretében). Az EKOP 6sztond{jprogramja mar a leendd elsééveseknek is
elérhet6! Részletes tajékoztatd: http://csikvarip.web.elte.hu/diak_kutatas.html.

Az alapképzést tovabbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy roviden
MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozasaban matematikus, alkalma-
zott matematikus, valamint biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakok in-
dulnak. BSc-t végzett hallgatéink természetesen méas (bel- és kiilfoldi) oktatési
intézmény programjain is folytathatjak tanulmanyaikat. A mesterszakot végzettek
koziil a legkivalébbak szaméra biztositjuk a doktori fokozat megszerzésének lehe-
t6ségét (PhD-képzés).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyomany, hogy a ratermett, tehetséges didkok
neves professzorok vezetésével bekapcsolodnak a tudomanyos kutatéasba. A legkiva-
16bb hallgaték matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egyete-
mi Hallgaték Nemzetkozi Matematikaversenyén kétszer is az ELTE csapata végzett
az élen tobb mint 70 egyetem csapatanak versenyében — olyan nagyhiri egyeteme-
ket is megel8zve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai Allami Egyetem.

Matematikatanar-képzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudomanyi Karan sok évtizedes miltra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altalanos és kozépiskolak részérél mindig jelentds
igény mutatkozott a ndlunk végzett matematikatandrok irant, akik kozil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatoi palyat futottak be.

A matematika szakos tanari palyat els6sorban azoknak a kozépiskolas didkoknak
ajanljuk, akik szdméra 6romet jelent érdekes matematikai feladatokon gondolkodni,
és jo érzést okoz a megoldasokra masokat is ravezetni, masokkal is megosztani azt
az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A tanarképzés osztatlan formaban zajlik. A tanarképzésre valé jelentkezés soran
a leendd hallgatoknak egy szakpart kell megjel6lni. Az ELTE-n a matematika
szak mellé természettudomanyos szakokon és az informatikan kiviil vdlasztani lehet
a bolesész szakok (példdul a magyar, a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A szaktargyi tanitdsi gyakorlatok teljesitésére az ELTE hallgatéinak a legjobb
budapesti iskolakban, kivalé vezetotanarok irdnyitasa mellett nyilik lehetdségiik.

Batran allithatjuk tehéat, hogy a K6MaL minden olvaséjanak testhezallb képzést
tudunk nytjtani az ELTE Matematikai Intézetében. Az ELTE TTK idén december
9-én tartotta a nyilt napjat: https://ttk.elte.hu/nyiltnap2023. Ha esetleg késén
jutna el hozzad ez a hir, a program a fenti linken vissza is nézhetd.
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Informatikabdl kitiizott feladatok
(687-690.)

I. 687. Sajnos a park lampai gyengék és van, amelyik tonkrement. A park feltji-
tasahoz a régi oszlopokra 0j ldmpakat fognak tenni. Minden lampa azonos tipust
lesz, azonos sugaru kort fog megvilagitani. A megvildgitas sugarat ugy kell megva-
lasztanunk, hogy minimélis legyen, mivel spoérolni kell, de minden lampaoszlopto6l
barmelyik masikhoz el lehessen jutni a megvildgitott tertileteken keresztiil. Ké-
szitsiink programot 4687 néven, amely megadja a lampak fénykoérének legkisebb
sugarat, amely a feltételeknek megfelel.

A program standard bemenetének elsé soraban Bemenet: | Kimenet:
a lé{npaosz’l’opok N széma/ (1 <N <1000) taldlhato. 5 1.4142135
A kovetkezd N sorban a lampaoszlopok x;, y; koor- 13
dindtai (1 < xi,y; < 100000, egész szdm) szokozzel
elvalasztva szerepelnek. 26

A program standard kimenetére irjuk ki a lampa 34
fénykoérének minimalis sugarat valés szamként 10~6 52
pontossaggal. 6 3

Magyarazat:
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Bekiildendé egy tomoritett ¢687.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldas rovid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

(10 pont)
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I. 688. Adott egy N oldalt négyzethals, amelyben a villimok terjedését sze-
retnénk szimuldlni. A négyzethdls celldiban 99 jeloli a villdmot elnyeld (példdul
foldeld) celldkat, amelyek adottak. A négyzet tobbi celldjat toltsik fel 0...98 ko-
zOtti véletlen szamokkal. A négyzet fels6 soranak 99-en kiviili, maximadlis értékii
cellaibdl fognak a villamok kiindulni. Ha t6bb maximalis értékl cella van, akkor
egyszerre tObb villdm indul ki. A villaimok lefelé tejednek tovabb, az érkez6 villam
le balra, lefelé, vagy le jobbra terjedhet.

Az érkezé villam lehetséges Utja a negyedik sorban vasta-
gon keretezve a mellékelt tdblazatban. A harom lehetséges
szam koziil a maximalis érték iranyaba folytatodik a villam. 75 96 23 43 27
Ha azonos szamokat talal, akkor ezek iranyaban szétagazik. 99 43 52 42 0
Ha eléri a teriilet hatarat vagy egy 99 tartalmu celldba fut

bele, akkor ott a terjedés megall. Ha két villam egyszerre ér 99 88

egy azonos pontba, akkor ott egyesiilnek. 99 99 61 20 1

91 82 36 95 60

Készitsink programot, amely az N oldali négyzethdléban a villaimok terjedését
mutatja be.

A program standard bemenetének els6 sordban a négyzethalé oldalhossza N
(5 <N < 100) talalhaté. A kovetkezd N sorban szokozzel elvilasztva egy-egy cella
kezd6 allapota szerepel, azaz 99, ha elektromos foldelés, vagy —1, ha az még nem
kitoltott.

Végezziik el a négyzethdld celldinak feltoltését, azaz a —1 értékek lecserélését

0...98 kozotti véletlen szdmokra.

A programmal a parancssorba a négyzethal6 cellainak tartalmat irjuk ki. A vil-
lamok ttvonaldt a szamok piros betiiszinével abrazoljuk. A szamok, illetve a ka-
rakterek kozott egy-egy szokoz legyen.

Minta:

Bemenet: Kimenet:

8 91 82 36 95 60 40 95 50
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 —-1|75 96 23 43 27 42 18 7
-1 -1 -1 -1 -1 -1 —1 —1 |99 43 52 42 0 58 47 99
9 -1 -1 -1 -1 -1 —-1 99|99 65 67 80 88 24 86 99
9 -1 -1 -1 -1 —-1 —-1 9999 99 61 20 1 99 99 99
99 99 -1 -1 —-1 99 99 99 |99 91 91 35 96 28 99 99
9 -1 -1 -1 —1 —1 99 99|99 99 24 84 39 78 99 99
99 99 -1 -1 -1 -1 99 99|99 99 99 94 86 99 99 99
99 99 99 -1 -1 99 99 99

Bekiildendé egy tomoritett ¢688.zip allomanyban a program forraskédja és rovid

dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldas rovid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

(10 pont)
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I. 689. A http://www.t-es-t.hu/minden/tudom/pii/pi10000.txt linken elérhetd
a m elsé 10000 szamjegye.
1. Jeloljiik ki a szdmjegyeket és masoljuk a vagdlapra.
2. Nyissunk meg egy szovegszerkesztot, és illessziik be a vagdlap tartalmat egy
iires dokumentumba.
3. Kizardlag szovegszerkeszté és tablazatkezel$ hasznalataval valésitsuk meg, hogy
a tablazat els6 sordban az A:J oszlop celliiban a m-nek pontosan az elsé tiz

szamjegye, a tovabbiakban folytatélagosan a kovetkezo tiz—tiz szdmjegye jelen-
jen meg a minta szerint.

AlE eI DI E[EREIHIT ¥ K
1/3[1/4/1/5[9] 2|65 3| }
2/ 5/8/97 9 3|2 3 8 4 ¢
36|26 4 338 32 7 %
4 §3‘502884197;S
elalalal 3 alel 3l Zl5, 3L/
e e A
99 2 0/5/60/0 1016
nooo 5/ 5/ 2/ 5 6[3/7/5/6 8 ¢
W sckenipspoieia sl

4. Igazoljuk, hogy az eredmény valéban csak a szovegszerkeszto és a tablazatke-
zel6 segitségével késziilt: a pontos 1épésekrdl készitsiink dokumentaciét. Ehhez
hasonlék szerepeljenek a lefrdsban: ,A tdbldzatkezelSben kijelélom az A oszlo-
pot, majd a Keresés és csere meniipontban az osszes "#" karaktert lecserélem
""_re, vagyis torlom.”

5. Készitsiink oszlopdiagramot arrél, hogy a vizsgalt 10000 szadmjegyben hanyszor
szerepel a 0, 1, ..., 9. A diagramot készitsiik el 1j, diagram tipusi munkalapra,
és kapjon a minta szerinti kinézetet.

Az egyes szamjegyel darabszama

6. Készitstink oszlopdiagramot, amely szemlélteti, hogy az els6 ezer, a mésodik

ezer, ... szamjegy kozott hanyszor szerepel a 0. Ezt a diagramot is készitsiik
el a minta szerint.
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A 0 szdmjegy eldforduldsa ezer szamjegyenként

7. Hatarozzuk meg, hogy a 7 els6é 10000 szamjegye koziil melyik szamjegy ismét-
16dik kozvetleniil egyméas utan a legtobbszor. Mekkora az ismétlodo szakasz
hossza, és melyik tizedesjegytél hanyadikig tart? Készitsiik el a minta szerinti
helyen a tablazatot és keriiljenek az eredmények a sarga mezékbe.

A B C|D E|F G|H 1[J K L M :
131 4159 26 53 A nelsd 10 00D szédmjegye kozétt a i
: 5 8 9 7 93 2|3 8| 4 legttbb egymast kivetkezd azonos £
3 626/43/38/327 szémjegy: {
4 95002884197 a szakasz hossza: }
s 16 93 9|19 3|7 51 az elsd tizedesjegy helye: i
s 05 82097494 az utolsd tizedesjegy helye: ;
7 4592 307816 b

A diagramokhoz ezen az oldalon taldlhatjuk meg a hattérképet: https://www.
scientificamerican.com/article/a-wild-claim-about-the-powers-of-pi-creates
-a-transcendental-mystery/.

Segédszamitasokat tetszbleges, adatot nem tartalmazd helyen lehet végezni.
A megoldasban sajat fiiggvény vagy makrd nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett i689.zip allomanyban a pi-10000 néven mentett
tablazatkezel6 munkafiizet és egy dokumentacid, amelyben szerepel az dtalakitas
4. pontban kért 1épéssorozatanak részletes leirasa, a készité neve, iskoldja, a tabla-
zatkezel6 neve és verzidszama.

(10 pont)

1. 690. Egy diak a kiilonféle operaciés rendszerek parancssori utasitisa-
it tanulményozza. Gondolta, hogy egyszerre megtanulja a legelterjedtebbeket:
a Windows, a Linux és a MacOS parancsait. A hdarom operaciés rendszer-
ben vannak hasonlé tevékenységek, példaul fajlok mésoldsa, torlése, mozgaté-
sa stb. Ezek neve sok esetben hasonld, egyes esetekben azonos, vagy kissé el-
téré. A https://www.kaggle.com/datasets/vaibhavdlights/linuxcmdmacos-commands
oldalon elérhetdk a hdrom operédciés rendszer parancssori utasitiasai. Minden uta-
sitashoz kapcsolddik egy rovid angol leirds. Ezek hasonld funkcidji parancsok ese-
tében szintén hasonlitanak egymaésra.

A harom operacids rendszer utasitasainak kozos tanuldsdhoz hasznos lenne kap-
csolatot 1étrehozni a harom utasitdaskészlet kozott. A didk ugy gondolta, hogy két
kiilonb6z6 operaciés rendszerben 1évé parancs kozotti kapcesolat anndl erdsebb,
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minél inkdbb hasonlit a neviik, illetve minél t6bb k6z0s sz6 szerepel a leirasukban.
A kapcsolat erésségét egy pontszam adja meg, amelynek szamitdsa a kovetkez6:

1. 20 pontot ér, ha a két utasitds neve azonos;

2. ha a két utasitas neve nem azonos, de az egyik utasitas legalabb 5 els6 betiije
szerepel a masik utasitasban, akkor ez 10 pontot ér;

3. az utasitasok nevétdl fiiggetleniil tovabbi 2-2 pontot jelent a két utasitds leira-
saban minden azonos sz6, vagy ha a szavak legalabb els6 5 betiije megegyezik.

Példaul a cd parancs mindharom operéciés rendszerben szerepel, tehat a Windows
cd parancs és a Linux cd parancs k6zott 20 pont a kapcsolat erdssége a fenti elso eset
szerint. Ehhez jon még tovabbi 4 pont, mivel mindkét leirasban szerepel a ,,change”
és a ,directory” szé. Igy a két operdcits rendszerben a két parancs kapcsolatdnak
erdsségét 24 pontra értékeljik.

A fenti szamitdsban a kis- és nagybetiiket egyenértékiinek tekintjiikk. Ne vegyiik
figyelembe a pontszam kiszdmitasakor a lefrasban a nével6ket, kotOszavakat és

R » ” 2

21344 4 Z b ” b)) ki eh ”
eloljarokat, példaul ,,a”; ,an”, [the” jor”, .to”, ,from”, ,of”,  on” ,jand”, ,for”.

Az utasitasok kozotti kapcsolatot felhasznalva készitsiink programot, vagy téb-
lazatkezel6 munkafiizetet, vagy SQL adatbéazist, amely segiti a tanulast:

Az egyik médon gy, hogy egy szavakbodl 4116 keresékifejezésre (példaul a file co-
py”, vagy ,make directory”) megadja mindhdrom operécids rendszer utasitdsaibdl
a leginkabb relevans taldlatokat. Ehhez a fenti pontozasbdl a 3. pontot alkalmazza
a keresokifejezés és a parancsok leirasa kozotti ersség kiszamitasara. Csak a 0-nal
nagyobb erdsségli parancsokat adja meg, er6sség szerint csokken6 sorrendben.

A miésik médnal az egyik operaciés rendszer valamely utasitdsit megadva be-
menetként valaszul megadja a masik két operaciés rendszerben a bemenethez leg-
inkdabb kapcsol6doé utasitasokat a kapcsolat erdssége szerinti csokkend sorrendben.

A fenti miiveleteket gy valdsitsuk meg, hogy a program bekéri a parancssorbol
a bemeneti értékeket, vagy néhany cellaba kell beirni azokat, vagy egy SQL utasi-
tasban pl. a WHERE feltételben szerepelnek. A program az eredményeket kiirja a
parancssorba, a tablazatkezelé megjeleniti azokat adott celldkban, illetve az SQL
lekérdezés eredményiil adja Gket.

Bekiildendo egy tomoritett 1690.zip dllomédnyban a program forraskédja, vagy a
tablazatkezel¢ munkafiizet, vagy az SQL adatbazis, valamint egy felhasznaloi doku-
mentédcid, amelyben szerepel a megoldas haszndlatanak médja. A program a szoké-
sos médon folytasson parbeszédet a felhasznéaléval. A tablazatkel6 munkafiizetben
jelezziik, hogy melyik celldkba varunk bemenetet, és jeloljiik, hogy mely celldkban
kapunk eredményeket. Adatbazis-kezelés esetén a szoveges kereséshez adjuk meg
a hasznalhaté SQL parancsot, példdul SELECT oprsz, parancs, leiras FROM ...
WHERE keres = "file copy". A megoldéds soran most is csak a versenykiirdsban
szerepl6 programozasi nyelvek és alkalmazdi programok hasznalhaték.

(10 pont) s

Bekiildési hatarid6: 2026. marcius 16.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Fedezd fel a vilagegyetemet
— az atomoktol a csillagokig!

Tanulj fizikat az ELTE TTK-n, és alakitsd a jovo technologiajat!

A fizika az a tudomény, amely mindent 6sszekot: az okostelefonoktél a fekete
lyukakig, az orvosi képalkotdktol a részecskegyorsitokig. Ha szeretnél mélyen érteni
dolgokat — nemcsak haszndlni a technol6giat, hanem azt is, mi van mogotte —, akkor
j6 helyen jarsz.

Az ELTE TTK Fizikai és Csillagaszati Intézetében a kivancsisaghdl kutatds,
az Otletekbdl felfedezés, a tanuldsbdl pedig valddi lehetség lesz. Magyarorszagon a
fizika teriiletén az ELTE &ll az els6 helyen, a nemzetkézi ARWU rangsorban pedig a
201-300. helyezés kozé tartozik a fizika szakteriiletén — vagyis nemzetkozi mércével
nézve is erés helyen tanulhatsz.

Mit jelent fizikat tanulni az ELTE-n?

Tébbszintd, sokoldali képzés
A hat féléves fizika alapképzés kozos torzsszakaszra épiil, ahol stabil matematikai,
fizikai, informatikai és elektronikai alapokat szerzel. A harmadik félévtél speciali-
zéaciot valaszthatsz az érdeklédésed szerint: fizikus, informatikus fizikus, biofizikus,
csillagasz, geofizikus vagy meteorolégus.

A térgyak egy részét normal és emelt szinten is felveheted. A normal szint segit,
hogy akkor se maradj le, ha motivalt vagy, de még nem rendelkezel igazan stabil
alapokkal. Az emelt szinti kurzusok gyorsabb haladéast és plusz mélységet adnak.

Valodi eszkiozokkel, valodi kutatok mellett

A laborokban életre kel a fizika — itt nem csak tankonyveket lapozol, hanem sajat
mér6eszkozoket hasznalsz. Raspberry Pi-vel vezérelt mérések, holografia, pasztazé
elektronmikroszkop, pozitronemisszids tomografia, kvantumradir — olyan techni-
kékkal dolgozol, amelyekkel kutatdintézetekben is taldlkoznal. Itt tanulhatod meg
a kisérletezd szemléletet.

Nem kell mindent tudnod mdr az elsé napon.

Elég, ha érdekel, hogyan miikédik a vilag, szeretsz kérdezni, és nem riadsz meg
a probléméktol. A logikus gondolkodds, a problémamegoldd készség és a kitartas
legalabb annyira szamit, mint az, hogy hany példat oldottdl mar meg.

Vilagszinvonala kutatas, nemzetkozi kapcsolatok

Az intézetben a fizika sokféle, modern teriiletével taldlkozhatsz: a gravitacios
hullamok kutatasatdl a részecskefizikan és biofizikan 4t az asztrofizikaig, nanotech-
nologiaig, kvantumszamitégépekig szinte mindennel foglalkozunk, ami ma izgalmas
a fizikdban. A kutatdsok gyakran viladgszinvonali nemzetkozi egytittmiikodésekben
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valésulnak meg — ilyen példaul a svajci CERN részecskefizikai kutatékdzpontja vagy
a LIGO gravitacioshullam-detektor adatainak elemzése. 2023-ban csatlakozott hoz-
zank a Csillagdszati Tanszék is, igy még szélesebb az a spektrum, amelybdl témat
valaszthatsz.

Ha érdekel a kutatas, mar BSc-sként is csatlakozhatsz tudomanyos didkkori
projektekhez. Ez az els6 igazi 1épés a sajat kutatasi témad felé, és kivalo ajanldlevél
lehet akar kiilfoldi mesterszakokra vagy doktori képzésekre.

Merre vihet a fizika? — A BSc csak a kezdet

A fizika alapképzés nem lezar egy utat, hanem kaput nyit rengeteg iranyba.
A nalunk megszerzett erds természettudomanyos héttér, a magas szintli matemati-
ka és a komoly programozasi gyakorlat olyan tudasalapot ad, amelyre kutatasban,
iparban és a technolégiai szektorban egyarant lehet épiteni.

Végzett hallgatéink egyetemeken, kutatdintézetekben és ipari laborokban dolgoz-
nak kutatoként vagy fejlesztéként; masok informatikai és adattudomanyi teriilete-
ken helyezkednek el, a szimuldcioktol és mesterséges intelligenciatol a ,big data”
elemzéséig. Tobben részt vesznek hazai és nemzetkozi tirkutatasi vagy asztrofizi-
kai projektekben, masok energetikai és kdrnyezetvédelmi innovacidokon dolgoznak.
Sokan valasztanak pénziigyi modellezéssel vagy tavkozléssel kapcsolatos munkako-
roket, és természetesen vannak, akik tanarként adjak tovabb a fizika iranti lelkese-
dést.

Az alapdiploma utan sem ér véget az ut. A BSc-t kéveten tobb mesterképzés koziil
vélaszthatsz: a Fizikus MSc (kutatéfizikus, biofizikus vagy tudomanyos adatanali-
tika és modellezés specializaciéval), a Csillagdsz MSc vagy az Anyagtudomany MSc
jelenthet tovabblépést. A tanulményok csiicsa a négyéves doktori iskola (PhD), ahol
maér valédi kutatéként dolgozhatsz, gyakran nemzetkozi egytittmiikodésekben.

Hallgatoi élet: kozosség, ami megtart

Az ELTE TTK nem csak a tanulasrél szol: a hallgatéi kozosség aktiv, vidam
és rengeteg programot kinal. A Magyar Fizikus Hallgaték Egyestilete (MaFiHe)
szakmai programokat, kiilfoldi cseregyakorlatokat, didkkonferencidkat, versenyeket
és szabadid6s eseményeket szervez.

Minden évfolyamon tobb kiképzett mentor segit a tantargyfelvételben, az opti-
malis o6rarend és tanulasi stratégia kialakitdsaban, és dtadjak a fels6bbévesek ta-
pasztalatait.

Miért j6 valasztas a fizikatanar szak?

Ha nemcsak a fizika érdekel, hanem szeretsz magyarazni, segiteni masoknak
megérteni a vilagot, akkor érdemes elgondolkodnod az osztatlan fizikatanar sza-
kon is.

2022 6ta az 0j rendszeri, otéves tanarképzés fut.

A szakmai és mddszertani 6rakat egyrészt az egyetem kutatéi-oktatédi, méasrészt
tapasztalt kozépiskolai tandrok tartjak. A fizikat tobb masik tantarggyal is paro-
sithatod, igy széles korben valaszthatsz masodik szakot.
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A Klebelsberg Képzési Osztondij Program keretében fizikatanar-hallgatoként fél-
évente akar 500000 Ft osztondijat is kaphatsz, amely méas tdmogatasokkal is ki-
egészitheté. Ha az oktatds kutatasi oldala is érdekel, bekapcsolodhatsz tanitasi
kisérletekbe, fejleszté projektekbe, és akar a Fizika Tanitasa doktori programban
is folytathatod tanulményaidat.

A tanitds nemcsak hivatds, hanem alkotds is.

Hol talalsz még tobb informaciét?

A képzésekrol, felvételirél, targyakrdl, kutatécsoportokrdl és hallgatéi progra-
mokrol részletes leirast talalsz az intézet honlapjan: https://physics.elte.hu.

e
Mérési feladatok megoldasa “
| [ | |

M. 444. Hatdrozzuk meg eqy AA-s ceruzaelem szimmetriatengelyére és eqy arra
merdleges, a tomegkozépponton dthaladd tengelyre vett tehetetlenségi nyomatékait!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdabor, Budapest

Megoldés. Az elem tomege (konyhai mérleggel mérve): m =24 g, hossza L =
=48 mm, atmérdje (digitalis tolémérével mérve): d = 14,2 mm, amibél a sugara:
r=d/2="71mm. A mérés sordn a szimmetriatengelyre vonatkoz6 O, illetve az

arra merdéleges tengelyre vonatkozo © ) tehetetlenségi nyomatékot egy-egy egymas-
tol eltéré maddszerrel mérjiik meg.

Az els6 esetben (©)) azt mértiik, mennyi id6 alatt gordiil le megestszas nélkiil
egy lejtén az elem. A testre hatd ertk és a szamitasban hasznalt mennyiségek az
1. @brdn lathatok.

A mozgasegyenletek és a kényszerfeltételek:
N =mgcosa,
ma=mgsina— S,
©,8=Sr,
a=rp,
S < uN.

Az egyenletrendszerbdl kifejezziik a te-
hetetlenségi nyomatékot:

1. dbra

2 .
mgresina
o= mgrsma mrz,

a

ahol az a gyorsulast az = hosszisdgu lejtén vald legurulds ¢ idejének mérésével

kaphatjuk meg:

2z

a/ —_— t72.
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Ezt behelyettesitve:

mgr?t?sina 9
— —mr-.
2z

(1) O)=

Az egyenletrendszerbél S is kifejezheté:

mgsina

T

mr2

S

amit az egyenlGtlenségbe behelyettesitve és rendezve a megcesiszas nélkiili gordiilés
feltétele:

(2)

2. dbra

A mérési elrendezés a 2. dbrdn lathaté. A két 1db tévolsdga ¢ = 1017 mm.
El6szor az asztal egyik 1abat addig emeltem, amig a lejtéssel parhuzamos tengellyel
rahelyezett elem meg nem cstszott. Ez akkor kovetkezett be, amikor h,, = 245 mm,
amibo6l ay, = arcsin% A2 14° és p=tgam, ~0,25. A (2) Osszefliggés alapjin az elem
akkor gordiil le cstuszasmentesen, ha

2
a < arctg ((1 + ng) u) ~ arctg3u =~ 37°,
I

mr2

9

ahol felhasznaltuk a ~ 2 becslést a homogén henger ismert tehetetlenségi nyo-
matéka alapjan.

Az 1. tablizatban a mérési eredmények lathaték az asztal kiilonbozd dontése
esetén (a legnagyobb szog is jéval kisebb, mint az el6bb meghatarozott hatarszog).
Minden esetben =1 m és minden délésszognél 5 mérést végeztiink.

Az (1) kifejezést atrendezve:

2 2e(0)+mr?) 1 1

mgr? sina sina’
azaz ha t’-et Sirlla fuggvényében abrazoljuk, akkor a pontokra illesztett, origdn
atmend egyenes k meredekségébdl O kifejezhetd. A 2. tdbldzat az dbrdzoland6
adatokat tartalmazza, a grafikon a 3. dbrdn lathato.
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h (mm) | sina | t1 (s) | ta (s) | t3(s) | ta (S) | t5 (S) | tan (s)
16 | 00157 | 421 | 4,08 | 3,98 | 411 | 421 | 412
30 0,0295 | 3,19 | 3,15 | 3,18 | 3,09 | 3,19 3,16
35 0,0344 | 3,00 | 2,97 | 2,87 | 2,93 | 3,01 2,96
45 0,0442 | 2,70 | 2,70 | 2,75 | 2,64 | 2,59 2,68
50 0,0492 | 2,45 | 2,50 | 2,51 | 2,39 | 2,53 2,48
60 0,0590 | 2,29 | 2,27 | 2,33 | 2,30 | 2,33 2,30
65 | 00639 | 225 | 2,15 | 2,19 | 2,17 | 2,22 | 2,20
80 | 00787 | 202 | 203 | 1,9 | 203 | 1,97 | 2,00
115 | 01131 | 1,75 | 1,71 | 1,60 | 1,68 | 1,68 | 1,68
120 0,1180 | 1,65 1,64 1,59 1,61 1,59 1,62
135 0,1327 | 1,50 | 1,54 | 1,53 | 1,57 | 1,49 1,53
140 0,1377 | 1,49 | 1,53 | 1,561 | 1,63 | 1,50 1,51
145 0,1426 | 1,42 1,48 1,48 1,40 1,48 1,45
150 | 0,475 | 1,36 | 1,37 | 143 | 144 | 1,44 | 1,41

1. tabldzat

1/sina | 63,69 | 33,90 | 29,07 | 22,62 | 20,33 | 16,95 | 15,65

2, (s?) | 16,97 | 9,99 | 8,76 | 7,18 | 6,15 | 529 | 4,48

1/sina | 12,71 | 8,84 | 847 | 7,54 | 7,26 | 7,01 | 6,78

2, (s?) | 4,00 | 2,82 | 2,62 | 2,34 | 2,28 | 2,10 | 1,99
2. tablazat

Az illesztett egyenes meredeksége:
k= (0,308 £0,016) s2,

amibol N
Q)= (29 — 1) mr? = (6,184 0,94) - 1077 kgm?.
x
A meréleges tengelyre vonatkozé ©) tehetetlenségi nyomaték méréséhez az
elembdl egy fizikai ingat készitlink, és annak lengési idejét mérjik meg. A fizikai
inga lengésideje:

2
(3) T =97 M’
mgs

ahol s a forgastengely és a tomegkézéppont tavolsaga.

A méréshez az elem egyik végére egy konnyti fogpiszkalot ragasztunk, amelynek
végeit két kartondobozba szirjuk (4. dbra). A hegyes végeken a kicsiny sugdr miatt
kicsiny fékez6 forgatényomaték 1ép fel, igy az inga lengése akar 100 lengésen at is
megfigyelheto.
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8. dabra

A mérési eredmények:

1007 = (35,8+£0,1) s,

I T = (0,358 +£0,001) s.
tkp
A tomegkozéppont helyét koriilbelil az elem
geometriai kézéppontjaban feltételeztiik!, igy
L
/. dbra SN = (24 £0,25) mm.

A keresett tehetetlenségi nyomaték a (3) Osszefiiggés alapjan:

~ mgsT?

0, = Pk ms® = (4,554 0,20) - 1075 kgm?.

Homogén hengert feltételezve a méretek és a tomeg alapjan ad6dé értékek:
1
O n= imﬁ =6,05-10"" kgm®,

1 1
O, L= EmL2 + Zmr2 =491-10"° kgmz.

Bér az eltérés a mért értékektél mindkét esetben kicsiny (az elsé esetben hibaha-
taron beliili), az elem a felépitése miatt nem tekintheté homogén hengernek.

Hegediis Mdrk (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

17 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldés. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 5, hidnyos (3 pont)
2, hibas 3, nem versenyszerli 2 dolgozat.

1Az elem feltételezhetéen forgasszimmetrikus, de a két vége kicsit kiilonbozik. A témegko-
zéppont helye a szimmetriatengely mentén konnyen kimérhets, ha az elemet egy vizszintes, éles
peremii asztal szélén 6vatosan toljuk kifelé, és megnézziik, mikor billen le.
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Fizika gyakorlatok megoldasa
L ll
G. 900. Megvdlaszthato-e az abran ldathato — —
ohmos ellendlldsok (nulldtdl kilonbéz6) nagy-
sdga tgy, hogy az eredd ellendllds az a) és b) T T
esetekben egyenld legyen?
o—T 1
1 1
o T | o T |
a) b)
(4 pont) de Chatel Péter (1940-2023) feladata nyomdn
Megoldas. Szamozzuk be fentrél R
lefelé az ellenallasokat, és rajzoljuk —
at az aramkort mindkét esetben job- R R R
ban attekinthetd formaba (dbra). 2 o 3 o 1
Az a) esetben a két dgban a so-
rosan kapcsolt ellenallasok eredéje:
b)

Rio=Ri1+ Ry és Rsy=Rs+ Ry.
Ezek parhuzamosan vannak kapcsolva, igy az eredd ellenallas:
R12 R34 (Ry+ R)(R3 + Ry)
R.,=Ris X R3y = = .
12 3 Ri2+ Ray Ri+Ro+ Rs+ Ry

(Itt x a ,replusz” miiveletet jeloli, ami a reciprokok szorzaténak reciproka.)

A b) esetben az alsé dgban sorba kapcsolt ellendlldsok ereddje:
Ro3q = Ra + R3 + Ry,

az eredd ellenallas pedig:
Ri1Ro34 _ Rl(RQ + Rs + R4)
Ri+Ryss Ri+Ry+Rs+ Ry
A két kapcsolds eredd ellenallisa egyenld, ha R, = R}, amely a megegyezd
nevez6k miatt akkor teljesiil, ha a szamlalék is egyenlok:
(R1+ Rg)(R3 + Ry4) = Ry (Rg + Rz + Ry),
RQ(R?, + R4) = RiR,.

Ry, = R1 X Ragy =
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A feladat szerint mindegyik ellendllds nullatél kiillonb6z6, igy Re # 0. A két elren-
dezés ered¢ ellenallasa tehat akkor és csak akkor egyenld, ha

R34+ Ry = Ry,

azaz (az eredeti dbrdn) a felsd ellendllds nagysdga megegyezik a két alsé ellendllds
nagysaganak Osszegével.

Zsilak Mdrk Péter (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn., 10. évf.)

50 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 18, hidnyos (1-2 pont)
18, hibéas 5 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5660. Egy pontszeriinek tekinthets, m témegd, datfurt golyo az abra szerint egy
R sugari, vizszintes dtmérdji, figgoleges siku, félkor alaki, régzitett, merev drétra
van flizve, amelyen surldddasmentesen csiszhat. A golydhoz eqy vékony fondl van

kotve, amely a drot C végén lévd, kicsiny csigan van dtvetve. A fondl mdsik végéhez
eqy ugyancsak m témegi nehezék van erdsitve. A bal oldali golydt a fondl vizszintes

c helyzetébdl lokésmentesen elengedjiik, amikor
0 a fondl o= 0°-0s szdget zdr be a vizszintes
datmérdvel.

a) Mekkora sebességgel mozognak a testek,
amikor a bal oldali test a drétpdlya legalso
pontjan halad dt?

b) Mekkora a testek gyorsuldsa ebben a pil-
lanatban?

(6 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. a) A dréton mozgd goly6 adatait jelolje 1-es, a fondlon figgd testét 2-
es index. A mechanikai energia megmaradasat felirva a kezdeti és a vizsgalt allapot
kozott:

1 1
mgR+mg(2—V2)R = imv% + imvg

A kényszerfeltétel (a fonal nytjthatatlansdga miatt) a vizsgdlt pillanatban:

Vo =

S‘c
[\DD—‘

112 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/2



ezt beirva az energiaegyenletbe és rendezve:

4(3—+v2
6=V,
3
2(3—+v2
vy = (7\[) gR
3
b) A testre haté erék az dbrdn lathatdk.
A 2-es test mozgdsegyenlete: c

(1) maz =mg — K.

Ha az 1l-es test mozgasat az O pont ko-
riil vizsgdljuk (amelytél a tavolsdga idé-
ben nem véltozik), akkor a centripetdlis

gyorsulasa:
U2 V1 a K
1 10y
acp7O:E. m( \»gé
) ) Vimg
Az erre felirt mozgéasegyenlet:
v? K Vima
2 m— = —+N —mg.
(2) R~ V8 g

Ha a test mozgasit a C' ponthoz viszonyitva nézziik, akkor a C' pont irdnyaba
egyrészt (a fondl nytjthatatlansidga miatt) as gyorsuldssal mozog, masrészt a fondl
elforduldsa miatt centripetdlis gyorsulasa is van:

2
U1
" C:(ﬂ) _ i
Cp’ V2R 2V2R’

Ezt felhasznalva a mozgédsegyenlet:

o (a2+2\;R> K*??

Az (1) egyenletet beirva (3)-ba, majd abbél (2) v/2-ed részét kivonva, és rendezve:

2 mu?
K=-mg— L
RENGT?

3
majd az a) részbél vy kifejezését behelyettesitve:
10 — 6v/2
g

Az 1-es test gyorsuldsanak két komponense van. A tangencialis gyorsulds a moz-
gasegyenlet alapjan:

K=

K 5 6
ay = —— V2 - g~0,119 g,

Vam 9
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a centripetalis gyorsulasa pedig

v 4(3—-V2
an7O:Eg :7( 3 )gz2’11 g.

Ezekbol az 1-es test keresett gyorsulasa:

a1 =/ai +a2, o ~2,12g.

A 2-es test gyorsuldsa pedig (1) alapjin:
K 6v2-1
9

G =9 =

Ujvdri Sarolta (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

g~0,8332 g.

15 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldds. Hidnyos (1-4 pont) 11, hibds 1 dolgozat.

P. 5670. Két, eqgymdst merdlegesen keresztezd tton egy-eqy motoros halad. Az
eqyik sebessége v1, a mdsiké va, és az egymdstol vald legkisebb tdvolsdguk dy. Milyen
tavolsdgra vannak ekkor a keresztezddéstdl?

Az egyszeriség kedvéért mindkét jarmiivet tekintsik pontszerinek.
(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest
I. megoldas. A két motoros tavolsaga akkor lesz minimélis, amikor az 1-es mo-
toroshoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben a 2-es motoros sebességvektoranak

nincsen a két motorost 6sszekotd egyenes irdnydba mutaté komponense. Az 1. dbrdn
a motorosok a Foldhoz rogzitett koordinata-rendszerben lathaték.

g = df +ds.

© g © e
V1
3 »
do
doy do
d;
vy v'1=0
1. dbra 2. dbra

A 2. dbrdn az l-es motoroshoz rogzitett koordinata-rendszerben dbrazoltuk a
mozgést. Az 1-es motorostél a 2-eshez mutatd helyvektor:

do = (dy, d2),
a 2-es motoros relativ sebessége:

vh = (—v1, v2).
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Minimélis tavolsag esetén a két vektor meréleges:
d()’U/Q = 0,
—d1v1 + dave =0,

U1
do = —d;.
(%]

Ezt behelyettesitve dy kifejezésébe és rendezve:

v
dl :d()%a
\/ V1 +v3

dy = dy——nl

NOTE
Kovdcs Tamds (Szeged, SZTE Bathory I. Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 12. évf.)
I1. megoldds. Amikor a két motoros kozott minimélis a tdvolsdg (¢o idSpont),
akkor az egyik motoros kozeledik a keresztez6déshez, a masik pedig tavolodik a
keresztez&déstol. (Ha mindketten kozelednének vagy tédvolodnanak, akkor nem le-
hetne minimalis a tdvolsag. ) Legyen ekkor az egyik motoros tavolsiga a keresztezd-
déstél dq, és tegyiik fel, hogy 6 tavolodik v, sebességgel, a masik motoros tavolsaga
pedig do, és tegyiik fel, hogy & kozeledik a keresztezOdéshez vo sebességgel. Ekkor
a Pitagorasz-tételbdl:

(1) a2 =d?+d2.
Ugyanigy a to — At idépontban:
d_? = (dy —v1At)* + (dy + v At)? =
= d? +d3 — 2d1v; At + 2dava At +vF (AL)? +v3(AL)? =
= d2 — 2dyv1 At + 2dova At + V3 (AL)? +v3(AL)?,
és a tg + At id6pillanatban:
dy? = (dy +v1 At + (dy — v AL)? =
= d} +d3 + 2d1v1 At — 2dava At + V3 (At)? + 03 (AL)? =
= d2 4 2dyv1 At — 2dava At + v (AL)? +v3 (AL)2.

A tg pillanatban akkor minimélis a tavolsag, ha

(2) d_>dy ¢ dy>do,
azaz

—2d1v1 At 4 2davo At + v (A1) + 03 (AL)? =0
és 2d1v1 At — 2dova At + 03 (At)? +v3(AH)? >0

barmely kicsiny At > 0 érték esetén.
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Ha At értékét egyre kisebbre vélasztjuk, akkor a (At)%-es tagok elhanyagolha-
tokka valnak az elséfokd tagok mellett, és a (2) feltétel csak akkor teljesiil, ha

2d1’l)1At - QdQUQAt =0.
Ebbol:
U1
3 dy = —d
( ) 2 Vs 1

amit (1)-be behelyettesitve:
2
v
d? + d? (1) =d2.
U2

Ezt megoldva, majd (3)-at hasznélva a keresett tdvolsdgok:

V2
dl = dO 3 3
vy + 05
U1
do = dy

NOTE S
Az eredmény nem fiigg attdl, hogy a két motoros kozil melyik kozeledik, illetve
melyik tavolodik.

Kossdr Benedek Baldzs (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)

46 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 24, hidnyos (1-3 pont)
9, hibéas 5 dolgozat.

P. 5676. Az abran ldthatd kapcsoldsi rajz szerint dsszedllitott dramkorben sze-
repld fesziltségforrds elektromotoros ereje 20 V, az ellendllisok Ry = 50 €, illetve
Ry =150 Q nagysdguak, a kondenzdtor 20 puF kapacitisi. Kezdetben a K kapcesold
zdrva van.

a) Mekkora a kondenzdtor téltése a kap-
csolo zart dllisa esetén?

Q=

b) A kapcsolé nyitdsdt kévetden kialakuld

K/ allandosult dllapot eléréséig mennyivel vdlto-
— 1 zitk meg a kondenzdtor energidja, és mennyi
hé fejlédik az Ry ellenalldson?

RQ Rl

lljo A fesziiltségforras belsd ellendlldsa elha-
It nyagolhato.
(5 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely

Megoldas. a) A kapcsolé zart dlldsa esetén az ellendlldsokon az ellenalldsok
aranyaban oszlik meg a fesziiltség, a kondenzator fesziiltsége pedig a vele parhuza-
mosan kotott Ry ellendllas fesziiltségével lesz egyenld. Igy a kondenzator fesziiltsége

Ry

Uo=Up= —2—
T T R+ R,

Uy=15V,

a kondenzator keresett toltése pedig:
Q=CUc=3-10"* C =300 uC.

116 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/2



b) A kapcsol6 kinyitdsa utdn egy tranziens folyamat kezdddik, majd a tranzi-
ens lezajldsa utdn mar nem fog sehol aram folyni az dramkorben. Ekkor a teljes
telepfesziiltség a kondenzatorra esik, azaz

UL=Uy=20V,
és gy a kondenzator 6j toltése:
Q' =CUL=4-10"* C =400 uC.

A kondenzatoron tehat a folyamat végén tobb toltés lesz, a tobblet a fesziiltségfor-
rasbol az Ry ellenalldson keresztiil jut a kondenzatorra, mikézben azon ho fejlodik.
Ekézben a kondenzator energidja is megnd, a valtozasa:

1 1
AE=F —E= 5CUé2 — 5CU?J =1,75-10"% J=1,75 mJ.

A telepen ekdzben AQ = Q' —Q =10"* C =100 puC toltés halad 4t, igy a telep
munkavégzése:
W=AQUy=2-10"2J =2 mlJ.

Az R; ellenélldson felszabaduld Joule-hé a telep munkavégzésének és a kondenzator
energianévekményének a kiillonbsége:

Wi=W-AE=25-10"*J=0,25 mJ.
Zadori Gellért (Szegedi Radndti M. Kisérleti Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. A feladat megoldasdhoz nem sziikséges, de leirhatjuk a tranziens folyama-
tot is. A huroktoérvény alapjan:

Uy = R1I(t) —|—Uc(t)7

ahol
= CdUc(t) _ Cd(Uc(t) — U()) .
dt dt
Ezt behelyettesitve:
d(Uc(t) - Un) _ 1
dt - RlC (UC (t) UO)7

amely egy ugyanolyan differencidlegyenlet az Uc(t) — Up mennyiségre, mint a jol ismert
bomlési torvény. Ez alapjan a megoldasa:
_t

Uc(t)—Uo= (Uc(0)—=Up) e 7,
ahol 7 = R,C az idéallandé, és Ua(0) =15 V a kondenzitor kezdeti fesziiltsége. Igy az
dram idéfiiggése:
dUc(t) o Uo—Uc(O) e,%
at Ry ’
a teljes felszabadulé Joule-hét pedig ennek integraldsaval kaphatjuk meg:

t)y=c

oo oo

. 2

Wy = /Rll(t)2 dt = W/e‘7 dt = %(UD — Uc(0))*=0,25 mJ,
1

0 0

az el6z6 megoldassal 6sszhangban.

40 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos (2-3
pont) 10, hibas 1, nem értékelt 2 dolgozat.
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P. 5678. Egy D rugodllandoji rugo egyik végét eqy lift mennyezetéhez rogzitjiik,
madsik végére pedig eqy m tomegl testet akasztunk. Kezdetben a test egyensulyban
van. Egyszer csak a lift dllando a gyorsuldssal elindul felfelé, majd T idd utin a
gyorsulds megsziinik és a felvond dllando sebességgel halad tovdbb. Mekkora ampli-
tuddji mozgdst végez ezutdan a test?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

I. megoldas. Rogzitsiik koordindta-rendszeriinket a lifthez. Ebben a rendszer-
ben, amely a gyorsulas ideje alatt nem inerciarendszer, a gyorsulaskor a test moz-
gasegyenlete:

m& = —Dx+m(g+a),

ahol z a test elmozduldsa a nyudjtatlan rugd végpontjatdl, a lefelé iranyt véve
pozitivnak. Bevezetve az
m(g+a)
e
valtozot, a mozgasegyenlet erre a formara irhaté at:

uUu=2x

mii = —Du.

Ez a harmonikus rezgémozgds ismert differencidlegyenlete, melynek altaldnos meg-
oldésa:

/D
u(t) = Asinwt + Beoswt, ahol w=14/—.
m
A kezdeti allapot:

u() =" TMIED _ M0y,
ezért ma
A=0 é& B=-"2
0 és R
amibol
ma mg

x(t) = f(l — coswt) + o

Amikor a lift gyorsuldsa zérussa valik, altaldnos 7 esetén a kis testnek van kité-
rése és sebessége is, és ezutdn az ro = "5 egyensilyi helyzet koriil fog valamekkora
A amplitidéju harmonikus rezgémozgast végezni. A rezgés amplitidojat az ener-
giamegmaradds alapjan hatarozzuk meg. A rendszer teljes mechanikai energidja a

= 7 pillanatban a rug6 potencialis energiajanak, a mozgasi energianak és a gravi-
tacios potencialis energianak az Osszege:

1 21 2
E1:§D(%(lfcosw7)+%> +§m(%w8inwt) fmg<%(17coswt)+%).

A rezgd rendszer mechanikai energidja a rugé maximdlis megnytldsakor (ekkor csak
potencidlis energiatagok vannak):

Eg:%D(A—i-%)z—mg(A—F%).
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A két kifejezést egyenl6vé téve, és az egyenletet rendezve (felhasznalva az w? =

és a sin®wt + cos? wT = 1 azonossagokat), a keresett amplitiido:

2
A= %\/2(1 — CoswT) = n;a ‘sin% .

3o

Lathatjuk, hogy az amplitidé a 7 id6tartamtol fliggéen 0 és 2%‘“ kozott lehet.

Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. A feladat a szuperpozicié mddszerével is megoldhaté. Ez a médszer
a mechanikdban azért miikodik, mert egy tomegpont z(t) elmozduldsfiiggvénye,
illetve az #(t) gyorsuldsfiiggvénye, valamint a testre haté (idében akéar vdltozd)
F(t) er6 kozott linedris kapcsolat &1l fenn. Ez annyit jelent, hogy ha az x(¢)
elmozdulasfiiggvénynek F; (t) eréfiiggvény felel meg, xo(t)-nek pedig F(t), akkor a
c121(t) 4+ cozo(t) elmozduldshoz tartozé erbfiiggvény i F (t) + coFa(t), ahol ¢1 és ¢o
tetsz6leges allanddék. (Ez a tulajdonsdg abbdl kovetkezik, hogy a derivédlds linedris
miivelet, Newton II. térvénye pedig linearis egyenlet.)

Megjegyzés. Valamilyen ismert er6fiiggvény csak a kezdofeltételekkel egyiitt hatarozza
meg egyértelmiien az elmozdulésfiiggvényt. Kiillonb6z6 megoldasok stlyozott Gsszegének
képzésekor a kezdeti hely- és sebességadatok is szuperponalédnak. Ezzel azonban nem kell
torédjink, ha a kezdeti feltétel az, hogy a test kezdetben az origéban all.

Irjuk le az m tomegti test mozgasat a lift koordinata-rendszerében. Amennyiben
a test elmozduldsat a nyugalmi helyzetétdl mérjiik (ahol a rugderd egyenstlyt tart
a nehézségi erével), akkor az mg nehézségi erét a tovabbiakban figyelmen kiviil
hagyhatjuk. A test mozgasegyenlete altaldnosan:

mi = —Dx(t) + F(t),

ahol F(t) a testre a rugderdn kiviil haté tetszdleges erd, i pedig a gyorsuldst jeloli.
Esetiinkben

ma, haQ<t<rt
(1) (1) = )<
0, egyébként.

(A koordinédtatengelyt lefelé irdnyitjuk, ezért a felfelé, allandé a gyorsuldssal mozgd

liftben fellépé tehetetlenségi eré +ma.) Bevezetve az w = 1/% jelolést a mozgés-
egyenlet igy irhato:

i 4wz (t) = —F(t).

Tekintsiik elészor azt az egyszer(ibb esetet, amikor F'(t) egy nagyon révid At
ideig tartd, ma nagysagu er6lokés a t = 0 pillanatban. Ez az er6lokés a kezdetben
all6 testet hirtelen %At = a/At sebességre gyorsitja fel (1. dbra), és az a tovdbbiakban

w korfrekvenciaju, szinuszos rezgésbe kezd:

0, hat<0
alAt

w

x(t;0) =
sinwt, hat>0.
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(Az z(t;0) jelolésben a 0 azt mutatja, hogy az erélokés ¢t = 0 pillanatot kovetSen
tortént.)

F(t)

alt z(?) G—Atsinwt

HANVANVAW
VARV

1. dbra

Amennyiben egy ugyanekkora er6lokés éri a testet valamely t' idépillanatot
kovetd At intervallumban (0 < ¢’ < 7), akkor ennek hatdsdra kialakulé mozgés (1dsd
a 2. dbrdt):

, 0, hat <t
z(t;t') =
Blginw(t—t'), hat>t.
F(t)
ma - - - - -
| t
t"t'+AL
At z(t a—Atsmw
HIANANS
v \/ \/

2. dbra

Mivel az (1) képletben szereplé F'(t) fiiggvény osszetehetd (szuperpondlhato)
sok rovid er6lokésbdl, a ténylegesen kialakulé mozgés is eléallithaté az egyes er6-
16késekhez tartozo elmozduldsfiiggvények osszegeként:

2(t) = Y w(t:t) = = Y sinw(t—t)AY, hat>T.
t’'=0
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Erdemes 4ttérni a t’ valtozérél a ¢ = w(t —t') 4j valtozéra. Mivel az erélokések At/
hosszénak Agp = wAt’ felel meg, az Osszegzést pedig az w(t —7) < ¢ < wt interval-
lumon kell végezni, a keresett megoldas igy irhaté:

wt
a .
(2) x(t) = 2 Z sin pAp.
p=w(t—T)

A (2) kifejezésben szerepld

p2

W= Zsin A
$1

alaki Osszeg legegyszeriibben integralszamitassal? hatédrozhaté meg (az erélokések
id6tartamanak fokozatos csokkentésével):

Y2
2

o]
W:/singodcp:—coscp = COs (] — COS (P2.
Y1
P1

Ezt felhasznélva a (2)-ben szerepld elmozduldsfiiggvény ¢ > 7 idépontokban:

x(t) = %(cos(wt —wT) — coswt),

amely trigonometrikus atalakitasokkal tovabb alakithato:

z(t) = %((COSWT —1)coswt + sinwTsinwt) =
w

= %\/(COSUJT —1)2 +sinwr - sin(wt + ).
w

(A fazisszog o = arctg %

rezgés amplitudédja:

A=2 \/(cosz —1)2 +sin?wr = %\/2(1 — coswT) = %\/2(1 — COSWT).
w

w?

, de ennek értékére nincs sziikségiink.) A kialakul6

Megjegyzés. A fenti megolddsban szerepld z(t;t') fiiggvényt a vizsgalt probléma Green-
fiiggvényének nevezik. A George Green (1793-1841) angol matematikus 4ltal kidolgozott
moédszert sikeresen alkalmazzik az elméleti fizika szamos teriiletén.

30 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldés. Kicsit hidnyos (5 pont) 5, hidnyos (2—4 pont)
7 dolgozat.

2Az Ssszefiiggést integralszamitas nélkiil, fizikai analégia segitségével is megkaphatjuk. Egy
lehetséges modszer lathaté a Munkafiizetben. https://www.komal.hu/munkafuzet.h.shtml

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/2 121



Felhivas az idei
Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatoversenyre

A 2025/26-0s tanévi fizika didkolimpiai valogatéverseny elsé fordulbja 2026.
februar 24-én, kedden 15 drakor kezdddik online formaban. A versenyre nevezni
elézetesen nem kell, barki részt vehet rajta. A feladatsor az ipho.physics.bme.hu
oldalon lesz elérhetd.

A megoldésra és a szkennelésre 3 éra all rendelkezésre. A megoldasokat egyetlen
pdf dokumentumban kell elkiildeni az iphoteamhun@gmail.com cimre. A hatéridd
utdn érkezett dolgozatokat nem fogadjuk el.

A versenyen nem-grafikus szamolégépen, iré- és rajzeszkozokon kiviil semmilyen
mas segédeszkoz (pl. konyv, fiizet, tdblazatok, internet) nem hasznilhaté. A fel-
adatok megoldasat kézirdssal papirra kell elkésziteni, minden feladat megoldasa 1j
oldalon kezd6djon. Az elsé oldalon szerepeljen a versenyzé neve, évfolyama, felké-
szit6 tanarainak és iskoldjanak neve. Torekedni kell a jol attekinthetd kiilalakra,
az olvashaté kézirdsra, a megoldasok fizikai alapjainak ismertetésére, valamint a
magyaros, vilagos és tomor fogalmazasra.

Fizikabol kitiizott feladatok

M. 447. Mérjiik meg egy laza csavarrugd rugéallandojat kiilonbozd, a rugoéval
Osszemérhet6 tomegili nehezékek segitségével

a) statikus médszerrel,
b) dinamikus mddszerrel (rezgések tanulmanyozisdval).
Vessiik Gssze a kétféle mddszerrel kapott eredményeket, és prébaljunk magya-
razatot adni az esetleges eltérésre!
(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom
G. 913. Egy asztaliteniszez6 a vy sebességgel érkezé labdat ennél nagyobb, v

sebességgel szeretné visszaiitni az eredetivel ellentétes iranyba. Mekkora legyen
ehhez az it6 sebessége?

Az ttkozést tekintsiik tokéletesen rugalmasnak, és a pingponglabda témegét

7 7

elhanyagolhatonak a jatékos kezében tartott iitééhez képest.
(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

122 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/2



G. 914. Egy kotélhtz6 versenyt vizszintes aszfalton rendeznek meg, hdrman-
harman kiizdenek egymassal. A bal oldalon 50 kg, 60 kg és 70 kg tomegiiek a ver-
senyz6k, cipOjiik és az aszfalt kozott a tapaddsi surlodasi egyiitthaté rendre 0,6,
0,5 és 0,4. A jobb oldalon 45 kg, 55 kg és 65 kg-osak a kotélhtizok, cipdjik tapadé-
si surlodasi egyiitthatoja mindegyikiiknek 0,6. Melyik csapat nyeri a versenyt, ha
a kiizd6k maximalis er6t fejtenek ki?

(3 pont)

G. 915. Egy a, b és ¢ oldalélii haromszog alaki, vékony lemez homogén témeg-
eloszlast, stlya G. A lemezt vizszintes helyzetben, a hdromszog cstcsaindl alaté-
masztjuk. Mekkora er6vel terheli a lemez az alatdmasztdsi pontokat?

(4 pont)

G. 916. A rajzfilmekben a szereplOk egy csokor lufit fogva gyakran elemelkednek
a talajtol. Becsiiljiik meg, hogy legalabb hany 20 cm atméréjl, kozel gomb alak,
héliumos lufival tud egy 25 kg-os gyerek felemelkedni!

a) A lufi és zsindr tomegét hanyagoljuk el.
b) A lufi és a hozzatartozd zsinér témegét vegyiik 2 g-nak.

(4 pont)

P. 5706. Homogén tomegeloszlast vékony vasrudbdl a, b és ¢ hosszisiagu darabo-
kat vigunk le, és azokbdl hdromszog alaki merev keretet hozunk létre. A vaskeret
teljes silya G. A keretet vizszintes helyzetben a cstcsainél alatamasztjuk. Mekkora
er6vel terheli a vaskeret az aldtdmasztasi pontokat?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5707. Eduard egy hosszu, alland6 hajlasszogli lejton gurul lefelé a kerék-
parjaval egyenletes sebességgel. Hogyan fligg a sebességtol a fékeken disszipalodd
teljesitmény?

Eduard tomege biciklivel egyiitt m, a lejté hajlasszoge «, és fékezés nélkiil
Eduard vpax sebességre gyorsulna fel.

(4 pont) Kozli: Bodor Andrds, Budapest

P. 5708. Az dbrdn lathaté vizszintes
asztal és a rajta 1év6 m tomegi test kozott
a surlédasi egyiitthaté = 0,5. A homogén
korongnak tekinthetd csigdk sturlodasmen-
tesen foroghatnak, a fonalak nem cstsznak
meg a csigdk peremén. Mekkora nagysagi
és milyen irdnyu erével terheli a mennyeze-
tet a hozza rogzitett allocsiga?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 5709. 2025. majusdban a Korond patak vize elontétte a parajdi sobanyéat.
A hiradasok szerint kb. 6tmillié tonna viz keriilt be a banya rendszerébe.

Modellezziik a banyat egy, a bedmld viz térfogataval megegyezo térfogati, a su-
gard tres gombbel, amely éppen érinti a Fold felszinét. Az érintési pont a banya
bejarata. Becsiiljiik meg, hogy a banya elontése soran mennyivel tériilt volna el egy,
a Fold felszinén, a banya bejaratatol 2a tavolsiagra elhelyezett fligg6én iranyal

(4 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5710. Adott mennyiségii héliumgdazzal korfolyamatot végziink, amely izobér
taguldsbol, izochor hiitésbél és adiabatikus 6sszenyomasbdl all. Legfeljebb mekkora
lehet a korfolyamat hatésfoka?

(5 pont) KVANT nyomén

I e P. 5711. Ot egyforma C kapacitdst kon-
I J_ | denzator és egy U belso fesziiltségli idedlis
c telep felhasznaldsaval az dbrdn lathaté egy-
—Ne I = ¢ szerl aramkort hozzuk létre.
v

T U a) Mekkora toltés halmozodik fel a kozép-
sO kondenzator fegyverzetein?

b) Hogyan véltozik ez az érték, ha az egyik kondenzatort nC kapacitdsi kon-
denzatorra cseréljik?

(4 pont) Kozli: Németh Rébert, Budapest

P. 5712. Egy pontszert vilagitd szentjanosbogar egyenes palyan mozogva keresz-
tezte egy 30 cm fékusztdvolsagu vékony lencse optikai tengelyét. A bogér palyéja
60°-0s, a bogar képének palyija 30°-os szoget zar be az optikai tengellyel. A len-
csétél mérve mekkora tavolsagra keresztezte a szentjanosbogar a lencse optikai
tengelyét?

(5 pont) KVANT nyomén

P. 5713. Egy amatdr tirkutaté didk elképzelése szerint egy nagy méretii, sik alu-
miniumfélia a Naprendszerben valahol (de a bolygdktdl tavol) allé helyzetben is
egyensilyban maradhatna. Az egyszeriiség kedvéért feltételezte, hogy az alumini-
umvitorla 100%-ban visszaveri a napfényt. (Ismert, hogy a f6ldi légkor tetejét érd
sugdrzasi teljesitménysiirtiség 1360 W/m?2.) Legfeljebb milyen vastag lehet a ,fény-
vitorla”, hogy az elképzelés megvalosithatéd legyen?

(5 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vicduka

P. 5714. Egy m tomegii kicsiny golydcskat £ hosszisagu, vékony selyemszal-
ra fiiggesztettiink fel. Ugyanolyan magassidgban, téle £/2 tavolsdgban egy mésik,
szigetel6allvanyra rogzitett, kicsiny fémgomb talalhaté, amire egy elektrosztatikus
gép segitségével kiillonbo6zd +@Q pozitiv toltést juttathatunk. A szigetelészalon fiiggd
golyécska —q negativ toltéssel rendelkezik.
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A @ toltés nagysigat nagyon lassan valtoztatjuk, és mindig megvarjuk, hogy
az inga egyensulyi helyzetbe keriiljon. A selyemfonalnak a fiiggélegessel bezart ¢
szOge a @ toltésnek valamilyen ¢(Q) fiiggvénye.

a) Nagyon kicsi () esetén ¢ is nagyon kicsi, és a kitérés szo-
ge jo kozelitéssel a @) t6ltéssel aranyosan valtozik: ¢ ~ & -Q,
ahol Qo egy toltés dimenziéju allandé. Hogyan fejezhet6 ki
Qo a feladat tobbi (m, g, £ és q) paraméterével?

b) Hany stabil egyensilyi helyzet tartozik nagyon kicsi,
nagyon nagy és kozepes nagysagu @ toltéshez? Adjunk vazla-
tos (kvalitativ) leirdst a ¢(Q/Qo) figgvény menetére, ha a @
toltést nulldrdl nagy (Q > Qo) értékre noveljiik, majd onnan
ismét nullara csokkentjiik.

c) Részletes szamitdssal ellendrizziik, hogy helyesek-e a
kvalitativ megfontoldsok, és adjuk meg szamszeriien is a szog-
kitérés-toltés fiiggvény grafikon jellegzetes pontjainak koor-
dinatait!

(6 pont) Szabé Endre (Vagfizes, Szlovékia) javaslata alapjan

*

Bekiildési hataridé: 2026. marcius 16.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 94): K. 889. In chess, the queen
can move any number of squares in a straight line or diagonally. Find the smallest number
of queens that can be placed on a 6 x 6 chessboard such that any square not occupied by
a queen can be reached by one of the queens. K. 890. A square and its center are given
by its vertices. a) How many straight lines can be drawn that passes through at least two
of the five given points? b) How many circles can be drawn that passes through at least
three of the five given points? (Based on a problem by Gyérgy Birkds) K. 891. On a cube
with an edge length of 5 cm we draw all the diagonals of the faces using red color. a)
From one of the vertices of the cube an Ulrich’s ground beetle starts travelling following
the red lines, passing through all the vertices of the cube, and returning to the original
vertex. Find the least distance travelled by the bug. b) We cut up the large cube into
smaller cubes with an edge length of 1 cm. How many of the small cubes will not contain
a red line on their surface? K. 892. We call a number zig-zag number, if (reading it from
left to right) its second digit is smaller than its first digit, its third digit is bigger than its
second digit, its fourth digit is smaller than its third digit, and so on. How many five-digit
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zig-zag numbers can be created from digits 1, 2, 3, 4, 5, 6, 77 K. 893. In triangle ABC,
/ABC =15°, Z/BCA = 30°, and point D on side BC satisfies ZADC = 45°. Prove that
D is the midpoint of side BC.

New exercises for practice — competition C (see page 95): Exercises up to grade 10:
K/C. 892. See the text at Exercises K. K/C. 893. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1888. Anna has written all the three-digit numbers on the blackboard,
each appearing exactly once. Boglarka has erased Anna’s numbers one by one, replacing
them with the number obtained by subtracting the last digit from the sum of the first and
the second digit. For example, 225 is replaced by 242 —5 = —1 and 973 is replaced by 9+
+ 7 —3=13. Find the sum of numbers written on the blackboard by Boglarka. (Proposed
by Katalin Abigél Kozma, Gy6r) C. 1889. Numbers 1 and /5 are marked on the number
line, and nothing else. Mark 0 on the line by construction. (The basic constructions, e.g.,
bisecting an angle or reflecting across a line don’t have to be detailed.) (Proposed by
Ferenc Veszprémi, Budapest) C. 1890. Prove that the irrational number /a cannot be
written as b+ cvd, where a, b, ¢ and d are non-negative integer numbers. (Proposed
by Bdlint Biré, Eger) Exercises upwards of grade 11: C. 1891. Let I denote the incenter
of triangle ABC, and let line AI intersect the circumcircle of the triangle at point D.
Let the circumcircle of triangle C'DI intersect line segment BC' at point E. Prove that

BE =1E. (Proposed by David Nguyen, Sydney, Australia) C. 1892. Prove that ((2)) =
= 15(2) +30 (g) + 16(2) + (g) is true for every positive integer n. (Proposed by Zoltdin
Paulovics, Budapest)

New exercises — competition B (see page 96): B. 5510. We write real numbers on
the faces of a cube such that the sum of the numbers on opposite faces is always 7.
Subsequently at each vertex we take the product of the numbers written on the faces
containing the given vertex. What is the largest possible value of the sum of these eight
numbers? (3 points) (Proposed by Ldszld Németh, Fonyéd) B. 5511. Prove that if a chord
intersects the diameter of the unit circle in an angle of 45 degrees, then the sum of the
squares of the lengths of the two line segments created on the chord by the diameter
equals 2. (3 points) (Proposed by Viktor Vigh, Sdndorfalva) B. 5512. Prove that "%/E +
+ %\/ﬁ > 1+ 7L is true for every positive integer k and n. (4 points) (Proposed by Gdbor
Hollé, Budapest) B. 5513. Inside regular hexagon ABCDEF point P is given such that
the areas of triangles ABP, BC'P and CDP are 25, 31 and 32 units, respectively. Find the
areas of triangles DEP, EFP and FAP. (4 points) (Proposed by Géza Kds, Budapest)
B. 5514. The sides of triangle ABC satisfy a > b > ¢ (with the usual notations). Let P be
the endpoint of the angle bisector from point C' on side AB. Prove that the diagonals of
the cyclic trapezoid with side lengths C'P, BP, CP, PA equals vab. (5 points) (Proposed
by Mihdly Hujter, Budapest) B. 5515. Is it possible to write a digit on each of the vertices
of a regular 1000-gon such that numbers 000, 001, 002, ..., 998, 999 can all be read from
some three consecutive vertices, moving in the clockwise direction? (5 points) (Based on an
idea of Csongor Beke, Cambridge) B. 5516. A right triangle is inscribed in a parabola such
that the foot of the altitude corresponding to the hypotenuse is the focus of the parabola.
What can be the size of the angles of the triangle? (6 points) (Proposed by Gdbor Holld,
Budapest) B. 5517. For which prime numbers p does there exist a permutation a1, as,

.., ap—1 of numbers 1, 2, ..., p—1 such that numbers ai, a3, ..., agj have pairwise
different remainders modulo p? (6 points) (Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest)

New problems — competition A (see page 97): A. 926. Let A= {[%‘/g ‘n]l:n=
=1,2,3,...} ={2,5,7,10,13,15,...}. Two players, First and Second, play a game with
a pile of N coins according to the following rules. The players move alternately, with First
moving first. On each move, the player on turn chooses a number k € A and removes k
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coins from the pile. A player who is unable to make a legal move loses the game. Deter-
mine, in terms of N, which player has a winning strategy, and describe such a winning
strategy. (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest) A. 927. Let ABCDEF be a bicentric
hexagon, that is a hexagon which is both cyclic and tangential. Assume that there exists
a point P such that line AP is perpendicular to line BF', CP is perpendicular to BD,
and EP is perpendicular to DF. Prove that there are two opposite sides of the hexagon
whose sum is equal to the circumdiameter. (Proposed by Andrei Chirita, Cambridge)
A. 928. Let ap =0< a1 <az <...<ap be integers such that the sequence by = %
(k=0,1,...,n—1) is non-decreasing. Suppose that ci, cz, ..., ¢, are real numbers such
that the polynomial 1+ ) | cxz® is divisible by the polynomial (z 4 1)". Show that
2> |e1] > |e2] > ... > |en|. (Proposed by Géza Kds, Budapest)

Problems of the 2025 Kiirschak competition

1. Fix a positive integer n and write the numbers 0,1,...,n — 1 on a whiteboard in
some order. Two numbers form an inversion if the greater precedes the smaller. A number
k is called special if k forms inversions with exactly k other numbers. At most how many
special numbers can we have on the board?

2. Numbers in this problem are written in base 10. We allow numbers starting with
zero. We call a number with an even number of digits cuttable if after cutting the
number into two numbers of the same length, the square of the sum of the parts is the
original number. For example, 2025 = (20 +25)% and 0001 = (004-01)? are 4-digit cuttable
numbers. Prove that the number of 2n-digit cuttable numbers is a power of 2 for any n.

3. Assume that n > 10 points are given on the plane, no three being collinear. Prove
that it is possible to color them red and blue so that any halfplane containing at least 10
points contains a red and a blue point.

Problems in Physics
(see page 122)

M. 447. Measure the spring constant of a loose coil spring using weights of different
masses comparable to the mass of the spring, a) using a static method, b) using a dynamic
method (by studying vibrations). Compare the results obtained using the two methods
and try to explain any differences.

G. 913. A table tennis player wants to hit back the ball, travelling at a speed of v,
with a higher speed, vz, in the opposite direction to the original velocity. How fast should
the racket be? Assume that the collision is perfectly elastic and that the mass of the ping-
pong ball is negligible compared to the racket held by the player. G. 914. A tug-of-war
competition between two teams of three people each is held on horizontal asphalt. On the
left side, the masses of the competitors are 50 kg, 60 kg, and 70 kg, and the coefficient
of friction between their shoes and the asphalt is 0.6, 0.5, and 0.4, respectively. On the
right side, the masses of the tug-of-war competitors are 45 kg, 55 kg, and 65 kg, and the
coefficient of friction between their shoes and the asphalt is 0.6 for all of them. Which
team will win the competition if the competitors exert maximum force? G. 915. A triangle-
shaped thin plate with sides a, b, and ¢ has a uniform mass distribution and weighs G. The
plate is supported horizontally at the vertices of the triangle. What is the force exerted by
the plate on the support points? G. 916. In cartoons, characters often lift off the ground
while holding a bunch of balloons. Estimate the minimum number of nearly spherical,
helium-filled balloons with a diameter of 20 cm that would be needed to lift a child of
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mass 25 kg. a) Ignore the mass of the balloon and string. ) Assume that the mass of the
balloon and string is 2 g.

P. 5706. From a thin iron rod with a uniform mass distribution, pieces of lengths a, b,
and c are cut off, and a triangular rigid frame is constructed from them. The total weight
of the iron frame is G. The frame is supported at its vertices in a horizontal position. What
force is exerted by the iron frame on the support points? P. 5707. Eduard rides his bicycle
downhill at a constant speed along a long slope of constant angle of inclination. How does
the power dissipated by the brakes depend on the speed? The total mass of Eduard and
his bicycle is m, the slope angle is a;, and without braking, Eduard would accelerate to a
speed of vmax. P. 5708. The coefficient of friction between the horizontal table shown in
the figure and the body of mass m on it is = 0.5. The pulleys, which can be considered
uniform density discs, can rotate without friction, and the ropes do not slip on the rims
of the pulleys. What is the magnitude and direction of the force exerted on the ceiling by
the fixed pulley attached to it? P. 5709. In May 2025, the Korond stream flooded the salt
mine in Parajd. According to reports, approximately five million tons of water flowed into
the mine system. Let us model the mine as an empty sphere of radius a with a volume
equal to the volume of the inflowing water, which just touches the Earth’s surface. The
contact point is the entrance to the mine. Estimate how much the direction of a plumb line
placed at a distance of 2a from the entrance to the mine on the Earth’s surface would have
deviated during the flood of the mine. P. 5710. A sample of helium gas is taken through
the cyclic process, which consists of an isobaric expansion, an isochoric cooling, and an
adiabatic compression process. What is the maximum efficiency of this cycle? P. 5711. The
simple circuit shown in the figure, was built from five alike capacitors of capacitance C,
and an ideal battery of electromotive force U. a) How much charge accumulates on the
plates of the middle capacitor? b) How does this value change if we replace one of the
capacitors with another capacitor of capacitance nC? P. 5712. A point-like firefly moves
along a straight line and crosses the principal axis of a thin lens of a focal length of 30 cm.
The angle between the path of the firefly and the principal axis is 60°, and the angle
between the image of the firefly and the principal axis is 30°. Measured from the lens, at
what distance did the firefly cross the principal axis of the lens? P. 5713. According to an
amateur space researcher student, a large, flat aluminium foil could remain in equilibrium,
even at a stationary position, somewhere in the solar system (but far from the planets).
For the sake of simplicity, he assumed that the aluminium sail would reflect 100% of
the sunlight. (It is known that the radiant flux density reaching the top of the Earth’s
atmosphere is 1360 W /m?>.) What is the maximum thickness of the “light sail" that would
make this idea feasible? P. 5714. A small ball with mass m was suspended on a thin silk
thread of length £. At the same height, at a distance of ¢/2 from it, a small metal sphere
was fixed to an insulating stand. By means of an electrostatic machine the sphere can
be given different positive charges of +@Q. The ball which is suspended on the insulating
thread has a negative charge of —g. The charge @ is changed very slowly, we always wait
till the pendulum reaches equilibrium position. The angle ¢ between the silk thread and
the vertical is some p(Q) function of the charge Q. a) For very small @, ¢ is also very small,
and with good approximation the angle of deflection varies proportionally to the charge Q:
@~ A .Q, where Qo is a constant having the same dimension as charge. How can Qo be
expressed with the other parameters of the problem (m, g, £ and ¢)? b) How many stable
equilibrium states belong to very small, very large, and medium @ charges? Provide a
rough (qualitative) description of the ¢(Q/Qo) function when charge @ is increased from
zero to a large value (Q > Qo) and then decreased back to zero. ¢) Verify the qualitative
considerations with detailed calculations and determine the numerical coordinates of the
characteristic points of the graph of the deviation-angle versus charge function.
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Matek az Utcan 2026

2026. marcius 14.

Ismét 7T-nap, ami azt jelenti, hogy ezen a szombaton idén is lesz Matek az Utcan a
Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szervezésében!

Ez a nap a Matematika Nemzetkozi Vilagnapja. Az idei nemzetkdzileg
meghirdetett téma ,a matematika és aremény”. Thalész szerint ,a remény az emberi
kincsek koziil a legegyetemesebb”. Mi pedig most, tobb mint 2500 évvel késébb azt
is elmondhatjuk, hogy a matematika is az egyik legegyetemesebb emberi kincs. A
matematika reményt ad arra, hogy megértsiik a valésagot, kozos fogalmakat
hasznaljunk, megtanuljunk egyiittmdkodni. Arra, hogy felel6sségteljesen
hasznaljuk az adatokat, hogy mindenki szamara elényos stratégiadkat talaljunk, és
még sok egyéb dologra.

A programok célja szerte az orszagban, hogy a szabadtéri helyszineken érdekes
matematikai tevékenységekbe vonjuk be az utca emberét. Hogy konkrétan milyen
helyszineken és milyen programokkal, az az onkénteseken mdlik. Egy egész hét
soran (marcius 7-t6l 14-ig) lehet csatlakozni helyi események szervezésével,
Budapesten a kozponti esemény a Blaha Lujza téren lesz marcius 14-én 10-t6l 14

ordig.
) |
=10

Ha szivesen lennél onkéntes valamely telepiilésen akar csak egy E
orarais, jelentkezz - elkotelezodés nélkiil - ezen az iirlapon!

Az onkéntesek részt vehetnek programok el6készitésében,
segithetnek masok dltal el6készitett tevékenységekben, vagyE
vezethetnek sajat eseményt is. A jelentkezOkkel februar elején vessziik fel a
kapcsolatot.

Kérjiik, hogy kiildd tovabb ezt a felhivast minél tobb embernek!

Atavalyi TT-nap

Bataszéken Budapesten Tatan
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