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Ujra és tjra — iteralt gondolatok
E Erdos Pal nyomaban

J

A cikk egy feladatsorozaton keresztil meséli el, hogyan jott rd a szerzd egy
Erdés Pdlhoz kithetd, kisebb dllitdsra. A cikk elsésorban azoknak lehet hasznos,
akik mdr ismernek néhdny, a grafokkal kapcsolatos alapfogalmat — de ennyi elég
s, a megértéséhez nincs sziikség tovabbi grafelméleti ismeretekre. Aki megoldja az
eqgymdsra épild feladatokat, az joggal dllithatja, hogy 6 is bebizonyitotta ezt a tételt!

e

Még élénken él bennem az, ahogyan el6szor taldlkoztam a grafelmélettel. A Za-
laegerszegi Zrinyi Miklos Gimnazium didkjaként néha betévedtem a konyvtarba,
és a matekos részlegen nézegettem a konyveket. Ifju kilencedikesként lenyligdzott a
rengeteg konyv szdmomra érthetetlen cime, és csak reméltem, hogy talan valamikor
majd megérthetem Oket. Egyszer Andréasfai Béla Ismerkedés a grafelmélettel cimii
miivét emeltem le a polerdl, és nézegettem a mar tizendt évvel ezel6tt is nagyon
réginek tiné konyvet. (Az 1971-es kiadéssal taldlkoztam.)

Egy teljesen 14j vilag tarult fel el6ttem. Nem sokkal késébb talaltam més, Gjabb
konyveket is, amelyeket nyaron olvasgatva elmeriilhettem a téméban. Andrasfai
Béla konyvének ez a feladata valamiért nagyon megfogott:

1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely tetszélegesen irdnyitott teljes grafban
van olyan pont, amelybdl a graf barmely mas pontja elérheté 2-nél nem hosszabb
irdnyitott uttal. ([3] 58. o. 16. feladat)

Sokaig gondolkoztam rajta, de nem tudtam megoldani, és végiil feladtam. Meg-
néztem a megoldas elsé gondolatat, megértettem, és a homlokomra csaptam: L0, ez
milyen egyszer(i!” Kicsit csalédott voltam, hogy nem jottem rd magamtél, de kér-
potolt a megoldas szépsége: annyira egyszerii és frappans volt!

Aki nem ismeri a feladat megoldasat, és van kedve gondolkodni rajta, az még
ne nézze meg a maris kovetkezo bizonyitast.

Az 1. feladat megoldasa

1 pontu grafra igaz az allitas. Legyen ITZ egy n (> 1) pontd irdnyitott teljes
graf, az (x;y) jelolés azt az élet jelenti, amelynek az x pont a kezd6pontja és az y
pont a végpontja. Valasszuk ki a grafnak egy olyan v csiicsat, amely maximélisan
sok kilépo éllel rendelkezik, azaz maximalis a ,kifoka”, jel6lje ezt a maximumot k.
Indirekt médon bebizonyitjuk, hogy v megfelel a feladat kévetelményeinek. Jel6lje
a v kezdSponti élek végpontjat vy, ve,...,vr (1. dbra). Tegyiik fel tehat, hogy v
nem felel meg, azaz van ’Z_}L)—nek olyan u pontja, ahovd sem egy (irdnyitott) élen,
sem két egyméshoz csatlakozé élen nem lehet eljutni u-bdl, azaz a kovetkezd élek
nem fordulnak el6 a grafban:

(v5w), (vi;u), (v2;0), -, (k3 u).
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1. dbra

Mivel az iranyitas nélkili T' grafban barmely két kiillonb6z6 pont szomszédos,
ezért ezeknek_)az éleknek nem vég-, hanem kezdépontja az u, igy sziikségképpen
szerepelnek T),-ben a kovetkezo élek:

(u;v), (u;v1), (w;v2), ..., (u;vg).

Tehdt v legaldbb k + 1 élnek a kezdOpontja, tehét v kifoka (k) nem lehetett
maximalis, ami ellentmondas. [

Eltelt par év, és az ELTE Matematika BSc szakon ujra taldlkoztam ezzel a
feladattal, igaz kicsit mas kontosben. Azt észrevettem, hogy ez nem mas, mint az a
régi feladat, de a megoldasra mar nem emlékeztem, igy 6romet okozott, hogy most
meg tudtam oldani.

2. feladat Bizonyitsuk be, hogy minden tournamentben létezik pszeudogyoztes.

Na, de mi is az a tournament? Es ki a pszeudogyéztes?

A tournament sz6 angolul bajnoksagot jelent, ezért szokas az n csicsu irdanyitott
teljes grafot tournamentnek nevezni, és altaldban T,,-nel jelolni (esetleg T,,-nel). Hi-
szen ha van egy olyan versenyiink, ahol az n résztvevd koziil mindenki mindenkivel
pontosan egyszer jatszik, és dontetlen nem alakul ki, akkor azt egy n cstcst irdnyi-
tott teljes graffal j6l modellezhetjiik. A csiicsok a versenyzok, tovabba az u cstcsbdl
iranyitott él megy a v csticsba, ha az u-nak megfeleld jatékos legyzte a v-nek meg-
felel6 jatékost.

Pszeudogydztesnek neveziink egy cstcsot, ha minden mésik csticsba vezet bel6le
legfeljebb kett6 hosszu irdnyitott Gt (a nemzetkozi szakirodalomban kirdlynak is
nevezik). Azaz — a versenyt modellezd példaval megfogalmazva — a pszeudogyéztes
egy olyan versenyzO, aki minden masik jatékost vagy legydzott, vagy legy6zott
valakit, aki az 6t legy6z6t legyozte.

Koénnyen lathatd, hogy csak a megfogalmazas tér el egymastél: az 1. és a 2.
feladat igazabdl ugyanaz.

Kés6bb megtudtam, hogy ez a feladat Landau [1] nevéhez kothetd, aki azt 14tta
be 1953-ban, hogy barmelyik legnagyobb kifokt cstics pszeudogy6ztes (habédr a
megfogalmazdsban 6 még nem ezt a nyelvezetet hasznélta).
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Erdemes itt egy kicsit megallni, és felrajzolni, hogyan is néz ki tehat a tourna-
mentek struktirija, honnan merre mennek élek.

v
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2. dbra. Egy tournament 3. dbra. Egy konkrét tournament
struktarajanak vazlata struktiraja; a megnagyobbitott

csuicsok pszeudogydztesek

A v csticsbol kimutaté élek végpontjainak halmazat jelolje N (v), mig a v-be
mutaté élek kezdépontjainak halmazat N~ (v) (2. dbra). A feladat(ok) szerint te-
hat egy tournament csticshalmaza harom részre oszthaté az aldbbiak szerint: egy v
maximalis kifokd csticsra, valamint N (v) és N~ (v) halmazokra. Avagy mds meg-
fogalmazasban: N*(v) (illetve N~ (v)) jeloli a v-b&l 1 hosszii tton elérhetd (illetve
1 hosszi titon nem, de 2 hosszin elérhet) csticsok halmazat. N (v) csiicshalmazon
beliil, illetve N~ (v) csicshalmazon beliil bArhogyan mehetnek az élek, viszont min-
den N7 (v) és N~ (v) kdzotti 6l Nt (v)-b8l N~ (v) felé van irdnyitva. Mivel barmely
csucsnal a kiinduld és befut6 élek szama Gsszesen n — 1, ezért ha v egy maximaélis
kifoki cstics, ugy N*(v) > 251, és gy N~ (v) < 251,

Természetesen eléfordulhat, hogy a 2. szint hidnyzik, tehat N~ (v) {ires halmaz.
Ekkor a v csics kifoka n — 1.

Tegyiink itt egy kis kitérot, és nézziik meg a KéMalL 2025. februéri szamaban
megjelent C.1844-es feladatot!

3. feladat. (C. 1844.) Agi pirossal, Laci kékkel szinezgeti az n x n-es (n > 1)
fehér tédblazatuk mezdit, mely i-edik soranak j-edik mezdjét (i;7)-vel jeloljiik. Elsé
lépésben Agi pirosra festi a f64atls (bal fels6tél a jobb als6ig) mezéit. Ezutén
felvaltva jonnek: ha Laci (i;j)-t szinezi, akkor Agi (j;4)-t. Minden mez6t pontosan
egyszer szineznek be. A k-adik sort kiilonlegesnek hivjuk, ha barmely kék (k;j)
esetén létezik I, hogy (k;l) és (I;j) is piros. Bizonyitsuk be, hogy a szinezgetés
végeztével Agi taldl kiilonleges sort.

Javaslom, hogy aki els6 olvasisra nem jott ra, hogy ez a feladat is pontosan
ugyanaz, mint az els6 ketto, az olvassa el még egyszer, miel6tt megnézné a kovetkezo
megfeleltetést!
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4. dbra. A kiilonlegesség feltétele:
barmely kék (k;7) esetén létezzen [, hogy (k;l) és (I;7) is piros

Bevezetjiik a szomszédsdgi mdtriz (vagy masnéven adjacencia-matrix) fogalmét,
amely egy lehetséges forméja a grafok elkédolasanak. Adott egy n csicsu, egyszerii
graf, csucsai az 1, 2, ..., n pozitiv egészekkel vannak cimkézve. Ekkor egy n X n-es
tablazat i-edik sordnak j-edik mez8jébe — (i;j) — irjunk l-et, ha mutat él az 4
cstcsbél a j cstcsba, kiilonben pedig 0-a4t. (Ha a graf nem egyszerd, ugy az a
szam keriil oda, ahdny éllel Gssze van kotve az ¢ és a j cstics.) Rogton lathato,
hogy a tdbldzatunk szimmetrikus (a ,f6atléra”), azaz (i;7)-be és (j;4)-be ugyanaz
a szam keriil. Ha viszont a graf iranyitott, akkor nem feltétleniil lesz szimmetrikus,
mert irdnyitott graf esetén ha az ¢ csticsbél mutat él a j csiicsba, de forditva nem,
akkor (4;7)-be 1-et frunk, (j;4)-be viszont 0-at. (Egy legaldbb kétpontt tournament
szomszédsagi métrixa példaul soha sem lesz szimmetrikus.)

Példaul az 5. dbra jobb oldali grafjanak adjacencia-matrixa a kozépsé szam-
tédblazat.

4 1
0 0 0 1 N7
1 0 1 0
-
1 0 0 O
01 1 0 e
3 2

5. dbra. Szines tablazat, szomszédsagi matrix, iranyitott graf

Ennek alapjan jol lathaté, hogy minden szinezés ekvivalens egy n csicst irdnyi-
tott graffal, ahol az, hogy egy (i;j) mez8 piros, azt jelenti, hogy az i-bdl él megy
j-be, kivéve az (i,i) szdmozasi piros mezdket (5. dbra). Ekkor a kiilonleges sor
létezése éppen a pszeudogyOztes létezésének felel meg.
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A KoéMaL mult havi szamaban megjelent a C.1844-es feladat mintamegoldéasa,
ebben tébb szép megoldas is olvashatd. A teljesség kedvéért itt is kozlink egy
(nagyon t6mor) bizonyitast.

A 3. feladat megoldasa. Indirekt médon bizonyitunk: tegyiik fel, hogy Agi nem
talal kilonleges sort, azaz barmely k sorra teljestl, hogy létezik olyan j, melyre
(k;7) kék, és ha valamely l-re (k;1) piros, ugy (I;7) kék. Ha viszont (I;5) kék, akkor
(7;1) piros. Azaz, ha k sordban az [ oszlop piros, akkor j sordban is piros. Azaz a
j-edik sorban legalabb annyi piros van, mint a k-adik sorban. S6ét, tobb is, hiszen
(k;4) kék, mig (j; k) piros. Ebbél kévetkezik, hogy barmely sorhoz létezik olyan sor,
amelyben tobb piros mez6 taldlhatd, mint benne. Mivel véges sok sor van, ezért ez
ellentmondés. O

Visszakanyarodva az egyetemi évekhez, az MSc alatt megint talalkoztam ezzel a
feladattal. Régi ismer6sként tidvozoltem, felelevenitettem a megoldast, majd olyat
tettem, amit addig egyszer sem: elgondolkoztam, hogyan lehetne altalanositani, mi-
lyen variansat tudndm bizonyitani. Példaul igaz lehet, hogy minden tournamentben
létezik legalabb két pszeudogybztes? Feltéve persze, hogy van legalabb két cstcs.
Es hérom, ha van legaldbb harom cstcs?

Most is javasoljuk a megoldast nem ismerdknek, hogy tovabbolvasas elétt pro-
béljak meg magunk megvalaszolni a kérdéseket.

Persze, ha 1étezik olyan cstcs, amelybdl n— 1 él indul ki (az ilyen n — 1 kifokd
cstcsot abszolit gydztesnek nevezziik), akkor csak egy pszeudogy6ztes létezik a
tournamentben, ez a cstics. De ha nincs ilyen? Akkor bizony lesz legalabb két
pszeudogy6ztes.

4. feladat. Ha egy tournamentben nincs abszolit gy&ztes, akkor 1étezik legaldbb
két pszeudogydztes.

Vegyiik észre, hogy nem kell explicit médon megkovetelniink az &llitas felté-
teleiben a két csics 1étezését, hiszen ez abbdl, hogy nincs abszolit gyOztes, méar
kovetkezik. (Az egy csticsi tournament egyetlen csicsa abszolit gyéztes.)

A bizonyités els6 1épésében a mér ismert médon taldlunk egy pszeudogydztest.
A miésodik 1épésben pedig a 3. dbra alapjan rajohetiink, hogy hol kell keresni a
mésodikat. Erdemes kitaldlni magunktél, mert az abra alapjan nem nehéz, és a
késébbiekre nézve donto jelentOségii lesz ez az észrevétel!

Bizonyitas. Mivel nincs abszolit gyoztes, igy a tournamentiink tényleg az 1.
dbra szerinti, vagyis N~ (v) sem iires halmaz, és mindegyik csoportbdl indul ki él.
Azt Allitjuk, hogy N*(v) elemei kozott taldlunk pszeudogySztest!

Az N1t (v)-bél valé csticsokat csak akkor van esélyiink ugyanerrdl a szintrél
legfeljebb kett6 hosszu irdnyitott iton elérni, ha a ,szinten maradunk”, azaz nem
lépiink ki N (v)-b68l. Melyik csticsot valasszuk N7 (v) csticsai koziil? Természetes
moédon addédik, hogy ugyanazt az otletet alkalmazzuk, amit az elébb is. Hiszen
N7 (v) cstcsai a koztiik 16v6 élekkel egyiitt szintén egy tournamentet alkotnak (az
eredeti egy résztournamentjét), az 1. feladatban pedig lattuk, hogy a maximalis
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kifokt cstcs valasztasdval a résztournament egy pszeudogyéztesét talaljuk meg. Ez
a csucs a kezdeti tournamentiinkben is pszeudogy6ztes lesz, hiszen beldle minden
N~ (v)-beli cstcsba egy, v-be pedig kettd hosszisdgi irdnyitott it vezet. O

Ha egy iizlet beindul... Talalhatunk harmat is? Moon 1968-ban bebizonyitot-
ta, hogy amennyiben nincs abszolut gy6ztes, igy mindig 1étezik legalabb harom
pszeudogy6ztes [2]. A fentiek utdn konnyen bizonyithatéd az allitas.

5. feladat. Ha egy tournamentben nincs abszolut gy&ztes, akkor létezik harom
pszeudogydbztes.

Bizonyitds (vazlat). Az egy-, illetve kétcsticsii tournamentben mindig van ab-
szolut gybztes, vagyis a grafnak legalabb harom csicsa van. Most ne az 1. szinten
nézziink koriil, hanem a 2. szinten, tehat N~ (v) csicsai kozott. Ez nemiires, a cst-
csok a koztiik 1évé élekkel egyiitt szintén tournamentet alkotnak, igy az 1. feladat
miatt itt is fogunk taldlni olyan cstcsot, ami N~ (v)-n pszeudogydztes. Konnyii

latni, hogy ez a csics az eredeti tournamentben is pszeudogy6ztes lesz. [

Természetes médon addodik a kérdés, hogy van-e mindig négy pszeudogyoztes.
Es 6t7 Hiszen ha az 1. és a 2. szinten vannak még tovabbi cstcsok, akkor ott akar
taldlhatnank még pszeudogydzteseket!

A vélasz viszont az, hogy az 5. feladat allitasa éles: konstrualhat6 olyan abszolit
gyOztest nem tartalmazé tournament, amelyben csak harom pszeudogy6ztes van.
(Mér ot cstcs esetén is 1étezik ilyen tournament, érdemes rajzolni egyet.) Cserébe
viszont az is igaz — miként ezt 1982-ben Reid igazolta [4] —, hogy néhdny kivételtél
eltekintve tetszbleges k és n esetén meg lehet adni egy olyan n-csiicsu tournamentet,
amelyben k pszeudogy6ztes csiics van, ha n > k. A | két” kivétel:

e k=2, ami nem meglepd, hiszen az elébb lattuk be, hogy abszolut gyoOztes
hijan mindig van harom pszeudogyoztes, igy tehat nincs olyan tournament,
ahol pontosan ketté pszeudogyoztes lenne;

e n=Fk=4, gyorsan le lehet ellendrizni a par esetet.

Mivel nem tudtam tovabbmenni 4-re, ezért azon gondolkoztam el, hogy ezzel

a harommal mit tudnék kezdeni. A pszeudogyé6ztes definiciéja ugy szélt, hogy
legfeljebb 2-hosszt irdnyitott tton minden maés csics elérheté beldle. Vajon a
pszeudogy6ztesek halmazabdl minden mas cstcs elérhetd 1-hosszu irdanyitott tton?
Azaz barmely, a halmazon kiviili csticsba vezet valamely pszeudogy&ztesbél é17 Egy
(irdnyitott) graf csicsainak olyan halmazat, melybdl minden més csticsba vezet él,
domindld halmaznak nevezzik. (Ilyen csicshalmaza tobb is lehet a grafnak.) Egy

G graf legkisebb domindlé halmazdnak elemszama G domindlasi szdma, amelyet
~v(G)-vel jeloliink.

6. feladat. Egy tournamentben a pszeudogyo6ztesek dominélé halmazt alkotnak.

Bizonyitas (vazlat). Az 1. dbrat nézve nyilvdnvalé az allitds: ha a pszeudo-
gyOztesek halmazatol lenne néhany (legaldbb egy) 2 tavolsdgra 1évé cstics, akkor e
cstcs(ok) kozott is lenne pszeudogydztes. [
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Mielott a célegyenesbe érkeznénk, még vegyiik be a kanyart, és mutassunk egy
kénnyen ad6dé fels6é becslést a tournamentek dominélasi szdmaéra.

7. feladat. (C. 1865.) Az iskolai szkanderbajnoksagon 17 f6 indult el. Mindenki
pontosan egyszer jatszott mindenkivel, dontetlen nem sziiletett. A versenyzék egy
csoportjat erdsnek hivjuk, ha teljesiil rajuk, hogy barmely rajtuk kiviili versenyzét
legy6zott koziiliik valaki. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthato legfeljebb 9 f6s erds
csoport.

Ennek a feladatnak is megjelent a mintamegoldasa a KéMaL mult havi szaméa-
ban. Az ott szerepld bizonyitdsokbol azt az észrevételt most kiilon is megfogalmaz-
zuk, hogy a(z egyik) legtobb gydzelmet aratd didk és az 6t legy6zdk halmaza erds
lesz és legfeljebb 9 elemi. Ennek altaldnositasa feladatként igy hangzik:

8. feladat. Mutassuk meg, hogy ha T;, egy n-csiicst tournament, akkor

n+1

T,) < .
Y(Tn) 5

A specialis eset bizonyitdsaban szerepld gondolat pedig altaldnosan is hasznal-
haté: az egyik maximdlis kifokd v csiics és az N~ (v) csticshalmaz elemei nyilvan
dominélé halmazt alkotnak, hiszen v az N1 (v) minden elemét legySzte, és ez a
halmaz legfeljebb ”Tfl +1= ”7“ elemi.

De ennél er8sebbet is lehet allitani (7T, )-rél. Ekkor persze nem érdemes be-
venni a teljes N~ (v) csticshalmazt, hiszen az nagy méretii is lehet. Mit vdlasszunk
helyette?

Akinek van kedve tOrnie a fejét ezen, az a kovetkezd feladatnak még az allitasat
se nézze meg, hanem gondolkozzon el azon, hogy ha v-t kivilasztottuk, akkor hol
érdemes keresni tovabbi pszeudogyOzteseket, és legfeljebb mennyit érdemes kiva-
lasztani, hogy minimdlis szdmu csicsbdl allé6 domindlé halmazt kapjunk. Akinek
ez sikeriilt, az mar el is jutott Erdés Pal allitasdhoz.

Az igazsig az, hogy Erdds sohasem publikalta ezt az eredményt — talan mert
tul egyszerlinek tartotta ahhoz —, de a szakirodalom egységesen neki tulajdonitja:
példdul a [6] cikk absztraktjanak legels6 sora &llitja, hogy Erdds az [5] cikkben
publikilta ezt az eredményt. [7] is Erd6snek tulajdonitja, és kozli a bizonyitést is.

9. feladat. (Erdés Pal tétele) Ha T;, egy n-csicsd tournament, akkor
Y(T7) < [logym].

Bizonyitas. Legyen v; egy maximaélis kifoku cstics. A kordbbiak szerint v, psze-
udogydztes. Toroljiikk a tournamentbdl vi-et és az Nt (v1) csticshalmazt. (Termé-
szetesen a hozzajuk csatlakozo élekkel egyiitt.) Lattuk, hogy a megmaradé N~ (vq)
csticsaira teljesiil, hogy [N~ (v1)| < 25%. Ha N~ (v1) iireshalmaz, akkor készen va-
gyunk, belattuk az &llitast, hiszen v(7},) = 1. Kiilénben a torlés utan kapott, legfel-
jebb =L csticsti tournamentben valasszuk ki a maximalis foki csticsot, jelolje va,

2
ez a csucs N~ (v1)-ben pszeudogyéztes. A fentiekhez hasonléan jarjunk el: toroljik
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vo-t és az N (vy) csticshalmazt. Ekkor a megmaradé tournamentiink csticsszdma

legfeljebb
Holon
2 4
Ismételjik a fentieket, amig el nem fogynak a cstcsok. Minden lépésben a
csticsszam felénél kevesebb csics marad meg, a k-adik utédn kevesebb mint f,
ezért

[logy(n)]

lépés utan mar biztosan elfogynak a csiicsok.
Minden 1épésben taldltunk egy-egy, vagyis Gsszesen legfeljebb [logy(n)] darab

pszeudogy6ztest, amelyek egyiitt — a korabbiak szerint — dominalé halmazt alkot-
nak. O

A mai napig emlékszem arra, amikor a hdtamon fekve, a plafont bamulva vé-
gighaladtam a fenti gondolatlinc egyes elemein, és eljutottam az utols6 allitasig.
El6szor nagy 6rom volt bennem, aztdn jott a realista gondolat: ,Fzt mar biztos,
hogy tudja a vilag!” Rovid keresés utan kidertilt, hogy Erdés Palhoz kothetd ez az
eredmény. Ennek a felismerésnek talan még jobban oriltem, mintha én publikél-
hattam volna ezt a felfedezésemet.

Koszonetnyilvanitas. Nagy halaval tartozom gimnaziumi matematikatanaraim-
nak, Horvath Attilanak és Kovacs Tibornak, hogy annak idején megszerettették
velem a matematikat!
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Rejtvények, ordoglakatok

Emelt szintii bijocska I11.

E—

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakéds jatékok, topo-
logiai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

Manapsdag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkjeit mi taldljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiikk el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink 1ij feladatokat kitalalni.

A 2025. szeptemberi és decemberi K6Mal.-ban megjelent cikkek nyoméan foly-
tatjuk a bujécska tipusu jatékok tanulményozasat. Decemberi szamunkban egy
érdekes megoldasi trikkot javasoltunk: képzeletben — mintha csak gumibdl len-
ne — elhajtogattuk a jaték keretét. Az igy mdédositott jaték megoldasa viszonylag
konnyti (legaldbbis rutinos bijécskdzdéknak mindenképpen). Azt dllitottuk, hogy ez
a mentalis kép sokat segithet az eredeti jaték megoldasaban. Ebben az irdsban ezt
a transzforméciés technikat prébaljuk jobban megvizsgdlni és megérteni.

Térjiink vissza az alapokhoz, és transzformaljuk el a drotsziv jatékot. Képze-
letben kicsinyitsiik le az 4tmend rudat és az azt lezaré egyik hurkot. Igy persze a
szivet akadélytalanul vehetjiik le a keretrdl (1. dbra).

oi——o Oi__o ot—— o

1. dbra

Ahhoz, hogy a rud kicsinyitését igazan jol fel tudjuk haszndlni az eredeti feladat
megoldasara, ugy kell elképzelniink, hogy nem csak magat a jatékot, hanem a teljes
teret transzforméljuk ,anélkiil, hogy eltépnénk” (azaz folytonosan). Ezt szemlélteti
a 2. dbra.
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Ezutén rajzoljuk be a kiszabadulé sziv dtjat sematikusan, egy folytonos piros
vonallal szemléltetve, majd ,,csinaljuk vissza” a lekicsinyit6s transzforméciét. Ezen

,visszacsinalas”

soran természetesen a térrel egyiitt a piros vonal is transzformalé-

dik. (Es ez is folytonosan.) A piros vonal transzformacié utani képe gyakorlatilag

megmutatja nekiink a megoldést (8. dbra).

CTTTITTTrT
CTTRTTTI

O

8. dbra

Ezzel a tapasztalattal felvértezve mar neki-
lathatunk az egyik decemberi probléma meg-
oldasdnak. Itt a feladat az volt, hogy le kell
flizni a zsinért a goly6val (4. dbra). Transz-
forméljuk ez esetben is a drét vazat (és ve-
le egyiitt a teret) a decemberi szdmban is ja-
vasolt modon, vagyis ,,emeljiik fel a jobb ol-
dali dréton a hurkot” A zsinér végének tutjat
a transzformalt képen viszonylag kénnyen be-
rajzolhatjuk (5. dbra). Ha ezutén visszatransz-
formaljuk a hurkot az eredeti helyére — és vele
a teret —, akkor a piros vonal megmutatja az
eredeti jaték megoldasat (6. dbra).

5. dbra. A médositott keret megoldésa

6. dbra. Az eredeti keret megolddsa

A Dbujécska tipusu jatékok fogalmat nem definidltuk pontosan, de taldn a be-
mutatott példak alapjan kialakult a kedves olvaséban egyfajta kép, hogy milyen
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feladvanyokat sorolnak ide. A drétszivnél az imént latott ,,atbujtatjuk, kigombol-
juk, visszabujtatjuk” alapotletet tobbféleképpen is nehezithetjiik, médosithatjuk,
az igy keletkezo jatékokat pedig mind bujécskanak nevezhetjiik.

A 7. és 8. képen néhany igen latvanyos (és nehéz)
buijocska véltozat lathatd. A feladat minden esetben
az, hogy le kell venni a zsinért a szerkezetrol.

Matematikailag a legkénnyebben talan azok a val-
tozatok modellezhetdk, ahol valamilyen merev keret-
r6l kell egy hossz1, a kerethez sehol nem rogzitett ma-
dzagot leffizniink. (Altaldban feltessziik, hogy a zsi-
nér elég hosszi barmilyen mandverhez.) Ilyen jaté-
kot magunk is tervezhetiink, s6t készithetiink; rudak
és gytriik kell6en bonyolult rendszerérdl szinte bizto-
san komoly kihivas lefizni a zsinért. (Az egy kiilon
kérdés, hogy mitdl lesz élvezetes egy ilyen feladvany
— erre valészintileg nincs jo valasz, de az elkészitése
7. dbra mindenképpen érdekes kihivds.)

8. dbra. Namick Salakhov: Loopy lattice puzzles

De honnan tudhatjuk, hogy egy jaték egyaltalan megoldhaté? Ha gy készitiink
el egy bujocskat, hogy a keretre fiizziik fel a kordbban kiilonallé zsinoért, akkor
természetesen megoldhaté feladvanyt kapunk. De ha a kereten valahol keresztiil-
dugott zsindr két végét ezutan kotjiik dssze, akkor a megoldhatdsdg mar korantsem
biztos. Egy lehet6ség a megoldhatosag vizsgalatara, hogy képzeletben transzfor-
maljuk a keretet, ahogyan fentebb lattuk. Példaul a 9. dbrdn lathatd, a KoMal
2024. méarciusi szamanak bels6 boritéjan is szereplé Jakob lajtorjaja nevii jatéknal
a palcakat egymasbol egyesével kibujtathatjuk, és igy a keret teljesen szétbonthato.
Vilagos, hogy emiatt a zsinér biztosan leflizhet6 a keretrol. Elméletileg a tér vissza-
transzformalasaval és benne a leflizott zsinér ttjanak kévetésével itt is eljutunk a
megoldashoz, de a szerzé tapasztalata szerint bizonyos bonyolultsagi szint f6lott
ez majdnem kivitelezhetetlen. Ilyen esetekben a megoldas érdekében gyakran ér-
demes a transzformaldst kordbban mutatott fogdsokkal (pl. rekurziv gondolkod4s)
Otvozni.
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9. dbra 10. dabra

Mindazonaltal a transzformécios modszer legalabbis arrdl azonnal meggydzi az
avatott szemli megfigyel6t, hogy a 7. dbrdn lathaté jaték is biztosan megoldhaté.

Sokkal nehezebb probléma egy feladvany megoldhatatlansigat igazolni. [Kiilo-
nosen a megoldhatdkét. @] Altalanos érvényi tételt nemigen varhatunk. Ismert né-
hény — féleg az algebrai topoldgia teriiletéhez tartozé — bizonyitédsi eljaras, amely
segitségiinkre lehet. Ezeket azonban még specialis esetben is komoly feladat le-
het alkalmazni. Egy nevezetes megoldhatatlan jaték lathaté a 10. dbrdn. Ennek
torténetérdl a KoMaL YouTube csatorndjan ([3]) bévebben hallhatunk. A feladat
megoldhatatlansiagat Inta Bertuccioni bizonyitotta 2003-ban ([4]).

J6 szérakozast!

A felhasznalt képek forrasai
1-3. kép: [1]
7. kép: Gal Péter fotdja
8. kép: A kép forrdsa: https://puzzleworld.org/DesignCompetition/2018/. Nick
Baxter fotdja alapjan.
9-10. kép: A kép forrdsa ordoglakat.blog.hu

Hivatkozasok
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Helyreigazitas a 2026. januari szamunk
»Rejtvények, ordoglakatok” cimii rovataban megjelent cikkiinkhoz

A 2026. januéri szimunkban megjelent Szindomincktol a Wang csempékig cimii
irasunkba sajnos néhény pontatlansig csiszott, amelyekre Palvolgyi Domotor hivta
fel a figyelmiinket.

A cikk mésodik felében, ha megengedjiik a szindomindk elforgatasat, akkor sakk-
tablaszer elrendezésben a sik egy tetszdleges szindominé és 180 fokos forgatottja
segitségével periodikusan csempézhetd, ezért a periodikus csempézés definiciéja
utan végig feltessziik, hogy az elemek mar nem elforgathatéak. Ez félreérthetd mo-
don szerepelt a cikkben.

Szintén csak implicit médon definidltuk egy domindkészlet josdgat. Egy kész-
letet jénak neveziink, ha elemeivel a sik kicsempézhet6. Hao Wang 1961-es hires
eredménye pedig egy algoritmus volt, amely egy input dominékészletrdl eldonti,
hogy jo-e vagy sem. Wang azt is észrevette, hogy ez az algoritmus akkor és csak
akkor dll le biztosan, ha minden jo dominckészlettel periodikusan is le lehet fedni a
stkot.

A KoMalL honlapjan mér a fenti pontositasokat tartalmazdé, javitott cikk olvas-
haté. A hibakért elnézést kériink.

| | Gyakorl6 feladatsor
| | emelt szintli matematika érettségire

1. a) Oldja meg a valds szampdrok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:

A szerkeszt6ség

I. rész

5 4 3
r+y -2y 4’
15 8
- = (9 pont)
T+y x—2y

b) Egy kétjegyli szdm 5-tel osztva 2-t, 6-tal osztva 3-at, 9-cel osztva 6-ot ad
maradékul. Melyik ez a kétjegytli szdm? (5 pont)

2. Szatmari Ferenc csaladjaval egy meleg nyari napon autéval Budapestrél Kis-
vardara utazott. 7 éra 50 perckor indult. 25 perc alatt, 12 km-t haladva érte el az
M3-as autépalyat. 10 6ra 55 perckor a 403-as ttra tért le az autopalyarol, majd
40 km megtétele utan, dsszesen 284 kilométert vezetve 11:35 perckor ért Kisvardara.

a) Mekkora volt az auté atlagsebessége az autépdlydn? (8 pont)
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Az M3-ason 6t alkalommal 6sszesen 20 km-en volt ttjavitds miatt sebességkor-
latozas. Ezeken a szakaszokon a megengedett maximélis sebesség 80 km /h volt, de
az aut6sok ezeken a szakaszokon csak 50 km/h sebességgel tudtak vezetni.

b) Ferenc ugy gondolta, hogy ha itt 120 km/h sebességgel haladhatott vol-
na, akkor legalabb fél 6raval hamarabb ért volna Kisvardara. Igaza van-e Ferenc-
nek? (3 pont)

A csaldd harom gyereke, Péter, Anna és Lilla az auté hatsé iilésén utazott, ahol
szabaly szerint harom ember iilhet. Péter azt kérte, hogy ne ¢ iiljon kézépre, nem
szeret a két lany kozott utazni.

¢) Hanyféle médon tilhettek be a kocsi hétsé hdrom tilésére, ha Péter kérését
figyelembe vették? (8 pont)

Az erre a napra késziilt érankénti id6jaras-elorejelzést mutatja az IdSkép appli-
kacié grafikonja:

0:00 00 00 300 400 500 600 FO0 E00 900 10:00 TEO0 1200 13:00 14:00 15:00 18:00 1700 18:00 19:00 20000 2100 22:00 23:00

“++2000000000000000 - - -
uw uw w w w

d) Mekkora az 6rankénti hémérsékleti értékek modusza, illetve medidnja ezen a
napon? Mekkora az 6rdnkénti adatok alapjan az atlaghdmérséklet? (4 pont)

3. A 30 f6s 11. a osztaly tanuldi sokféle nyari programon vettek rész. Tébbek
kozott kilfoldre (K) utaztak, balatoni tdborban (T') voltak, kénnytizenei fesztivilon
(F) vettek részt. Az aldbbi halmazibra mutatja, hogy melyik programon hany
didk volt.

F

a) Hanyan nem voltak sem kiilféldi dton, sem tdborban, sem fesztivilon?
(2 pont)
b) Véletlenszeriien kivilasztunk az osztdly tanuldi kozil egyet. Mennyi a valé-
szinlisége annak, hogy volt kiilf6ldon vagy tdborban, de nem vett részt fesztivalon?

(8 pont)
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A kotelez6 és ajanlott olvasményok elolvasdsa nem mindig kénnyt. Egy tanév-
ben akéar 15 irodalmi alkotas is szerepelhet az olvasmanyok listajan.

¢) Egy 405 oldalas kotelez6 olvasmanyt Soma az aldbbi terv szerint kivan el-
olvasni pontosan 15 nap alatt. A masodik naptél kezdve minden nap egy oldallal
tobbet olvas el, mint az el6z6 nap. Hany oldal elolvasasat tervezi az els6 napra és
hényat a tizenotodikre? (5 pont)

Az egyik matematikaszakkoron 7 tanuld jelent meg. Matematikatanaruk beszél-
getéssel szokta kezdeni a nyolcadik éraban tartott szakkort.

d) Megkérdezte a jelenlévéktol, hogy hany embert hivtak fel mobiltelefonon az
el6z6 héten a jelenlévo didkok kozil. Ezeket a szamokat mondtak: Péter 4, Sari 1,
Balazs 0, Sanyi 2, Bori 2, Ern6 4, Miki 2. Tanaruk erre azt mondta, valaki rosszul
emlékszik. Mire alapozta a véleményét a matematikatanar? (2 pont)

4. Bizonyitsa be az alabbi allitasokat:

2024 2024 2024 2026
a)<10>+2'<11>+(12):(12)' (4 pont)

1
b) Ha n pozitiv egész szdm, akkor (n — 1)l +nl+ (n+ 1) =(n+1)!- nt .
n
(4 pont)
3150 —92. 3149 + 3148
c) 3147 4 3146 =9. (4 pont)

II. rész

3 2
5. a) Oldja meg a valds szdmok halmazén a <sin(a:) - f) (cos(x) + f) =0

2 2
egyenletet. (7 pont)
1
b) Hatdrozza meg az f: R — R, x — ———— fliggvény értékkészletét! (4 pont)
sin(z) + 2

Egy tizletben négyféle zsebszamologépet arusitanak, 9500, illetve 6100 forintért
POPEC tipustit, 5800, illetve 7100 forintért SPICC tipusiit. Az iizlet statisztikéja
szerint a vevék 60%-a POPEC markét vasarol, 40% SPICC-et valaszt. A POPEC
szdmologépet vasarlok 40%-a a drdgdbb tipust vélasztja, a SPICC tipus esetében
65% dont a dragabb mellett.

¢) A vasarlok hany szézaléka vasarol 7000 forintnél oles6bb szdmoldgépet?
(5 pont)
6. Ertelmezziik az f fiiggvényt az alabbi médon:
1
[ 04 =R, 1(33*4)2'

a) Hatdrozza meg a fliggvény grafikonjdnak és a koordindtatengelyek kozos

pontjainak koordindtait! (4 pont)
b) Mekkora az a teriilet, amelyet a fliggvény grafikonja és a koordindtatengelyek
kézrefognak? (6 pont)
¢) Adja meg az f fiiggvény inverzét! (6 pont)
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7. Az e egyenes egyenlete 4x 4+ 3y = 120, az f egyenes egyenlete 3z — 4y = —60.
Az ABCD négyszogben az A csics a (0;0) pont, a B csics az = tengelyen, a D
csucs az y tengelyen van. A BC oldal az e egyenesre, a CD oldal az f egyenesre
illeszkedik.

a) Szémitsa ki a négyszog B, C, D csicsainak a koordindtait! (4 pont)
b) Bizonyitsa be, hogy a négyszog hirnégyszog! (5 pont)
¢) Irja fel a négyszog koré irhaté korének az egyenletét! (4 pont)

Az interneten talaltunk egy 25 feladatot tartalmazé gyakorlé feladatsort. A fel-
adatok koziil 8 a sorozatok, 6 a fliggvények, 4 a kombinatorika, 7 a koordinatageo-
metria témakorbe tartozik.

d) Taldlomra egyszerre vilasztunk ezek kozil 6t feladatot gy, hogy minden
feladatot ugyanakkora eséllyel valasztunk ki. Mennyi a val6sziniisége annak, hogy
3 sorozatos és 2 koordindtageometriai feladat lesz a vdlasztottak kozott? (8 pont)

8. Egy feny6fatermesztéssel foglalkozé vallalkozas a 2025 és 2027 kozotti harom
évre tervet készitett. Becslésiik szerint 2025 szeptemberében 10 000 feny6fajuk
volt a teriileten. Minden évben oktéber kézepén 2000 1j fat akarnak eliltetni és
decemberben az allomédny 10%-at kivagni.

a) Osszesen hény fa kivagésat tervezik ebben a harom évben? (5 pont)

Jelolje a,, az n-edik év végén, azaz a (2024 + n)-es év végén a fadllomény
tervezett mennyiségét. Feltételezziik, hogy ugyanilyen elvek szerint gazdalkodnak
a kovetkez6 években is.

b) Adja meg az a,, sorozat altaldnos tagjit! (6 pont)

Az egyik piacon kardcsony el6tt évek Ota haromféle fenyd verseng a vasarlok
kegyeiért: a nordmannfenyd, a lucfenyé és az eziistfenyd. A nordmannfeny6t 45, a
lucfeny6t 37, mig az eziistfenyOt a vasarlok 13 szazaléka valasztja. 5 szdzalék mas
feny6fajtak részesedése az eladasokban.

¢) Ha véletlenszeriien megkérdeziink hat feny6fat vasarlé embert, hogy milyen
fat vett, akkor mennyi annak a valészintiisége, hogy koziiliik hdrom nordmannfenyét,
kett6 lucfeny6t és egy eziistfenyot vasarolt? A valdsziniiség értékét harom tizedes-
jegy pontosdggal adja meg. (Feltételezziik, hogy mindenki pontosan egy feny6fat
vasarolt.) (5 pont)

9. a) Oldja meg a valds szdmok halmazan a lg (36 + 2\/5) > 2 egyenlétlenséget!

(7 pont)

b) Fogalmazza meg az aldbbi allitds megforditasat! Dontse el, hogy igaz-e az
allitas és annak megforditasa!

Ha egy valds szam nagyobb, mint 5, akkor értelmezhetd a valds szam tizes alapi
logaritmusa. (8 pont)

Egy emelt szintii érettségi feladatsor II. részében 6t feladat van, 5-9-ig szamozva.
Ezekbdl csak négyet kell megoldania a vizsgazdénak.

¢) Egy 17-f6s matematika csoportbdl mindenki emelt szinten {rta az érettségi
dolgozatat. Péter és Anna beszélgetnek:
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Péter: Biztos, hogy koziiliink legalabb négy ember ugyanazt a feladatot hagy-

ta ki.

Anna: Biztos, hogy volt olyan feladat, amelyet pontosan négyen hagytak ki.

Melyikiik allitdsa igaz? Indokolja a valaszt!

ha foglalkoztak vele, hanyan oldottdk meg hibatlanul, 16 pontra.

(4 pont)

Az alabbi tédbldzat mutatja, hogy az egyes feladatokat hanyan valasztottdk és

5. feladat | 6. feladat | 7. feladat | 8. feladat | 9. feladat
foglalkozott vele 14 14 16 13 11
16 pontos 4 6 9 3 5

d) Mennyi a valésziniisége annak, hogy egy dolgozatot véletlenszeriien kiva-
lasztva a 17 kozil, abban azt latjuk, hogy az érettségizé a 8. feladatot 16 pontra
oldotta meg? (2 pont)

Horvath Eszter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2026./2. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Hatdrozza meg a természetes szamok halmazdanak azt a legbévebb részhalmazit,
amely értelmezési tartomdnya lehet az alabbi kifejezéseknek.

a) log, (—2x2 — Tz +15) (6 pont)
x? —2x
PV e s (6 pont)

Megoldas. a) Az alap miatt z > 0 és = # 1, az argumentum miatt —2z2 — 7z +
+15 > 0. Az egyenl6tlenség megoldasa —5 < x < 1,5, ezért a természetes szamok
halmazéan nincs értelmezve a kifejezés, hiszen x # 1 és x # 0.

x? -2
—222+92 -9
r <0, vagy x > 2, negativ, ha 0 <z < 2, nulla az értéke, ha x =0 vagy =z = 2.
A nevez6 pozitiv, ha —5 < x < 1,5, negativ, ha x < —5, vagy x > 1,5. Ezért a kifejezés
a kovetkez6 természetes szamokon értelmezheto: 0 és 2. Ekvivalens atalakitasokat
végeztiink.

b) A négyzetgyok definicidja miatt > 0. A szadmlalé pozitiv, ha

2. Egy online jatékban a koordindta-rendszer origojabol kell eljutni a katicabogdr
figurdval az F(8;4) koordindtdji pontba. A katicabogdrral minden lépésben csak
jobbra vagy felfelé léphetink egyet.

a) Hdnyféle dton juthat el a katica az origébdl F-be? (Két dtvonal kiilonbozd, ha
az egyikben lépiink olyan rdcspontra, amelyre a mdsikban nem.) (6 pont)
b) Az F(8;4) koordindtdji pont egy parabola fokuszpontja. Mi lehet a parabola

egyenlete, ha tudjuk, hogy a parabola tengelye parhuzamos az y tengellyel és a 10
ordindtdju pontban metszi az y tengelyt? (6 pont)
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Megoldas. a) Az F(8;4) koordinitdjui pontba az origébdl 8 balra és 4 felfe-
1é irdnyuld 1épéssel lehet eljutni. Példdul (b-balra, f-felfelé) bbbbbbbbf fff vagy
12!

fofbf fobbbbb. A betiik kiilonb6zé sorrendje adja meg a lehetséges utakat:
=495, tehat 495-féle tton juthat a katica az origdbdl az F' pontba.

8.4l

N W s Ot O 3

Ti'2'3456'7$91'01'11'2

b) A parabola tengelypontja T'(u;v), paramétere p (p > 0). A parabola az y
tengelyt 10-ben metszi, ezért pontja a P(0;10) pont. Mivel a parabola tengelye az
y tengellyel parhuzamos, ezért két esetet vizsgalunk.

Ha a parabola ,lefele nyil6”, tengelypontja T (8;4 + g), ekkor az egyenlete
 (z—w)?
yov=-—g

Ebbe az Osszefiiggésbe behelyettesitve T és P koordinatait:

10— (4+§) :_(ogpg)‘z.

Rendezve az egyenletet: p?> — 12p — 64 = 0. A pozitiv megoldés a parabola paramé-

—8)2
tere: p = 16, tehat az egyik lehetséges parabola egyenlete y — 12 = _(37372).
Y
1
4
1
0] 1 8 16 B
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Ha pedig a parabola ,felfele nyil6é”, tengelypontja T' (8; 4— g), az egyenlete pedig

(o= up

yov=—pgl

Ebbe ez sszefliggésbe behelyettesitve T' és P koordinatait:

10f<4f§) _(02;)2.

Rendezve ezt az egyenletet: p? + 12p — 64 = 0, pozitiv megoldasa: p = 4. Igy a
(z—8)?

masik lehetséges parabola egyenlete y — 2 = 3

3. Egy napkozis csoport minden tagja egész délutan papirrepiléket hajtogat. A ta-
pasztalat szerint a meghajtogatott repilok 3 szdzaléka hibds — nem lehet repiilésre
birni.

a) Mennyi a valdszindsége, hogy ha 5-6t kivdlasztunk — visszatevéssel — a papir-
reptilék koziil, lesz koztik hibds? (5 pont)

Egy tanulé statisztikat készitett a 10 percenként elkészild papirreptildk szdmabdl.
Azt tapasztalta, hogy az adatok medidnjinak és also kvartilisének dsszege 28, a felsd
és also kvartilis kilonbsége 6, valamint a felsd kvartilis és median eltérése 4.

b) Hatdrozza meg az adatok ezen jellemzdit. (4 pont)
c) Abrdzolja dobozdiagramon az adatokat, ha a minimum 8, a mazimum pedig
22 és kiugro érték nincs. (3 pont)
d) A csoport tagjai elhatdroztik, hogy felijitanak egy régi szokdst: képeslappal
lepik meg egymadst a nydri szinetben. Ezért kicserélték egymdssal o lakcimiiket
(kolesondsen). Egy grafon képzelték el a cseréket. Az élek jelentették a lakcimeserét.
Ha kettével tobben lettek volna — és 6k is kicserélik mindenkivel a cimiiket —, a
grafnak 45-tel tobb éle lett volna. Hdnyan voltak a csoportban? (3 pont)

Megoldas. a) Ha hibas van a repiilék kozott, az lehet 1, 2 vagy tobb, akar 5
is. Ezért egyszer(ibb a komplementer esemény valészinliségét meghatarozni elészor:
nincs a kivalasztottak kozott hibas.

p(van koztiik hibds) = 1 — p(nincs koztiik hibas) =1 —0,97° ~ 0,14,

tehat 14 szazalék annak a valdszintlisége, hogy lesz a kivalasztottak kozott hibas.

b) Yezessﬁk be a kovetkez6 jeloléseket. Alsé kvartilis: a, median: m, fels6 kvarti-
lis: f.Igym+4+a=28, f—a=06és f —m =4. Az egyenletrendszer megolddsa a = 13,
m =15, illetve f =19. (A kapott értékek megfelelnek a feladat szévegének.)
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8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
d) Ha n {6 cserél cimet, a kialakul6é n pontt grafban (72’) él lesz. Kettével tobb
résztvevd esetén ("+2) él lesz. Ezért

("2%) ()=
(n+ 2)2(n+ 1) n(n2— 1) 45,

amibdl n = 22, tehét eredetileg 22-en voltak a csoportban.

Miésképp: mindketten n emberrel cserélnének lakcimet és még egymas kozott,
azaz 2n+ 1 =45, amibdl n = 22. (A kapott érték megfelel a feladat feltételeinek.)

4. Egy hdromszog mindhdrom oldaldra kifelé egy-egy, a hdromszdg oldaldval
egyenld oldalhosszusdgu négyzetet rajzolunk. A szomszédos négyzetek szabad csucsait
osszekotve kapjuk az ADE, CFG és BHI hdromsziogeket az abranak megfelelben.

G
F
¢ "
E
A B
D I

a) Bizonyitsa be, hogy ezeknek a hdromszogeknek a terilete egyenld az eredeti
ABC' hdromszog teriletével. (4 pont)

b) Hatdrozza meg a DEFGHI hatszig teriletét, ha az eredeti hdromszig olda-
lainak hossza 6 c¢cm, T c¢cm és 8 cm. (6 pont)
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c) Adja meg az aldbbi dllitdsok logikai értékét, ha o tetszbleges valds szdm.

A: cos(270° 4 o) = sin(av)

B: 1+ cos(2a) = 2sin?(a)

C': sin(60° — ) = cos(30° + «) (3 pont)
Megoldas. a) Az ABC haromszog megfelels oldalhosszait a szokdsoknak meg-

felelen a, b és c-vel, belsé szogeit pedig a-val, S-val, illetve v-val jelolve az ABC
haromszog teriilete

. absin(y)  besin(a)  acsin(pB)
o2 2 2

A DAF sz6g nagysaga
360° —2-90° — o =180° — a,
ezért az ADFE haromszog teriilete

besin(180° —a)  besin(a)

= =1.
2 2

A masik két 1j haromszog teriiletérdl is hasonléan be lehet 1atni, hogy az eredeti
haromszog teriiletével egyenldk.

b) Koszinusztétellel kiszamithatjuk az ABC héromszog egy szogét. Példaul

a =28 cm, b="7 cm, c=6 cm
64=49+36—2-7-6-cos(a).

7-6-75,52°

Innen a ~ 75,52°. Igy a haromszog teriilete Ta = ~ 20,33 cm?. A hat-

sz0g teriilete
Thatssog = a° + 0>+ ¢® + 4T = 8% + 7% + 6 + 4 - 20,33 = 230,32 cm?.
¢) Az allitdsok logikai értéke: A: igaz, B: hamis, C: igaz.
II. rész

5. Egy hdromszog b oldaldhoz tartozé magassdga, az a oldala, a b oldala és
a ¢ oldala centiméterben kifejezve ebben a sorrendben egy 2 differencidji szdmtani
sorozat négy eqymdst kovetd tagja.

a) Hdnyszorosa a hdromszog teriletének mérészima a kerilet mérészamdanak?
(8 pont)
b) Mekkora részekre osztja a b oldalt a hozzdtartozé magassdg? (3 pont)

c) Bizonyitsa be, hogy minden pozitiv egész n esetén 2% + 4 kifejezés oszthatéd
20-szal. (5 pont)
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Megoldas. a) Jelolje b a kozépsd oldalt, ekkor a =b—2, c=b+2. Legyen a b
oldalhoz tartozé magassag m. A feladat feltétele szerint m = b — 2d = b — 4. Mivel
m >0, ezért b > 4 lehet csak. Irjuk fel a haromszog teriiletét kétféleképpen, egyrészt

az alap és a hozza tartozdé magassag segitségével: T = ibm = 2D Masrésat

2
hasznaljuk a Héron-képletet:

T=\/s(s—a)(s—b)(s — o),

b
ahol s = atote a félkeriilet. Behelyettesitve az oldalak kifejezéseit:
C(b=2)+b+(b+2) 3b
B 2 27
Ezért

T 3b (b+4\ b (b—4\ bb-4)
V2\2 /J2\2 /) 2 ~
A tertilet pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens dtalakitas:

b b+4 b b—4  B(b—4)

2 2 2 2 4 ’

ahonnan a pozitfv b%(b—4)-gyel osztva és 16-tal szorozva 3(b+4) = 4(b—4), az-
az b= 28 cm adodik. Ekkor m = b—4 = 24, a hiromszdg mésik két oldala pedig
a=28—2=26, illetve ¢ =28+ 2 = 30 centiméter hosszii. A kapott hosszisdgok-
kal valéban szerkeszthet6 hiaromszog, amelynek a keriilete K =84 cm, a teriile-

28 -24
te T'= w =336 cm?, tehat a teriilet és keriilet mérészamanak aranya:
336
— =4
84

b) A haromszog b oldaldhoz tartozé magassiaga az a oldallal és a b oldal egyik
szeletével derékszogii haromszoget hoz létre.

B

c b A

Pitagorasz-tétellel kiszamithat6 a b oldal két szeletének hossza: 10 cm és 18 cm.
Ekkora részekre osztja a b oldalt a hozza tartozé magassag.

¢) 24" +4 = 16" + 4 nyilvan oszthaté 4-gyel. 16 minden hatvanya 6-ra végzddik,
ehhez 4-et adva 0-ra végzédd, tehdt 10-zel oszthaté szamot kapunk. Ezért 247 44
oszthatd 4 és 10 legkisebb k6z6s tobbszorosével, 20-szal is.

De teljes indukciéval is bizonyithat6 az allitas. Az els6 1épésben megvizsgaljuk,
hogy teljesiil-e az adott tulajdonsag 1-re.
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1. Az allitas teljesiil 1-re. 241 +4 = 20, valéban oszthaté 20-szal.

2. Be kell bizonyitanunk, hogy ha egy szamra teljesiil az adott oszthatdsag
(indukeids feltétel), akkor a nédla 1-gyel nagyobb szdmra is teljesiil. Vagyis ha
példaul 24" + 4 oszthaté 20-szal, akkor 24("t1) 44 is oszthat6 20-szal.

Ezt ekvivalens algebrai atalakitassal vezetjiik le.
24t L g =9t 9dn Loty ot 44 =242 +4) — 60.

Ez a kifejezés pedig oszthatd 20-szal, hiszen az indukciés feltétel miatt 247 4 4
oszthatd 20-szal, és a 60 is tobbszorose 20-nak. Belattuk, hogy az allitas 6roklodik
n-r8l (n+ 1)-re, ezért az &llitds is igaz minden pozitiv egész szamra.

6. Koordindta-rendszerbe rajzolunk két kérvonalat. A kirék egyenlete x2 +y? —
— 142 — 12y +60 =0 és 2? + 4% — 22 — 6y = 0. A nagyobb sugari kér kézéppontja
legyen O1, a kisebb sugari kor kozéppontja legyen Oo. A két kor metszéspontjait
jeldlje A és B.

a) Igazolja, hogy az O1AB hdromszig terilete kétszer akkora, mint az O2AB
hdromszog teriilete. (8 pont)

Tekintsiik az x* +y? — 14z — 12y + 60 < 0 és 2 +y% — 22 — 6y < kérlapokat mint
ponthalmazokat.

b) Hatdrozza meg a két ponthalmaz metszetének teriletét. (5 pont)

c) Adja meg a két ponthalmaz egyesitésének teriletét. (3 pont)
Megoldas. a) Els6 kor: (z —7)? + (y — 6)? = 25, ennek kozéppontja (7;6), sugara:
ry = 5. Méasodik kor: (x —1)%+ (y — 3)? = 10, ennek kozéppontja (1;3), sugara:
ro = +/10. Az els6 kor sugara nagyobb, igy annak a kézéppontja O1, a mésiké Os.

Y
117

107

N 00 ©

=N W e ot

i 2 3 4 5 6 7 8 91‘01‘11‘256
Meghatarozzuk a két kor metszéspontjat. A két kor egyenletének kiilonbségébél

2z +y— 10 =0, ahonnan y = 10 — 2z. Ezt behelyettesitve a masodik kor egyenle-
tébe, egyszeriisités utdn azt kapjuk, hogy x2 —6x + 8 = 0. Ennck az egyenletnek
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a megolddsai: x; =4, xo =2, innen: y; = 2, yo = 6. Ezért A(4;2) és B(2;6) (vagy
forditva, de ennek nincs jelentdsége).

Mivel BO; oldal parhuzamos az = tengellyel, az Oy AB haromszogben hozza
tartozé magassag 4 egység, igy az O1 AB haromszog teriilete:

5-4
t1 = - = 10 teriiletegység.

Az O3AB haromszog oldalainak hossza:
O3B =05A =10, AB =20,
ezért ez a haromszog egyenld szaru és derékszogl. Teriilete:

(v10)?
2

tehdt O1 AB haromszog teriilete kétszer akkora, mint az Oy AB haromszog tertilete.

=5 teriiletegység,

b) A két kor metszetének tertilete két korszelet tertiletének Gsszegeként szamit-
haté ki. A kisebb korbél levagott korszelet teriilete: az O AB korcikk tertiletébdl
kivonjuk az O3 AB haromszog teriiletét.

(VIO
4

A nagyobb korbdl levagott korszelet teriiletéhez elészor kiszamitjuk a BO1 A szoget
koszinusztétellel:

— 5~ 2,85 teriiletegység.

20=52+52—-2-5-5-cosa, a~53,13°.

Az O1AB korcikk tertiletébdl kivonjuk az O AB hdromszog teriiletét:

53,13°
360°

52w — 10~ 1,59 teriiletegység.

Igy a két kor alakd ponthalmaz metszetének teriilete: 4,44 teriiletegység.

¢) A két ponthalmaz unidjanak teriiletét megkapjuk, ha a két kor teriiletének
Osszegébol kivonjuk a két kor metszetének tertiletét:

527 + (V10)°m — 4,44 ~ 105,52 teriiletegység.

7. Hdromszogszamnak nevezzik az olyan szdmot, amelyet megkaphatunk gy,
hogy 1-tél valameddig az Osszes természetes szamot dsszeadjuk. Az elsé n pozitiv
egész szam 0sszege az n-edik hdromszégszam. Az dbran ldthato elrendezés mutatja,
hogy miért nevezik hdromszégszamoknak.

[ ] — 1

[ ] — 1 o O — 2

e — 1 e 6 — 2 e ¢ 6 — 3

e — +1 e 0 — 2 ® ¢ ¢ — +3 e o 06 0 — 4
1 3 6 10
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a) Az els6 szdz pozitiv természetes szdmbdl kivdlasztunk egyet. Nézziik az aldbbi
eseményeket:

A: a vdlasztott szam hdromszdgszdm,

B: a vdlasztott szdm négyzetszam,

C': a vdlasztott szdm primszdm.

Hatdrozza meg a kévetkezd valdszindségeket: P(A); P(A-C); P(A+B). (8 pont)

b) Az n-edik pozitiv négyzetszdimot hozzdadva az n-edik hdromszogszdimhoz
14 751-et kapunk. Mennyi az n értéke, és melyek ezek a szdmok? (8 pont)

Megoldas. a) A haromszogszdmok 100-ig konnyen felsorolhatok: 1, 3, 6, 10, 15,
21, 28, 36, 45, 55, 66, 78 és 91, tehat 13 haromszogszam van 1 és 100 kozott, ezért
P(A)=0,13.

A felsorolt hdromszogszamok kozott csak egy primszam van, ezért P(A-C) =
=0,01.

A felsorolt haromszogszamok kozott két négyzetszam van, az 1 és a 36. A négy-
zetszamok szama tiz. Ezért olyan szam, amely négyzetszam vagy haromszogszam
(a logikai szita alapjan) 13+ 10 — 2 = 21 van. gy

21

P(A+B)= T 0,21, amibél ~ P(A+B)=1-0,21=0,79.

b) Az n-edik haromszogszam az els6 n pozitiv egész szdm Osszege: %

ezért az n-edik haromszogszamhoz hozzdadva az n-edik négyzetszamot: % +
+n? =14751, 3n? +n —29 502 = 0. Ennek pozitiv megolddsa: n =99. A 99-edik
héromszogszam a 4950, a 99-edik négyzetszam a 9801. Ellenérzés: ezek Osszege

14 751.

8. Adott két, a pozitiv valds szdmok halmazdn értelmezett figguény: f: Rt — R,
f(x) =cos(z) és g: RT =R, g(z) =22 F.

a) Hatdrozza meg a kévetkezd értékeket: f (g (%’T)) ;g ! (g) ;g (f (%)) (3 pont)

b) Hatdrozza meg az y tengely, az f és g figguény grafikonja, tovdbbd az x = 7
egyenes dltal kézrezdrt terilet nagysdgdt. (5 pont)

c¢) Oldja meg a kovetkezd egyenletet a [0;2x] intervallumon:

1
cos(2x) + sin (a: + g) =35 sin(z). (8 pont)

Megoldas. a) f (g (2F)) = cos(2- 3T — T) = cos(n) = —1.
A g7! a g fiiggvény inverze: g7 H(z) =2+ %, g7 () =T +

(£ () =2005(5) - = V2~ £

INE]
ISIE]
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A teriilet két darabbodl tehetd ossze: a cos(x) fuggvény grafikonja alatti teriilet az
adott intervallumon, és a (0;0), ( ,0), (O; —g) csucspontokkal megadott haromszog
teriilete.

s 2
/cosxdx— [sin(x)]§ = g ~0,7071.
0
A haromszog teriilete:
1 77 =2
ST T 20,6169
224 16 06169

A kérdéses tertilet 1,324 teriiletegység.
¢) Végezziik el az aldbbi atalakitdsokat:

cos?(z) — sin’(x) + sin(z) cos (g) + cos(x)sin (g) = —sin(z),
\/g

1 1
cos?(z) —sin®(x) + 5 sin(x) + 5 cos(r) = 5 sin(z),

cos?(z) —sin®(x) + ? cos(z) =0,

cos?(x) — 1+ cos?(x) + ? cos(z) =0,
2cos?(x) + ? cos(x) —1=0.

Innen: cos(z) = 0,523 vagy cos(z) ~ —0,956. Ha cos(z) =~ 0,523, akkor z; =~ 1,02;
29~ 5,26. Ha cos(z) &~ —0,956, akkor x3 ~ 2,84; x4 =~ 3,44. Ez a négy érték valoban
megoldasa az egyenletnek.

9. Eqy 60 fokos nyildsszdgi egyenes korkipba két darab gombot helyeziink eqymds

folé gy, hogy a nagyobbik gémb a kup alapjan nyugszik, a két gomb érinti eqgymdst
és a kup paldstjdat is.
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a) Hatdrozza meg a két gomb sugardnak ardnydt. (7 pont)
b) Hdnyszor nagyobb a kip térfogata a két gomb dssztérfogatandl? (6 pont)
c) Adja meg a kip térfogatat, ha tudjuk, hogy a magassiga 18 cm. (3 pont)

Megoldas. a) Megrajzoljuk a kip tengelymetszetét. A tengelymetszet hdromszog
szabalyos, mert tengelyesen szimmetrikus és az egyik szoge 60°-os.

A nagyobb kér (a szabdlyos haromszog
befrhat6 kore) kozéppontja O, sugara R =
= OF, a kisebb kor kozéppontja O, sugara:
r=01G, ahol G és F az oldallal vett érintési
pontok. CO;G haromszog hasonlé COFE ha-
romszoghoz, hiszen megfelel6 szogeik paron-
ként egyenldk. A két kor érintési pontja H.
Mivel a CO,1G héromszog szogei 30°, 60° és
90° fokosak, CO; =20,G =2r, mivela COE
haromszog szogei is 30°, 60° és 90° fokosak,
CO =20F =2R, igy CH = 3r = R, tehat a
két kor sugaranak aranya: 1:3.

A B

b) A kup alkotdja legyen a. Az alapkorének sugardt is fel tudjuk irni a beirt gém-
bok sugarainak segitségével. A tengelymetszet szabédlyos hiaromszog, a magassiga
3R= a\/Tg, amibdl

- 6R
\/37
ezért a kup alapkorének sugara:
3R
== =RV3.
"B

A kup térfogata:

1
V:(R\/g)2’7r'3R'§:3'R3‘7r:81-r3.7r,
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A gémbok térfogatdnak Osszege:

1 1 1 1
V’=4~T3-W-§+4-R3~7T-§:4-r3~77-§+4-27-r3-7r-§=
4 112
=08t = Sl
3 3
Ezért a kip térfogata % ~ 2,17-szerese a gombdok Ossztérfogatanak.

¢) A kip magassiga m = 18 cm, valamint mivel m =3R, R=6 cm. A kip
térfogata:

2 1
V= (R\/§) 73R 2 = 0487 ~2035,75 em’.

Tatar Zsuzsanna Maria
Esztergom

—

Megjegyzés a polinomosztasrol
a B. 5390. feladat kapcsan

V|

A KéMalL 74. évfolyam 7. szaméban jelent meg a B. 5390. feladatnak két szép
versenyzOi megoldasa. A feladat:

B. 5390. Léteznek-e olyan ag, a1, ..., an—1 pdros egész szamok, amelyekre az
L+ an 12" ...+ a1z + ag polinom oszthaté az 2+ + 1 polinommal?
(3 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

Vagyis — kicsit masképpen fogalmazva — a feladatban arra kerestiik a valaszt,
hogy van-e olyan s(x) polinom, amellyel megszorozva a q(z) = 22+ x + 1 polinomot
olyan p(z) = 2" + an_12" 1 + ...+ a1z + ap (nem azonosan nulla) egész egyiitthatds
polinomot kapunk, amelynek ismeretlen egyiitthatéi paros szamok.

A legtobb megoldé ,visszaszorzassal” kereste az s(x) polinomot — és indirekt
tuton mutatta meg, hogy ilyen nincs.

Tobben viszont polinomosztdssal oldottdk meg a feladatot. Mivel a kétféle hozza-
allas lényegében ugyanazt a gondolatmenetet koveti, ilyen megoldast nem ko6zol-
tiink, &m a polinomosztéasrol, illetve a feladat polinomosztassal térténé megoldasa-
rol érdemes néhany szét ejteni.

A wvalés egyiitthatds polinomokra vonatkozé maradékos osztas tétel szerint min-
den p(x) és q(x)(£0) valds egyiitthatds polinomhoz pontosan egy olyan s(x) és
r(x) ugyancsak valds egyitthatds polinom létezik, amelyekre p(x) = q(x) - s(x) +
+r(z), ahol r(x) vagy az azonosan nulla polinom, vagy alacsonyabb a fokszdma,
mint q(x)-é. (Egy polinom foka a legmagasabb foku tag kitevéje, de az azonosan
nulla polinom fokszdmat — méas konstans polinomok fokszamaval ellentétben — a
maradékos osztéds szemszogébdl nem tekintjiik 0-nak.)
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Esetiinkben nem valés, hanem egész egyiitthatos polinomok koérében keressiik a
hanyadost és a maradékot, de — mint hamarosan kideriil — ez nem okoz gondot.

A polinomosztéas azon alapul, hogy tgy tekinthetiink egy valds egyiitthatds po-
linomra, mintha egy z alapt szdmrendszerben felirt ,szdm” lenne, ahol a ,szdm-
jegyek” — a polinom egytitthat6i — tetszéleges valds szdmok lehetnek. Az eljaras
a tizes szamrendszerben felirt természetes szimok kérében mér ismert maradékos
osztaséhoz hasonlithatd, ahol helyiértékcsoportrél helyiértékesoportra haladva ke-
resiink olyan egyjegyli hanyadost, hogy a maradék az oszténdl kisebb nemnegativ
szam legyen. A polinomosztaskor az a cél, hogy minden 1épésben a maradék vagy a
0 legyen, vagy a fokszdma kisebb legyen az oszt6 fokszamandl. Barmely valds szam
lehet egyttthatd, akar negativ szam is.

Ha példaul a 8x2 + 6z + 2 polinomot elosztjuk a 2z + 6 polinommal, akkor volta-
képpen az x alapt szdmrendszerben felirt 862, : 26,, maradékos osztast végezziik el.

Hasonlitsuk 6ssze a tizes és az x alapi szamrendszerben felirt 862 : 26, illetve
862, : 26, maradékos osztast.

A tizes szamrendszerben felirt maradékos osztas szerint 86-ban a 26 megvan
3-szor, mert 3-26 =78, és marad 86 — 78 = 8. (Valéjaban: 860-ban a 26 megvan
30-szor, és marad 80.) 80+ 2 = 82, 82-ben a 26 megvan 3-szor, mert 3-26 =78, és
marad 82 — 78 = 4. Tehat a hanyados 33, a maradék 4.

862:26—3 822 +62 +2: 22 4+6 — 4 8 6 2:26—4
82 — 3 —18x+2 - -9 —18 2 — =9
4 56 56
maradékos osztds tizes polinomosztas osztas x alapi
szamrendszerben szamrendszerben

Ezzel szemben (822 + 6x)-ben a 2x + 6 megvan 4-szer (4z-szer), hiszen a lehetd
legkisebb fokszami (vagy 0) maradékot kell kapnunk, a maradék (8z2 + 6z)—
—z- (224 6) = —18x. Az osztanddhoz hosszavessziik a kovetkezd tagot: (—18z + 2)-
ben a 2z + 6 megvan (—9)-szer, mert (—9) - (22 4+ 6) = —18z — 54, és marad —18z +
+ 2418z + 54 = 56. Tehat s(x) =4x —9, r(z) = 56.

Miel6tt nekilatnank a B. 5360. feladat polinomosztassal torténé megoldasanak,
tisztaznunk kell, miért nem jelent problémat, hogy az osztast valds egyiitthatoja
polinomokon végezziik, a megolddsunkban pedig egész egyiitthatosak szerepelnek.
Mivel p(x) és q(z) is egész egylitthatés és g(x) f6egyiitthatéja (vagyis a legmaga-
sabb fokd tag egytitthatdja) 1, igy barmely részosztdsban adott polinomot ¢(z)-
szel osztva a hdnyados f6egyiitthatdja (a hdnyados soronkovetkezd egytitthatdja)
az osztando foegytitthatéjaval egyenls. Mivel pedig ez minden 1épésben egész szam,
a maradék (r(x)) és a hanyados (s(z)) is egész egylitthat6s polinom lesz.

Lassuk most a feladat megolddsat. A kitlizott feladatban nincsenek megadva
konkrétan p(x) egyiitthatdi. Kis prébélkozas és gondolkozds utdn viszont azt sejt-
hetjiik, hogy ilyen egyiitthaték nem léteznek, és az ellentmondast az egyiitthatok
paritasa okozza, ezért megprébalkozhatunk azzal az Otlettel, hogy a polinomosztas
soran az egylitthatéknak csak a kettes maradékaval szamolunk. Ez azt jelenti, hogy
a paros egyiitthaték helyére O-t, a paratlan egytitthaték helyére 1-et irunk. A kettes
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maradékok korében a kdvetkez6 miiveleti szabalyok érvényesek: 0+£0=14+1=0,
0+£1=1£0=1;0-0=0:-1=1-0=0,1-1=1.
Eszerint tehédt p(xz)-et: 100...0, alakban irhatjuk fel, mig ¢(x) alakja 111,.

n darab
Az 0szt6 ,haromjegyli”, ezért az osztandét ,haromjegyli” részletekben tekintjiik.
Irjuk fel a kettes maradékos irasbeli polinomosztés elsé néhany lépését.

1000000... :111—=1

110 — 1
010 — 0
100 ... — 1

Vegyiik észre, hogy a maradékok rendre ,,117, ,(0)17”, 10”7, és mivel a harmadik
lépésben a kiindulé ,,100” szdmot osztjuk tovabb, a maradékok ismétlodnek, igy az
soha nem lehet nulla, vagyis ha az osztandé legalabb harmadfoki, akkor eszerint
nem lehet 22 + x 4 1 t6bbszordse.

Ha viszont az osztando6 fokszama legfeljebb 2, akkor az eredeti polinomnak az
egyitthatok paritasa szerint megfelel6 feliras 100,, 10, vagy 1, de ezek egyike sem
tobbszorose 111,-nek, mert 100, = 1-111, 4+ 11, a masik két esetben az osztandd
eleve kisebb fokszami, mint az osztd, igy az osztasi maradék egyik esetben sem 0.

Teh4t nincs a feltételeknek megfeleld s(z) polinom, vagyis nincsenek olyan paros
a; (0 <i<n) egész egyiitthatok, amelyekre z, +a, 12"~ +... + a1z +ag oszthatéd
az 2+ + 1 polinommal.

Fried Katalin

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(894-898.) | a

4 14
K.894. Ha ~ == és 2 = —, akkor mennyi a
y 7 z 3

ty,

K. 895. Néhéany kiilonb6z6 pozitiv primszam Osszege 40. Melyek lehetnek ezek
a primek?

K. 896. Adott egy R sugart kor. A korhoz egy kiilsé P pontbdl érintGegyeneseket
rajzolunk. A két egyenes altal bezart szog 60°, a kor az egyik 60°-os szogtartomény-
ba esik. Hany olyan egységsugari kor rajzolhato, amely a kor és a két egyenes koziil
pontosan kettét érint, ha

a) R=3; b) R =47
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K/C. 897. Van két hatlapi dobdkockank, mindkettén 1-t6l 6-ig vannak feltiin-
tetve a szamok, az egyiken a szemben 1év6 szdmok Gsszege, mig a masikon a szemben
1év6 szamok kiilonbsége mindig azonos. Dobtunk mindkét dobdkockaval, és mind-
kettén ugyanaz a szam keriilt feliilre. Mekkora lehet a nyolc oldalsé lapon 1év6 szam
szorzatdnak masodik legkisebb és masodik legnagyobb értéke?

K/C. 898. Az ABCD paralelogramma A-ndl 1év& szoge 60 fokos, AD = 20 cm,
AB =30 cm. Az AB szakasz B-hez kozelebbi harmadolépontja E. Az ED és BC
szakaszok felezopontja rendre F' és G. A DE szakasz mint atmér6 f6lé irt kor az
FG-t H-ban metszi. Hatarozzuk meg a DH szakasz hosszat.

*

Bekiildési hatarid6: 2026. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
J (897-898., 1893-1897.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 897. A szévegét ldsd a K feladatoknél.
K/C. 898. A szévegét 1dsd a K feladatoknél.
Feladatok mindenkinek

C. 1893. Hany olyan téglatest van, amelynek minden élhossza centiméterben
mérve egész szam, és a térfogata 2560 cm3? (Az egybevagd téglatesteket nem
tekintjitk kiillonbozonek.)

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)
C. 1894. Mutassuk meg, hogy ha n egész, akkor az

nb® + n3 n ™
5 3 15

kifejezés értéke is egész.
skot versenyfeladat
C. 1895. Egy kocka alaku kisbolygé teljes felszine fiives siksag, élei 1 km-esek.

Az egyik csticsban ki van kétve egy kecske egy /2 km hosszi kétéllel. A bolygd
felszinének hanyadat tudja lelegelni a kecske?

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)
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Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1896. Az ABCD négyzet kozéppontja E. A D kézéppontu, DA sugari, a
négyzet belsejébe rajzolt negyedkor és az AB oldalra mint dtmérére, a négyzet
belsejébe rajzolt félkor A-t6l kiillonbozé kozos pontja F. Az EF egyenes az AB
egyenesét az M, a DA oldalra kifelé rajzolt félkort az N pontban metszi. Igazoljuk,
hogy az F pont felezi az M N szakaszt.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1897. Egy szabdlyos n-szog csicsai koziil kivalasztunk harom cstcsot gy,
hogy barmely harom cstcs kivalasztasa egyenléen valoszint. Igazoljuk, hogy ha n
paros, akkor haromszor akkora eséllyel lesz a csticsok alkotta haromszog tompaszo-
gli, mint hegyesszog.

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5518-5525.)

B. 5518. Legyenek n és k pozitiv egészek. A derékszogii koordinata-rendszerben
a (0;0), (n;0), (k;1) és (0;1) pontok dltal meghatdrozott racstrapézt hdnyféleképpen
lehet 1/2 teriileti rdcsharomszogekre bontani? (Egy sokszoget akkor neveziink
racssokszognek, ha csicsainak mindkét koordindtdja egész.)

(8 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5519. Viktor rajzolt egy egységnyi teriilet(i paralelogrammaét. Balint megmér-
te egy oldalat és egy atlojat. Legalabb mekkora a két megmért szakasz Gsszege?

(8 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5520. Adott a sikon két kor egyméson kiviil, tovabba egy d; és egy ds hosszi-
sagu szakasz. Hany olyan egyenes létezik, amely az els6 korbél dq, a masodikbdl ds
hosszusaga hurt metsz ki?

(4 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csdmor)

B. 5521. Adott egy k pozitiv egész. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan pozitiv egész
2Fn)!
oF primtényezés felbontésaban a 2 kitevéje pontosan 2% — 1.

(n!)

(5 pont) Bertalan Zoltdn (Békéscsaba) javaslata alapjan

n-et, amelyre
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B. 5522. Van-e olyan pozitiv egész szamokbol 4ll6 aq, as, ... sorozat és N pozitiv
egész, hogy minden n > N esetén a, < ani1 < a1 +as+...+an és apnt1|ar +as+
+...4a,?

(5 pont) Javasolta: Roka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5523. Legfeljebb hany kiilonbozé egész gyoke lehet az egész egylitthatos
p(x) = arpx'? +anztt + ...+ a22? + a1 + ag polinomnak, ha

ag+as+ag+ag+ag+agt+a=0 é ay+az+as+ar+ag+a; =127

(5 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5524. Az ABC haromszogben F' a BC oldal felezOpontja. Egy egyenes az
AB, AC, AF szakaszokat rendre az X, Y, Z pontokban metszi. Bizonyitsuk be,

hogy
AB-AX + AC - AY >2AF - AZ.
(6 pont) Javasolta: Szakdcs Abel (Budapest)

B. 5525. Egy T tetraéder e élére definidljuk az r(e) mennyiséget mint az e két
csicsabol induld magassdgvonalak tdvolsdganak és az e él hosszanak aranyat. Adjuk
Ossze az r(e) mennyiségeket T' minden élére, igy kapjuk az R(T) szdmot. Adjunk
példat olyan T tetraéderre, amelyre R(T) > 5,999.

(6 pont) Bertalan Zoltdn (Békéscsaba) 6tletébél
e

Bekiildési hatarid6: 2026. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

i
| &

A. 929. Legyen P egy tizelemii ponthalmaz a sikon. Egy Q C P ponthalmazra
azt mondjuk, hogy izoldlhato, ha 1étezik olyan pozitiv egész sugaru zart korlap,
amely O pontjait tartalmazza, de P\ Q pontjait nem. Bizonyitsuk be, hogy P
Otelemi részhalmazainak legalabb harmada nem izolalhato.

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(929-931.)

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Palaisean)

A. 930. Létezik-e olyan tetraéder, amelyben a lapok beirt koreinek kdzéppontjai
egy sikba esnek?

Javasolta: Moussong Gdbor (Budapest)
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A. 931. Igazoljuk, hogy ha k > 10 és n > k* egész szamok, akkor az
(n+1%),(n+2%),(n+3%),....(n+ &)

szamok koziil legalabb egynek van k-nal nagyobb primosztéja.
Javasolta: Kds Géza (Budapest)
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

Informatikabol kitiizott feladatok “
(691-694.)

1\

I. 691. Ismert jaték az ,Itt a piros, hol a piros”, amelyben egy piros labdécskat
harom &tlatszatlan, szajaval leforditott pohar egyike ala tesznek, majd a leforditott
poharakat villimgyorsan cserélgetik. A csere a poharak csusztatasaval torténik,
tehat a labda mindig az 6t fed§ pohéar alatt marad. A jaték célja a labdécska
helyének megadasa a cserélgetések utdn. Az eredeti, 3 poharas jaték esetén 3-féle
csere lehetséges a poharparok kozott.

000 000 000
* - H . H *
A B C

A jatékot dltaldnositsuk 2-7 poharra. A cserék jeloléséhez hasznalt betiik kiosz-
tasa a pohar helyébdl alkotott kétjegyili szimok emelkedd sorrendjében torténik.
Példaul 4 pohar esetén a betiik: A: 1-2,B: 1-3,C: 1-4,D: 2-3,E: 2-4,F: 3-4
poharak cseréjét jelolik. Kezdéskor a labdacska mindig az elsé helyen 1év6 pohér
alatt van.

Készitsiink programot, amely az N pohart jaték esetén a betiisorozattal jelolt
cserék utan megadja, hogy hol van a labdacska.

A program standard bemenetének els§ sordban a poharak szdma N (2 <N < 7)
szerepel. A kévetkez6 sorban az S (1 < S < 200) hosszi karakterldnc a cserék 1épéseit
irja le.

A programmal a standard kimenetre irjuk ki, hogy a cserék végrehajtdsa utan
hényas sorszamu helyen lesz a labdacska.
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Minta:

Bemenet: | Kimenet:
4 3
CEABFCEB

Bekiildendo egy tomoritett ¢691.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentéacidja, amely tartalmazza a megoldéas révid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 692. Egy munkahelyen Osszeirtdk, hogy egy adott évben a dolgozdék mikorra
tervezik a szabadsagukat. Mindenki megadta, hogy az év hanyadik napjatol hanya-
dik napig tervezi, hogy nem fog dolgozni.

A munkahely vezetGje azt kéri, hogy adjuk meg program segitségével azt a
leghosszabb id6szakot, amelyben a dolgozok szabadsagolasi idészakaszai olyan so-
rozatot alkotnak, amelyben minden idGszak tartalmazza a sorban utana kévetkezd
id6szakot. Tehat hatarozzuk meg, hogy melyik az a leghosszabb szabadsagiddszak,
amely ideje alatt egy masik kolléga is kiveszi a szabadsagat, esetleg az 6 szabadsaga
alatt egy harmadik is és igy tovabb. Fontos kérdés még a vezetd szdmara, hogy eb-
ben a leghosszabb idészakban maximum hany dolgozo lesz egyszerre szabadsigon.
Készitsiik el a programot, amely a vezetd kérdéseire valaszt ad.

A program standard bemenetének elsé soraban a szabadsagoldsi terv id6sza-
kaszainak szdma N (1 <N < 1000) van. A kovetkezd N sor mindegyikében egy-egy
szabadsig id8szakdnak kezd6 és befejezd napja, E és V egész szdm (1 <E <V < 365)
talalhato.

A programmal a standard kimenetre irjuk ki a leghosszabb — a fenti feltéte-
leknek megfelel¢ — idGszakban az egymasba dgyazodé szabadsagok maximaélis K
elemszamat, majd a kovetkez6 K sorban az egymasba agyaz6dé idészakokat.

Minta:

Bemenet: | Kimenet:
6 3

23 40 23 43
18 30 23 40
23 43 30 40
38 43

40 48

30 40

Bekiildend6 egy tomoritett 1692.zip dllomanyban a program forraskodja és rovid
dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldas rovid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

(10 pont)
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1. 693. Ez a feladat az el6z0 tanévben elkezdett és az ebben a tanévben folytatott
primekkel kapcsolatos sorozat (I. 633.; I. 641. és 1. 661., illetve I. 673.) 6todik
része. Most az aldbbi specidlis primeket keressiik az 1 000 000-nal nem nagyobb
primszamok ko6zott: csillagprimek, faktoridlis primek, permutdlhato primek, teljes

c sz

Csillagprimeknek nevezzik a 6n(n—1)+1 alakd primszdmokat. Példdul n = 10-
nél 6-10-9+ 1 =541, ami prim.

Faktorialis primek az n!+1 alaki primszdmok. Példaul a 7! — 1 = 5039 ilyen
prim.

Permutalhato primeknek nevezziik az olyan tizes szdmrendszerben vett szamo-
kat, ahol a szamjegyek minden permutdcidja primszim. Példaul ilyen prim a 199,
hiszen a 199 mellett a 919 és a 991 is prim.

Teljes primeknek, mds néven Bélcsfoldi—Birkds—Ferenczi primeknek nevezzik a
tizes szamrendszerben azokat a primszamokat, amelyeknek minden szimgjegye prim,
és szamjegyeinek szdma is prim. Példaul a 523 ilyen prim.

Woodall-primeknek nevezziik az n-2"™ —1 alakd primszdmokat. Példaul n =6
esetén a 383 primszam.

1. Készitsiink egy tablazatkezel6 munkafiizetben primek néven munkalapot, és
munkankat mentsiik prim__5 néven a tablazatkezel6 program alapértelmezett
formatumaban.

2. Illessziik be az A8 cellatdl a primek1000000ig.txt faj1bol az 1 000 000 alatti pri-
mek listajat. Az els6 két sorban oszlopfeliratokat készithetiink a szamitasokhoz.

3. Véalogassuk ki az 6t primcsoport tagjait az 1 000 000-nal nem nagyobb primek
koziil. A szamitdsokat ezen a munkalapon végezziik.

4. Hozzunk létre egy eredmények nevii munkalapot, amelynek A oszlopanak cel-

l1ait toltstik fel 1-t6l egész szamokkal addig, amennyi a specidlis primszamok

darabszamanak maximuma. A kovetkez6 oszlopokban hatarozzuk meg minden
primszamtipusnal helykihagyas nélkiil, névekvo sorrendben:

a. a B oszlopban a csillagprimeket;

b. a C oszlopban a faktoridlis primeket;

c. a D oszlopban a permutalhaté primeket;

d. az FE oszlopban a teljes primeket;

e. az F oszlop cellaiba pedig a Woodall-primeket.

A

5. A munkalap adattartoményét formdzzuk a minta szerint!
A B C D E F H
1 1 13 2 2 23 7 ¢
2 2 37 3 & 7 23 4}
a3l sl 8l s e ¢

6. Készitsiik el az eredmények munkalapon az adott helyre a mintdn lathaté
tablazatot.
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< H | J K L M
Az egymillidnal kisebb primek kdzott
tipus|csillagprim faktorialis|permutalhaté [teljes |Woodall

> darab

[

alegkisebb
alegnagyobb

Do AW =
Ry g
A A A A s A il

a1t b B 1 L e b N e sl S i A A b gt

i

7. Szamitsuk ki és jelenitsiik meg a hidnyzé adatokat.
8. Mindkét munkalapon cseréljiik le oszloponként az elsé 99 sor utani képleteket
az értékiikre.

Segédszamitdsokat a primek munkalapon végezhetiink. A megolddsban sajét
fliggvény vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildendo az 7693.zip tomortett allomanyban a munkafiizet az eredeti nevén
xlsb formdtumban (bindris munkafiizetként) és egy rovid dokumentdci6, amelyben
szerepel a kivialogatasok modszere, a tablazatkezel neve és verzidszama.

Letolthet6 alloméany: primek1000000ig.txt
(10 pont)

I. 694. Sokaknak okoz fejfajast az aldbbihoz hasonlé mésodfoki egyenlétlensé-
gek megoldasa:
2 _

e —x+1 > 1

2?+r+17" 3
Pedig ezek nem is olyan nehéz feladatok, hiszen nulldra rendezve egy tort elGjelét
kell megvizsgalni, amikor a tort szamldléja és nevezdje is legfeljebb mésodfoki
kifejezés.

Nézziik meg egy, mar nullara rendezett konkrét példan a megoldast.

22 —2zx+1 <0
2 —Tx+10 '

A szamlalobol alkotott egyenletnek egy megolddsa van, x = 1, a nevezébdl alkotott
egyenletnek ketto, 1 =2 és xo = 5.

A szamlalo és a nevezd mint fliggvény grafikonja egyarant felfelé nyilé parabola,
a gyokok kozotti fliggvényértékek negativak, a kisebb gyoknél kisebb és a nagyobb
gyoknél nagyobb értékek esetén pozitivak. Foglaljuk tablazatba:

<1 r=1 |1<z<2| z=2 |[2<zx<b| x=5 z>5
a szamlélé elbjele | pozitiv 0 pozitiv | pozitiv | pozitiv | pozitiv | pozitiv
a nevez§ eléjele | pozitiv | pozitiv | pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
a tort elGjele pozitiv 0 pozitiv | 2¢ E.T. | negativ |5¢E.T. | pozitiv

A tablazatbdl kiolvashatd, hogy a fenti egyenlGtlenség akkor teljesil, ha x €
€ ]2;5].
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Altaldnositsuk:

A relacidjel lehet: <, <, =, #, > vagy >.

ar®+br+c
dz? 4+ ex +

relaciojel 0.

1. Nyissunk meg egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet és a munkafiizet kapja a

tort, a munkalap a szamol nevet.

2. Készitsik el az els6 harom sor celldinak tartalmét és formatumét a minta
szerint.

| & B c G 1 Je|e]m of

1 relacid | = [= 7| = 3

“ b @ : g !I..

3 szama ‘ at 2 3 4 | 5 ¢

. ¢

4| 1

1 FJ

5 i

5\ P . Fa o R o | it ¥ o PR P ol i, ._./

3. Ha az A3:F3 cellakba begépeljiik az egylitthatokat, a G& celldba a megfelel
relaciéjel kédjat, akkor az A5:G7 tartomany celldiban jelenjen meg a reléci6 a

minta szerint.

4. Szamitsuk ki a szamldlé és a nevezd zérushelyeit, amennyiben vannak.

| A B C D F G H 1 1 K L i M ‘;

1 X reldcié =l =] el e | T
o h = o I : 3

¥ - sZdma 1|12 |3([4]|5]|86|F
3| 1 -5 L3 o -5 5 !:
4 j
| - -

5 | *-Gx+6 Vi
& | = 0 %
i | 2%-5 6’
8| | - o
.|V PR B b gt e s

5. Készitsiik el egy 1j, kiértékeld nevii munkalapra a kiértékel6 tablazatot és a
szamol munkalap H6-os celldjiba az egyenlotlenség megoldésat.

oo~ m W =

6. Készitsiink értéktablazatot az 1. sorbeli feliratokkal (x,

és toltse fel az A2:A102 tartomanyt.
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A B C 5] E F G
relacia
7 b e I ¢ v 3
szama
1 -5 6 o 2 -5 5
*-ExtE
= 0

H

#

< |5

1]}

ey

xe[2 250 3] _,:

#r

{

sz(x), n(x) és t(x)).
Az 4brazolasi tartoménya a zérushelyek minimumaéndl és maximuma&nal legyen
egy-egy egységgel kisebb és nagyobb. Az x értékek 1épéskoze legyen egyenletes,
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A B T D

1 X sz(x) nix) x) r

2 1 2 3] 066667 o

3 1,03 11,9109 -2,94| -0,64997 {
Tl st o bde, _gmonors) 8% a0.0p | gt mooan .A,

Y e [ et e Fa T
100 3,94 1,8236 2,86) 0633194 =,
101 397 1,9109 2,94| 0,649966 (

102 4 2 3| 0,666667

103 f
ET1Y | PR e N o P e S

7. Szamitsuk ki a B2:B102 tartomanyban a szamlalé adott z-hez tartozé értékeit.
8. Szamitsuk ki a C2:C102 tartomanyban a nevez6 adott x-hez tartozo értékeit.
9. Szamitsuk ki a D2:D102 tartoményban a tort adott x-hez tartozoé értékeit.

10. Egy 1j, diagram tipusu munkalapon abrazoljuk a szamlal6 és a nevezd, tovabba
a tortfiggvény grafikonjat az adott tartomanyon.

— () —K) — ]

Segédszamitasokat a szamol munkalapon a 8. sor alatt végezhetiink. A megol-
désban sajat fiiggvény vagy makrd nem hasznalhaté.

Bekiildend6 egy tomoritett i694.zip dllomanyban a tort néven mentett tabla-
zatkezelé munkafiizet, egy rovid dokumentaciéban pedig a tdblazatkezel6 neve és
verzidszama.

(10 pont)
e

Bekiildési hatarid6: 2026. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

168 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/3



Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 907. Az egyenletes tomegeloszlisi, m = 0,7 kg tomegi,
ABC' szabdlyos hdromszdg alaki lemez A csicsa az dbra szerint
csukloval csatlakozik a fliggdleges falhoz. A haromszog vizszintes
AB oldaldnak B végpontjdat egy fondl koti dssze a fallal. A fondl
a vizszintessel p = 60°-0s szdget zar be.

a) Mekkora erd ébred a fondlban?
b) Mekkora nagysdgi, és milyen irdnyd erdvel terheli a ha-
romszoglemez a csuklot?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

I. megoldas. a) A lemezre hat6 forgatényomatékok ered8je
— bérmely pontra vonatkoztatva — nulla. Irjuk fel a forgaté-
nyomaték-egyenletet az A pontra vonatkoztatva. Az ebben a
pontban ébredo erének nincs forgatonyomatéka, igy azt az 1. db-
ran fel sem tiintettik.

A fonalban csak fondlirdnyd er6 hathat, ezt komponensekre bontjuk:

csak az

Fpy = Fpsiny fiiggbleges komponensnek van az A pontra vonatkoztatva forgaté-

nyomatéka. Az egyenlet:

a
Fpya= mgi7

amibdl a fondlban ébredd erd:

Fp=1Bv_ ™9 yN
57 sing ~ 2sing '

b) Az A pontban haté erd nagy-
sagat és irdnyat a vizszintes és flig-
gbleges erdk egyenstlya alapjan ha-
tarozzuk meg. A 2. dbrdra berajzol-
tuk a lemezre haté mindharom erét,
a fondlerd és a csukléban fellépd erd
komponenseit is.

Az eréegyenstly:

FAx:FBzv
FAy+FBy:mga
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amibdl az elézd rész eredményét is felhaszndlva:

m
FAy:FBy:7gv
Fy=Fg~4N,
o=@ =060°.

A lemez a csuklot az Fy erd ellenerejével terheli.

Csikos Attila (Budapest, Varosmajori Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. A lemezre harom er6 hat: a nehézségi erd, a
fonaler6 és a csukloerd. Ezek ereddje egyensuly esetén nulla, va-
lamint a harom er6é hatasvonalanak egy ponton kell &tmennie.
(Ha ez nem igy lenne, akkor barmely két eré hatdsvonaldanak
metszéspontjara vonatkoztatva a harmadik erd ered6 forgaté-
nyomatékot képezne.) A 3. dbrdrdl lathatjuk, hogy a hirom erd
metszéspontja a C’ pont, ami tiikkorszimmetrikus az AB szakasz-
ra. A szimmetriabdl kovetkezik, hogy a fonalerd és a csukléerd
egyforma nagy, és mindkettd ¢ = 60°-0s szoget zdr be az AB
szakasszal.

Mindkét er6 nagysiga

myg mg
= —==~4N.
2sing /3

8. abra

40 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 18, hidnyos (1-2
pont) 6, hibds 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5674. Eqy héerdgép eqy C hékapacitasi, kezdetben T hdmérsékleti test és egy
allando Ty homérsékleti, nagy méretd hétartaly kézott dzemel.

Vizsgdljuk a kévetkezd két esetet: T =Ty + AT és T =Ty — AT. Melyik esetben
nyerhetink t6bb munkdt?

(5 pont) Példatéri feladat nyoméan

I. megoldds. A maximadlis, reverzibilis folyamatban miikod6 gép (Carnot-gép)
altal végzett munka a hatdsfok folyamatos valtozdasa miatt mindkét esetben integ-
ralassal fejezheto ki.
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1. eset: T =Ty + AT (a test melegebb, 1. dbra).

A pillanatnyi hatasfok: c| T
T d@
n(T)=1- 70
dw;
A test dltal leadott kicsiny hémennyiség dQ = —CdT), igy
az ekdzben végzett elemi munka:
T
dW:ndQ:—C(l—TO>dT. T
Ezt integralva Ty + AT-t61 Tp-ig: 1. dbra
AT AT
Wy =-C 1—-=)dT'=CTy| — —-In(1+— ] ).
[ (p)ar-en (3 -n(1+50)
To+AT
2. eset: T =Ty — AT (a test hidegebb, 2. dbra).
Ekkor a hétartdly a meleg oldal (Tp hémérsékleten) T
és a test a hideg (T, valtozé hémérsékleten). Reverzibilis !
folyamat esetén: ;
dQ' Ty dQ
dQ T’ d W,
ahol dQ’ a hétartaly altal leadott, dQ = CdT pedig a test
altal felvett kicsiny hémennyiség. A kett6 kiillonbsége az dq
elemi munkavégzés: ol r
dW =dQ' —dQ =C < - 1) dT. 2. dbra

Ezt integralva Ty — AT-t61 Tp-ig:

To
Ty AT AT

Osszehasonlitds: Vezessiik be az € = AT—OT jelolést. Ekkor a két munka kiilénbsége:
1+e
Wo—W;=C1Tp | In 1~ 2e | = 2CTy(artanhe —¢).

Mivel artanhe = e+ % 4. > ¢, ezért Wy > Wi, Tehat tobb munka nyerheté a md-
sodik esetben, amikor a test kezdetben hidegebb (T'= T, — AT).
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Megjegyzés. AT < Ty esetén a kozelit6é alakok:

2 3
Wi 1(AT\' _1/ar
CTo " 2\ To 3\ To
Wo (1 (ATN® 1 (AT\Y
CT, 2\ To 3\To )’
igy a kiilonbség csak a harmadrendii tagtdl kezdve jelentkezik.

Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Az 6sszehasonlitas az integralok kiszamitasa nélkiil is elvégezhetd.
Az integrélast mindkét esetben egy AT hosszlisdgu intervallumon kellene végezziik:
az egyik esetben Ty-rél indulva Ty + AT-ig, a mésik esetben Ty — AT-r6l indulva
To-ig (3. dbra).

CAT/(Ty—AT)+
CAT/Ty
CAT/(Ty+AT) -

I
Ih—AT Ty Ty +AT

Hasonlitsuk 6ssze a két integrandust! Az els§ esetben
To<T<To+AT = T=T,+0T,
mig a méasodik esetben
To-AT<T<Ty, = T=T,— 0T,
ahol 0 < 0T < AT. Ez alapjan (a C konstanst mindkét esetben elhagyva):

) TO_1 L, _ or _ 0T T 1_T0 )
T — To+6T To+6T To—6T To—6T ~— T

azaz a masodik esetben az integrandus mindig nagyobb (az intervallum szélén pedig
egyenld). Tehdt — az I. megolddsban szereplé érveléssel ésszhangban — a mdsodik
esetben nyerhet6 tobb munka.

17 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos (1-3 pont)
6, hibas 3 dolgozat.

P. 5679. Vizszintes talajon surloddsmentesen mozoghat eqy M tomegi, lapos
feliilet, kezdetben dllo kiskocsi, amelynek egyik végén eqy m = M /2 tomegi, kicsiny
hasab helyezkedik el. A kiskocsi £ =24 cm hosszi, a rajta lévd hasdb és a kiskocsi
kozott a surlodasi egyiitthato p = 0,2.
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—
a) Legfeljebb mekkora vy sebességgel lokhetjik meg a kicsiny hasdbot, hogy ne
essen le a kiskocsirdl?

b) Mekkora lesz a kiskocsi és a hasdb sebessége abban a pillanatban, amikor a
hasab lerepiil a kiskocsirdl, ha vi = 2vy sebességgel l6kjiik meg a hasdbot?

(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlé, Budapest

I. megoldés. a) A testek helyzete a mozgas kezdetekor és a kozos mozgas eléré-
sekor az dbrdn lathato.
s+ /4

e g

4 s

Ekozben a rendszerre nem hat vizszintes kiilsé erd, igy alkalmazhaté a lendii-
letmegmaradés torvénye:
muvg = (m+ M)u,
amibol
m 1
YT M T 3

A munkatétel szerint a rendszer mozgasi energiajit a surlédasi munka csokkenti:

1 1
imvg — umgl = §(m+ M)u?,

amibdl u kifejezését (és M = 2m-et) behelyettesitve, majd rendezve:
vo =/ 3ubg ~ 1,2 m/s.

Megjegyzés. A surlédasi munkat a sirlédasi er6 és a relativ elmozdulas szorzataként
kaptuk meg. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a strlédasi eré6 munkajat mindkét testre
kiszamitjuk, és ezeket Osszeadjuk. A surlédéasi erd a kocsit s iton gyorsitja, a kis testet
pedig s+ ¢ aton fékezi:

Ws = pmgs — pmg(s +£) = —pumgt.
b) Ismét felirhatjuk a lendiilet megmaradasat:
muvy = mug + Muvsg,
2mug = mus + 2mus,
(1) uz = 2(vg — va).
A munkatétel ebben az esetben:

1 1 1
§mv% — pmgl = imug + §MU§7

1
208 — plg = iug +02.
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Felhasznalva (1)-et, majd behelyettesitve az el6zd részben vp-ra kapott eredményt:

208 — plg = 202 — dvgug + 203 403,
3v3 — dvovs + gl = 0,
3v2 — 4+/3ulgus + plg = 0.

A maésodfoku egyenlet fizikailag értelmes megolddsa megadja a kocsi sebességét a
kis test leesésének pillanataban:

vg = <\j§ — 1> vV ilg =~ 0,11 m/s.

(A maésik megolddsbdl a kis testre negativ sebesség addédna, ami nem lehetséges.)
A kis test sebessége ebbdl (1) alapjan:

2
uz = 2(vp —v2) = <\/§ +2> Vilg~2.2m/s.

Bis Ldszlé Teodor (Ceglédi Kossuth L. Gimn., 12. évf.)

I1. megoldas. a) A kocsit az mgp sirlddasi erd gyorsitja:

Mag = mgp,
amibdl
4o = mgp _ Eg
M 27"

A kocsival egyiitt mozgd (ag gyorsuldssal gyorsulé) vonatkoztatési rendszerben a
kis test mozgdsegyenlete (figyelembe véve a —mag tehetetlenségi erdt is):

Mayel = —MgU — Mao,

amibél (az ag-ra kapott eredményt felhasznélva):

m 3
Grel = — (1 + M) 19 ===9-

A kis test vy kezdésebességrol indulva ekkora (negativ) gyorsuldssal £ aton all meg,

amibdl:
vo = v/ 2l arel| = 1/ 20 (1 + %) ng =+/3ulg ~ 1,2 m/s.

b) A vy = 2vg kezdbsebesség esetében a mozgdst ismét a kocsival egyiitt mozgd
vonatkoztatdsi rendszerben vizsgaljuk. A kis test relativ gyorsuldsa megegyezik
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az el6z6 részben meghatarozott a,. értékkel. Ez alapjan a mozgas idejére egy
méasodfoku egyenletet irhatunk fel:

0= vt + 22,
2
3

{= 2U0t — ﬂtQ,

amelynek a fizikailag értelmes megoldasa vy kifejezését felhasznalva:

4 14
t<2) — =~ 0,11 s.
V3 1g
EDbbdl a kis test lereptilésekor a kocsi végsebessége:

" 2
—apt=Lgt=(——1)ulg~0,11
V2 ag 29 (\/g ) Heg ) m/s,

a kis test foldhoz viszonyitott sebessége pedig (felhasznalva, hogy a kis test f6ldhoz
viszonyitott gyorsuldsa a = —pug):

2
Ug =v1 +at = 2vg — pugt = (\/§—|—2) vV ilg = 2,2 m/s.

Zadori Gellért (Szegedi Radnoti M. Kisérleti Gimn., 12. évf.)

42 dolgozat érkezett. Helyes 26 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (1-2 pont)
8, hibas 1, nem értékelt 1 dolgozat.

P. 5680. Amikor a 30°-0s hajldisszdgii, vizszintes sikban folytatodd domboldalt
mindenditt ho boritotta, Peti szokatlan maodjdt vdlasztotta a szdnkozdsnak: az emel-
kedd aljdtol szdmitott 5 m tdvolsdgbol killonbézo kezddsebességgel indult el.

a) Mekkora kezddsebesség esetében dll meg leghamarabb a szankd?
b) Milyen hosszi utat tett meg felfelé az emelkedén ebben az esetben a szdnkd?

A szdnké pdlydja egybeesett a domboldal esésvonalaval. A lejté toréspontmente-
sen csatlakozik a vizszintes feliilethez. A szdnko és a ho kézott a surlédds elhanya-
golhato.

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmez&vasarhely
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Megoldas. a) A sikon Peti vy sebességgel a d =5 m utat

d
t=—
Vo
id6 alatt teszi meg. Az o = 30° hajldsszogii emelkedén a lassulasanak nagysaga:
la| = gsina = g,
2
igy a lejton a megallasig
o Vo - 21}0
lal g
ideig fog mozogni. A teljes mozgési id6 t = t; + to, azt keressiik, hogy ez milyen
kezdbsebesség esetén minimalis. Ezt legegyszeriibben a szamtani és mértani kbzepek
kozotti egyenlotlenséggel kaphatjuk meg:

d 2 d 2 12d
t:—+ﬂ>2 —E:Q — ~2s.
Vo g Vo g g

A minimaélis id6 akkor valésul meg, amikor az egyenl6ség all fenn:

d 72’00

2

b
Vo g

amibol a keresett kezdOsebesség:

gd
vy = %%5m/s.

b) Az emelkeddn Peti a vy kezddsebességril a megalldsig lassulva

2 2 d
5:v—0:v—0:f:2,5m
20al g 2
utat tesz meg.
Bense Tamds (Budapest V. Ker. E6tvos J. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. A b) kérdésre a vilaszt egyszeriibben megkaphatjuk, ha észrevessziik, hogy

a minimalis id6 esetében Peti ugyanannyi ideig mozog a sikon, mint a lejtén, csak éppen

fele akkora atlagsebességgel. Ebbdl s = g = 2,5 m, az el6z6 megoldéassal 6sszhangban.

53 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 15, hidnyos (1-2
pont) 4, hibds 2 dolgozat.

P. 5682. Egy R sugarid, H magassigi hengerben folyadék van. A hengert a
tengelye koril forgasba hozzuk. A forgds szdgsebességét lassan néveljik egészen
addig, amig a folyadék széle felhuzodik egészen az edény szdjdig. Fkkor a pohdr
aljdnak kézepérdl éppen ,eltinik” a folyadék.

a) Mekkora az edény legnagyobb szigsebessége?
b) Milyen magasan dll a folyadék a hengerben induldskor?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

176 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/3



Megoldas. a) Tegyiik fel, hogy a henger w szogsebességgel forog, és a viz formdja
a feladatnak megfelel. Nyilvan a viz felszine forgasszimmetrikus, tehdt barmely,
a henger forgastengelyén athaladé keresztmetszet ugyanolyan formaju lesz. Legyen
valamely keresztmetszet felszinének az egyenlete h(r), ahol r = 0 a forgastengely és
h =0 a henger alaplapja.

Vegyilink egy m tomegli vizrészecskét a felszinen, amely x tavolsigra van a
forgastengelytél. A forgd hengerhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben erre a ré-
szecskére hat az mg nagysagu, fliiggéleges irdnyt nehézségi erd, az mw?r nagysagu,
vizszintes irdnyt centrifugdlis erd (tehetetlenségi erd), és egy, a folyadék feliiletére
merdéleges irdnyt nyomoéerd (1. dbra). Ahhoz, hogy a részecske egyenstilyban le-
gyen, a nehézségi erod és a centrifugdlis er6 vektorialis 6sszegének merélegesnek kell
lennie a feliiletre.

A feliilet meredeksége h'(r), amibol

2 2

1 h’rzmwr:w—r,

) =T
2

(2) h(r)= ;—QTQ +ec,

ahol h(0) =0 alapjén az integrécids dlland6 ¢ = 0.
Ezen kiviil a feladat szovege alapjan h(R) = H,

amibél:
v2gH
o

b) Hatarozzuk meg a folyadékbdl hidnyzé forgédsi paraboloid V térfogatat! Ehhez
osszuk fel a testet dh magassdgi henger alaki szeletekre (2. dbra).

A h magassigban 1év6 szelet sugara (2) alapjén:

V2gh
r(h) = ¥,
w H
térfogata pedig: ’"*dh
2gh Y
av = Lran. hT |
w ‘
A keresett térfogat integrélassal hatdarozhatd meg: _ —
V:M/hdh:gHQW:HRQW. 2. dbra
w? w? 2
0

(Az utolsé 1épésben w el6z8 részben megkapott kifejezését helyettesitettiik be.)
A teljes henger térfogata H R?7, tehat a forgdsi paraboloid térfogatanak kétszerese.
Igy a folyadék térfogata megegyezik a forgési paraboloid V térfogatdval, amibél a
folyadék magassaga indulaskor:

v H

T Rr 2
Rajtik Sdndor Barnabds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

Hy
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Megjegyzések. 1. A forgasi paraboloid metszetének egyenlete meghatarozhaté geomet-
riai megfontoldsokkal is. A parabolatiikor a tengelyével parhuzamos fénysugarakat a f6-
kuszpontba gytijti (3. dbra). A parabola geometriai definicidja szerint a fékuszponttdl és
a vezéregyenestdl egyenld tavolsidgra 1évé pontok halmaza (PF = PP’). Az F fékuszpont
és a v vezéregyenes tavolsdga a parabola p paramétere, amellyel a parabola egyenlete:

1 2

h=—r".
2pr

A 3. dbrdrél leolvashatéan a gorbe érintéje az FPP’ egyenld szarti haromszdg szim-
metriatengelye, igy az F'P' szakasz merSleges rd. Ezért a merSleges szart szdgek miatt:

r
tga=—.
p

Ezek alapjan (1) felhaszndlasaval (tga = h'(r)):

- _9
p tga  w?’
v h= i7‘2 = w—2r2,
2p 29
3. dbra a megoldasban kapott kifejezéssel 6sszhangban.

2. A folyadék térfogata a forgastestekre ismert szamitdsi médszerrel is meghatérozhato.
Ekkor a forgdstestet r sugaru, dr vastagsigd, h(r) magassdgi hengergytriikre bontjuk
(4. dbra), amelyek térfogata:

dV = 2rmh(r)dr.

Behelyettesitve h(r) (2)-ben megkapott kifejezését, és az integralast elvégezve:

R
Ve 2H7rr3dT72H7rR747HR27T
) R? TOR2 4 27

0

az el6z6 eredménnyel 6sszhangban.

hT
- T

R " S'dr

4. dbra

40 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 9, hidnyos (1-3 pont)
10, nem versenyszerl 1, nem értékelt 1 dolgozat.

P. 5683. Az abran kilonbozé szint LED-ek dram—fesziltség karakterisztikdjdt
lathatjuk. A grafikonrdl leolvashatjuk, hogy adott fesziltség esetén mekkora a LED
drama.
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a) Az dbra alapjin hatdrozzuk meg, hogy mekkora teljesitményt vesz fel egy
voT1é8, eqy zold és eqy kék LED, ha 2,5 V fesziiltségre kdtjik dket pdrhuzamosan!

b) Mekkora lesz ugyanennek a hdrom LED-nek a teljesitménye, ha 7,5 V feszilt-
ségre kotjiik Sket sorosan?

I (mA)

vOros zold  kék

100+

80

60

404

20

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

I. megoldas. a) Parhuzamos kapcsolds esetén mindegyik LED-re ugyanakkora
U =25V nagysagu fesziiltség esik. Az egyes diéddk arama a grafikonrdl leolvas-
haté: I, = 100 mA, I, ~ 35 mA, I, = 18 mA. Ebbdl az egyes diédédk teljesitménye
a P =UI 6sszefiiggés alapjan:

P, ~250 mW, P,~8 mW, P ~45 mW.
b) Soros kapcsoldsndl a diéddk drama megegyezik, fesziltségeik pedig Ossze-
adédnak, osszegiik: U, + U, + Ux = 7,5 V. Prébalgatassal megtalalhaté, hogy ez

I ~ 39 mA aram esetén teljesiil. Ekkor U, ~ 1,95 V, U, =~ 2,6 V, Uy ~ 2,95 V. Az
egyes diddék teljesitménye ismét a P = U Osszefliggés alapjan:

Py~ 76 mW, P,~101 mW, P~ 115 mW.

Vértesi Janka (Debreceni Ady E. Gimn., 12. évf.)

I1. megoldas. b) Ha a harom gorbét vizszintes irdnyban grafikusan sszeadjuk
(dbra), akkor megkapjuk a soros kapcsolds eredd karakterisztikdjat, amelyrdl a
7,5 V-hoz tartozé aramérték kozvetleniil leolvashato.
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I (mA) voros  zold kék SOTros

10 T 7] 7

[ ]/ 4
. ] 1
177

B [ ]/

1/ /
§ S/

O T T 1 1 T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7T 75 8 9 10

A megoldés tobbi része megegyezik az I. megoldéassal.

24 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos (1-2 pont)
9 dolgozat.

P. 5684. Egyenletes vastagsdagu drétbol az abran ldtha-
to keretet készitjik el. Szamitsuk ki az A és B, valamint
az A és C pontok kozotti eredd ellendlldsok ardnydt!

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

I I. megoldés. Az egyenletes vastagsag miatt a dré-
tok ellendlldsa aranyos a hosszusiagukkal. Legyen a
kis négyzetek egy-egy oldaldnak ellenallisa R. Az &t-

H  tekinthetOség kedvéért az 1. dbran lathaté médon to-
vabbi csticsokat is megjeloliink.

D A B G 1. Az A és B pontok kozotti ellenallds meghataro-
zasa.

Rajzoljuk at a kapcsolast attekinthetébb formaba

o p (2. dbra).
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A fels6 4g kozéps6 részének eredé ellendllasa:
(1) Rpc=3R+2(2Rx2R)=3R+2R=5R.

Ezt felhasznalva a 2. dbra egyszeriisithetd. A 3. dbrdn (a szimmetridt kihaszndlva)
berajzoljuk az egyes dgak dramat is.

Li—1I3 5R
I, B L — L < R N
1 4 N 1
| 2R 2R B 1y
Vs . .}
LN | — 7
2R jpp— LI r R I
Ir+ 15
3. dbra
A Kirchhoff-féle csomoéponti térvény az A pontra:
(1) I=1+1I.
A Kirchhoff-féle huroktorvény az ADE és a DGFE hurkokra:
RI; +2RI; — RI; =0,
(2) I+ 215 = I,
5R(I1 - Ig) —2RI3 — R(IQ + Ig) —2RI3 =0,
3) 511 = 1013 + L.
Az (1), (2) és (3) egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszert megoldva:
3 5 1
L==I L=-1I I;=-1I.
1=gh =gl =g

A potencidlkiilonbség A és B kozott:
15 1
Uap = RIo+ R(Io+ I3)+ RI; =3RIs + RI3 = gRI—&- gRI =2RI,

és ebbdl az eredd ellenallas:
Uag

Rap = 7 =2R.

2. Az A és C pontok kozotti ellendllas meghatarozasa.

Az dramkor atrajzoldsa a 4. dbran lathaté. A szimmetria miatt a D és F, illetve
az I és H pontok ekvipotencidlisak, igy a DF és az I H 4gakon (az dbrén halvdnyan
rajzolva) nem folyik dram, azok elhagyhatodk.
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Az dramkor soros és parhuzamos kapcsoldsokbdl all, eredd ellenalldsa kénnyen
meghatarozhato:

1 1
Rac = 5 <R+R+2.2R+R+R) = gR=2,5R-

3. A két eredd ellendllds ardnya:

Rap 2R —é—os
Riac 25R 5

Ferencz Kevin (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)
II. megoldas. Az R 4 p ellenallas meghatarozasanal a nehézséget a 2. dbrdn latha-
t6 ADFE és BGF ellenallas-haromszogek jelentik. Ezeket delta—csillag atalakitassal

szuntethetjiik meg. Az 4talakitds az 5. dbrdn lathatd, a csillagkapcsolés ellenallas-
értékeit a Fliggvénytablazatban talalhato képletekkel hataroztuk meg:

R Rap-Rag ___R-RrR 1
AT Rup +Rap+Rps R+R+2R 47
ro_p __ RapRop _ R2R 1
D T Rap+Rap+ Rpg  R+R+2R 2
D D
R 1
1k %R
A 2R A 2
IR
R
I F
5. dbra

Ezt az 4talakitast, valamint az (1) osszefliggést felhasznélva a kapcsolds a 6. db-

rdn lathaté médon rajzolhaté at. (A BGF haromszog a szimmetria miatt ugyantigy
alakithat6 &t, mint az ADE.)

6. dbra

Ezutan az eredd ellendllas mar konnyen meghatarozhato:

1 1 1 1 1 1
RAB—4R+<2R+5R+2R>x(2R+R+2R)+4R—

f1R+6Rx2Rf1R+§R*2R

2 2 2 T

A megoldas t6bbi része megegyezik az I. megoldassal.
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32 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldés. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 9, hidnyos (1-2
pont) 9, hibds 2 dolgozat.

P. 5686. Urhajésok egqy a Foldrél induld 3/5c¢ sebességgel tdvolodd drhajéval
elindulnak felfedezni a tavoli univerzumot. A foldi irdnyiték az inditds utan T iddvel
a rakomdny eqy részét egy mdsik, 4/5c¢ sebességgel haladd rakétdval az drhajé utdn

kildik.
a) Mekkora sebességgel mozog a rakéta az drhajosok koordindta-rendszerében?

b) Mennyi idd telik el a rakomdnyt szdllité rakéta elinduldsa és megérkezése
kozott a foldi iranyitok, illetve az drhajésok vonatkoztatdsi rendszerében?

A rakéta és az drhajo gyorsitasihoz szikséges idd elhanyagolhaté T mellett.

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

Megoldas. a) Legyen az {irhajé Foldhoz viszonyitott sebessége v = gc, a raké-
taé vo = %c. A rakéta tirhajohoz viszonyitott sebességét a relativisztikus sebesség-

Osszeadd (sebesség-transzforméls) képlettel hatdrozhatjuk meg:

U/_UQ—U1_5C
2 — vavL 19"
1— 28 13

b) A Foldhoz rogzitett vonatkozasi rendszerben jelolje ¢ a rakéta atjanak idejét,
ekozben s utat tesz meg. Az {irhajé ugyanezt az utat T+t id6 alatt teszi meg,
tehat:

s=uvat =01 (T +1),
amibdl

U1

t= T=23T.

V2 — U1

Az lirhajésok vonatkoztatdsi rendszerében a télik vy sebességgel tavolod6 Fol-
don eltelt T id6 az id6dilatacié miatt hosszabbnak tlinik:

T 5
1= ()
Ezalatt a Foldtol 3
s =unT = ZCT
tavolsagra jutnak. Ez alapjan a rakéta mozgasi ideje az tirhaj6 rendszerébdl:
/ e S—: f §T
vy 20

Monori Bence (Budapest, Bethlen Gabor Technikum, 12. évf.)
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Megjegyzés. Eredményiink ellenérzésére lehetéséget ad a kdvetkezé gondolatmenet:
Az (irhajé induldsa és a rakéta érkezése (az {irhajé vonatkoztatdsi rendszerében a Fold
yinduldsa” és a rakéta érkezése) az {irhajé rendszerében ugyanott (az tirhajénal) torténik,
tehat a két esemény kozotti T+t sajatidore érvényes:

T+t

- (2)
Adatainkat behelyettesitve ldthatjuk, hogy ez valéban teljesiil. Fontos megjegyezni, hogy
ez az Osszefiiggés nem all fenn kiilon-kiiloén a T és T, illetve a t’ és t viszonydban, mert a két

id6tartamot elvalaszt6 esemény, a rakéta inditdsa méshol térténik az {irhajé rendszerében,
mint az 0sszeg két végpontjat add események.

=T+t.

32 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos (2-3 pont)
13, nem értékelt 1 dolgozat.

P. 5692. Egy adott mennyiségii egyatomos idedlis gdz kvdzisztatikusan eljut a
kezdeti pg nyomdsu és Vy térfogati dllapotdbol a py nyomdsi és 2Vy térfogati
végdllapotdba. A folyamatot dgy vdlasztjuk meg, hogy a gdz hdmérséklete sohasem
csokkenhet, illetve a gaz sohasem adhat le hot.

a) Minimdlisan mekkora hét kézélhettink a gdzzal?

b) Mazimdlisan mekkora hét kézolhettink a gdzzal?
(5 pont) Kvant feladat

I. megoldas. Jelolje a kezdeti, pg nyomasu és Vy térfogati allapotot A, a végso,
po nyomasu és 2V, térfogatu allapotot B. Mivel a giz hémérséklete sehol sem
csOkkenhet, a folyamat mindvégig az A és B allapotokhoz tartozé izotermak kozott
kell haladjon. Ugyanigy, mivel a gaz sehol nem adhat le hot, a folyamat mindvégig
az A és B allapotokon atmend adiabatdk kozott kell haladjon. A folyamat tehat
csak az 1. abrdan halvany zolddel jelolt AK;BKs sikidomon beliil haladhat.

by
K,
.\ o B
pbo < -
Al Tt~
. K,
0 oy
Vo 2Va
1. dbra
Az 1. f6tétel alapjan
Q=AE+W,

ahol Q a géz altal felvett h6, AE = Eg — E'a a géz bels energidjanak megvaltozdsa
és Wy a gaz altal végzett munka. A héfelvétel akkor lesz minimdlis, ha a gz altal
végzett munka minimaélis, és akkor lesz maximalis, ha a munkavégzés is maximalis.
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A gaz altal végzett munka megegyezik a p—V sikon a folyamatot leir6 gorbe alatti
(el6jeles) teriilettel (hiszen dW = p dV). Ez alapjan a géz legkisebb munkavégzése,
és igy legkisebb hoéfelvétele az AK;B ttvonalon, a legnagyobb pedig az AK;B
utvonalon torténik. (Ezek az ttvonalak kielégitik a feladat feltételeit: a hdmérséklet
soha nem csokken, mindig vagy allandd, vagy novekszik, és h6leadas sincsen, hiszen
vagy héfelvétel torténik, vagy adiabatikus a folyamat.)

A K; allapotban a géz dllapotjelz6i legyenek p; és Vi, az utébbi meghatarozasa:

1 Vi =poVo (izoterm folymat),

p1 Vi = po(2Vp)" (adiabatikus folyamat),

Vit =2nypt (a két egyenlet hdnyadosabol),
Vi =271V, =251 (f=3,r=2).

A K;B folyamat adibatikus, ott nem torténik héfelvétel. Az AK; folyamat izoter-
mikus, igy a héfelvétel megegyezik a gdz munkavégzésével, amibol:

Qmin = Qax, = Wg, ak, =poVo ln% = 51;12]90‘/0 ~ 1,73poVp.
Hasonlban a K allapotban a V5 térfogat:
p2Va = 2po Vo,
V' =po V',
v =

Vo =2 "1V, =273V,

Most az AK, folyamat adibatikus, ott nem torténik hoéfelvétel, és a KoB folyamat
izotermikus. Ezen a szakaszon a héfelvétel igy ismét megegyezik a gdz munkavég-
zésével, amibol:

2V
Qmax = Qx.B = Wi k,B = 2po Vo In 70 =5In2-poVy = 2Qmin = 3,460 Vp.
2
A Zsebkornél csapat: Bardz Kornél, Horvith Abel Nandor, Szél Mdrton
(Budapest, Szent Istvan Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Legyen a gdz homérséklete az A jelii kiindulé allapotban Tg, ekkor
az egyesitett gaztorvény alapjan a B jelt végallapotban a homérséklet 27T; lesz.
A géz entropiavaltozasa a folyamat sordn:

- f 2T0 2V0 o f _51n2
ASnR(21n T +an0 =1In2 2+1 nR= 5 nR,

ahol n a gdz anyagmennyisége, R pedig az egyetemes gazallandé. Felhasznaltuk,
hogy a géz egyatomos, igy f = 3. (Az entrépia kezdeti értékét nem tudjuk megha-
tarozni — nincs is ré szitkségiink —, csak a megvaltozasat.)
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A folyamat soran a hémérséklet sehol sem csokkenhet. Ahhoz pedig, hogy a
gdz soha ne adjon le hét, az entrépia sem csokkenhet sehol. Tehat a folyamatnak
a T—-S hdémérséklet—entrépia grafikonon (2. dbra) a halviny zold teriileten beliil
kell maradnia, csak a nagyobb hémérséklet és nagyobb entrépia iranyaba haladhat
(vagy allandé lehet).

T
K, B
2T,
TE) A > Kl
0 S
AS
2. abra

A T-S grafikonon a giz édltal felvett hét a gorbe alatti (elSjeles) teriilet adja
meg (hiszen dQ = T'dS). Ebbdl latszik, hogy a minimélis hékézlést gy érhetjitk
el, ha eldszor dllandé Ty hémérsékleten hét kozliink a gdzzal (néveljiik az entrdpi-
ajat), majd adiabatikusan (h&kozlés, és igy entrépiavaltozds nélkiil) dsszenyomva
noveljitk a hémérsékletét (AK;B folyamat). A maximaélis h6kozléshez pedig éppen
forditva, elészor adiabatikusan (izentropikusan) néveljikk a hémérsékletét, majd
ezutdn dllandé 27, hémérsékleten kozlink vele hét (AKsoB folyamat).

A minimalis kozolt hé tehat:

In2 In2
Qmin = TOAS = 5TnnRTO = oln

poVo ~ 1,73 poVo.
a maximalis k6zolt hé pedig:

Qmax = QT()AS =5In2- TLRTO =5In2 'poVo = 2Qmin ~ 3,46p0V0.

Patécs Péter (Budapest, Kempelen Farkas Gimn., 10. évf.)
31 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Hidnyos (1-3 pont) 22, hibds 1 dolgozat.

Fizikabol kitiizott feladatok

M. 448. Mérjiik meg, hogy egy adott megvilagitasi KoMaL tjsagban a fizika
feladatok szovegét legfeljebb milyen tavolsagbdl tudjuk elolvasni! A lap megvildgi-
tdsat a mobiltelefon fényérzékel6jét hasznalva mérjiik meg. Milyen pontosan lehet
megvildgitdst mérni ezzel az alternativ médszerrel?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
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G. 917. Egy orszaguti kerékparversenyen a szokevények egy csoportja T' id6vel
a fémezony el6tt halad, de hosszabb ideje mindenki azonos v sebességgel mozog.
Az tdtvonal mentén végig reklamfeliratok vannak elhelyezve, ezért a szponzorok
kérésére a tévés kozvetités rendezdje azt az utasitast adja, hogy az utvonal min-
den pontjat legaldbb egyszer mutatni kell a tévén. Ezen kiviil a szokevényeket és
a fémezényt atlagosan ugyanannyi ideig kell mutatni, tovibbd nem szabad 30 ma-
sodpercnél gyakrabban valtogatni a két csoport kozott. Milyen T és v esetén lehet
teljesiteni a rendez6 kivansigait? (A csoportok méretét hanyagoljuk el.)

(4 pont) Kozli: Bodor Andrds, Budapest

G. 918. Egy 2 kg tomegii és 2 m hosszi kotél mindkét végét - A
(egyméshoz kozel) a mennyezethez rogzitjiik, majd a hurok al-
s6 pontjan atvetiink egy masik ugyanolyan kotelet. Mekkora az
egyes kotelekben ébred6 feszitoero az abrdn lathaté hét pontban?

(4 pont)

(X)) B

G. 919. Hogyan miikédik a hajolift a kinai Harom-szurdok-
gatndl? Hogyan oldottak meg, hogy kiulénbo6z6 alviz- és felvizal- Pe <—D
lasok esetén is miik6djon? Fiigg-e az emelberd attél, hogy mek-
kora sulya hajét emel a lift?
https://www.erdekesvilag.hu/elkeszult-a-vilag-legnagyobb-hajoliftje-kinaban

(3 pont)

G. 920. Egy feliil nyitott, hdszigetelt tartdlyban 60 °C-os viz taldlhaté. A tartaly
folotti csapot megnyitjuk, és dlland6 vizhozammal 0 °C-os vizet engediink bele.
5 perc utan a tartdlyban 1évé, jol elkevert viz hémérséklete 40 °C.

a) Mekkora lesz a tartdlyban a viz hémérséklete tovabbi 5 perc muilva?

b) A vizet egy 6ran keresztiil engedjiik a tartdlyba. Adjuk meg és dbrazoljuk a
tartdlyban 1év6 viz hémérsékletét az id6 figgvényében!
(4 pont) Tarjan Imre fizikaverseny, Szolnok

P. 5715. Egy ¢ hosszisagu fonalinga nehezéke nyugalmi allapotban majdnem
a vizszintes talajig ér. Az ingat vizszintes helyzetéig kitéritjiik, majd elengedjiik.
Amikor az inga fonala valamekkora « szbget zar be a fiiggblegessel, a fonalat
hirtelen elégetjiik. Mekkora « szog esetén repiil a nehezék az egyensilyi helyzetétdl
legmesszebbre, és mekkora ez a tévolsag? (A légellenalldst hanyagoljuk el.)

(5 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

P. 5716. Egy m tomegl korong sirlédasmentesen mozoghat egy vizszintes asz-
tallapon. Egy nyujthatatlan kotél egyik vége a koronghoz, masik vége egy M t6-
megll testhez van rogzitve mikozben atvetettitk egy lyukon az asztalon (a kotél és
az asztallap kozotti sirlédas szintén elhanyagolhatd). Az m tomegii test kezdet-
ben egy R sugaru korpalyan halad, mikor sugariranyban kicsiny 16kést adunk neki.
Mekkora periédusidével rezeg az M tomegi test?

(5 pont) Kozli: Erdélyi Dominik, Budapest
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P. 5717. Dido legendajanak egy masik valtozata szerint a hercegné hajojaval
Eszak-Afrika egyik egyenesnek tekinthetd partvonaldn kotott ki. A helyi uralkodé-
tol annyi foldet kért, amennyit a 4 km hossztisagu keritésével le tudott valasztani.
A kerités kialakitasanal azt is figyelembe vette, hogy a parthoz 1 km-nél kozelebb az
egységnyi nagysagu foldteriilet dra kétszer akkora, mint ennél tavolabb. Mekkora és
milyen alaki teriiletet kiilonitett el maganak Dido, ha célja a lehetd legértékesebb
teriilet megszerzése volt?

(Lésd a P. 5700. feladatot lapunk 2026. janudri szdimaban.)
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

P. 5718. Tamas és Balazs felfajas el6tt 1,5 g-nak mérte egy
gumibol késziilt 1éggdmb tomegét. Felftjast kovetéen a bekotott,
8,0 dm? térfogati, gomb alaku lufit ismét mérlegre tették: eztttal
a mérés eredménye 2,0 g lett. Végiil a felfijt léggdmb szijat egy
mindkét végén nyitott, U-alakban meghajlitott, vékony, vizzel rész-
ben megtoltott iivegesd egyik végére csatlakoztatva és a bekotést
feloldva azt tapasztaltdk, hogy a cs6 két szardban 1év6 vizszintek
- kozott 50 cm kiilonbség alakult ki.

a) Hany vizcentiméter a felfajt 1éggémbbe zért levegd abszolit
nyomasa?

50 cm

b) Baldzs szerint a beftjt levegs tomege a mérlegelésnél kapott
értékek kiilonbsége, azaz 0,5 g. Tamdas viszont azt allitja, hogy
a léggomb felfujt allapotdban joval tobb, csaknem 10 g levegdt
tartalmaz. Melyik fidnak van igaza? Hény gramm levegd kertilt a
léggdbmbbe?

A mérések helyszinén a légnyomds 10° Pa, a hémérséklet 27 °C.
A levegd molaris tomege 29 g/mol, a viz sfirfisége 1 g/cm?.

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely

P. 5719. Egy szabalyos n-szog koriilirt korének sugara R. A sokszog csiicsaiban
rendre q, 2q, 3q, ..., ng toltéseket helyeztiink el. Hatarozzuk meg az elektromos
térerésséget a sokszog kozéppontjaban!

(5 pont) A Kvant nyoman

A
P. 5720. Az dbrdnak megfelelen egy R =100 2 ellen-

allast, egy L =1 H tekercset és négy egyforma C =20 uF
c c kondenzatort kapcsolunk &ssze. Az A és B pontokra
L f =50 Hz frekvenciaju, Usg = 220 V valtéaramn fesziilt-

séget kapcsolunk.

R a) Mekkora az dramkor hatdsos teljesitménye?

b) Mekkorara médositsuk a C' kapacitdsokat, hogy az
aramkor meddo teljesitménye nulla legyen?

(5 pont) Kozli: Cserti Jézsef, Budapest
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P. 5721. Fénysugér érkezik leveg6bdl egy 1,5 térésmutatdju iivegtomb sik felii-
letére.

a) Mekkora a beesési szog, ha a bees6 és a megtort sugdr 30°-os szoget zar be
egymaéssal?

b) Maximalisan mekkora szoget zdrhatnak be egymadssal a beesd és a megtort
sugarak?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5722. Adjunk nagysdgrendi becslést arra, hogy az atommag méretének meg-
felel6 térrészbe bezéart elektronnak mekkora az impulzusbizonytalansiga, és ez a
klasszikus (nemrelativisztikus) fizika torvényei szerint mekkora sebességnek felel
meg]!

(4 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

P. 5723. Kétagu létrahoz hasonld szerkezetet lathatunk az dbrdn. A fligglleges
sikban elhelyezett, vékony, homogén rudakat sturlédasmentes, konnyi csuklé ko-
ti Ossze. A rudak ¢ hossztiak, m tomegiiek, a talajon 1év6 végiikon konnyd goérgok
talalhaték, amelyek biztositjak, hogy a vizszintes feliileten sturléddsmentesen cstsz-
hasson szét a ,létra”. Kezdetben a két rud altal bezart szog 2a. Ebbdl a helyzetbol
inditjuk el 16késmentesen a szerkezetet. Szétcsi-
szés kozben a rudak a kezdetben felvett fiiggdle-
ges sikban mozognak.

a) Mekkora sebességgel csapddik a vizszintes
talajra a C' csuklo?

b) Az inditast kovetd pillanatban mekkora az
A, B és C pontok gyorsuldsa?

¢) A talajra csapddés el6tti pillanatban mek-
kora az A, B és C pontok gyorsuldsa?

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz
ok
Bekiildési hatarid6: 2026. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

. . oy . . z __ 4
New exercises for practice — competition K (see page 159): K. 894. Knowing that S=7

and ¥ = 1—34 find %ﬂ K. 895. The sum of a few distinct positive prime numbers is 40.
What can be these prime numbers? K. 896. A circle with radius R is given. We draw the
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tangent lines to the circle from an external point P. These two lines form a 60° angle,
and the circle is in one of the 60° angles formed by the two lines. How many circles of
unit radius can be drawn that is tangent to exactly two of the circle and the two lines,
if a) R=3; b) R=47 K/C. 897. We have two dice with six faces, both containing the
numbers from 1 to 6. On one of the dice the sum of the opposite numbers is always the
same, on the other one the difference of the opposite numbers is always the same. We
rolled the dice, and the same number came out on top for both. What can be the second
smallest and the second biggest value of the product of the eight numbers on the side
faces of the two dice? K/C. 898. In parallelogram ABCD the angle at A is 60 degrees,
AD =20 cm, AB =30 cm. Let E be the trisection point of AB closer to B. Let F' and
G be the midpoints of line segments £ D and BC, respectively. The circle with diameter
ED intersects F'G at H. Find the length of line segment DH.

New exercises for practice — competition C (see page 160): Exercises up to grade 10:
K/C. 897. See the text at Exercises K. K/C. 898. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1893. How many rectangular prisms are there with a volume of 2560 cm?
where every edge has an integer length measured in centimeters. (Proposed by Mdrton
Ujhdzy, Budapest) C. 1894. Prove that if n is an integer, then the value of %o + "3—3 + %
is also an integer. (Scottish competition problem) C. 1895. The surface of a cube shaped
small planet is covered in grass, its edges have a length of 1 km. A goat is tied to one
of the vertives with a rope of length v/2 km. What ratio of the surface of the planet can
be consumed by the goat? (Proposed by Mdrton Ujhdzy, Budapest) Exercises upwards of
grade 11: C. 1896. Let E be the center of square ABCD. A quarter circle with center D
and radius DA inside the square intersects the semicircle with diameter AB inside the
square at point F. Line E'F intersects line AB at M, and the semicircle with diameter
DA outside the circle at point N. Prove that F' is the midpoint of line segment M N.
(Proposed by Bdlint Bird, Eger) C. 1897. We choose three vertices of a regular n-gon such
that the chance of picking any of the triples is the same. Prove that if n is even, then the
probability of the triangle formed by the three vertices being obtuse is three times as big
as the probability of it being acute. (Proposed by Mdrton Ujhdzy, Budapest)

New exercises — competition B (see page 161): B. 5518. Let n and k be positive integers.
How many ways are there to partition the lattice trapezoid with vertices (0,0), (n,0), (k,1)
and (0,1) into lattice triangles of area 1/2? (A polygon is called a lattice polygon if both
coordinates of all its vertices are integers.) (3 points) (Proposed by Attila Sztranydk,
Budapest) B. 5519. Viktor has drawn a parallelogram of unit area. Balint measured one
of its sides and one of its diagonals. What is the smallest possible value of the sum of these
two measurements? (3 points) (Proposed by Bdlint Hujter, Budapest) B. 5520. Two circles
are given in the plane, lying outside each other. Two line segments with lengths di and ds
are also given. How many lines are there that intersect the first circle in a chord of length d1
and the second circle in a chord of length d2? (4 points) (Proposed by Géza Kiss, Csomér)
B. 5521. Positive integer k is given. Find all positive integers n such that in the prime

5217;3: the exponent of 2 is exactly 2% — 1. (5 points) (Proposed by Zoltdn

Bertalan, Békéscsaba) B. 5522. Does there exist a sequence of positive integers a1, az,

. and positive integer N such that for every n > N, an, < @n+1 < a1 +az2+...+a, and
an+1 | a1 +az2+...+an? (5 points) (Proposed by Sdndor Réka, Nyiregyhdza) B. 5523. Find
the largest possible number of distinct integer roots of polynomial p(z) = a122'? + a1z +
+ ...+ asx®+ a1z + ao with integer coefficients if ao + a2 + a4 + as + as + a10 +a12 =0
and a1 + a3 +as +ar +ag + a1 = 12. (5 points) (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest)

factorization of
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B. 5524. In triangle ABC, F is the midpoint of side BC. A line intersects line segments
AB, AC, AF, in points X, Y, Z, respectively. Prove that AB- AX + AC'- AY >2AF-AZ.
(6 points) (Proposed by Abel Szakdcs, Budapest) B. 5525. For edge e in tetrahedron T let
us define quantity r(e) as the ratio of the distance of the two heights of the tetrahedron
from the endpoints of e and the length of edge e. Let R(T) be defined as the sum of
r(e) for all the edges of tetrahedron T. Show an example for a tetrahedron T for which
R(T) > 5.999. (6 points) (Based on an idea of Zoltdn Bertalan, Békéscsaba)

New problems — competition A (see page 162): A. 929. Let P be a set of ten points in
the plane. A subset Q C P is said to be isolable if there exists a closed disk of positive
integer radius that contains all points of Q but none of the points of P\ Q. Prove that
at least one third of the five-element subsets of P are not isolable. (Proposed by Aron
Bdn-Szabd, Palaiseau) A. 930. Does there exist a tetrahedron such that the incenters of its
faces are coplanar? (Proposed by Gdbor Moussong, Budapest) A. 931. Prove that for any
integers k > 10 and n > k*, among the integers (n +12), (n+2%), (n+32), ..., (n+k?),
there is at least one that has a prime divisor greater than k. (Proposed by Géza Kds,
Budapest)

Problems in Physics
(see page 186)

M. 448. Measure the maximum distance from which the text of the physics problems
in a K6Mal. magazine under given lighting condition is readable. The lighting of the page
should be measured by the light sensor of a cell phone. How accurately can lighting be
measured using this alternative method?

G. 917. At a road cycling race, a group of breakaways is ahead of the main peloton
by a time gap of T, but for a long time, everyone has been moving at the same speed
of v. Along the route, advertising banners were placed continuously. At the sponsors’
request, the television broadcast director gave the instruction that every point on the
route must be shown on TV at least once. Additionally, the breakaway group and the
peloton must be shown on average for the same amount of time, and alternating between
the two groups should not occur more frequently than every 30 seconds. For which
values of T" and v can these requirements of the director be fulfilled? (The sizes of
the groups are neglected.) G. 918. Both ends of a rope of mass 2 kg and of length
2 m are attached (close to each other) to the ceiling, and then another identical rope
is thrown over the lower point of the loop. What is the tension in each rope at the seven
points shown in the figure? G. 919. How does the boat lift at the Three Gorges Dam
in China operate? How was it solved to make it work at different fore- and tailwater
levels? Does the lifting force depend on the weight of the boat elevated by the lift?
https://www.erdekesvilag.hu/elkeszult-a-vilag-legnagyobb-hajoliftje-kinaban
G. 920. An open-top, thermally insulated tank contains water at a temperature of 60 °C.
A tap above the tank is opened and water at 0 °C flows from it into the container at a
constant rate. After 5 minutes, the temperature of the well-mixed water in the container is
40 °C. a) What will the temperature of the water in the tank be after another 5 minutes?
b) We let the water flow into the tank for an hour. Determine the temperature as a
function of time, and plot the temperature versus time graph.

P. 5715. At rest, the string of a simple pendulum is vertical, and its bob almost reaches
the ground. The length of the string is £. The pendulum is displaced horizontally and
released. When the angle between the string of the pendulum and the vertical is «, the
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string is suddenly burned. At what angle o does the bob fly farthest from its equilibrium
position, and what is this distance? (The air drag can be neglected.) P. 5716. A disc of
mass m can move on a horizontal frictionless surface of a table. The disc is connected to
a body of mass M by an inextensible rope that passes through a hole in the table (the
friction between the rope and the tabletop is also negligible). The disc initially moves on
a circular path of radius R when it is slightly pushed radially. What is the period of the
oscillation of the body of mass M7 P. 5717. According to another version of the legend of
Dido, the princess landed her ship on an almost straight coastline in North Africa. She
asked the local king for as much land as she could enclose with a 4 km fence. Designing
the wall, she also considered that land located within 1 km of the coast is worth twice as
much per unit area as land farther inland. What is the size and the shape of the area Dido
set aside for herself if her goal was to obtain the most valuable possible territory? (See
exercise P. 5700. in the January 2026 issue of our magazine.) P. 5718. Before inflation,
Thomas and Blaise measured the mass of a rubber balloon to be 1.5 g. After they blew
up and tied the spherical balloon, which had a volume of 8.0 dm?, the blown balloon was
put on the scale again; this time the measured mass was 2.0 g. Finally, they connected
the inflated balloon to one arm of a thin U-shaped glass tube that was partially filled
with water. The other arm of the tube remained open to the atmosphere. After releasing
the tie of balloon, they observed that a height difference of 50 cm developed between the
water levels in the two arms of the tube. a) How many cmH2O (centimetre of water)
is the total pressure of the air closed into the inflated balloon? b) According to Blaise,
the mass of the air blown into the balloon is the difference between the values obtained
during weighing, i.e., 0.5 g. Thomas, on the other hand, claims that when inflated, the
balloon contains much more air, almost 10 g. Which boy is right? How many grams of air
was blown into the balloon? At the place of the measurements, the air pressure is 10° Pa,
the temperature is 27 °C. The molar mass of air is 29 g/mol, and the density of water
is 1 g/cm®. P. 5719. The radius of the circumcircle of a regular n-gon is R. Charges of
q, 2q, 3q, ..., nq are placed at the vertices of the polygon. Determine the electric field at
the centre of the polygon. P. 5720. The figure shows a circuit which consists of a resistor
of resistance R =100 2, a coil of inductance L =1 H, and four identical capacitors of
capacitance C' =20 pF. An AC generator with frequency of f =50 Hz and r.m.s. (root-
mean-square) voltage of Ueg = 220 V is connected to points A and B. a) What is the
active power of the circuit? b) How should the capacitance value C' be modified to get
zero reactive power? P. 5721. A ray of light enters the plane surface of a glass block with
a refractive index of 1.5 from air. a) What is the angle of incidence if the angle between
the incident and refracted rays is 30°? b) What can be the maximum angle between the
incident and refracted rays? P. 5722. Estimate the order of the momentum uncertainty of
an electron confined in a space of the order of an atomic nucleus. To what velocity does
this correspond according to the laws of classical (non-relativistic) physics? P. 5723. The
figure shows a two-legged ladder-like structure. The thin, uniform density rods placed in
a vertical plane are joined with a light frictionless hinge. The length of the rods is ¢, they
each has mass of m, and on their lower ends there are light castors that ensure that the
rods can move frictionlessly apart on the horizontal surface. Initially, the angle of the two
rods is 2a. From this position, the rods start to move without any push. While sliding
apart, the rods remain in the initial vertical plane. a) At what speed does the hinge C
strike the horizontal plane? b) What is the acceleration of the points A, B and C right
after the starting moment? ¢) What is the acceleration of the points A, B and C right
before the hinge strikes the ground?
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Csomdzaunk egyitt!

Kérjiik, 5 fénél nagyobb csoport jelezze részvételi szandékat a kovetkezd email
cimen: gyorffylajos38@gmail.com. Tovabbi kérdésekre is 6rommel valaszolunk!
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Matek az Utcan 2026 @7
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Ismét TT-nap, ami azt jelenti, hogy ezen a szombaton idén is lesz '\ * = e 3 '_'
Matek az Utcén a Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulat szervezésében! ' H“ﬂf
Ez anap aMatematika Nemzetkozi Vilagnapja. Az idei nemzetkozileg —

meghirdetetttéma,a matematika és aremény".

A programok célja szerte az orszagban, hogy a szabadtéri
helyszineken érdekes matematikai tevékenységekbe vonjuk be az utca
emberét. Budapesten a kozponti esemény a Blaha Lujza téren lesz
marcius 14-én 10-t6l 14 oraig.

A programok el6készitésében és lebonyolitasdban szamos
onkéntes vesz részt, a helyszineken pedig orszagszerte varjuk az
érdekl6ddket.

Az esemény részletes programja megtalalhaté a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
honlapjan.

Az orszagszerte megrendezésre keriilo programok koziil
néhany idopontja és helyszine:

marcius 11. szerda
15:00-17:00, Budapest, XVII. ker. Rdkoskereszturi varoskozpont, a Bistro 17, a
Deichmann és a Szabd Ervin Konyvtar kozti terlileten

marcius 12. csiitortok
8:00-11:00, Debrecen, Szent Anna utca 20-26, a Svetits Katolikus Gimnazium kapujaban
8:00-13:00, Gyoér, a Batthyany téren
15:00-17:00, Szokolya, F6 u. 24.

marcius 13. péntek
Délel6tt, Szombathely, Zrinyi llona u. 10.
9:00- 13:00, Veszprém, Kossuth Lajos utca, a Posta el6tti téren
16:00-19:00, Bonyhad, Szabadsag tér 2.

marcius 14. szombat
9:00-19:00, Szeged, Aradi vértanuk tere 1.
10:00-12:00, Cegléd, a gimnazium el6kertjében
10:00-12:00, Debrecen, Egyetem tér 1., a Matematikai Intézet el6tt
10:00-13:00, Esztergom, Széchenyi tér
10:00-13:00, Godolld, Szabadsag tér 9., a Liceum el6tt
10:00-13:00, Szombathely, a Berzsenyi Daniel Konyvtar Gyermekkonyvtaraban
10:00-14:00, Budapest, Blaha Lujza tér

13:00-18:00, Siéfok, F6 tér 2., Teatrum Kavéhaz A
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